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ABSTRAKT

Tato bakalafska prace je zaméfena na problematiku matematické interpretace hudby,
konkrétné se zamétuje na jeji geometrickou stranku. V praci je popsana historie propojovani
téchto dvou oborti, hudby a geometrie, dale jsou vysvétleny nékteré pojmy z matematické
a hudebni teorie vybrané tak, aby ¢tenati postacovaly k pochopeni prace. Je uvedeno n€kolik
riznych pohledi na geometrickou reprezentaci hudebnich jevia. Jeden z nich je postaven
na notaci podle vysSkovych tfid, intervalové reprezentaci akordii a jejich zaznamenani
do trojuhelnikové sité. Déle je rozvedena Neo-Riemannova teorie, blizce souvisejici s teorii
grup, kterd zahrnuje grupové operace transponujici ¢i invertujici vyskové tridy,
tudiz prevadéjici typy akordli mezi sebou. K jejich geometrickému znazornéni je pouzita
kruhova notace. Dalsi ¢ast se vénuje konstrukei a vlastnostem Tonnetzu, tzn. notového,
respektive akordového grafu. Je tvofen rovnostrannymi trojuhelniky spojenymi
ptes spole¢né vrcholy, v jejichz centru lezi ptislusné kvintakordy. Znézorfiovani akordi
v Tonnetzu uzce souvisi s hledanim efektivniho voice leadingu, kterému je vénovana ¢ast
v této praci. V jedné z kapitol je definovan linedrni a kruhovy prostor vysSek a akordovy
prostor, znadzornovani pomoci miizek a dualnich mnohosténti. V posledni kapitole této prace

je uvedena analyza ¢asti skladby pomoci zavedenych geometrickych interpretaci.
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ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the problematics of mathematical interpretation of music,
precisely, it focuses on its geometrical side. In the text the history of connection of these two
fields, music and geometry, is outlined. Moreover, some mathematical and musical terms
are explained. They are chosen in order to enable the reader to sufficiently understand
the text. There are several different perspectives on the geometrical interpretation of music.
One of the models is based on the pitch class notation, interval representation of musical
chords and their positioning into the triangle grid. Furthermore, the Neo-Riemann theory,
which closely relates to the group theory, is explained. It involves group operations that
transpose or invert pitch classes and thus transform chord types. The circular notation is used
for the geometrical interpretation. The other part is about the construction and features
of the Tonnetz, which is a note- or chord-based graph constructed by gluing equilateral
triangles by the shared vertexes. In the centre the respective triads are located.
The connection between the Tonnetz representation of chords and searching for an effective
voice leading is described in this thesis. One of the chapters deals with the linear and circular
pitch-class space and chord space, lattices and dual polytope representation. In the last part
of this thesis, there is an analysis of a piece of musical composition using the geometrical

interpretations explained.
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Uvod

Tato bakalarska prace pojedndva o propojeni dvou zdanlivé odliSnych

oborl — matematiky a hudby — védy a uméni.

Existuje mnoho odbornych textli zabyvajicich se touto problematikou, nicméné jen malo
znich klade diraz na geometrickou interpretaci hudby, obzvlast¢ hovotfime-li o ¢eskych
odbornych textech. Proto také vétSina zdrojl, z nichz v této praci Cerpam, je v anglickém

jazyce, predevsim ty mezioborové.

Cilem této bakalarské prace je vytvoreni pivodniho ceského textu, ktery by byl
elementarnim teoretickym vykladem matematického popisu hudebnich jevi s diirazem
na jejich geometrickou interpretaci a formou reserSe osvétlil rizné pohledy na propojeni hudby
s geometrii. DalSim cilem této prace je geometrické interpretace hudby propojit ¢i vzajemné
porovnat a zjistit, zda jsou pouzitelné v hudbé. Pro hlubsi pochopeni geometrické interpretace
vybranych hudebnich jevii je prace doplnéna velkym mnozstvim obrazki, vytvofenych
v programu GeoGebra. Pro ¢tenéie neptilis hudebné zdatné jsou pro lepsi predstavu ptilozeny
také zvukoveé ukazky, které jsem vytvofila pomoci vefejné dostupného programu MuseScore.
Seznam ukazek je uveden v Priloze A a samotné ukazky jsou k nalezeni na strankach

http://kmdm.pedf.cuni.cz/prilohy/kovacova bp.7z.

Historie objevovani téchto souvislosti je popsana v prvni kapitole této prace. V dalsich
kapitolach jsou vysvétleny nekteré hudebni a matematické pojmy. Tyto pojmy jsou vybrané

tak, aby postacily k pochopeni textu prace.

V ¢asti hudebni teorie je nejvice Cerpano ze Zenklova ABC hudebni nauky [21], dale pak
z publikace Vseobecnd hudebni nauka od Véry Grigoveé [3], nebo Mathematics and Music
od Davida Wrighta [20].

Z matematickych pojml jsou uvedeny hlavné definice zavedené Matouskem
a NeSettilem v Kapitolach z diskrétni matematiky [5] ¢1 Veselym v Zdkladech matematické

analyzy [19].

Cast nazvana Geometricky model popisuje perspektivu Gutierreze a Taniguchiho [4],
ktera se zaklada na znazoriiovani akordu jakozto bodti do trojiihelnikové site. Déle se také v této
casti zabyvame matematicko-hudebni teorii zaloZenou na teorii grup, do které spada konstrukce
grafu zvaného Tonnetz, a kruhovou notaci. Tato ¢ast je inspirovana webovymi strankami

Alexandera Popoffa [6—12].


http://kmdm.pedf.cuni.cz/prilohy/kovacova_bp.7z

Treti Cast je veénovana popisu geometrickych prostort, linearniho a kruhového
prostoru vysek a akordového prostoru. Vychazim zde predevsim z textd hudebniho teoretika
Dmitriho Tymoczka [15-18]. V zavedenych geometrickych prostorech je pak kladen diraz
na tfi transformace — transpozici, inverzi a permutaci, které 1ze interpretovat jak matematicky,
tak hudebné. Dale je zde vysvétleno zaznamenavani akordii pomoci miizek, mnohouhelnikd,

mnohosténtl a jejich duali.

V posledni kapitole této bakalatské prace je uveden rozbor ¢asti skladby pomoci v praci
popsanych metod geometrického zobrazovani akordl.. Tento rozbor slouzi jako propojeni

a porovnani rozebiranych perspektiv a pohledl na problematiku piislusné této reSersi.



1 Propojeni matematiky a hudby

V této kapitole se nejprve seznamime s propojenim matematiky a hudby z historického
hlediska, dale pak budou vysvétleny vybrané pojmy tykajici se hudebni i matematické
problematiky, které povazuji za klicové k porozuméni dal$im ¢astem prace. V casti 1.1 jsou
z divodu navaznosti textu uvedeny nékteré ¢tenafi mozna neznamé pojmy, které jsou pouze

struéné vysvétleny v pozndmcee pod ¢arou a budou detailnéji rozebrany pozdéji.

1.1 Historicky pohled na vztah matematiky a hudby

Lidé se vminulosti setkavali s intervaly' tonové fady nejprve v piirod€, pozdéji
na nejprimitivnéjSich hudebnich nastrojich. Intuitivné znali rizné hudebni intervaly, naptiklad
oktdvu pomoci zkraceni struny (tétivy luku) na polovinu nebo diky souzpévu muzskych,
7enskych a détskych hlasti, kvintu a kvartu potom poznali pii prefukovani pistal?.
Tyto intervaly zcela postacovaly pro zdkladni proméfovani tonové soustavy. Problém vSak
nastal, kdyz se lidé pokouseli o ptesné prepocitavani a zjistili, Ze z intervalll nelze utvorit
ucelenou soustavu bez ptizptisobeni nékteré tonové vysky. Tento nesoulad se projevuje
jak v praxi pii ladéni nastrojt, tak pfi matematickém propocitavani intervall. Jiz v 6. stoleti
pt. n. L. intervaly znal fecky matematik Pythagoras a podle n¢j se také nazyva rozdil mezi
dvanactou kvintou a sedmou oktdvou pythagorejské koma [21, s. 126—127]. Pfipisuje se

mu vyrok: ,,Co je nejkrasnéj$i? — Harmonie” [13, s. 41].

Pythagorejci, tedy Pythagorovi pfiznivei a nasledovnici, prosazovali studium
tzv. kvadrivia, které se zabyvalo ¢tyfmi matematickymi disciplinami — aritmetikou, geometrii,
astronomii a hudbou. Ve starém Recku vnimali izké souvislosti mezi jednotlivymi slozkami
kvadrivia, a hudba byla povaZovdna za tizce spjatou s matematikou. Pythagorejci vyslovili
zédkon o Umeérnosti vysky tonu délce struny nebo vySce vzduchového sloupce hudebnich
nastroji. Tato zakonitost byla intuitivné vyuZivana po staleti vyrobci hudebnich néstroji.
Dale také vyslovili tzv. zdkon harmonie, ktery ftika, Ze k danému ténu vytvofenému
chv¢jici se strunou ziskdme ton, ktery s nim ladi, seSkrcenim struny tak, aby pomér délek celé
struny a vzniklého useku byl vyjaddien pomoci malych pfirozenych ¢isel. SeSkrcenim struny
v poloving, tedy v poméru 1:2, ziskdme oktavu, seSkrcenim struny ve dvou tietinach,

tj. v poméru 2:3, ziskame kvintu, kvarté¢ potom odpovida pomér 3:4. Vztah mezi oktavou

1 Vzdalenost mezi dvéma tony.
2 Oktava, kvinta a kvarta jsou intervaly.
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a kvartou miizeme vidét v rovnosti % = Z -=[1, s. 34-35]. Velka tercie je v poméru délky struny

4:5 a mala tercie potom v poméru 5:6 [15, s. 62]. Poméry 6:12, 8:12 a 9:12 davaji po fad¢
oktavu, kvintu a kvartu, navic aritmeticky prumér cisel 6,12 je cislo9 a harmonickym
priimérem? té samé dvojice je ¢islo 8. Tato &tvefice &isel (12,9, 8, 6), byla feckymi mysliteli
nazyvana hudebni umérou. Aritmetické pojeti hudby miizeme doplnit i o geometrické aspekty,
uvedena ctvefice ma totiz vztah ke krychli, jelikoz krychle mé 6 stén, 8 vrcholli,, 12 hran

a 9 rovin soumérnosti. [1, s. 34-35].

Mluvime-li o ladéni, ve stfedovéku vyhovovalo pro zpév a jednoduchou instrumentalni
hudbu tzv. pythagorejské ladeéni, které se vypocitavalo délenim struny na jednostrunném
nastroji a dosazené tony se pak transponovaly ptes oktavu. V pribéhu renesance se pak ujalo
spiSe ladeni didymické, pojmenované po feckém badateli Didymovi, k jehoz odvozeni
se pouzivaly kromé oktdvy a kvinty navic jesté tercie*. Jiz v renesanci bylo toto ladéni
propracovano do ucelené matematické soustavy [21, s. 127-128]. Pozdé&ji se ujalo
tzv. rovnomérné temperované dvandctistupriové ladéni®, které vyrovnavalo pythagorejské
koma a rozd€lovalo oktavu na 12 ptesné stejnych dilkd. V obdobi baroka, konkrétné
v 18. stoleti, to byl Johann Sebastian Bach, kdo zkomponoval dva cykly skladeb ve vSech
toninach, durovych 1imollovych. Dilo se jmenuje Dobre temperovany klavir.
Vyuziva rovhomérné temperovaného ladéni, a pfindSi tak nové skladatelské

moznosti [20, s. 143].

Pojeti pfednesu riznymi umelci mize byt odlisné, proto otdzky ladéni v soucasné dobé

spadaji spiSe do oblasti estetiky uméni, nez do fyziky a matematiky [21, s. 129].

1.2 Vybrané hudebni a matematické pojmy

V této sekci jsou vysvétleny potfebné pojmy z piisluSnych oblasti matematiky a hudby,
konkrétn¢ definice hudebniho ténu, predznamenani, intervalli, akordd a stupnic a zpisobu
jejich zaznamenavani do notové osnovy. Je také zavedena notace pomoci vysek a vySkovych
tiid a propojeni s matematikou skrze ekvivalence ¢i permutace. Déle je také predstaven

voice leading®, se kterym se dale v této praci ¢asto pracuje.

3 Harmonicky primér je pfevracena hodnota aritmetického priméru, ktery po¢itime z pfevracenych hodnot
prumérovanych Cisel.

4 Tercie je hudebni interval.

5 Vzdalenosti mezi sousednimi tony v rovnomérné temperovaném ladéni jsou stejné.

& Voice leading je postup od jednoho hudebniho objektu k druhému.
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Tony a notace

Hudebni ton je vysledkem pravidelnych vibraci vznikajicich chvénim struny
¢i vzduchového sloupce, které se Siti ve formé& zvukovych viln, vyska tonu je potom
frekvence téchto vibraci. Frekvence se méfi v hertzech (Hz) a lidské ucho je schopné slyset
20— 20 000 Hz. Ton Ai, jehoz notaci v houslovém kli¢i mizeme vidét na obrazku (Obr. 1),
m4 ve standardnim sou¢asném ladéni frekvenci 440 Hz’. Umisténi not do notové osnovy zavisi
na vyskéch tonu a v riznych kli¢ich se 1i8i (Obr. 2). Je tomu tak proto, ze kazdy znéjici nastroj
muze zahrat jen tony urcité vysky. Za vysku tonu berme libovolné kladné redlné ¢islo. Hudebni
ton je tedy to, co slySime, a nota je jeho reprezentace v notové osnove. Noty/tony oznacujeme

C,D,E,F,G, A, H (Obr. 3).

a)

& o

[y

Obr. 1. Tén A; v houslovém klici (Ptiloha A — Ukazka 1).

A ©-
o F——

3% P

e

Obr. 2. Ton C; v houslovém, violovém a basovém Kklici.

ceoe CID|E|F|G|A|H|C|D|E|JF|G|A|H|C|DJ|E eee

Obr. 3. RozloZeni tont na klaviru.
Piedstava klaviatury, kterd pokracuje v obou smérech do nekonecna tak, ze tony
pokracuji aZ za hranici lidské slySitelnosti, ndm dava nekone¢nou mnozinu tonti riznych vysek.
Tato mnozina vSak neobsahuje vSechny mozné vysky, protoze existuji dal§i vysky tont

mezi témi vedlej$imi na klaviatufe. My se ale budeme zabyvat pouze tony z klaviatury.

7 Ténu A o frekvenci 440 Hz fikame komorni A.
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Pfedznamenani

Noty mohou byt zménény pomoci predznamendni, tedy tzv. krizki (%) a bécek (b).
Jedna se o symboly, které zapisujeme do notové osnovy vzdy pred danou notu a které graficky
znazornuji ton svySkou o pul ténu zvySenou, nebo snizenou oproti plvodnimu téonu
reprezentovanému danou notou za ptredznamenanim. Kdyz zapiSeme kiizek ptimo pifed notu,
ozna¢ime tim zvySeni tonu o pulton, bécko naopak vysku o pilton snizuje. Tony, které maji
pied sebou v notaci pfedznamenani, jsou na klaviatufe umisténé na Cernych klapkach (Obr. 4)
Odrazka (4) zrusi platnost bécka i kiizku. Ne&kdy se pouziva také dvojity krizek (##)

a dvojité bécko (bb), které zméni vysku o dva pultony, tedy o cely ton [21, s. 12—14].

o e o o ® o
® o o ® o O
Obr. 4. RozloZeni tona na klaviru.
Intervaly

Hudebni interval mezi dvéma tony muze byt neformdlné povazovan za rozdil
mezi jejich vySkami [20, s. 6]. Pokud se ozvou oba tony soucasné, jde o harmonicky interval.
Ozvou-li se tony po sob¢, pak jde o interval melodicky. Rozdil vySek tonli vSak zlstava stejny.
Klavir je ladén temperovanym ladenim, coz znamend, Ze interval mezi jakymikoli dvéma
vedlejSimi tony klaviatury je stejny. Za vedlejsi tony povazujeme vzdy dvojici: ¢ernd a bilé
klavesa. Pokud se mezi dvéma bilymi kldvesami nenachazi zadna Cernd, pak jsou tyto dva tony
také sousedni. Takovy interval se nazyva pulton. Oktava se skladd z dvanacti pultond.
Podle sméru urcovani intervald rozliSujeme vzestupné a sestupné intervaly [21, s. 78].

V rovnomeérné temperovaném ladeni, tedy v ladéni, ve kterém maji vSechny shodné intervaly
(4. primy, sekundy, tercie atd.) stejnou velikost, je G# a Ab stejny ton. O takovych tonech

tikame, ze jsou enharmonicky ekvivalentni [21, s. 14].
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Tab. 1: Zékladni intervaly podle poctu pultont [20, s. 6]. Byla pouzita ¢eska terminologie podle

Grigové [3, 5.126-130].

cista prima 0 ptltona

mala sekunda 1 pilton

velka sekunda 2 paltony = 1 cely ton
mala tercie 3 piltony

velka tercie 4 pultéony

cista kvarta

5 pulténa

triton

6 palton

cista kvinta

7 pultéona

mala sexta/zvétseny kvinta

8 piiltond

velka sexta

9 paltoni

mala septima/zvétSena sexta

10 ptlténi

velkad septima

11 ptltéoni

oktdava 12 ptlténi
mald nona 13 paltént
velka nona 14 paltént

mala decima

15 paltént

velka decima

16 paltont

Matematicky interval

musime odliSovat od toho hudebniho. V této praci budeme

pod pojmem ,,interval* minit hudebni interval.

Ekvivalence

Relace, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyva ekvivalence. Rekneme,

7e relace je na mnozing

1. reflexivni, jestliZze pro kazdé x z mnoZiny plati, ze x je v relaci s x,

2. symetricka, jestlize kdykoli x je v relaci s y, pak 1 y je v relaci s x,

3. tranzitivni, jestlize ze vztahl x je v relaci s y a y je v relaci se z plyne, Ze x je v relaci

se z [5,s.37,def. 1.5.1].

Necht R je ekvivalence na mnoziné X, necht x je libovolny prvek mnoziny X.

Mnozinu vSech prvkil y, které jsou ekvivalentni s x, nazyvame trida ekvivalence R urcend

prvkem x. Ttidy ekvivalence jednoznacné urcuji relaci R [5, s. 39, def. 1.5.3 ¢)].

Tony a relace

Rekneme, Ze dva tony jsou spolu v relaci, pokud interval mezi nimi je n oktav.

Reflexivita, symetrie i tranzitivita jsou splnéné, jde tedy o relaci ekvivalence, kterou nazveme

oktavova ekvivalence. Takze naptiklad tony C; a C; jsou v relaci, navic také ekvivalentni

14



modulo oktava (mod 12). Nota, ktera neni oznacend indexem, oznacuje tiidu ekvivalentniho
rozkladu, mame tedy notové tidy. Nota C je tedy ekvivalentni tfida vSech not C,,, n € Z. Kvuli
mod 12 je naptiklad velka nona ekvivalentni s velkou sekundou, protoze 14 = 2 mod 12;
stejné tak velka tercie je ekvivalentni s velkou decimou, protoze 16 = 4 mod 12. Dale také
sestupna kvarta je ekvivalentni se vzestupnou kvintou, jelikoz —5 = 7mod 12 (Obr. 5).

To samé plati naptiklad pro sestupnou kvintu a vzestupnou kvartu, jelikoz —7 = 5mod 12

[20, 5. 7, 32].

C#jD#
DbEb

C,|p|E C,|p|e|F|G|A|H|c|D]E

kvinta kvarta

Obr. 5. Ekvivalence vzestupné kvinty a sestupné kvarty.

Stupnice

Stupnice je fada tonl stejné toniny. Tonovou fadu, ve které jsou mezi jednotlivymi
stupni vzdalenosti jak celych tont, tak ptltonl, nazyvame diatonickd rada. Zakladni tonova
fada od tonu C je zaroven durovou stupnici C dur (Obr. 6). Doplnénim diatonické fady o tony
tak, aby bylo zahrnuto vSech dvanact stupiiti oktavy, dostaneme chromatickou stupnici (Obr. 7).
Tatedy rozdéluje oktavu na  dvanact stupiti po  vzdalenostech  jednoho

pulténu [21, s. 14, 15, 56].

>

Obr. 6. Diatonicka fada, stupnice C dur (Ptiloha A — Ukazka 2).

Obr. 7. Chromaticka stupnice (Pfiloha A — Ukéazka 3).
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Akordy

Akord je zékladni stavebni jednotkou harmonie. Jednd se o souzvuk tfi a vice tona.
Miuzeme rozliSovat rizné typy akordl podle obsazenych intervalt mezi tony. Akordiim o tfech
tonech fikame kvintakordy. Durovy kvintakord se sklada z velké tercie a kvinty nad zakladnim
tonem?®, mollovy kvintakord se skladd ze zakladniho ténu, malé tercie a kvinty (mod 12)
[20, s. 31-33]. Obraty akordu jsou takové akordy, které¢ vznikaji prelozenim tont pavodniho
akordu. Prvni obrat kvintakordu ziskdme ptelozenim primy o oktavu vys. Protoze jeho krajni
tony tvoii sextu, jmenuje se sextakord. Druhy obrat vznikne pieloZzenim spodniho tonu
sextakordu o oktavu vys, kterému pak podle obsazenych intervala tikdme kvartsextakord
[21,s.99]. RozliSujeme ctyfi zakladni typy kvintakordi: durovy, mollovy, zmenSeny

a zvétSeny (Priloha A — Ukazka 4) [21, s. 97].

0 0 0 0
g ©ig Owrg “ug—

Obr. 8. Kvintakord C v houslovém kli¢i, zleva durovy, mollovy, zmenSeny a zvétSeny.

Dale se budeme zabyvat akordy podle intervalovych vzdalenosti jejich sousednich tond,
budeme pracovat predev§im s durovymi a mollovymi kvintakordy a popiSeme vyznam
zvétsenych kvintakordi. Pro ucely této prace budeme za akordy povazovat i dvojzvuky

a to proto, abychom lépe rozlisili notové a akordové grafy rozebirané dale v praci.

Notace podle vySkovych trid

Notace podle vyskovych trid, nebo také pitch-class notace, je notace pomoci
uspotfadanych n-vyskovych ttid. Vyskova tFida, nebo také vyskova kategorie, je mnoZzina vSech
vysek tonl, coz znamend mnozinu vSech oktav. Napriklad vyskova kategorie tonu A obsahuje
vSechny tony A ve vSech oktdvach. Nasleduje ptiklad intervalové reprezentace
akordu dle notace podle vyskovych tfid, a to konkrétné¢ durovych a mollovych kvintakordd,
jedna se tedy o uspotadané trojice tfid vysek (Obr. 9) [4, s. 2]. Vyskovou tfidu tonu C budeme
povaZovat za referencni a pfifadime ji ¢islo 0. Dalsi Cisla ve trojici zjistime pomoci pfipoctent

ptislusnych intervalovych vzdalenosti, u durovych akordu (4,3,5) a u mollovych (3,4,5).
C[0,4,7] (Piiloha A — Ukézka 5), D[2,6,9], E[4,8,11], F[5,9,12], G[7,11,2], A[9,1,4], H[11,3,6],

c[0,3,7], (Ptiloha A — Ukézka 6), d[2,5,9], e[4,7,11], f[5,8,12], g[7,10,2], a[9,12/0,4], h[11,2,6],

8 Zakladovy ton je prominentni ton akordu, podle néhoZ je akord nazvany.
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Obr. 9. Durové kvintakordy C a F a mollové d a f na klaviatufte.

Muzeme si povSimnout, Zze vzdalenosti mezi sousednimi tény vSech uvedenych
durovych akordu jsou vzdy 4 + 3 + 5 = 12. Uspotadana n-tice (4,3,5) je tedy intervalova
reprezentace v8ech durovych akordd, pro mollové je to pak (3,4, 5). M&jme piiklad piirozené
rotace intervalt: (4,3,5), (3,5,4), (5,4,3). Pouzitim pfirozené rotace jsme vlastné ziskali

cykly akordu (4, 3,5) [4, s. 2].

Permutace, cykly

Prosta zobrazeni kone¢né mnoziny X do sebe se nazyvaji permutace mnoziny X.
Takova zobrazeni jsou zaroven na. Mame-li prvky X srovnany v n€jakém potadi, miizeme si
permutaci predstavovat jako n&jaké jejich pferovnani. Napiiklad pro mnozinu X = {a, b, ¢, d}

je jedna mozna permutace
(a b ¢ d)
b d ¢ a’f
V prvnim fadku jsou vypsané prvky mnoziny X a ve druhém je pak pod kazdym prvkem takovy
prvek, na né€jz se uvazovanou permutaci prvek z prvniho fadku zobrazi. Nejcastéji se pracuje
s permutacemi mnoziny {1, 2, ..., n}. Pfedpokladame, Ze v prvnim fadku budou tato ¢isla vzdy

zapsana v pfirozeném potadi, takze staci uvést pouze druhy fadek. Tedy napiiklad zapis

(2,4, 3,1) oznatuje permutaci
(43
Permutace mizeme zapisovat pomoci jejich cykld. Pro permutaci p = (4,8,3,5,2,9,6,1,7)
vypada zapis pomoci cykli takto:
p=((1,4,5,228)(3)(697)).
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Ve vnitinich  zavorkach jsou vypsany prvky jednotlivych cykla [5,s. 56, 57].
Permutace mtizeme jednoduse propojit s akordy nasledujicim zptisobem: pouzitim cyklickych
permutaci na akordy ziskdme jejich obraty, jelikoz intervalové vzdalenosti i vyskové tiidy

zustavaji stejné, pouze se prohazi. (viz. 2.1 — Orbity akordu).

Libozvuénost

O akordech mluvime jako o libozvucnych, respektive nelibozvucnych podle toho,
zda obsahuji libozvuéné, respektive nelibozvucné intervaly. Libozvuk a nelibozvuk zavisi
jsou povazovany ty akordy, ve kterych téony déli oktavu ve shodujicich se intervalech
(Priloha A — Ukézka 5). Naopak nejméné libozvucné plisobi akordy s tony nahromadénymi

blizko u sebe (Ptiloha A — Ukazka 7) [4, s. 17].

Voice leading

Obr. 10. Kvintovy, resp. kvartovy kruh (Pfiloha A — Ukazka 8).

Klasické hudba se zakladd na dvou nezavislych disciplindch — harmonii a kontrapunktu.
Harmonie stanovuje pfijatelné akordy (souCasné znéjici tony) a sled akordi. Kontrapunkt
je technika spojovani jednotlivych tonl v sérii akorda za ucelem vytvoreni soub&ézné melodie.
Akordy jsou obvykle spojované tak, aby se vytvofené melodické linky pohybovaly nezavisle
(ne vSechny stejnym smérem), efektivné (ptes kratké vzdalenosti) a aniz by se kiizily,
coz umoziuje posluchac¢iim rozeznavat vice souCasnych melodii. Teorie geometrickych
prostorii, ve kterych body piedstavuji akordy a tuseCky linearni postup jednotlivych
melodickych linii (dale voice leading nebo vedouci/vodici hlas), ndm pomuze ukazat, jak spolu
harmonie a kontrapunkt souviseji. Voice leading, neboli vedouci hlas, je tedy pohyb od jednoho

hudebniho objektu k druhému. Co rozhoduje o tom, zda mohou byt dva akordy spojeny
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efektivnim voice leadingem, je otazka, kterou si hudebnici pokladaji jiz po staleti.
Ke zndzornéni voice leadingu miizeme pouzit kvintovy, respektive kvartovy kruh (Obr. 10),
ktery popisuje efektivni voice leading mezi dvanacti durovymi akordy. Jde o postup
chromatickou stupnici poc¢inaje tonem C po Cistych kvintach vzestupné (tedy sedmi ptltonech
ve sméru hodinovych rucicek), respektive Cistych kvartach sestupné (tedy péti ptltonech

proti sméru hodinovych rucicek) [17, s. 1].

Pokud se budeme zabyvat i mollovymi akordy, pak se pouziva tzv. Tonnetz,
ktery zobrazuje efektivni voice leading mezi Ctyfiadvaceti durovymi i mollovymi trojzvuky.
Tento graf popisuje geometricky prostor, ve kterém body reprezentuji akordy a usecky potom
efektivni voice leading neboli linearni postup melodickych linii mezi nimi, tedy mezi

koncovymi body [17, s. 1-2].
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2 Geometricky model

Nasledujici kapitoly se zabyvaji dvéma podobnymi uhly pohledu na geometrickou
interpretaci akordt. Cast 2.1 je vénovéna piedeviim zanaSeni akordd, jakoZto bodu,
do trojuhelnikové soustavy soufadnic a vlastnostmi téchto akordi. V ¢€asti 2.2 jsou akordy
znazoriovany pomoci kruhové notace. Tato ¢ast se zabyva problematikou Neo-Riemannovy
teorie a spojovanim hudby steorii grup. Detailné popsané jsou tfi vybrané operace,
transformace kvintakordii, pomoci kterych je zkonstruovan graf zvany Tonnetz.
Kromé durovych a  mollovych  kvintakordd  je  zaméfena  pozornost  také

na kvintakordy zvétSené.

2.1 Sit’, barycentricky systém souradnic

V této ¢asti se budeme vénovat akordiim, a to pfedevsim jejich intervalové reprezentaci.
Zavedeme trojuhelnikovou sit, do které budeme zanaset akordy a jejich obraty. Za podminky,
ze se jednad o metricky prostor, dale pak podle poloméru kruznic opsanych trojuhelniki
tvofenych obraty akordu dokaZzeme stanovit libozvu¢nost daného akordu. Pro pochopeni
realizace akordi v praxi je u danych akordd uvedena jejich poloha na klaviatute.

Celé problematika je také rozsifena do tieti dimenze, ktera plati pro akordy o Ctyfech tonech.

Metricky prostor

Necht’ P je neprazdna mnozina a funkce §: P X P = R ma tyto vlastnosti:
1. 6(x,y) = 0 pro vSechna x,y € P, tj. § je nezaporna funkce;
6(x,y) = 0, pravé kdyz x = y;
6(x,y) = 6(y,x) pro vSechna x,y € P, tj. § je symetricka funkce;

Rl

6(x,y) <6(x,2z) +6(z,y) pro vSechna x,y,z € P, tj. § spliluje tzv. trojuhelnikovou

nerovnost.

Potom & je metrika a &islo 6(x,y) je vzdalenost bodu x,y € P. Dvojici (P,§) nazyvame

metricky prostor [19, s. 338, def. 12.2.1].

Necht' X je linedrni prostor (neboli vektorovy prostor) nad polem R. Necht je na X

definovana realna funkce p s t€émito vlastnostmi:

1. p(x) = 0provsechnax € X

2. p(x) =0, pravé kdyzx = 0,

3. p(ax) = |a|p(x) pro vSechna @ € R a v§echna x € X,

4. p(x+y) <pkx+y) <plk)+p(y) provsechna x,y € X.
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Pak se funkce p nazyva norma na X. Budeme pro ni uzivat oznaceni || -||, piSeme tedy ||x||
misto p(x). Dvojice (X,p) je normovany linearni prostor nad danym polem
[19,s.339, def. 12.2.5]. Typickym ptikladem pro nds muze byt FEuklidovska norma,
kterou definuyjme v R" jako odmocninu souctu druhych mocnin soufadnic vektoru.

V Euklidovském prostoru pak také mame euklidovskou metriku a klasické méteni vzdalenosti.

EYAVAVAVAVANGL
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VAVAVAVAVAVAVAVAN
ANANNNNNNNN

Obr. 11. Reprezentace akordu (x4, x5, x3) = (3,2,7) v trojuhelnikové soufadnicové siti

a na klaviatufe. [upraveno dle 4, s.4, Obr. 3b].

Na obrazku (Obr. 11) vidime akord reprezentovany bodem v trojuhelnikové
soufadnicové siti (Obr. 12). Jedna se o akord (xy,x,,x3) = (3,2,7), ktery jsme ziskali
intuitivnim zanesenim do sité na zékladé stejného principu, podle kterého umistujeme body
do kartézské soustavy soufadnic. Akord (xq,x3,x3) =(3,2,7) je vnasem modelu bod,

ve kterém se protinaji tyto pfimky trojuhelnikové sité: x; = 3, x, = 2, x3 = 7 [4, 5. 4].
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Obr. 12. Trojuhelnikova soutradnicova sit’ [upraveno dle 4, s. 4, Obr. 3a].

Akordy tedy zobrazujeme jako body v siti, stejné tak i jejich obraty. Akordy se svymi
obraty pak tvofi mnohuhelniky vepsané do kruznic (nebo mnohostény vepsané do kouli
pro ¢tyitonové akordy’) se stiedem v barycentru, tedy v téZisti trojihelnikové sitg.
Poloméry kruznic opsanych akordim stanovuji vyrovnanost akordl, tzn. rovnomérnost
rozmisténi jejich tonl, a tudiz miru libozvu€nosti. Akordy téziSt€ jsou ty s maximalni

“ . g e , , 12 12 12\ .
rovnomeérnosti distribuce tonti. Pro akordy o n tonech plati: A, = (;,7,...,7), jsou to

naptiklad akordy o tiech tonech (4,4,4) nebo o Ctyfech tonech (3,3,3,3). Diky zminéné
podmince libozvucnosti mizeme tento geometricky model povazovat za metricky prostor.
Soucet intervalovych vzdalenosti sousednich toni akordu je vzdy roven dvanacti, coz je
podminka umoznujici geometricky reprezentovat akordovy prostor jako jednoduchou
soufadnicovou sit. K zobrazovani akorddi reprezentovanych intervaly tedy pouZivame

soufadnicovy zapis omezeny na piirozena Cisla jejichz soucet je pak vzdy roven dvanécti.

Pfedstavme si naptiklad akord C dur, jehoZ soutadnicovy zépis vypada takto:
(x1,%2,x3) = (4,3,5). 4,3a5 jsou piirozena Cisla a 4 + 3 + 5 = 12, tedy podminka plati.
Algebraicky vztah Y, x; =12 je podminka umozhujici reprezentaci sit€ umisténé
je mnozina bodii v Euklidovském prostoru R3 spliiujici tuto podminku reprezentovana
trojuhelnikovou plochou. Reprezentace ¢tyitonovych akordi miize byt rozsSifena podobnym
zpusobem pomoci uziti podminky x; + x, + x3 + x, = 12 [4, Preface +s. 2—-6]. Mnozina boda
v Euklidovském prostoru R3 splilujici tuto podminku je reprezentovana shodnymi

trojuhelnikovymi povrchy (Obr. 13) ve tvaru:

¥ Pro kazdy dalsi tony v akordu potfebujeme v geometrické interpretaci dalsi dimenzi.
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X1 +x,+x3=3,kdex, =9
X1 +x, +x3 =4,kdex, =8
X1 +x, +x3=5kdex, =7
X, +x, +x3=6kdex, =6
X1 +%x, +x3=7kdex, =5
X1 +%x, +x3 =8 kdex, =4
X, +x, +x3=9,kdex, =3
X, +x, + x3 =10, kde x, = 2

X1 +x, +x3 =11, kde x, = 1.

L %
N\x; I x,

Obr. 13. Popis soufadnic ve ¢tyfsténné siti [upraveno dle 4, s. 5, Obr. 5a].

Obr. 14. Akord (x1, X3, x3,%4) = (2,4, 4, 3) ve Ctyisténné souradnicové siti

[upraveno dle 4, s. 5, Obr. 5b].

23



Symetrickd tprava kazdé z proménnych umoznuje rozsifeni soufadnic Ctyitonovych
akordt zpiisobem znazornénym na obrazku (Obr. 14). Nasleduje obrazek (Obr. 15) znazoriiujici

dany akord na klaviatuie [4, Preface +s. 2-5].

Obr. 15. Akord (x4, x5, X3, x4) = (2,4, 4, 3) na klaviatufe (Pfiloha A — Ukazka 9).

Orbity akordu

Obr. 16. Orbity akordt (3,2,7) a (4,3,5) — ob¢h kolem barycentra
[upraveno dle 4, s. 6, Obr. 6].

Obr. 17. Obraty akordu (4, 3, 5) na klaviatute (Pfiloha A — Ukazka 10).

Obraty akordu maji stejné intervalové vzdalenosti a jsou reprezentovany v nasi
intervalové notaci orbitem akordu definovanym nasledujicim zpisobem: Mé&me akord
(x1,x5,x3). Obraty tohoto akordu ziskame cyklickymi permutacemi intervall; cyklicka
permutace o zméni (x1,Xy,x3) vakord (x,,x3,%;) a (x3,xq,x,). Napiiklad pouzitim
permutace o na akord (4,3, 5) ziskame akordy (3, 5,4) a (5,4, 3) (Obr. 16). Spojenim téchto
bodl v barycentrické souradnicové siti dostaneme rovnostranny trojihelnik, ktery nazveme

orbit akordu (4,3,5) a budeme ho znalit (4,3,5). Orbit kvintakordu je rovnostranny

WV

WV
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Metrika a index rovnosti

Existence popisovaného geometrického modelu, metrického prostoru, souvisi
s podminkou libozvucnosti. Jak jiz bylo uvedeno vysSe, libozvuk zavisi mimo jiné
na vzdalenosti sousednich toni v akordu a na rovnomeérnosti jejich rozmisténi.
Zavedenim vhodné metriky, tedy miry, mazeme vpisovat orbitdlni akordy (tzn. akordy a jejich
cyklické permutace) do soustiednych kruznic (kouli v R3) se stfedem v barycentru. Poloméry
téchto kruznic (nebo kouli) pak urcuji index rovnosti, a to na zéklad¢ nasledujiciho principu:
Akordy vepsané do kruhu (koule) malého poloméru budou blizko barycentru, a tudiz budou
zobrazovat rovnomérné rozlozeni tont (libozvuk). Zaroven akordy pfiblizujici se ke krajim

miizky budou zobrazovat vétsi shluk not (nelibozvuénost).

Metriku pro trojzvuky P = (xq,x5,...,X,) a Q = (¥, Y2, ..., ¥n) definujeme takto:

i, (e=y)?
5(P,Q) = JH=EE

Mg¢jme naptiklad akordy P = (4,3,5) aQ = (1,3, 8), potom

(4-1)2+(3-3)2+(5-8)2 _

5(P,Q) =\/ - 3.

Pomoci indexu rovnosti ||P|| =8(P,B), kde & je vzdalenost a B = (4,4,4)
barycentrum, pak muizeme vypocitat, jak moc rovnomérné jsou tony oktdvy v akordu
rozmisténé. Vys§§i hodnoty ||P|| koresponduji s vyS$§im stupném nelibozvucnosti,
tudiz ohraniCujici soustiedné kruznice riznych poloméri se stfedem v barycentru

koresponduji s klasifikaci nelibozvuénych trojzvukli reprezentovanych rovnostrannymi

trojuhelniky [4, s. 6-7, 11].
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Obr. 18. Orbity durového a mollového kvintakordu (4,3,5) a (3,4,5)
[upraveno dle 4, s. 7, Obr. 7a].

/
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Durovy a mollovy akord (4, 3,5) a (3,4, 5) maji orbity (Obr.18) vepsané do nejmensich
moznych kruznic o poloméru § = 1, coz z nich déla nejlibozvucngjsi tiitonové akordy [4, s. 7].

Vypocteme to nasledujicim zplisobem:

P =(4,3,5),B = (4,4,4): [Pl = 5(P,B) = J(4_4)2+(3_24)2+(5_4)2 -1

P =(3,4,5).B = (4,4,4):|IP| = 5(P,B) = \/(3“”2*(“‘2‘”2*(5“”2 =1
Obr. 19. Orbity akordt (2,4,6) a (4,2,6) [upraveno dle 4, s. 7, Obr. 7b].

P =(2,4,6).B = (4,4,4): |IP| = (P, B) = J(Z“”Z*(“;‘”Z*““”z =2

P=(4,26),B=(444): Pl = 5(P,B) = \/(““”2“2;‘”2*(6‘4)2 =2

Orbity (2,4, 6) a (4,2,6) (Obr.19) jsou kruznice o poloméru 6 = 2 (Obr.19) [4s. 7].

Obr. 20. Orbit nejnelibozvuénéjsiho akordu (1,1,10) [upraveno dle 4, s. 7, Obr. 7c].
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Skupina (1,1, 10) je nejnelibozvuéngjsi trojice s kruznici o poloméru § = 3v3 [4, s. 7].

(1-4)2+(1-4)%2+(10-4)2
2

P =(1,1,10),B = (4,4,4): |P|| = §(P,B) =\/ = 3+/3 (Obr. 20).

INNIN/N/N
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Obr. 21. Akord barycentra B = (4,4,4) [upraveno dle 4, s. 8, Obr. 7d].

Akord barycentra B = (4,4,4) reprezentuje tzv. posileny akord. Protoze je to
stied soufadnicového systému, neni fadné zobrazen jako vepsany rovnostranny trojuhelnik
v z4dné z §-kruznic (Obr.21). KdyZ budeme B povaiovat za Vepsan}'/ kruznici poloméru 6=0,

wewvr

strateglcka pozice je podstatna pro zaklady této teorie [4, s. 8].

Orbity nékterych akordd jsou symetrické, napiiklad (2,3,7) a (3,2,7)

nebo (2,5,5) a (3, 3,6). Muzeme to vidét na nasledujicim obrazku (Obr. 22) [4, s. 8].

(2,3,7)a(3,2,7) (2,5,5)a(3,3,6)
Obr. 22. Symetrické orbity [upraveno dle 4, s. 8, Obr. 8a, 8b].
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Obohaceni a redukce

Mgjme trojzvuk (x4, x,, X3) a pfidejme ton do tohoto akordu. Tento ton rozdéli jeden
z puvodnich intervalii na dva a vytvofi tak novy ¢tyitonovy akord ve formé (j, x; — j, x5, x3).
Tento akord nazveme obohacenim piivodniho akordu (x4, x5, x3). Recipro¢né, kdyz za¢neme
Ctyftonovym akordem (x4, x5, X3, X4) a eliminujeme jeden z jeho toni, ziskdme spojeni dvou
vedlejsich intervali pavodniho akordu, napt. (x4, x, + x3,x,). Tento novy akord nazveme
redukci nebo degradaci piivodniho akordu. Timto zptisobem mtzeme nasi teorii Sifeji aplikovat
také na akordy o libovolném poctu toént [4, s. 9]. M&jme napiiklad akord C dur skladajici
seztona C, E, G, tedy (xq,x5,%x3) = (4,3,5). Pfidame-li ton Hb (=B), vznikne akord
(x1,%2,x3 —j,j) = (4,3,3,2), coz je akord oznacovany jako C7 (Obr. 23). Je tomu tak proto,

ze pridany ton je od prvniho ténu akordu v zakladnim tvaru vzdaleny o septimu (7) [4, s. 9].

Obr. 23. Obohaceny akord C dur — C7 (Ptiloha A — Ukéazka 11).

2.2 Neo-Riemannova teorie, teorie grup

Neo-Riemannova teorie je matematicka hudebni teorie, kterd nese nazev svého

autora — Huga Riemanna.

Riemann (1849-1919 n. 1.) byl némecky muzikolog, v dnesni dob& povazovan za jednoho

ze zakladateli moderni hudebni teorie [14].

Za Riemannova Zivota se klasicka hudba rapidn€ rozvijela a nebylo jednoduché
ji analyzovat tradi¢énimi hudebnimi néstroji. Lidé se piestali zajimat pouze o hudebni objekty,
ale zacali také zkoumat mozné transformace mezi nimi. Riemann tedy vyvinul novou teorii
zalozenou na transformacich akordd. Neo-Riemannova teorie vychdzi z pfistupu
Davida Lewina'?, ktery se zabyva transformacemi a ty potom aplikuje na durové a mollové
kvintakordy (Obr. 24, Obr. 25). Lewin ve svém dile spojuje hudbu a matematickou

teorii grup [6]. Tyto spojitosti budou nastinény dale.

Vv

teorie v poslednich dekadach [3].
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Obr. 25. Transformace akordu C dur na a moll v kruhové notaci (Pfiloha A — Ukazka 13).

Grupa

Grupa je mnoZzina G s asociativni binarni operaci * splitujici nasledujici podminky:

1. Existuje prvek n € G zvany jednotkovy (neutralni) takovy, Ze pro vSechna a € G plati
a *n = n*a = a. Pokud takovy prvek existuje, je jen jeden.

2. Pro vSechnaa € G existuje b€G, pro néZ axb=bxa=n, kde n je
jednotkovy prvek. Takové b se jmenuje inverzni prvek kprvku a a obvykle

se oznaduje a”’. Inverzni prvek je také uréen pro kazdé a € G jednoznacné [5, s. 344].
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V tomto odstavci definujeme pojmy, které ¢tenar najde v béznych ucebnicich algebry a
geometrie, napiiklad: Coxeter — Regular Polytopes [2, s. 41-46]. Rdad grupy je po&et prvki
grupy. Podmnoziné prvka grupy, jejichz nasobky pokryji celou grupu, fikdme mmnozina
generatorti. Pokud je grupa generovana pouze jednim prvkem, pak ji nazyvame cyklicka.
Dihedralni grupa (D,,) je grupa shodnosti pravidelného mnohothelniku (otoceni,
osové soumérnosti). Pravidelny n-thelnik mé& celkem 2n rGznych shodnosti, které

ho zachovavaji; ty tvofi prvky dihedralni grupy D,, (Obr. 26).

Obr. 26. Soumérnosti pravidelného mnohotihelniku.

Matematicka grupa a tonova soustava

Pfedstavme si nekoneCnou klaviaturu, na které zahrajeme libovolny ton.
KdyZ zahrajeme ton o dvé oktavy vyssi nez pivodni ton a nasledné ton o tii oktavy vyssi
nez ten druhy, je to vlastné operace prechodu pies pet oktdv. Pokud myslime skladanim
postupnou aplikaci, mizeme skladat operace tak, Ze ndm to vzdy da néjakou dalsi operaci,

uzavienost na operaci je tedy splnéna. V matematickém zéapisu to vypada takto:
Ty o T = Tham.
Pti ,,ptechodu o 0 oktdv skonfime na stejném tonu, na kterém jsme zacali. Mame tedy
specialni operaci, které fikame identita. Oznacime ji T,. Plati:
vn:TnoTo :TOOTn :Tn.
Kdyz ptejdeme naptiklad pies 5 oktav a zahrajeme tedy ton o 2 oktavy vys$si neZ pivodni ton,
zpét se dostaneme pohybem o —2 oktdvy neboli o 2 oktdvy na opacnou stranu,

coz je ekvivalentni s pouzitim operace identita. Pro vSechny operace tedy vzdy existuje

operace inverzni, kterd nds vzdy dostane na pivodni ton. M&me operace T,, T, a T;.

30



Kdyz ptejdeme nejprve o (r +q) a pak o p oktav, vznikne upln¢ stejnd operace jako
pti pfechodu nejprve o r a poté o (p + q) oktav. Vzdy ziskame ptechod o (p + q + r) oktav,

tedy rtiznym potradim piechodu o urcity pocet oktav se dostaneme vzdy na stejny ton. Plati:
Tyo(TyeTy) = (TpoTy)e T,

a tfekneme, ze skladani operaci je asociativni. Na obrazku (Obr. 27) to mizeme vidét
pro ptipady p = 1, q = 2, r = 1. Definovali jsme tedy matematickou grupu, ktera je izomorfni

se Z, viz. [6].

Obr. 27. Oktavova ekvivalence.

Cyklicka grupa a ténova soustava

Tato ¢ast o cyklické grupé a ¢ast 2.2.1 o kruhové notaci jsou inspirovany zdrojem [8].
Budeme pracovat s piltonovou kruznici, na niZ lezi rovnomérné rozmisténé body znazornujici
tridy vysek C, C#/Db, D, D#/Eb, E, F, F#/Gb, G, G#/Ab, A, A#/B, H. Predpoklddame
oktavovou ekvivalenci. Vime, Ze oktdva ma dvanéct piltonl, mame tedy vlastné cyklickou
grupu fadu 12, jelikoz tad grupy je pocet jejich prvki. Mlizeme ji zapsat nasledujicim

zpisobem:
Z12 = <Z|212 = 1)5

z je generator této grupy. Generator z je operace transponujici vyskové tfidy o jeden ptlton
nahoru, tedy plati z-[n] =[n+ 1]mod12, prvky grupy pak nazveme transpozice.
Kromé¢ operace z se budeme také zabyvat operaci inverze, kterou ozna¢ime I,,. Tato operace
invertuje vyskové tfidy kolem vybrané referencni tfidy vySek, index n potom oznacuje

konkrétni inverzni operator. Pro naSe potfeby oznacime inverzni operatory takto (Obr. 28):
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Obr. 28. Inverzni operatory v kruhové notaci.

Pouzijeme-li tedy naptiklad inverzni operator [,, invertujeme vyskové tfidy
ptes referencni tfidu C. Provedenim [, na C vznikne C, aplikaci I, na C# ziskdme H,

z D bude B atd. (Obr. 29). Matematicky to miizeme zapsat takto:

Vsechny operace ted’ rozumime mod 12.

>

Obr. 29. Pouziti inverzniho operatoru I na akord C dur [upraveno dle 8].

Do nasi cyklické grupy Z,, miZeme ptidat I, nebo napiiklad prvky (z-1,),
(z%-1y),..., Iy z * Iy) atd., které ukdzeme na nasledujicich piikladech:
Vezmeme-li grupu prvkia (z - 1), vySkova tfida [n] invertuje kolem [0] a vznikne

vyskova tfida [—n], kterd se nasledné transponuje o jeden pilton nahoru a vznikne
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tiida vysek [—n + 1]. Kdyz to shrneme, provedenim (z - I,) na vySkovou ttidu [n] vznika tfida
vysek [—n + 1] a plati (z-I,) = I; (Obr. 30). Uzitim I, dvakrat za sebou ziskame tu samou
vyskovou tiidu, s jakou jsme za¢inali, tedy plati I2 = 1. Grupa generovana I, je cyklick4 grupa
fadu 2. Operace je svou vlastni inverzi, jedna se tedy o involuci. VSechny prvky typu (z? - 1)
jsou inverze, které ozna¢ime (z? - Iy) = I, a protoze mame k dispozici dvanact transformaci,

ziskavame dvanact inverznich operatort.

/ F

Obr. 30. Inverzni operator I; [upraveno dle §].

Dale (I, - z - Iy). Jak jiz vime, (z - 1) = I, je inverze (jde tedy vlastné o ptipad (I - I,)).
Mame (z - Iy) - [n] = [-n + 1], ktery zname z piedchoziho piikladu. Pak plati

o z-1Ip) =[n—1],

coZ je transpozice, a to konkrétné z'* = z71. To znamena, Ze mame relaci (I -z I) = z7 1,

12 inverznich operatorii nam staci ke zformovani grupy a veskeré dalsi operace jdou popsat

pomoci transpozic nebo inverzi. Plati tyto vztahy:
1. zP-z9 = zP*4

P.] =zP.z0.] =
ZP Iy =2P 201y = Ipyq

I

w70 =P [ 79 =P .0 —
p zl=2Ply-z9=2P -2z Iy =1Ip_q

Sl

Ip'Iq=Zp'10'Zq'IO=Zp_q

T/I-grupa, grupa s transpozicemi a inverzemi, kde Z je operator transpozice, je dadna

podminkou:
G=A(z,Lh|lz 2 =112=1,1-z-1,= z1).

Kdyz se chceme dostat z prvku C na D, mizeme pouZit bud’ z2, nebo I,.
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2.2.1 Kruhova notace
V kruhové notaci miizeme také zaznamenat akordy. Akordy se skladaji z tonti a my

zaznamenavame jejich vyskové tiidy. Na obrazku (Obr. 31) vidime piiklad:

Obr. 31. Akordy D dur a d moll v kruhové notaci (Pfiloha A — Ukazka 14).

Vsech dvanact durovych a dvanact mollovych akordi miiZzeme transponovat stejné,
jako jsme to délali s vySkovymi tfidami. PouZiti transpozice na durové a mollové akordy

vypada takto:
ZNgyr =2 Mn+4n+7]=[n+1),n+D+4 0+ +7] =0+ 1)aur
Z'NMpon=2-Mn+3,n+7]=[n+1),n+1D+3,n+1D)+7] =N+ Dou
Inverze funguji u akordd stejné jako u vyskovych tfid a to tak, Ze inverzni operator
invertuje typ akordu. Pro pfiklad, pouzitim operatoru [, na kvintakord C ziskame
kvintakord f moll, aplikaci I, na kvintakord D dur vznikne kvintakord g moll. Protoze jde
o involuci, aplikaci I, na g moll ziskdme znovu D dur (Obr. 32). Plati:
Ip " ngyr = (5 = Mmou
Io " Nmou = (5 = M) qur

Inverzni operatory miiZzeme aplikovat na vyskové kategorie akordu, stejné€ jako transpozice.

Obr. 32. Involuce — aplikace inverzniho operatoru [, na akordy C dur a f moll a operatoru I, na

akordy D dur a g moll [upraveno dle §].
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2.2.2 Operace P, L, R

Tato kapitola zabyvajici se operacemi P,L,R je inspirovana zdroji [9] a [10].
V této sekci se budeme zabyvat pouze durovymi a mollovymi kvintakordy. Definujeme operace
P, L, R jako transformace durovych a mollovych kvintakordii. Tyto transformace zachovavaji
dva spolecné tony a pievrati zbyly ton podél osy symetrie, kterd zaménila prave ty dva spole¢né

tony.

Operace P

Operace P je inverzni operace, jejiz pouziti na durové kvintakordy ng,, zpusobi
prohozeni neboli zaménu vyskovych tfid [n] a [n + 7]. To ma nasledek, Ze se posune vyskova
tiida [n + 4] na [n + 3]. Pro piiklad, pouZiti operace P na akord C dur je vlastné inverze I,
(Obr. 33). Kdybychom pouzili P naptiklad na akord D dur, méli bychom inverzni
operaci I;; (Obr. 34).

Obr. 33. Pouziti operace P na akord C dur (inverze I,) [upraveno dle 9].
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Obr. 34. Pouziti operace P na akord D dur (inverze 1) [upraveno dle 9].

Aplikaci operace P na mollové akordy ziskame inverzi, kterd zaméni vyskové tridy
[n] a [n+ 7]. Z obrazka (Obr. 34, Obr. 35) mizeme vidét, ze se jedna o operaci identita,

tedy P je involuce. Plati:
P Ngyr = Nimon

P Nyon = Ngyr

Obr. 35. Pouziti operace P [upraveno dle 9].
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Operace L
Aplikaci Operace L na durovy akord ng,,-, ziskdme, stejn¢ jako u operace P, inverzi
zaménujici vyskové tiidy akordu. V tomto ptipadé jde o vySkové tiidy [n + 4] na [n + 7]

(Obr. 36).

Ff
Obr. 36. Zaména vySkovych téid [n + 4] a [n + 7], C dur a e moll [upraveno dle 9].
Po aplikaci inverzniho operatoru L na mollovy akord bude vysledkem jiny akord,
ktery bude mit vyménéné vyskové tiidy [n] a [n + 3] (Obr. 37). Ziskavame:
L-ngy =@M+ Hmou

L-Npmon = (Tl + 8)dur

Obr. 37. Pouziti operace L [upraveno dle 9].
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Operace R

Pouzitim operace R (Relative) na durovy akord ng,, ziskdme inverzi, kterd vymeéni

vyskové tiidy [n] a [n + 4] (Obr. 38, Obr. 39).

F#

Obr. 38. Zaména vyskovych tiid [n] a [n + 4] [upraveno dle 9].
Ziskavame:
R ngyr = M+ Nmou

R npoy = (n+ 3)dur

Obr. 39. Pouziti operace R [upraveno dle 9].
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PLR-grupa

Pomoci operaci P, L a R mizeme zformovat grupu. Tyto tf1 operace jsou na sob¢ zavislé
a plati: P = RLRLRLR = R(LR)3. Musime tedy ur¢it strukturu grupy generované operacemi
L aR. Plati:

LR *ngyr = (M + 5)mou
LR "oy = (N + 7) qur-
Z toho by §lo ukézat, Ze LR je fadu 12. Plati, Ze (LRP)? = 1, tedy mame vztahy
(LR)'2 = P2 = ((LR)P)" = 1.
Ziskali jsme PLR-grupu:
G = (L,R,P|P = R(LR)?,(LR)'? = P? = (LRP)? = 1),

kterd je izomorfni s jiz zminénou T /I-grupou. LR je fadu 12, coz znamend, ze naslednou

aplikaci R a L miiZeme projit pfes vSech 12 mollovych a 12 durovych kvintakordd.
2.2.3 Konstrukce Tonnetzu

Konstrukce Tonnetzu

Za pomoci P, L a R transformaci mizeme nalézt zptsob, jak propojit durové a mollové
akordy v mfiZce [10]. Zacnéme kvintakordem C dur, ktery se sklada z vyskovych kategorii
C,Ea G, které mizeme zaznamenat jako vrcholy trojuhelniku, v jehoz stfedu je praveé

akord C dur. Na obrazku (Obr. 40) vidime sméry operaci P, L a R.

Obr. 40. Akord C dur a operace P, L a R v Tonnetzu [upraveno dle 10].
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S pouzitim transformaci PLR-grupy muzeme piidat dalsi trojuhelniky stejn¢ho typu.
Napiiklad operace P pievede akord C dur [C, E, G] do akordu ¢ moll skladajiciho se
z vyskovych kategorii C, Eb a G. Muzeme tedy pfilepit trojuhelnik se spole¢nymi vrcholy
CaG. To samé udélame s operacemi L a R a poté i s nové vytvofenymi trojuhelniky tak,
ze nakonec vyuzijeme vSech Ctyfiadvacet kvintakordt. Ziskame diagram, ktery se nazyva
Tonnetz a ktery je zkonstruovany pomoci operaci z Neo-Riemannovy teorie. VyuZijeme
vSechny kvintakordy, Tonnetz je nekonecny a vzory se opakuji. Zakladni oblast této opakujici
se miizky miizeme vidét zvyraznénou na nasledujicim obrazku (Obr. 41). Jde o rozvinutou verzi
miizky leZici v roving, nicméné topologie této miizky je stejna jako topologie toru'l, ktery
bychom ziskali spravnym slepenim vyznacené zéakladni oblasti. Tento typ miizky je velice

uzitecny pro vizualizaci transformaci mezi akordy [10].

H—Fbr—G—H—Bb—G—H—B—&
T G . " — g . —
Cf—F—N—Ch—F—HK—Of—F—X
B D F4 B D Fg¢ B D F#
Bs—G—H—Bb—&—H—Bb—%—H
&—E—Xb& B Xb—&FE—~b
F A C¢ F A C# F A C#
D F¢ B D F¢4 B D F# B

Obr. 41. Zékladni oblast Tonnetzu [upraveno dle 10].

Pro ptiklad, prace s miizkou uvedeme RPRP transformaci, transformaci Tg (transpozici
o Sest pualtonl), kterd slouzi jako piechod z akordu c¢ moll naakord a f# moll
(Ptiloha A — Ukazka 15). Naobrazcich mlZeme vidét geometrickou interpretaci této

transformace v kruhové notaci (Obr. 42) a v Tonnetzu (Obr. 43) [10].

' Klasicky trojdimenzionalni torus neboli anuloid je téleso ve tvaru donutu [23].
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Obr. 42. Transformace RPRP v kruhové notaci pouzita na akord ¢ moll.

D F# B D F¢# B
H Eb.G H Eb G
E Ab C E Ab C
C#g F # F A
F¢ B D ‘Y B D
Obr. 43. Transformace RPRP v Tonnetzu pouzita na akord ¢ moll [upraveno dle 10].

Pro porovnani nésleduje ta sama transformace, tentokrat pouzitd na durové

kvintakordy C dur a F# dur (Obr. 44, Obr. 45) [10] (Pfiloha A — Ukézka 16).

Obr. 44. Transformace RPRP v kruhové notaci pouZita na akord C dur [upraveno dle 10].

D F# B D F¢ B
H Eb G H Eb G
E Ab CE Ab C
Cg F A C¢ F A
F# B D F¢ B D
Obr. 45. Transformace RPRP v Tonnetzu pouzité na akord C dur.
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Zustava otazkou, zda v Tonnetzu existuji cesty, tedy v Neo-Riemannové¢ teorii
série operaci, pomoci kterych bychom se dostali do kazdého akordu, tedy do kazdého
bodu mtizky, praveé jednou. Takovymto cestam se fikd Hamilitonovské cesty. Takovou cestu

muzeme vidét napiiklad pii znazornéni ukazky Beethovenovy 9. symfonie (Obr. 46, 47) [10].

Obr. 46. Hamilitonovska cesta v Beethovenove 9. symfonii [upraveno dle 10]
(Priloha A — Ukazka 17).

Eb G H Eb G H Bt
C E Ab C,E Ab
F A C¢ F|A C#g F
D Fg44B|/D Fg B
G H|Eb| G H Eb G
E | Abl C E Ab C
A C#g/F A Cct F A

FE+4B D Fg B D

Obr. 47. Hamilitonovska cesta v Beethovenové 9. symfonii znazornéné v Tonnetzu

[upraveno dle 10].

Simplicialni komplexy

Ke konstrukci Tonnetzu ndm ve skuteCnosti staci pouhé spojovani zobecnénych
trojuhelnikti, formalné simplexu, ptes shodné vrcholy (Obr. 48), nepotiebujeme transformace
ani teorii grup [11]. Jedno-, dvoj- a trojdimenzionédlni simplexy jsou po fad¢ usecky,
trojuhelniky a ctyfstény [15, s. 95, Obr. 3.9.2]. Simplicialni komplexy jsou tvofeny

témito simplexy. 0 - simplex je pro nés nota, 1 - simplex dvojzvuk a 2 - simplex je trojzvuk.
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Zaméiime se na durové a mollové kvintakordy a vytvoiime simplicidlni komplex tak,

7e spojime dohromady kazdé dva simplexy, které maji spole¢nou notu nebo dyadu'? [11].

Eb G H Eb
Ab Ab
g F

G H Eb G

Obr. 48. Konstrukce Tonnetzu pomoci spojovani trojihelnikli pies spolecné strany.

2.2.4 Funkce zvétSenych kvintakordi
V Tonnetzu mohou byt zobrazeny i jiné akordy nez durové a mollové kvintakordy,
napiiklad kvintakordy zvétSené. KdyZ uvazujeme enharmonickou ekvivalenci'®, mame &tyfi

rizné zvétSené kvintakordy (Obr. 49) [12].

C¢ F A C# F A C¢ F A
B D Fg B D F4 B D F#

Eb G H Eb G-H Eb G H
C E A CE Ab C E Ab

F A Cg F-A Ctg F A C
D Fg# B D F4 B D F# B

Obr. 49. Zvétsené kvintakordy zndzornéné v Tonnetzu [upraveno dle 12]

(Ptiloha A — Ukéazka 18).

12 Slovem dyada myslime souzvuk dvou tont.
13 Enharmonicka ekvivalence znamen3, Ze napfiklad tény G# a Ab nebo C# a Db jsou stejné.
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N stranach 35, 37 a 38 jsme definovali operace P, L, R, které generuji grupu izomorfni
s dihedralni grupou o ¢tyfiadvaceti prvcich (D,,). Pro pfipomenuti, z kvintakordu C dur
bychom pomoci téchto operaci ziskali kvintakordy ¢ moll (P), a moll (R) a e moll (L).

Grupa muze byt déna takto:
G =(R,L|(LR)¥> =R? = 1% =1).

MuiZzeme totiZ vypustit operaci P, jelikoz P = R(LR)3. Kdyz bychom ale vypustili operaci R,
dostali bychom grupu izomorfni s dihedralni grupou tadu Sest (Dg). Byla by dana takto:

Gp, = (P,L|P*2 = ? = 1,LPL = PLP).

Jasnéji je to vidét pti pohybu v Tonnetzu. Po vypusténi operace R bychom se mohli

pohybovat pouze diagonalné, a to ve sméru severovychod a jihozépad. Kdyz tedy za¢neme
na akordu C dur, mlizeme pfiejit pouze pies tyto akordy: E dur, e moll, C dur, ¢ moll, Ab dur,

ab moll. Nastdva problém pohybu mezi jednotlivymi ,,pruhy* Tonnetzu. Méjme napiiklad
akordy C dur a f moll. Kazdy z nich patii do jiného pruhu, takZe se nemizeme dostat z jednoho
na druhy pouze za pomoci operaci P a L. Kdyz vSak projdeme pies zvétSenou triddu, spojime

pozadované dva pruhy pravé pomoci zvétSeného kvintakordu C dur (Obr. 50) [12].

B D F¢ B D F¢ B D F#
Eb G H Eb G H Eb G H

C E Ab @ E Ab C E Ab
F A C¢ F A Ct F A cC#

D F¢ B D Fg¢ B D F# B

Obr. 50. Ptechod z akordu C dur na f moll pomoci zvétseného kvintakordu [C, E, Ab]

[upraveno dle 12] (Pfiloha A — Ukézka 19).
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3 Geometrické prostory

V této cCasti se budeme zabyvat geometrickymi prostory, a to konkrétné linedrnim
a kruhovym prostorem vySek a akordovym prostorem o dvou a vice dimenzich.
Kruhovy prostor vysek pak detailnéji popisuje kruznici uzitou v predchozi kapitole
pfi zndzoriovani  akordi v kruhové notaci. Déle jsou vtéto cCasti  uvedené
tf1 transformace — transpozice, inverze a permutace — ménici akordové typy. Je vysvétleno
znazoriiovani tont a akord pomoci dvou typli mtizek, dale pak pomoci dual. Dostaneme se

i do vyssich dimenzi.
3.1 Prostor vysek

Linearni prostor vySek

Méjme vysky a,b. Vzdalenost mezi nimi uréime jejich rozdilem |a-b|.
Plati, ze pro vSechny vysky a + x, b + x je vzdalenost stejna. Mé&me dvé konstanty kqa k;
k, ndm urci ¢islo korespondujici s frekvenci 440 Hz, coz je ton A (komorni A), k, urci velikost
oktavy: k, = 12. Timto jsme vytvorili linearni prostor vysek, ve kterém je tonu C; ptifazeno
libovolné Cislo a jednotkou délky je pulton. Pokud bychom si naptiklad zvolili C; = 60,
pak by platilo C#; = 61, D; = 62 a takto dale po chromatické fad€. Tento prostor je vlastné
spojita Cara, ptimka, obsahujici bod pro kazdou myslitelnou vysku, pro nase ucely pro tony

na klavesach klaviru (Obr. 51) [15, s. 29-30].

Obr. 51. Linearni prostor vysek.

Kruhovy prostor vysek

V linearnim prostoru je kazda vzdalenost 12 stejna. Zadna oktava neni ni¢im specialni,
dvé vysky vzdalené o oktavu patii do stejné¢ vySkové tfidy. Geometricky mohou byt
vyskové tfidy reprezentovany pomoci kruznice, jejiz kazdy bod reprezentuje vSechny vysky
liSici se o oktavu, tedy kazdy bod na kruznici zobrazuje néjakou tfidu vysek (Obr. 52).
Naptiklad jeden z bodt, ktery nazveme C, reprezentuje vysky tont Ci, Co, Cs, ... Musime si
uveédomit, ze prostor vysek a prostor vyskovych kategorii jsou tzce spjaté a z linearniho

prostoru vySek muizeme pienést spoustu vlastnosti do kruhového prostoru vyskovych tiid.
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Prostor vyskovych tfid je vSak kruhovy pouze v abstraktnim smyslu. Neni zasazeny
do dvoudimenzionélniho prostoru, kruhovitost spo¢iva jen v tom, Ze se jednodimenzionalni
rovnd Cara vrati do svého pocatku. Vzdalenost mezi dvéma tfidami vySek definujeme
jako nejkratsi vzdalenost mezi jakymikoli dvéma vySkami patficimi do piislusnych tiid.
Pro ptiklad, vzdalenost vysek tonti C a G je vzdalenost Ci od Gi, C> od G2 atd. Intuitivni
predstava vzdalenosti vySek dvou ténd pripomind napiiklad pfedstavu vzdalenosti mezi
hodinami béhem dne, ktera je také jaksi abstraktni [15, s. 30—31]. Tento prostor jsme jiz vlastné

pouzivali v pfedchozich kapitolach v kruhové notaci.

C

D#/Eb

F#/Gb

Obr. 52. Kruhovy prostor vysek.

3.2 Transformace

V prostoru vysek se budeme zabyvat transformacemi, které zachovévaji vzdalenost.
Je to transpozice a inverze, které koresponduji s geometrickymi operacemi posunuti
a zrcadleni. Co se tyCe zrcadleni, hudebnici pouZzivaji termin inverze pro dvé nezavislé
transformace. Prvni pfeméni zékladni tvar akordu na jeho obrat, tedy naptiklad
akord [C1, E1, Gi] na [E1, Gi1, C2]. Toto nazyvame obraty akordu. Druhy pouZivany vyznam,
ktery budeme nazyvat inverze, transformuje napiiklad durovy kvintakord na mollovy

kvintakord (bude vysvétleno) [15, s. 33].
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Polyfonni hudba'* pouziva nezavislé melodie k vyjadfeni efektivniho voice leadingu.
Aby toto bylo mozné, musime byt schopni urcit efektivitu, respektive velikost voice leadingu.
Neexistuje obecny princip, ktery by platil pro vSechny akordy, nicméné Casto staci velikost
voice leadingu pouze porovnavat, nemusime stanovit jeho pfesnou velikost. K porovnavani
velikosti voice leadingu nam staci nésledujici kritéria: 1. ¢im vétSi pohyb, tim veétsi voice

66

leading; 2. pokud se hlasy kiizi, povazujeme to za ,,vétSi alternativu stejné velkého
rozdéluje oktavu, tim mensi je voice leading k jeho transpozicim. Efektivni voice leading

je takovy, pii kterém se vSechny hlasy pohybuji pouze o kratké vzdalenosti [15, s. 50].

Pii uréovani velikosti voice leadingu také hraje roli podobnost akordtl. Rekneme, e dva
typy akordll jsou si podobné, pokud existuje maly voice leading mezi jejich transpozicemi,
tudiz naptiklad zmenSeny kvintakord je mollovému kvintakordu blize neZz shluku
chromatickych tonti, tedy souzvuku tfi ve stupnici nasledujicich tonli. Mzeme fict, ze kazdy
zmenSeny kvintakord je Caste¢né spojeny pies transpozici s jakymkoli durovym akordem.
Pro priklad, zmenseny kvintakord C je ¢astecné spojeny pies transpozici
s mollovym kvintakordem f, protoze [C, Eb, Gb] je podobny [C, Eb, G] a ten je transpozi¢né
spojeny s akordem [F, Ab, C]. Uplné stejné to plati pro inverze. Mizeme fict, Ze akord
[C, Db, G] je ¢astecné spojeny ptes inverzi s akordem [Eb, G, A], protoze [C, Db, G] je podobny
[C, D, F#] a ten je inverzn¢ spojeny s [Eb, G, A][15, s. 52].

3.2.1 Transpozice

Transponované akordy jsou shodné akordy, tzn. intervalové vzdalenosti mezi
odpovidajicimi si tony obsazenymi v akordech jsou stejné. Tony obsazené v akordech se lisi
pouze ve vysSce, pii transpozici dochazi k posunuti vSech vysSek akordu o stejny interval.
Ptikladem muze byt kvintovy kruh, ve kterém je kazdy nasledujici akord na kruznici
transponovan o kvintu vyse (Pfiloha A — Ukézka 8). Hudebni termin transpozice koresponduje

s matematickym vyrazem posunuti.

Na ukazku: transpozice durového kvintakordu C [C, E, G] = [0,4,7] je durovy
kvintakord F [F, A, C] = [5,9, 0], protoze [5,9,0] = [0+ 5,4+ 5,7 + 5]mod 12 [17,s.2;

14 Polyfonni hudebni kompozice je skladba o vice hlasech, ve které jsou jednotlivé hlasy rovnocenné, tzn. zadny
neni vedouci ani doprovodny.
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18, s. 72]. Jde tedy o posunuti vyskovych tfid o pét piltona. Transpozice C dur naptiklad
o sedm pilténd je potom G dur [7,11, 2], protoze [7,11,2] = [0+ 7,4+ 7,7 + 7].

Rekneme, Ze je akord symetricky podle transpozice (7-symetricky), pokud existuje
transpozice, kterd ho necha nezménény. Mame dva typy transpozicné symetrickych akorda.
Jeden typ rozdéluje kruznici vySkovych tfid rovnomérneé. Druhy muize byt rozd€len na stejné
velké casti, které kruznici také rozd¢€li rovnomérné. Napiiklad akord [H, C, F, F#] nerozdéluje
kruznici rovnomérné. Miizeme ho viak rozdélit na dvojici triténii'®, z nichz kazdy rozdéluje
kruznici na poloviny. Akordy podobné néjakému ztéchto symetrickych akordii nazveme
castecné symetrické a muzeme je spojit efektivnim voice leadingem s nékterou z jejich
transpozic. Pro ptiklad, mé&me durovy kvintakord C [C, E, G], ktery je podobny
akordu [C, E, G#]. Je tomu tak proto, Ze voice leading mezi [C, E, G] a [C, E, G#] je maly.
Také durovy kvintakord E tedy musi byt podobny zvétsenému kvintakordu C. Je tomu tak proto,
Ze muzeme transponovat maly voice leading mezi [C, E, G] a [C, E, G#] jednotnym zvySenim
o velkou tercii, ziskame pak akordy [E, G#, H] a [E, G#, C]. Mame efektivni voice leading
z durového kvintakordu E na zmenSeny kvintakord C [15 s. 53-54].

3.2.2 Inverze

Hudebni pojem obrat akordu je synonymem pro matematicky pojem zrcadleni
nebo inverze. V geometrické interpretaci jsou inverzné€ spojené akordy shodné, osoveé soumérné
akordy, které odpovidaji odecteni od konstantni hodnoty. Napiiklad durovy kvintakord
C[C, E, G] =[0,4, 7] je inverzné spojeny s mollovym akordem c [C, Eb, G] = [0, 3, 7], protoze
odpovida odecteni od konstanty k = 7, tedy [0,3,7] = [7-7,7-4,7-0]. Hudebné jsou
transpozice a obraty velice dulezité, protoZe zachovavaji charakter akordu, tedy akordy zn&ji

velice podobné [17, s. 2-3; 18, s. 72].

Rekneme, Ze je akord inverzné symetricky (I-symetricky), pokud je invariantni vi&i
zrcadleni v prostoru vyskovych tiid [17, s. 5; 18, s. 74]. Akord zlstane nezménény pii inverzi,
pokud noty, ze kterych se sklada, jsou poskladané symetricky kolem primeéru kruZznice. Méjme
naptiklad ¢aste¢né inverzné symetrické akordy. Akord [C, D4, E] je sice nesymetricky, ale je
blizky akordu [C, D, E], protoze voice leading mezi akordy [C, D#, E] a [C, D, E] je maly.
Pokud invertujeme voice leading kolem zafixovaného bodu D, vznikne [C, Db, E] - [C, D, E].

Obracenim tohoto voice leadingu a propojenim stim pfedchozim vznika

15 Trit6n je interval Sesti paltond.
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[C, D#, E] = [C, D, E] = [C, Db, E]. Kdyz odebereme prostiedni akord, vznikne nam voice
leading mezi inverzné spojenymi akordy, tedy [C, D#, E] — [C, Db, E] [15,s. 56-57].
Naptiklad septakordy'® F#[6,9, 0, 4] a F[5,9, 0, 3] jsou spojené ve vztahu inverze a jsou velice
blizké I-symetrickému akordu [5.5,9, 0, 3.5], tudiz mezi nimi mizeme najit efektivni voice
leading: [6,9,0,4] = [5,9,0,3] [17, s. 5-6]. Plati to samé, co u transpozic: inverzné symetrické
akordy pfenasi symetrii na blizké akordy. Méjme akord A, ktery je blizky akordu invariantnimu
vuci symetrii. Pokud tuto symetrii pouzijeme na akord A, vznikne opét akord blizky tomu
invariantnimu (/(A)), tudiz akordy A a I(A) mohou byt spojeny efektivnim voice leadingem
[15, s. 57]. Casteéné T-symetrické kvintakordy (napt. C dur) a &asteéné P-symetrické akordy
(napf. [C, Db, Eb]) mohou byt také I-symetrické [17, s. 6; 18, s. 74].

3.2.3 Permutace

Permutace je dalSi symetricka operace. Zde budeme piedpokladat, ze akordy mohou
obsahovat opakujici se tony. Z tohoto pohledu budeme rozlisovat akordy [C, C, C] a [C, C],
jelikoz maji rizny pocet kopii tonu C. Muzeme fict, ze akord [C, C, C] je permutacné
symetricky (P-symetricky), protoze existuje voice leading, ktery ptehazi tony v akordu
[C, C, C]. Musime ptedpokléddat, ze dokdZeme rozeznat [C,, Cp, Cc] = [Ce, Ca, Cb], coZ v praxi
neni mozné. Také tento typ akordil pfenasi symetrii na podobné akordy, tedy pokud médme maly
voice leading mezi akordem A a akordem S17, tedy permutacné symetrickym akordem, mtizeme
permutovat oba akordy rovhomérné a ziskame maly voice leading mezi jejich permutacemi.
ProtoZe akord S je permutacné symetricky, pak je maly i1 voice leading mezi permutaci akordu
A (P(A)) a S. Pro priklad, m&me shluk chromatickych tont [H, C, Db], ktery je podobny
[C, C, C], protoze voice leading mezi nimi je maly. Po pferovnani a otoCeni sméru voice
leadingu ziskame [C, C, C] - [C, Db, H]. Kdyz tyto voice leadingy spojime,
dostaneme [H, C, Db] = [C, C, C] = [C, Db, H] a po odebrani prostfedniho akordu potom
ziskame [H, C, Db] — [C, Db, H], tedy maly voice leading spojujici akord [H, C, Db]
sam se sebou [15, s. 58].

Castetné P-symetrické akordy jsou povazovany za extrémné nelibozvuéné a hodi se

spiSe do statické hudby, ve které téméf nedochdzi ke zméné harmonie a hlasy se pohybuji pouze

malymi vzdalenostmi. Tyto akordy jsou typické pro avantgardni kompozice [17, s. 5; 18, s. 74].

16 Septakord je souzvuk Gtyf toni, ktery vznika z kvintakordu pfidanim malé nebo velké tercie nad nejvyssi ton.
17 Akord S zde pouzivame jako obecny zapis permutaéné symetrického akordu.
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3.3 Akordovy prostor

Usporadany akordovy prostor

M¢jme geometricky model, ve kterém jsou akordy reprezentovany jako body
v prostorech vyssich dimenzi. V akordovém prostoru budeme konstruovat voice leadingové
grafy, které ukazuji spojeni mezi akordy. Funguje to tak, ze se muzeme rozhodnout,
zda znazornime dvojzvuk jako dva body v jednodimenzionalnim prostoru (Obr. 53) nebo jako
jeden bod ve dvojdimenziondlnim prostoru (Obr. 54). Ve dvojdimenziondlnim prostoru
muzeme znazoriovat postupy mezi hudebnimi objekty jako usecky mezi nimi (Obr. 55). Timto

zpusobem muzeme lehce zaznamenat také dvojhlasou hudbu [15, s. 65].

61 63 64
- . . - >
c#, D#,  E,

Obr. 53. Dvojzvuk C1D; v jednodimenziondlnim akordovém prostoru

[upraveno dle 15, s. 66, Obr. 3.1.1 a)].

A
D4,
(G, DY)
G
Hl
H, Ci, D, D%,

Obr. 54. Dvojzvuk C1D; ve dvojdimenzionalnim akordovém prostoru

[upraveno dle 15, s. 66, Obr. 3.1.1 b)].
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D#,
(c}‘p DQ]
Ci,
C
: (D) C)
Hl
H, ct, D, D#

Obr. 55. Znazornéni postupu mezi dvojzvuky pomoci tsecky ve dvojdimenziondlnim

akordovém prostoru [upraveno dle 15, s. 66, Obr. 3.1.2].

Horizontalni a vertikalni secky reprezentuji pohyby jednotlivych hlasti pfi zméné
akordu, Gsecky v diagonalnim sméru, tedy ty svirajici thel 45° s osou x, reprezentuji pohyb,
pii kterém se oba hlasy pohybuji stejnym smérem (na obrdzku modrou barvou (Obr. 56)).
Pokud se hlasy pohybuji opaénym smérem, je to reprezentovano useCkami na druhé diagonale
(na obrazku cervenou barvou (Obr. 56)). Oto¢ime soustavu tohoto prostoru o 45° ve sméru
hodinovych rucicek, takze diagonalni pohyby se stanou horizontalnimi a vertikalnimi.

Prostor zlistava stejny, jen na néj jinak nahlizime (Obr. 57) [15, s. 66].

A A

\ \J

Obr. 56. Soufadnicovy systém Obr. 57. Soufadnicovy systém
dvojrozmémého akordového prostoru dvojrozmérného akordového prostoru otoceny
[upraveno dle 15, s. 67, Obr. 3.1.5]. 0 45° [upraveno dle 15, s. 67, Obr. 3.1.5].
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Na nasledujicim obrazku (Obr. 58) vidime cast nekonecného dvojdimenzionalniho
uspofddaného prostoru. VSimnéme si jeho periodicity, sklada se vlastné z jediného vzoru,
ktery se opakuje, a pokryva tak celou rovinu; na obrazku vidime ¢étyfi celé vzory. Body v levém
dolnim rohu jsou spojeny transpozici o oktavu s body v pravém hornim rohu a to tak, ze prvni
ton v paru ziistane stejny a druhy je v pravém hornim kvadrantu o oktavu vyssi. Uplné stejny
princip plati pro pohyb tént z levého horniho rohu do pravého dolniho, kdy se zvysi prvni prvek
dvojice tont o oktavu. Diky této moznosti spojovani kvadrantii pomoci diagonalnich pohybt
nam staci tento obrazec, abychom mohli generovat cely nekonecny prostor [15, s. 67].
Miizeme si také piedstavit, ze by se levy spodni roh ¢asti prostoru z obrazku (Obr. 58) zdvihl
z papiru a pieklopil se na levy horni. Touto transformaci spojujeme dvojice tont, které jsou
shodné, co se tyce jejich vysek, ale v opacném potadi, jako kdyby druhy kvadrant byl obrazem
prvniho v zrcadle. Geometricky jde o transformaci zrcadleni. Pro pravé kvadranty na obrazku
plati upln¢ to samé [15, s. 68].
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Obr. 58. Cast dvojrozmémého akordového prostoru [upraveno dle 15, s. 68, Obr. 3.1.5].
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Dvojrozmérny akordovy prostor

V linearnim modelu si lehce vysvétlime, ze muzeme ignorovat oktdvu a potadi.
Zavedli jsme tiidy vySek a ,smotali“ pfimku do kruhu. Kdyz chceme ale tyto hudebni
parametry ignorovat také ve dvoudimenziondlnim prostoru, neni az tak jasné, jak to ud¢lat
[15, s. 65]. Nasim cilem je tedy svinout nekonecny prostor z pfechoziho obrazku (Obr. 58) tak,
abychom slepili vSechny rtizné body reprezentujici stejny akord, at’ uz jsou toény v jakémkoli
poradi ¢i oktavé. Vznikne ndm novy geometricky prostor, ktery je analogicky k naSemu
zékladnimu vzoru z obrazku (Obr. 58), ve kterém body znazornuji dvojtonové akordy, v tomto
piipadé neuspotradané dvojice vyskovych tiid. Body sice ozna¢ujeme usporadanymi dvojicemi,
napi. HC, nicméné znazornuje to jak dvojzvuk [H, C], tak dvojzvuk [C, H]. Znovu mlizeme
otoCit soufadnicové osy tak, aby byl diagonalni hudebni pohyb reprezentovan horizontalnim
pohybem geometrickym. V otoceném prostoru budou horizontdlni pohyby zaznamenavat
diagondlni pohyb v obou hlasech, vertikdlni potom opacny pohyb hlasii o stejnou vzdéalenost.
Akordy na stejné horizontidlni pfimce jsou tedy spojené pies transpozici. Unisono,
tedy dvojzvuky se dvéma stejnymi tony, mizeme najit na krajich vzoru. Ostatni intervaly
najdeme na horizontalnich piimkach. Cim vétsi je interval mezi danymi dvéma tény
ve dvojzvuku, tedy akord rozdé€luje oktavu rovnomérnéji, tim vic se linky, které je reprezentuji,
blizi k centru. Tim padem horizontalni linka prochézejici sttedem figury znazoriuje tritony
rozd€lujici pomyslnou kruznici vyskovych tfid na dvé poloviny [15, s. 70-72].

Vsechny dvojtonové akordy leZi na stejné vertikalni lince jako jejich transpozice o triton.

Trojrozmérny akordovy prostor

Nyni rozsifime dvojdimenzionalni akordovy prostor na trojdimenzionalni. Potiebujeme
tedy tfi osy soufadnic, abychom mohli zaznamenat tfi riizné hlasy trojtonovych akordi.
Opét mame uspotadany periodicky prostor, ktery by mohl byt rozd€len na jednotlivé shodné
trojdimenzionalni ¢asti, které¢ vzdy obsahuji jednoho zéastupce kazdého trojtonového akordu.
To, Ze se soustfedime na jednu z téchto €asti je vlastné to samé, jako ignorovat oktavu a poradi
tonii v akordu. Shodné trojdimenzionalni ¢asti uspofadaného  trojrozmérného
akordového prostoru jsou pravidelné trojboké hranoly. ZvétSené kvintakordy rozdé€lujici oktavu
a v obrazku (Obr. 59) je reprezentujeme modrymi body. Akordy, které rozd€luji oktavu témet
rovnomérng, jsou situovany také pobliz centra hranolii. Zelené body reprezentuji mollové
kvintakordy, Zluté potom ty durové. Cim méné rovnomémé jsou tény v akordu rozmisténé,

tim dale od vertikalni pfimky prochéazejici t€zistém podstav jsou situované. Na krajich hranold
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potom lezi akordy, které obsahuji vice stejnych not. Akordy se dvéma opakujicimi se tony
najdeme na bocnich sténach hranolu, trojtonova unizona, tedy nejméné rovnomérné akordy,
potom na hranach. Na obrdzku vidime pouze n¢které akordy, nicméné také tento trojrozmérny
akordovy prostor je nekonecny a jakakoli trojice vyskovych tiid odpovida né€jakému bodu

v hranolu [15, s. 85-86]..

Voice leadingy jsou vtomto piipadé¢ zobecnéné usecky mezi jednotlivymi body.
Stoupajici diagonalni pohyb vSech tfi hlasti odpovida stoupajicimu vertikdlnimu pohybu tonii
v hranolu. Vertikalni pfimky v hranolu mizi v horni stén¢ a znovu se objevuji v podstave,
oto¢ené o tretinu otoCky. To znamend, ze kdyz vSechny tii hlasy postupuji z [C, C, C]
do [E, E, E], pfislusna usecka roste podél levé hrany hranolu. Kdyz dosdhne [E, E, E], znovu
se objevi v podstavné sténé, a to konkrétné¢ v pravém rohu. Pokracuje podél pravé hrany
az do [G#, G#, G#], kde opét zmizi a objevi se ve spodni sténé v [G#, G#, G], odkud pokracuje
stoupanim po hran¢ az do [C, C, C]. Miizeme si tedy piedstavit trojuhelnikové stény slepené
k sobé po rotaci o 120°. To samé plati pro vSechny transpozice jakéhokoli akordu.
Linky v centru hranolu spojuji akordy, které mohou byt spojeny voice leadingem, pii kterém

se pohybuje pouze jeden hlas, a to jen o jeden pilton [15, s. 85-86].

FFF

EEE

Obr. 59. Hranol s trojahelnikovou podstavou znazornujici jednu z €asti trojdimenzionalniho

akordového prostoru [upraveno dle 15, s. 86, Obr. 3.8.2].

Vicerozmérné akordové prostory

Jiz vime, ze potiebujeme dimenzi pro kazdy reprezentovany hlas, takZe pro reprezentaci
Ctyt hlast pottebujeme Ctyfi dimenze. Také vime, Ze kdyZ ignorujeme oktavu a potadi, je kazdy
prostor periodicky a skladd se z vicedimenzionalnich ekvivalentnich ¢asti. Na obrazku

(Obr. 60) vidime vzdy jednu ztéchto vicedimenzionanich c¢asti, ato ve dvoj-, troj-
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a Ctyfdimenzionalnich piipadech. Na prvnim obrazku vidime ctverec, jehoz leva strana
je prilepend k pravé, otocené o ptilobrat. Pokud se snazime zobeciiovat tento princip, nebudeme
tento obrazec brat jako ¢tverec, ale jako dvojdimenzionalni hranol, ktery by vznikl, kdybychom
pretahli levou stranu (tedy tu jednodimenzionalni) horizontalné¢ doprava a zformovali tedy
dvojdimenzionalni obrazec. Kazdy akord je na stejné vertikalni lince jako jeho transpozice
o triton. Timto pfetazenim levé strany horizontalné doprava vlastné transponujeme kazdy akord
o Sest piltontl vysSe, kdy jsou na pravé a levé strané stejné akordy. Tyto dvé strany slepime
s jejich ,,otocenim*, takze prostor ziska kruhovou strukturu; pti pohybu kolmo na stranu se vzdy

dostaneme tam, kde jsme zacali [15, s. 93].

Trojdimenzionalni ¢ast je také hranol vznikly tazenim spodni trojuhelnikové stény
nahoru. Vyslednd struktura ma dvé dvojdimenzionalni trojuhelnikové stény. Kazda z nich
obsahuje trojtébnové akordy, z nichz kazdy je na stejné sténé jako jeho transpozice o velkou
tercii. TaZenim spodni stény nahoru akordy transponujeme a délame to tak dlouho,
dokud netransponujeme o Ctyti piiltony, takze vrchni sténa obsahuje stejné akordy jako spodni.
Otocenim o 120°, ze si akordy odpovidaji. Jejich slepeni zptsobi vznik jakéhosi donutu
z trojuhelnikd, tedy méame opét kruhovou strukturu, jelikoZz pohybem po kolmicich

na trojuhelnikové stény se nakonec dostaneme tam, kde jsme zacali (Obr. 60) [15, s. 94].

Pro Ctyfi dimenze plati to samé, jen musime piidat dalsi dimenzi pro Ctvrty hlas.
Opét ziskdme hranol, jehoz stény jsou tentokrat Ctyfstény neboli trojdimenzionalni analogie
trojuhelnikli (Obr. 60). Potom akordy a jejich transpozice o malou tercii leZi na stejném
fezu Ctytsténem. Opét probehne stejné stoupani spodniho Ctyfsténu, tentokrat o malou tercii,

znovu prob&hne rotace a vznikne jakysi ¢tyfdimenzionalni donut [15, s. 94-95].

. CcCC AAAA
transpozice
cC FiF#
F4F4F#F#
GHGHGH P

i EbEBEGEb FAREF4FS °—,((
CF# %

b2

| Jcucacs
cce . ELEbLEbLEb

FdF4 CcC CEG#

ccee
Obr. 60. Dvoj-, troj- a ¢tyfdimenzionalni ¢asti akordového prostoru

[upraveno dle 15, s. 94, Obr. 3.9.1].
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Obecny princip je takovy, ze pro dimenzi n je akordovym prostorem n-dimenzionalni
hranol vznikly tazenim zobecné&ného trojithelniku'® do piidané dimenze. Zobecnény trojuhelnik
je sténou hranolu a obsahuje akordy, jejichz soucty obsazenych vyskovych tfid jsou shodné,
aproto je kazdy n-tonovy akord na stejné stén¢ jako jeho transpozice o 12/n pultond.
TaZenim stény do pfidané dimenze transponujeme vSechny akordy. Pokratujeme az dokud
akord neni transponovany o 12 /n pultént, kdy vzniknou stejné akordy jako v ptivodni sténé.
Slepenim téchto dvou stran s otoenim tak, aby akordy souhlasily vytvofime kruhovou

strukturu a vytvofime vicedimenzionalni analogy donutti [15, s. 95].

3.4 Miizky

Tato podkapitola se zabyva znazornovanim castecné symetrickych akordi pomoci
trojdimenzionalnich mtizek, dale pak pomoci dualnich mnohothelnikii a mnohosténd. Je také
nastinéno rozsifeni do vyssich dimenzi a to proto, aby ¢tenar pochopil, jak tuto teorii aplikovat

na vicetonové akordy.
3.4.1 Dualy

Mnohouhelnik

Kruznici n tusecek A 4,,A5A5,...,A, A, které spojuji vedlejsi pary n bodu
A1, A,,..., A,, nazveme n-ihelnik. Usedkam fikame strany a bodtim vrcholy. Pokud jsou
vSechny vrcholy koplanarni, fikadme Gtvaru rovinny mnohouhelnik, v opacném piipadé mluvime
o zborceném polygonu. Rekneme, ze mnohotihelnik je rovnostranny, kdyz ma viechny strany
stejn€ dlouhé, a rovnouhly, pokud ma vSechny uhly stejné velké. Mnohouhelnik je pravidelny,
pokud je zaroven rovnostranny a rovnouhly. Pravidelny mnohouhelnik ma st7ed, coZ je bod,

od n¢hoz maji vSechny vrcholy stejnou vzdalenost [2, s. 1, def. 1.1, s. 2].

Mmnohostén

Mnohostén mizeme definovat jako kone¢nou mnozinu rovinnych mnohouthelnikd, které
jsou spojeny tak, ze kazdy z mnohouhelnikt sdili kazdou ze svych stran s pravé jednim dal$im
mnohouhelnikem. Tyto mnohouhelniky nazyvame stény a jejich strandm fikame hrany.
Také mnohostény tvoii uzavienou plochu a rozd€luji prostor na dvé oblasti. Kdyz spojime bod
a n-uhelnik pomoci n trojuhelnikd, ziskdme jehlan, dva shodné n-uhelniky mlZeme

spojit n pravotthelniky pro vytvofeni hranolu. Ctyfstén je jehlan s trojuhelnikovou podstavou,

18 Zobecnénym trojuhelnikem myslime n-rozmérné zobecnéni trojahelniku nebo také simplex. 0-simplex je bod,
1-simplex je Gsecka, 2-simplex je trojuhelnik, 3-simplex je Ctyfsten, atd.
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jehoz stény se skladaji ze ¢tyt trojuhelnik, z nichz jeden mize byt povazovan za podstavu.
Pokud jsou vSechny ctyfi trojuhelniky rovnostranné, mluvime o pravidelném ctyrsténu

[2, s. 4, def. 1.2].

Dimenzionalni analogie

V prostoru o nulové dimenzi je jedinym utvarem bod, v prostoru o jedné dimenzi
muzeme mit jakykoli pocet bodli, z nichz spojnice jakychkoli dvou bodu je usecka, coz je
vlastné jednodimenzionalni analog mnohothelniku a mnohosténu. Spojenim dvou bodu
(tedy O-simplexil) ziskdme usecku (1-simplex), spojenim usecky s dalsim bodem nelezicim
nani zkonstruujeme trojuhelnik (2-simplex), tedy nejjednodussi ptipad mnohouhelniku.
Spojenim trojuhelniku se ¢tvrtym bodem mimo tento Gtvar zkonstruujeme Ctyistén (3-simplex),
tj. nejjednodussi mnohostén atd. Jakékolin + 1 body neleZici v n-rozmérném prostoru
jsou vrcholy n-dimenzionalniho simplexu [2, s. 118-120, def. 7.1, 7.2]. Simplex je tedy vlastné

n-rozmérné zobecnéni trojuhelniku.

Polytop

Polytop definujeme jako konvexni téleso v n-rozmérném prostoru uzaviené kone¢nym
poctem nadrovin [2, s. 126—127, def. 7.4]. Je to obecny termin pro posloupnost: bod, usecka,
mnohotihelnik, mnohostén atp. Dva body se spojuji v tisecku, ¢tyti Usecky ohranicuji ctverec,
Sest Ctvercl krychli, osm krychli n-rozmérnou krychli, kterou nazveme nadkrychle atd.
[2,s. 118]; n-rozmérnou krychli nazyvdme nadkrychle, n-rozmérnému polytopu, ktery je
konvexni a jehoZ stény jsou simplexy o 1 niz8i dimenze, fikdme A7iZovy polytop [16, s. 6].

Je to naptiklad ¢tverec nebo osmistén.

Voice leadingové mrizky

Akordové miizky zobrazujici voice leading jsou vétSinou sestaveny z nadkrychli
Jednostupiiové pohyby hlasii v akordu jsou potom reprezentovany riiznymi prostorovymi
dimenzemi, mizeme tedy zobrazit rizné zptisoby snizovani (nebo zvysovani) jednotlivych toni
v akordu po krocich. Na nasledujicim obrazku (Obr. 61) vidime vSechny rtizné zplsoby,
jak lze snizovat tony dvojzvuku a nasledné vytvofit dvojzvuk o stupenh niZe ve stupnici.
Ten samy princip plati i pro tfitonové akordy, rozdil je pouze v reprezentaci pomoci krychle
namisto Ctverce (Obr. 62). Je tomu tak proto, ze pro tfi tony potiebujeme tii soufadnice.

Tento princip plati jak v chromatické, tak v diatonické stupnici [16, s. 12—13].
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(H, F) (G, F)
1. 1) (L1

(H, E) (G, E)
(-1,-1) (1.-1)

Obr. 61. Zpusoby, jak lze snizit dvojzvuk a nasledné vytvoftit akord o stupen nize ve stupnici,

znazornéné ve Ctverci [upraveno dle 16, s. 12, Obr. 6].

o O (H.E,G#)
(C,E,A)
(H,E,A) (1,L,1) (-LLID) (C,E,Ab)
¢L.L1) ~ (CEQ) EEQ 4 (1.L.1)
— 1,1,-1) (-L1-1)
(ELE.S) [ ——CEoc)
(_1,1’-1) (1519'1)
(C.D,A) Qe A
1,-1,1) -1,-1, .
(H,D,A) (11, (C,Eb,Ab)
(C,D,G) (H,D#,G)
(H.D,G) (1-1-1)  (-1,-1,-1) C,EbG
(-1,-1,-1) T &L-L-li

Obr. 62. Zplsoby, jak Ize sniZit trojzvuk a nésledné vytvofit akord o stupen niZe ve stupnici,

znazornéné v krychli [upraveno dle 16, s. 13, Obr. 7].

Dualita

Ke kazdému mnohothelniku existuje utvar, ktery nazyvame dudlni. Vrcholy ttvaru
koresponduji se stranami dudlu a naopak, strany mezi dvojicemi vrchold utvaru koresponduji
se stranami mezi dvojicemi stran dudlu. To znamen4, Ze napiiklad ve ¢tverci budou misto jeho
stran vrcholy a misto vrcholti strany dualu (Obr. 63), dudl ¢tverce je étverec. Miizeme to rozsitit
1 do dalSich dimenzi, naptiklad ve trojrozmérném prostoru budou vrcholy dualu korespondovat
se stfedy stén. Dudlem krychle je osmistén, ktery ma vrcholy ve stiedech stén krychle (Obr. 64).
Dualem osmisténu je krychle, coz ilustruje obecny princip, ze kazdy polytop je dualem svého
dudlu. Kdyz se zamyslime nad ostatnimi utvary v roviné a prostoru, mizeme si v§imnout,
ze Ctverec, trojuhelnik a Ctyfstén jsou samodualni. Dualita mezi krychli a osmisténem muze byt
rozs§itena do vys$Sich dimenzi, takze také nadkrychle a kiizovy polytop jsou navzajem

duélni [16, s. 6].
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(-1, 1) (0, 1) (L, 1)

(-1,0) (1, 0)

(-1, -1) (0,-1) (L, -1)

Obr. 63. Samodualita ¢tverce [upraveno dle 16, s. 8, Obr. 3].

(1,1,1)

('1:131)
(1913'1)

\ /a1

(13'19'1)

('15'191)

('15'19'1)

Obr. 64. Krychle a jeji dual v podobé osmisténu [upraveno dle 16, s. 8, Obr. 4].

Kdyz ma ¢tverec vrcholy o soufadnicich (1, +1), pak vrcholy duélniho Gtvaru maji
soufadnice (+1,0) a (0,%+1) (Obr. 63) [16, s.8,0br. 3]. Pokud ma krychle vrcholy
o soufadnicich (£1,+1,+1), pak soufadnice vrcholi dualu jsou (+1,0,0),(0,+1,0)
a(0,0,+1). Kazdy =zvrcholi osmisténu je umistétn do stfedu jedné =ze stén

krychle (Obr. 64) [16, s. 8, Obr. 4].

Krychle a osmistény jsou vii¢i sobé dualni a tato dualita miZze byt rozSifena
do libovolnych dimenzi. V n-dimenzionalnim kartézském prostoru vytvoiime n-dimenzionalni
krychli s vrcholy (£1,+1, +1,..., £1), dualni osmistén pak bude mit vrcholy o soufadnicich
permutace (£+1,0,0,...,0). Kazda sténa nadkrychle bude ohrani¢ena vrcholy, které sdileji
pravé jedno Cislo v urcité konkrétni pozici potadi. Jak je zjevné z obrazku (Obr. 63),
jakékoli soutfadnice sdilend se sténou krychle je nenulova soufadnice ptfidruzeného vrcholu

dualniho n-rozmérného osmisténu [16, s. 7].
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Hudebni interpretace duality

Hudebn¢ muzeme brat nadkrychli (+1,4+1,%1,...,+£1) jako reprezentaci
akordového grafu, ktery zobrazuje vSechny mozné postupy snizovani tond, které pievedou
uspofaddany akord o n téonech na akord o stupeit pod nim. Kazdd +1 soufadnice odkazuje
na jednu z not ptvodniho akordu, —1 je potom nota o stupenn pod ni. Mizeme se dostat
z(+1,+1) do (-1,-1), a to pfes (+1,-1) nebo(-1,+1). Stejné tak se mizeme dostat
z(+1,+1,+1) do (-1,-1,-1) pres prechodné soufadnice (+1,+1,-1)
a(+1,-1,-1) (Obr. 64). Dualni ktizovy polytop, ktery ma vrcholy o soufadnicich
permutace (£1,0,0,...,0), muZe byt interpretovan jako notovy graf zaznamenavajici
tutéz informaci. Budeme postupovat nasledovné: Zacneme s piivodnim akordem na vrchu stény
(tedy s akordem, jenz ma vSechny soufadnice vrcholi +1, jednd se tedy o puvodni,
nesnizeny akord). Kazdy jednotlivy krok snizovani potom bude reprezentovan jednoduchym
pfevracenim, pfikterém je kazdy vrchni bod nahrazen jeho spodnim analogem
(tedy - 1 v pozici stejného poradi). Mizeme snizovat a snizovat, nahrazovat soufadnice +1 za

protéjsek, tedy - 1, dokud se nedostaneme na spodni sténu, kde uz dal snizovat nelze [16, s. 9].

Kdyz tedy méame n-dimenzionalni krychli v n-notovém akordovém prostoru,
ktera reprezentuje jednostupnovy voice leading v kazdém hlase, mizeme vyuzit dualitu
k vytvoreni analogu k Tonnetzu, ve kterém vrcholy reprezentuji tfidy vysek a simplexy tvofici
stény reprezentuji akordy podle prislusnych vysek. Efektivni voice leading je reprezentovan
,obraty simplexti“, které pievedou jednu sténu osmisténu na druhou, sniz

sdili hranu [16, s. 14-15].

3.4.2 Typy mrizek

U vicedimenzionalnich akordovych prostorii nastdva problém s jejich vizualizaci,
které jiz neni tak intuitivni. My se zabyvame predevSim CéasteCné symetrickymi akordy
a voice leadingy mezi nimi. Pro tyto Gcely nam staci jednoduché dvoj- a trojdimenzionalni

miizky reprezentujici veSkeré hudebni vztahy, které potiebujeme [15, s. 103].

Pod pojmem miizka si muzeme ptedstavit graf, jehoz vrcholy lezi na pravidelné
¢tvercové nebo krychlové siti, na které jsou vedlejsi body spojené stranami (u ¢tverce v roving)
nebo hranami (u krychle v prostoru). Nase grafy jsou takto miizové pouze lokalné,
protoze obsahuji jakési piekrouceni [15, s. 103, pozn. 34].

Miuizeme rozliSovat dvé skupiny miizek znazornujicich n-tébnové akordy

jakékoli stupnice. Prvnim typem jsou miizky, ve kterych je dand stupnice
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rovnomerné rozdélena poctem tonti v akordu. Ziskame tak kruznici n-dimenzionalnich krychli
spojenych pies spole¢né vrcholy, jednodimenzionalni a dvoudimenzionalni pfipady mizeme
vidét na obrazku (Obr. 65) [16, s. 15]. Pomoci tohoto typu miizky miizeme zobrazovat ¢astecné
rovhomérné dvoj, troj, Ctyf nebo Sestitonové akordy ve dvanactitonovém

chromatickém prostoru [15, s. 103].

Obr. 65. Mfizka prvniho typu, ve které je stupnice rozdélena tony v akordu rovnomérné,

jedno- a dvourozmérnd [upraveno dle 16, s. 16, Obr. 9].

Druhym typem mfizek jsou miizky zndzorfiujici akordy, jejichz pocet tont
je nesoudélny s poctem tond stupnice. Opét ziskame kruh krychli, tentokrat vSak spojenych
ptes spolecné stény [16, s. 15]. Pomoci tohoto typu miizky miiZzeme potom reprezentovat
péti- a sedmitonoveé akordy ve dvanactitonovém chromatickém prostoru, dale pak jakékoli
akordy jakékoli stupnice [15, s. 103]. Rozdil mezi témito dvéma typy je, Ze v prvnim piipadé
je dimenze mifizky podminénd poctem tont v akordech, které chceme zndzornit,
tedy ke znazornéni  dvou-, tfi- a  Ctyftonovych  akordi  potfebujeme  dvou,
tfi- a ¢tyfdimenziondlni mfizku. V druhém piipad¢ o dimenzi rozhoduje pocet rtiznych typh
akordl, které znazoriujeme. Muzeme tudiz uzit jednodimenzionalni graf k reprezentaci
voice leadingii mezi stejnymi akordy, dvoudimenzionalni graf k reprezentaci dvou typt akordu,
trojdimenziondlni graf ke znazornéni tfi typl akordl a tak dale [16, s. 15]. Oba typy mfizek
jsou odvozeny od nadkrychli spojenych k sobg&, bud ptes spole¢né vrcholy nebo stény.
Uz vime, Ze mizeme akordovy graf pfevést na notovy nahrazenim nadkrychli jejich dudly,

tudiz musime pouze urcit, jak se budou tyto dudly, tj. kiizové polytopy, spojovat [16, s. 16].
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Prvni typ mriZzek

V prvnim typu mfiizek plati, Ze pokud pocet tonti v akordu déli pocet not stupnice
beze zbytku, potom stupnice obsahuje dokonale vyrovnané akordy. Ty pak lezi pfimo v centru
akordového prostoru a tvoii body spojujici vedlejsi krychle v miizce. Zbylé hrany v mfizce
znazoriuji cesty, kterymi lze snizovat a zvySovat kazdy ton v téchto akordech. Pro akordy
obsahujici n tond pak existuje n moznych tona ke snizeni. Kdyz snizime jeden ton, zbyde ndm
jich (n-1). Stejnym zpusobem pak muzeme tény snizovat dale. Geometricky tyto cesty
snizovani nacrtnou obrys n-dimenzionalni krychle s vrcholy o soufadnicich obsahujicich
Onebo 1. Soufadnice vSech vrcholi miuzeme odvodit tak, Ze zaCneme ve vrcholu
(1,1,...,1) a snizujeme postupné vSechny soufadnice, dokud nedojdeme k bodu (0,0, ...,0)

[15, s. 105-106].

Na obrazku (Obr. 66) vidime pultobnovy voice leading mezi Cistymi kvartami
(resp. kvintami) a tritony (zvétSenymi kvartami/zmensenymi kvintami). Jedna se o kruh ¢tvercii
spojenych pies spole¢ny vrchol, na obrazku (Obr. 66) zobrazené v rozvinuté formé. Kruh je
to proto, ze se po urcitém poctu krokl dostaneme opét do stejnych vyskovych tiid. Vrcholy,
pres které jsou Ctverce spojené, zobrazuji tritony, zbylé dva vrcholy kazdého z ¢tvercti potom
reprezentuji Cisté kvarty a kvinty. Dvé osy, které sviraji s horizontaln€ umisténou osou x +45°
znazornuji pohyb jednotlivych hlasii. Ukazme si to na piikladu dvojzvuku [B, E].
Diagondlni pohyb posune ton B nahoru, pficemz ton E ziistane fixovany na misté. Opacny
diagonéalni pohyb pfesunou ton E o pllton doli a na misté zlstane fixovany ton B.
Zafixuje se ton H a E sestoupi diagonalnim pohybem o pilton, zafixuje se F a B se posune

nahoru o pulton. Ziskame tak dvojzvuk HF o stupen vyse ve stupnice. [16., s. 19].

BEDb HE CF CdFg DG EbAb

Obr. 66. Mtizka znazornujici piltonovy voice leading mezi ¢istymi kvartami a tritony

[upraveno dle 16., s. 19, Obr. 13 a)].
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Dualni grafy konstruujeme tak, ze nahradime vSechny strany ptivodniho ¢tverce dvéma
body a spojime vzdy dva z téchto novych bodi (ty blize k ptivodnimu vrcholu)
stranami (Obr. 67). Vznikne tak fada ¢tverct, jejichz vrcholim jsou pfifazeny vyskové tridy,
jelikoz kazdé strana originalniho grafu je v dualnim grafu nahrazena bodem reprezentujici
ton (ktery neni ovlivnén pohybem podél strany). Ctverce jsou nespojené a jejich horizontalni

strany reprezentuji Cisté kvarty, vertikalni pak tritony [16, s. 19].

BEDb HE CF CiF¢ DG EbAb
AN

AN AN

VAN AN N\
" NV NV NV NV N Y

AEDb BE HF CF# Ca#G DAb
<\ /><\ /><\ /><\ /><\ /><\ /> T
N N N N N N .,

AE BF HFf CG DbAb DA

Obr. 67. Dualy ¢tverct miizky znazoritujici piltonovy voice leading mezi ¢istymi

kvartami a tritony [upraveno dle 16, s. 19, Obr. 13 b)].

Druhy typ mrizek

Pokud se zaméfime pouze na jeden typ akordu, akordovy graf je zobecnény kvintovy
kruh spojujici akordy spojené pies transpozici o jednostupiiovy voice leading. Notovy graf,
dual, zkonstruujeme tak, Ze nahradime kazdy vrchol akordového grafu n-dimenziondlnim
simplexem (7 je pocet not v akordu a pocet vrcholil v simplexu). Vysledkem je kruh simplexii
spojenych pies spole¢nou ,,sténu®. Na obrazku miizeme vidét ptipady pro jednu (Obr. 68)
a dvé (Obr. 69) dimenze. Grafy znazoriiuji postupné voice leadingy mezi akordy nejprve

o dvou notach (Obr. 68), poté o tfech (Obr. 69) [16, s. 26].

GD DA AE EH HF FC CcG

L
[}
[}
q
[}

D A E H F C G

Obr. 68. Jednodimenzionalni notovy graf zndzoriiujici voice leadingy mezi rovnomérnymi

akordy [upraveno dle 16, s. 27, Obr. 18 a)].
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Obr. 69. Dvojdimenzionalni notovy graf zndzorfiuyjici voice leadingy mezi rovhomérnymi

akordy [upraveno dle 16, s. 27, Obr. 18 b)].

Pti zndzornovani dvou typua akordt je zajimavé, Ze notovy graf osahuje urcité nadbytky,
vice riznych useCek totiZ reprezentuje stejny akord. Je tomu tak proto, Ze originalni
akordovy graf obsahuje ¢tverce spojené pies spole¢nou stranu, a kdyz zkonstruujeme dual
kazdého ze Ctvercti obsazenych v grafu, spolecné vrcholy z akordového grafu se zméni
ve zdvojené strany v notovém grafu [16, s. 29-30]. Na nasledujicim obrazku (Obr. 70) vidime
jednostupiiovy voice leading mezi terciemi a kvartami v C diatonické stupnici. Kazdy ¢tverec
obsahuje tfi kvarty a jednu tercii. Kvarty jsou stfidaveé napfi¢ centrem obrazce a tercie potom
na venkovnich vrcholech [15, s. 104]. Dualni mfiZka reprezentuje voice leading mezi dvéma
nejrovnomérnéj§imi  dvojzvuky (tj. tercie a kvarty). Zacneme s dvojzvukovou miizkou
(Obr. 70). Spojenim duala kazdého ctverce (Obr. 71), ziskame nadpocetnou  miizku,

ve které se nekteré dvojzvuky vyskytuji vicekrat (Obr. 72) [16, s. 31, Obr. 22].
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E>F FA F>G GH AC HD

Obr. 70. Mftizka znazornujici jednostupiiovy voice leading mezi terciemi a kvartami

v C diatonické stupnici [upraveno dle 16, s. 31, Obr. 22 a)].

EC FD GE

EH FC GD E e

EA HE
GC ADNL

FA GH AC HD

Obr. 71. Mtizka znazornujici jednostupiiovy voice leading mezi terciemi a kvartami
v C diatonické stupnici a dualni mtiZka reprezentujici voice leading mezi terciemi a kvartami

[upraveno dle 16, s. 31, Obr. 22 b)].

E C F D G E

A—
I
I

E

A F H G C A D H

Obr. 72. Nadpocetna miizka z duald, ve které se n¢které dvojzvuky vyskytuji vicekrat

[upraveno dle 16, s. 31, Obr. 22 ¢)].

65



4 Analyza ¢asti skladby pomoci uvedenych metod

V této Casti bakalaiské prace je provedena analyza prvnich Ctyt takti Casti Allegro z dila
Preludio 1. Johanna Sebastiana Bacha. Jsou geometricky interpretovany akordy, které se v této

ukazce vyskytuji v rozlozené podobé, a to pomoci metod predstavenych v této praci.

V casti 1. jsou akordy geometricky interpretovany v kruhovém prostoru vysek,
tzn. pomoci kruhové notace. Pod kazdou zménou akordu je popsano, jaky operator byl pouzit,
at’ uz transpozice, inverze ¢i jejich kombinace. Muzeme si také vSimnout, ze n¢které body
na kruznici jsou zvyraznéné prazdnym koleckem, pfestoze nepatii trojuhelniku pfislusnému
danému akordu. Takto jsou oznaceny tony, které harmonicky dopliuji dany kvintakord a slouzi
jako ptechodovy ton k dal§imu akordu. Mezi druhym a tfetim zobrazovanym akordem je i tento

dopliyjici ton symetricky podle dané osy, neni to vSak pravidlem.

V casti II. jsou ty samé akordy zndzornéné v Tonnetzu. Je oznacena také série operact,
které pouzijeme, abychom se dostali z jednoho akordu na druhy. Je uvedena jen jedna konkrétni

moznost, ale mohli bychom samoziejmé pouzit i jiné série operaci.

V casti III. jsou potom akordy zaneseny do trojihelnikové sité podle jejich intervalové
reprezentace. Jelikoz jde o kvintakordy, mizeme podle tohoto typu zobrazeni urcit pouze,

zda se jedna o kvintakord durovy nebo mollovy.

V ¢asti IV. vidime trojdimenzionalni mfizku v diatonické stupnici, konkrétné krychle spojené
pfes spolecny vrchol. Ve vrcholech lezi tfitonové akordy, hrany potom znazoriuji
jednostupiiové voice leadingy mezi nimi. Cervené Sipky na obrazku znazoriuji postupy
mezi jednotlivymi akordy. Pokud lezi akordy na protéjSich vrcholech jedné stény, pak existuji
dva zplsoby, jak je propojit. Na obrazku jsou vzdy tyto paralelni postupy zndzornény svétlou
Sipkou. Je nutno zdiraznit, Ze neuvazujeme potadi, tedy napiiklad akordy [C, E, G] a [G, C, E]
jsou totozné, jelikoZ jde o souzvuk danych tonti v libovolném potadi. Proto tedy nezobrazujeme
cely fetéz krychli, kde bychom opét nasli vice zpiisobii, jak dané akordy spojit, ale jen jednu
Cast, kterd vSechny zobrazované akordy obsahuje. Mlzeme si vSimnout podobnosti
mezi zndzornovanim v Tonnetzu a na trojdimenzionalni mfiZce. Pocet operaci, které pozijeme
pro piechod mezi dvéma akordy koresponduje s poctem hran, pies které musime piejit

v fetézu krychli.

V ¢asti V. jsou akordy zobrazeny ve dvojdimenzionédlni miizce druhého typu, kterd se

velice podoba znazornéni v Tonnetzu.
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Obr. 73. Geometricka interpretace Bachova Preludia.
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Zavér

Cilem této bakalafské prace bylo vypracovat elementarni teoreticky vyklad
matematického popisu hudebnich jevi s diirazem na jejich geometrickou interpretaci a formou
reSerse osvétlit rizné pohledy na propojeni hudby s geometrii, jak jsem jiz zminila v Gvodu.
Byl vytvofen pilivodni Cesky text popisujici a porovnavajici rizné typy geometrického
znazoriovani hudebnich objektl, predevsim tonti a akordu. Ve ctvrté kapitole byla provedena

geometricka interpretace casti skladby Johanna Sebastiana Bacha.

Jak ve ctvrté kapitole, tak v celé praci byly rozebirany predev§im durové a mollové
kvintakordy, tudiz akordy o tfech tonech. Dale bylo nastinéno zobrazovani akordi

o vice nez tfech tdnech pomoci ptidavani dimenzi pro kazdy dalsi hlas v akordu.

Za nejvice odliSny typ geometrickych zobrazovani, které jsem v praci rozebirala,
povazuji znazornovani akord pomoci trojuhelnikové sité souradnic. Tato metoda zobrazovani
akordu se od ostatnich zminénych geometrickych interpretaci li§i ptedev§im v tom, ze akordy
v trojuhelnikové siti jsou reprezentovany pomoci bodl, nikoli trojuhelnikl, jak je tomu
napiiklad v kruhové notaci, v kruhovém prostoru vySek nebo v Tonnetzu.
Rovnostranné trojihelniky vznikaji az spojenim bodu akordu s body jeho obratd.
Vyhodou tohoto typu geometrické interpretace je, ze orbitim akordu mizeme opsat kruznici
a pomoci velikosti jejiho poloméru stanovit libozvucnost akordu, aniz bychom akord slyseli.
Tato metoda by tudiZ mohla byt vyuZzita naptiklad pti komponovani skladeb pomoci pocitace,

kdy by se dala jednoduse ovéfovat libozvucnost danych akordd.

Pii zobrazovani akordlu, konkrétné kvintakordi, v Tonnetzu se také setkavame
s rovnostrannymi trojuhelniky, rozdilem od modelu trojuhelnikové sité vsak je, Ze vrcholy
trojuhelniki jsou tvofeny toény obsazenymi v akordu, nikoli akordy a jejich obraty.
Kvintakord v Tonnetzu je tedy cely trojuhelnik. Vyhodou tohoto grafu je, Ze v ném mulZeme
zachytit nejen jednotlivé akordy, ale 1 vztahy mezi nimi. Pomoci tseCek mezi tony,
tzn. pomoci stran trojuhelnika, miizeme urcit, zda mezi akordy existuje efektivni voice leading.
Tento princip je, ackoli vétSinou pouze intuitivné, vyuzivan hudebnimi skladateli.
Geometricka interpretace akordi pomoci Tonnetzu muize tedy poslouzit jako pomocny nastroj

pti hudebni kompozici a spojovani akord.

Operace, pomoci kterych jsme zkonstruovali Tonnetz, mohou byt také pouzity
k zobrazovani vztahi mezi akordy v kruhové notaci, respektive v kruhovém prostoru vysek,

ve kterém jsou akordy opét reprezentovany trojuhelniky, tentokrat obecnymi.
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Pro ptfechody mezi akordy pak miizeme pouzivat transformace, konkrétné transpozice
ainverze, tj. posunuti a zrcadleni. Pokud jsou akordy (alesponn casteén€) symetrické
podle transpozice, inverze nebo permutace, pak mezi nimi existuje efektivni voice leading.
Dalsi moznosti zobrazovani voice leadingu jsou miizky, mnohouhelniky ¢i mnohostény
a jejich dualy. Obe¢ tyto interpretace tudiz mohou slouzit jako pomoc pii komponovani skladeb.
Geometrickd interpretace hudby je také pfinosem pro matematiky, kteti mohou skrze znalosti

z geometrie nahlédnout do podstaty hudby.

Tato bakalaiska prace je textem shrnujicim rtizné pohledy na geometrickou interpretaci
hudby. V hudbé, jakozto druhu umeéni, jde hlavné o pfedani emoci a estetické hodnoty.
K idealnimu stavu, tedy k takovému stavu, ve kterém by platily vSechny matematické vztahy,
na kterych je hudba zaloZena, v praxi mnohdy nedochdzi. Onomu idedlnimu stavu se vSak
pii hudebni interpretaci skladeb Spickovymi hraci je mozno natolik pfiblizit, Zze veSkeré
m¢éfitelné nuance a disproporce jsou pro ucely této prace zanedbatelné. Tato prace ukazuje,
ze hudba jako takova ma matematické zdklady, které lze geometricky interpretovat

a které mohou byt napomocné pti komponovani skladeb ¢i jejich analyze.

,,Hudba je daleko blizsi matematice nez literature — ne snad primo matematice jako takové, ale

dozajista nécemu, jako je matematické mysleni nebo matematické vztahy. ““ Igor Stravinskij
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