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ABSTRAKT

Tato prace pojednava o problematice funkcionalnich rovnic. Nejprve definujeme zakladni
pojmy k pochopeni pojmu funkcionalni rovnice. V dalsi kapitole popisujeme dvé zakladni
metody, kterymi lze funkcionalni rovnice resit. V hlavni ¢asti se zamérime na elementarni
funkce a jejich vlastnosti, které tvori nejdulezitéjsi ucivo matematické analyzy na stredni
skole. Ukazeme moznost propojeni elementarnich funkei a funkcionalnich rovnic. Nakonec
vyresime nékolik konkrétnich prikladu pomoci prezentovanych metod a rovnic. Cela prace
je doplnéna o teoretické definice a dokazané vlastnosti a véty potrebné pro pochopeni

jednotlivych kroku Teseni.
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ABSTRACT

This thesis deals with the problematics of functional equations. First of all we define the
basic concepts to understand the term of functional equation. The next chapter describes
two basic methods by which functional equations can be solved. In the main part we
will focus on elementary functions and their properties, which form the most important
curriculum of mathematical analysis in high school. We show the possibility of linkage
elementary functions and functional equations. Finally, we will solve a few specific exam-
ples using the presented methods and equations. The whole work is complemented by
theoretical definitions and proven features and theorems necessary for understanding the

individual steps of solutions.
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Pouzité symboly a znaceni

N
Z
Q
R
R* —{1}

zeR

Prirozena ¢isla

Cela cisla

Racionalni ¢isla

Realna cisla

Kladna realna cisla bez jedné

z je realné ¢islo

Funkce z realnych cisel do realnych cisel

Funkéni hodnota v bodé nula se rovna nule

Defini¢ni obor funkce f, obor hodnot funkce f

= (f(2))* = f(2) - f(z)

Existuje, pro kazdé

ﬁprava je mozna za predpokladu, Ze z je vétsi nez nula

K tpravé jsme pouzili rovnost (4.4)
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Kapitola 1

Uvod

Tato prace je koncipovana jako uéebni text predevsim pro studenty bakalarského stu-
dia nebo rozsirujiciho matematického seminare na stfedni skole. Pomoci by ale méla
i ¢tenarum, ktefi se jen zajimaji o téma funkcionalnich rovnic. Prace stavi na zakladech
stredoskolské matematiky a ukazuje moznosti propojeni dvou zakladnich témat, kterymi

jsou funkce a rovnice.

V prvni ¢asti prace se seznamime s funkcionalnimi rovnicemi jako spojenim, jiz zminénych,
dvou témat a ukazeme si, jak priklady s funkcionalnimi rovnicemi vypadaji. V dalsi casti
ukazeme dvé zakladni metody, kterymi Ize funkcionalni rovnice Tesit. Navazujici kapitola
je stézejni teoretickou casti prace. V ni ukazeme funkcionalni rovnice, kterymi lze zavést
takzvané elementarni funkce. Nechybi zde teorie (definice, véty a vlastnosti), které pri
reseni rovnic vyuzivame. Posledni ¢ast pak obsahuje konkrétni priklady a jejich mozné
resenti.

Na téma funkcionalnich rovnic jsem prostudoval vice pramenu - knih, prirucek a ab-
solventskych praci. Velka vétsina z nich téma popisuje pouze ze strany funkci. To zna-
mena, ze se zabyvaji prevazneé slozitéjsimi vlastnostmi funkci ze zadanych rovnic, pripadné
jejich konkrétnim dokazovanim. V predkladané praci bych chtél predstavit navaznost
vysokoskolského tématu na stredoskolskou latku. Konkrétné pak to, jak vlastnosti ele-
mentarnich funkei, se kterymi se v matematice pracuje dnes a denné, lze propojit jinym
thlem pohledu. Nékteré teoretické casti vychazi z publikace Funkcionalni rovnice od Lju-
bomira Davidova, jelikoz jsou srozumitelné a snadno pochopitelné i pro ¢tenare, kteri se

doposud s funkcionalnimi rovnicemi nesetkali.



Kapitola 2

Definice funkcionalni rovnice

Prace se zabyva resenim funkcionalnich rovnic a je tedy potreba se na pocatku seznamit,
pripadné si pripomenout, zakladni pojmy, které s timto tématem souvisi. Funkcionalni
rovnice jsou urcitym typem rovnic, ve kterych vystupuji funkce, a potrebujeme definovat

co je rovnice a funkce.

Definice 1. Rovnice je vyrokova forma ve tvaru L(z) = P(z). Vyraz L(z) se nazyva

levéa strana rovnice, P(z) se nazyva prava strana rovnice a z je neznama. (Polak, 1991)

Definice 2. Redlna funkce! (déle jen funkce) je piedpis, ktery kazdému bodu z dané
mnoziny A pfifazuje realné ¢islo y. (Symboly z a y se nazyvaji proménné; z je , nezavisle*
proménna a y je ,zavisle“ proménna.) (Gillman, 1980)

Pozndmka. Mnozina A (odkud jsou hodnoty z) se nazyva definiéni obor a mnozina

realnych ¢isel (respektive odkud jsou hodnoty y) obor hodnot.

Spojeni predchozich dvou definic dostaneme definici toho, co rozumime pod funkcionélni

rovnici.

Definice 3. Funkcionalni rovnice je vyrokova forma ve tvaru L(z) = P(z), kde vyrazy
L(z) a P(x) tvori jedna ¢i vice nezndmych funkei. Lze také zapsat jako L(f) = P(f), kde

f je funkce a L, P jsou operatory.

Funkcionalni rovnice muze napriklad vypadat nasledovné

flz+y)+ flz—y) =2(f(z) + f(¥))-

1V praci budeme pracovat prevazné s realnymi funkcemi
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Pti feSeni piikladu se vZdy navic uvadi defini¢ni obor a obor hodnot funkee (funkei) vystu-
pujicich v rovnici. Nékdy muze byt priklad doplnén jesté o podminku hodnoty v urcitém
bodé nebo o vlastnost hledané funkce. Celé zadani ulohy by tedy mohlo vypadat takto:
Naleznéte viechny kladné funkce® f : R — R, pro které plati f(1) = 2 a které spliiuji
TOUNICE

flz+y)+ flz—y) =2(f(z) + f(y))

Reseni této funkcionalni rovnice se nachazi v prikladu 11 na str. 37.

2f : R — R*, nebo ze f(z) > 0 pro véechny = € R

10



Kapitola 3

Metody reseni funkcionalnich rovnic

Pri hledani Teseni funkcionalnich rovnic se vyuziva predevsim dvou metod a vlastnosti
hledanych funkci, které lze témito metodami zjistit. Dale si vysvétlime, v ¢em jednotlivé

metody spocivaji a teorii doplnime o ukazku, kterd danou metodu demonstruje v praxi.

3.1 Dosazovaci/Substituéni metoda

Dosazovaci metoda Teseni funkcionalnich rovnic je jakymsi heuristickym postupem, kdy
se do rovnic dosazuji vhodné konkrétni hodnoty, pomoci nichz se zjisti napriklad hodnota
funkce v uréitém bodé nebo néjaka vlastnost funkce, ktera se dale vyuzije pri jejim hledani.
Neexistuji stoprocentné univerzalni hodnoty, které by byly vhodné (nékdy ani mozné)
dosazovat do kazdé funkcionélni rovnice. Nicméné osobné se mi ovérilo jako vhodné do-

sazovani hodnot 0, 1, z, f(z), —z.

Priklad 1. Zkusime vhodnym dosazovanim vyresit funkciondlni rovnici pro f : R — R

flz+y) + f(z—y) = f(z) + 62y f(y) +2°

Resend. Zkusime nejprve dosadit za z,y = 0 a dostaneme f(0)+/(0) = f(0)+0- & £(0)+03,
tedy f(0) = 0. Tim jsme ziskali konkrétni hodnotu funkce v bodé 0. Dosadime-li nyni do
funkce dvojici [z, 0] dostaneme Yeseni f(z) + f(z) = f(z) + 0 - Jf(0) + 2* = f(z) = z°.

11



Spravné bychom méli jesté ovérit zkouskou, ze reseni skutecné splnuje zadanou rovnici:

L=(z+y)’+(@—y)’ =

= 2 + 32%y + 3zy® + y® + 2% — 32y + 3xy? — P = 22° + 6xy? =
:$3—|—6$y\5/y73+3:3 =P
Lze snadno nahlédnout, ze v tomto piikladu by nam stacilo pouze dosazeni [z, 0] a dostali
bychom rovnou vysledek. Chtéli jsme zde ovSsem ukazat, jak dosazovaci metoda funguje.
Kdybychom naptiklad zvolili ve druhém kroku pouziti opacné dvojice, a to [0, z], ziskame
rovnost f(z) + f(—z) = f(0) +0 - Jf(z) + 03, coz by nAm neodhalilo konkrétni feSent,
ale vlastnost f(—z) = —f(z). (viz definice 11 na str. 28)

3.2 Cauchyova metoda

Cauchyova metoda je pojmenovana po slavném francouzském matematiku Augustinu
Louisi Cauchym. Metoda vyuziva husté mnoziny k feseni funkcionalnich rovnic, jejichz

resenim jsou spojité realné funkce.

Definice 4. fiik&ime, ze funkce f(z) je spojita v bodé c, jestlize ke kazdému kladnému

s oW

cislu € existuje kladné ¢islo 4 tak, ze nerovnost
|f(z) — fle)| < e
je splnéna pro vsechny hodnoty z, pro néz je
|z —¢| < 6.
(Jarnik, 1955)

Poznamka. f{iké,me, ze funkce je spojita, pokud je spojita v kazdém bodé svého de-

finicniho oboru.

Definice 5. Funkce f ma v bodé ¢ limitu L, jestlize pro kazdé e-okoli bodu L existuje
takové d-okoli bodu zg, Ze pro vSechna z z okoli bodu zy, z # z, patii hodnoty f(z) do

zvoleného okoli bodu L. (Definice limit I)

Véta 1. Funkce f je spojita v bodé xy svého definiéniho oboru pravé tehdy, kdyz

lim f(z) = f (zo).

T—+T0
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Diikaz. Nejprve si zapiSseme obé vlastnosti podle definic. Funkce f je spojita v bodé zq

znamena, ze
Ve>03d>0VzeR: |z —zo| <0 = |f(z) — fz0)| <€ (3.1)
Funkce f ma v bodé zg limitu f(zo) znamena, zZe
Ve>030>0VzeR:0< |z — 20| <d = |f(z) — f(z0)| <. (3.2)

Véta ma tvar ekvivalence a proto ji dokdzeme jako dvé implikace. Nejprve se podivame
na spojitost = limita:

Vidime, Ze jediny rozdil v definicich je ten, Ze v (3.2) mame pozadavek 0 < |z — x|, ktery
nam ovsem u (3.1) nijak nevadi a tim se da jedna definice prevést na druhou.

V druhé implikaci, limita = spojitost, je opét rozdil v pozadavku 0 < |z — zg|. Jedina
moznost, kterou u limity vyluéujeme, je £ = zy. Budeme-li tuto moznost nyni zvazovat,
tak potom f(z)— f(zo) = f(zo) — f(zo) = 0 a tedy jisté plati, ze 0 = | f(z) — f(zo)| < €.
Mame dokazany obé implikace a véta tedy plati. O

Definice 6. Budiz A ¢ B C P; P je metricky prostor (P,d). Potom fikime, ze A je
husta v B, jestlize kazdy bod z B ma od A vzdalenost rovnou nule. (Jarnik, 1956)

Poznamka. Jelikoz se zabyvame prevazné realnymi funkcemi a intervaly v realnych cislech,
definice nam vlastné 1ika, ze mnozina A je husta v B, pokud v kazdém nedegenerovaném

intervalu! z B existuje bod z A.

Véta 2. Mnozina raciondlnich ¢isel je v mnoZiné redlnych ¢isel hustd.

Diikaz. Checeme dokazat, ze mame-li libovolny interval (a,b), kde a,b € R, tak potom

existuje ¢ € QQ takové, ze a < ¢ < b.

1. Oznacime délku intervalu € = b — a > 0. Potom jisté existuje ng € N : ng > %, CcoZ

je totéz jako € > %.

2. Necht b > 0 *, potom jisté lze najit takové mg € N, Ze plati m<b< ﬂg:—l

3. Dale necht %J <ge= —a<-—m

ng °

Neobsahuje pouze jeden bod
*Pro b < 0 se dokazuje obdobné

13



7. 2. a 3. kroku predpokladame, ze ¢islo o je mensi nez b a zairoven mensi nebo rovno nez

a — tedy, ze toto ¢islo lezi mimo interval (a,b). Potom ale
mo+1 mg 1

—— = — <€,
no no no

e=b—a<

mo __
nog

diky ¢emuz dochézime ke sporu € < € a éislo : ¢ € Q musi tedy lezet mezi a, b.

O

Definice 7. Rikame, 7e &slo a € R je limitou posloupnosti{as} (nebo e {a,} kon-

verguje k a), jestlize pro kazdé € > 0 existuje takové k € N, Ze pro vSechna n > k je
lan, — al < e.
(Vesely, 1997)

Véta 3. Necht mnozina A je hustd na mnoZiné redlnich ¢isel. Potom ke kazdému &islu

a € R existuje konvergentni posloupnost a,,as,--- € A, ktera md za limitu ¢islo a.

Diikaz. Diky vété 2 vime, ze ke kazdému € > 0 existuje a,, takové, ze a, € (a — €,a + €).

Vezmeme-li nyni pouze hodnoty € := L dostaneme
T
1 1
a——<ap<a—+—,
n n
coz odpovida konvergenci posloupnosti a, k ¢islu a. ]

Véta 4. Necht jsou f : A — B a g : A — B spojité funkce, které nabijvaji stejnijch

funkénich hodnot na néjaké husté mnoziné C' C A, potom jsou f a g totozné.

Diikaz. Vezméme a € R. Diky vété 3 vime, Ze existuje posloupnost {a,}, kterd ma za

limitu ¢islo a. A protoZze vime, ze pro kazdé a € A je f(a) = g(a), mame

f(@) = lim f(an) = lim g(as) = g(a).

n—oo

O

Poznamka. Véty 2, 3, 4 a jejich dukazy jsou prevzaty z publikace Funkcionalni rovnice

od Ljubomira Davidova.

14



Nyni muzeme popsat, v ¢em spociva Cauchyova metoda. Sestava z nékolika kroku:

1. Nalezne se a dokaze, napriklad dosazovaci metodou, reseni funkcionalni rovnice nej-

prve pro vSechna prirozena ¢isla.
2. UkazZe se, Ze TeSeni plati pro vsechna kladna racionalni ¢isla.
1
3. Rozsiti se platnost feSeni na zaporna racionalni ¢isla a nulu.

4. Vyuzije se véty 4 a tim se TeSeni prenese i na vSechna realna ¢isla.

Klasické priklady vyuzivajici Cauchyovu metodu se nachazi v nasledujici kapitole.

15



Kapitola 4

Funkcionalni rovnice vedouci na

elementarni funkce

4.1 Elementarni funkce

V matematické analyze existuje skupina funkci, které lze nazyvat elementarni. Neznamena

to nutné, ze by se jednalo o funkce jednoduché, nybrz zakladni.

Definice 8. Za elementarni funkce budeme povazovat nasledujici funkce — konstatni,
identicka, exponencialni, logaritmicka, sinus, arkussinus, odmocniny. Dale funkce, které z

nich vzniknou pomoci operaci séitani, od¢itani, nasobeni, déleni a skladani funkei.
Pripomeneme si predpisy jednotlivych elementarnich funkei:

1. Konstatni f(z) =c¢, kde ce R; Dy =R

2. Identicka f(z) =z;D;y =R

3. Exponencialni f(z) = a*, kdea e RT — {1} ;D; =R

4. Logaritmicka f(z) =log, z, kde a € R* — {1} ;D; = R*
5. Sinus f(z) =sinz; Dy =R

6. Arkussinus f(z) = arcsinz; Dy = (—1,1)

7. Odmocniny f(z) = {/z,kden e N;D; =RV R*

16



Dale budou v praci zkoumany funkcionalni rovnice, jejichz reSenim jsou pravé elementarni
funkce. Nékteré z téchto funkcionilnich rovnic budou feSeny Cauchyho metodou (viz
str. 12), ostatni vhodnym prevedenim na jiz vyfesené rovnice.

Pri reSeni nasledujicich funkcionalnich rovnic budeme vyuzivat nékteré vlastnosti ele-

mentarnich funkei a proto si je zde nejprve uvedeme a dokazeme.

Véta 5. ProVz € Rt a € RT — {1} plati : z = a8,

Diikaz. Vyjdeme z toho, ze logaritmicka a exponencialni funkce jsou inverzni:

log,z =1y (4.1)
=
a =z (4.2)
Dosazenim (4.1) do (4.2) rovnou mame a(!%%%) = z. ]

Véta 6. ProVz € Rt a e Rt — {1} ,r € R plati: log,z" = r -log, .

Diikaz. Oznacime log, z = y a prepiSeme si rovnost podle definice logaritmu a dale bu-

deme upravovat:
a =z |
a¥" = 2" < log, " = yr (4.3)

Nakonec nahradime-li v (4.3) y z (4.1) dostaneme dokazovanou vlastnost log, 2" = r log, z.

O

Disledek. Pro r € Z,r sudé muzeme pro x # 0 vyuzivat vlastnost log, 2" = r - log, |z|.

Diikaz. Protoze je r sudé, muzeme ho zapsat jako r = 2k, kde k € Z. Potom, vyuzijeme-li

predchozi véty, mame

k 2k
log, " = log, z'** = log, (3:2) = klog, z* = - log, z° =

b3

1
=Ty log, z* = rlog, (3:2) =rlog, Vz2? = rlog, |z|.
L
Véta 7. ProVz,y € Rt a € RT — {1} plati: log, (zy) = log, z + log, y.

17



Diikaz. Oznaéme nejprve log,z = u a log,y = v. Z definice logaritmu vime, Ze plati

a* =z a a” = y. Potom

Ty =a"-a’

_ qutv)

xy / log,

log, (zy) = log, a™™ = u + v = log, = + log, y

18



4.2 Aditivni funkce

Jako prvni funkcionalni rovnici, ktera vede na néjaké elementarni funkce, budeme resit

flx+y)=f(z)+f(y). (4.4)

Rovnici fesime pro spojité funkce f : R — R. (U nésledujicich rovnic, nebude-li jinak, jiz
nebudeme uvadét.)
Nejprve dosadime do rovnice za [z, y| postupné dvojice [z, z|, [2z,z|, ..., [(n — 1) z, z] a do-

staneme rovnosti

fl@+a)=f(z)+ [(z) = [(22) = 2f (z)
fQz+z)=fQ22)+ f(z) < [ (3z) = 3f ()

f((n=1z+z)=f(n-1)z)+ f(2) < [(nz) = nf () (4.5)

Ze vztahu (4.5) plyne f (n) = nf (1) a oznaéime-li f (1) = ¢ € R, vychazi nam, ze
f(n) =n-cpro Vn € N. S vyuzitim této rovnosti vezméme nyni m, n libovolna pfirozena

cisla a dokadzeme platnost i pro vsechna kladna racionalni éisla:

w () (0 ) = =g () = s £ ()

Do puvodni rovnice f (z + y) = f (z) + f (y) dosadime [0, 0] a vychazi f(0) = f(0)+ f(0),
tedy f(0) = 0. To jisté odpovida (4.5) pro n = 0. Nakonec dosadime dvojici [z, —z]:

m
_-C
n

Tim mame dokazano, ze funkce f(z) = z - ¢ pro Vz € Q,c € R. Z Cauchyovy metody
tedy vyplyva, ze f (z) = z - ¢ pro vSechna realna ¢isla z.

Zkouskou lze jednoduse ovérit, ze funkce f je opravdu resenim:

L=c(z+y)=cx+cy=P
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4.3 Exponencialni funkce

Daéle budeme tesit funkcionalni rovnici

flx+y)=f(z)-f(y), (4.6)

a to také Cauchyovou metodou. Postupné dosadime [z,z],...,[(n — 1) z, z]:

fle+z)=f(2) f(2) <= f(22) = (f (2))°

flln=Dz+z)=f(n-1)z) f(z) < [ (nz) = (f(2))" (4.7)

Lze tedy vidét, Ze f (n) = (f (1))" = " pro Vn € N. Déle dokadZeme platnost pro kladné

racionalni hodnoty. Pro Vm,n € N :

(1(E) @ (n-2) ==y g (2) =

Dosadime dvojici [0,0] do pivodni rovnice a méme f (0) = (f(0))?, tedy bud f(0) =0
nebo f(0) = 1. Pokud by se f(0) = 0, po dosazeni [z,0] dostaneme rovnost f(z) =
f(z)- f(0), kde f(0) = 0 = f(z) = 0 pro libovolné z. Tedy funkce f je konstantni

nulova funkce, coz je jisté fesenim funkcionalni rovnice f (z +y) = f (z) - f (y).
Zabyvejme se tedy funkcemi, pro které plati f(0) = 1.! UZ jen zbyva dokazat rovnost

f (z) = ¢® pro zaporné hodnoty pomoci dvojice [z, —z]:

Tim je dokazano, Ze f (z) = ¢® je feSenim rovnice pro Vz € Q. Diky Cauchyové metodé

i pro vSechna z € R. Zkouska:
L=cty) — 2.y — P

Vidime, ze feSenim jsou vSechny exponencialni funkce s realnym zakladem. Pokud bychom
chtéli zajistit, aby Tesenim byla presné funkce e®, stac¢i pouze pridat podminku, ze
f(0)=12

1Jisté splhuje vztah (4.7)
2£'(0) je derivace funkce f v bodé 0
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4.4 Logaritmické funkce

Nyni se podivame na opac¢ny pripad operaci, a to na funkcionalni rovnici

f(zy)=f(z)+f(y). (4.8)

Tentokrat se pokusime nejprve dosadit hodnoty [z, z], [z%, 2], ..., [z™ ™V, ]

Ovsem z této vlastnosti nelze nic uré¢it pro f(n). Pokud za z zvolime 1, dostaneme f (1™) =

nf(1), neboli f(1) =nf(1).

Tuto rovnici tedy vyfesime trikovym zavedenim g (z) := f (a*), kde a € R*—{1}.% Potom

g(@+y)=f(a"") =Ff(a" a*)=f(a") + f () =g (@) +9(v)

Reseni funkcionalni rovnice pro g zname z kapitoly 4.2 a je jim g (z) = cz, kde ¢ € R.

S vyuzitim tohoto TeSeni a véty 5 mame

f(2) 2 f (al%) = g (log, z) = c-log, =

Tim jsme vyresili rovnici pro z > 0.
Pro z < 0 sta&i abychom z umocnili na libovolné sudé &islo, napt. 2, a poté jiz 22 kladné

bude. Vyuzijeme navic dasledku za vétou 6 na str. 17:

(4.9)

2f (2) 2 £ (22) = £ (al5=)) = g (log, %) = g (2log, a]) = - 2log,|z]

Po vydéleni dvéma dostaneme Teseni i pro zaporné hodnoty z. Zbyva tedy uz jen pripad,
kdy je z = 0. Dosazenim dvojice [z, 0] do puvodni rovnice dostaneme f (0) = f (z)+ f (0),
neboli f (z) =0 pro Vz € R. Vysledna funkce f je tedy

c-log,|z] proz>0Vvz<0
flz) =
0 prox =0

3a je omezeno z diivodu vlastnosti, které jsou pouzivany dale

21



Pozndmka. Pro z > 0 jsme dostali feSeni ¢ - log, z, coz je jisté shodné jako ¢ - log, |z|,

proto se mohla Teseni pro z > 0 a z < 0 spojit do jednoho.
Opét jednoduse ovérime, ze funkce f je skutecné reSenim rovnice:

L=c- loga |$y| — c(loga |$| +loga |y|) =c- loga |$| +c- loga |y| =P

22



4.5 Mocninné funkce

Uz nam zbyva pouze posledni kombinace séitani a nasobeni, tedy funkcionalni rovnice

f(zy)=f(z) f(y). (4.10)

Dosazovani hodnot pomocnych k teseni Cauchyovou metodou by nam zde dalo rovnost
f(z") = f*(z), a to by nAm v urceni toho, ¢emu se rovna f(n), nepomohlo.

K Teseni rovnice pouzijeme opét vhodné prevedeni na predchozi, jiz vyTesenou, rovnici.
Nejprve aplikujeme na obé strany rovnice pro z > 0 funkci log, = a zavedeme novou funkeci

g :=g(z) =log, (f (x)), kde musi byt f(x) > 0:

log, (f (zy)) =log, (f (z) - f (y)) =log, (f (z)) +1og, (f(y))  neboli

9(zy) =g(z) +g(y)

Reseni pro funkei g zndme z predchozi rovnice g (z) = c-log, |z|. Potom funkce f je

f(z) = alo8a(f(@) _ (@) _ ,elog,lz| _ (aloga|$|)c _ |$|C

Pro z < 0 opét staci vychazet z libovolné sudé mocniny z:

f (@) = £ (@) = a8 VD" — g?ralf @) — (glosall@)® — (g9 = (gelosalel)” — (o)’

Po odmocnéni dvéma mame shodny vysledek jako pro z > 0. Posledni moznost, a to
x = 0, vyresime dosazenim [0,0], do puvodni rovnice. Stejné jako u rovnice (4.6) vychazi
£(0) = f2(0), tedy f(0) =0V f(0) =1.

1. £(0) =1:

[z,0] — f(0)=f(2)-f(0)= f(z) =1, proVzeR

Vidime, ze f je konstatni jednotkova funkce a ta jisté resi zadanou funkcionalni

rovnici, protoze 1 =1 - 1.

2. £(0)=0:
Pro kazdou funkei f (z) = |z|%, kde ¢ # 0, plati, Ze f (0) = 0 a tato funkce f je tedy
resenim.

Konstatni feSeni z bodu 1. Ize chipat jako |z|°, pro ¢ = 0.

Obecné Teseni lze tedy vyjadrit jako f (z) = |z|°, kde c € R.
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4.6 Specialni elementarni funkce

Podivejme se nyni na dva zajimavé pripady nepatrného pozménéni zadani elementarnich

funkcionalnich rovnic.

flzt+y)=f(z)+y (4.11)

Dosadime [0, z] a dostavame rovnost f(z) = f(0) + z, kde f(0) = c € R a tedy
fl@)=z+ec
Zkouska:

L=x+y+c=z+c+y=P

flay)=f(z)-y (4.12)
Rovnici vyresime dvéma zpusoby.

(a) Dosadime [z, 1] (kde z # 0), potom f (1) = f(z)- 1 = f(z)=z-c*

(b) Pomoci vhodné substituce a prevedeni na jiz vyfeSenou rovnici. PouZijeme na
rovnici pro z > 0 funkei log, (z) (pro v8echny hodnoty a pro které ma funkce

smysl) a definujeme funkei g := g (z) = log, (f (z)), potom

log, (f (zy)) = log, (f (z) - y)
log, (f (zy)) = log, (f (x)) +log, (y)

g9 (zy) = g () + log, (y)

Dosadime [1,z] a ozna¢ime g(1) =b € R,a’ =c € R:

g(z) =b+log, (z)
l

£ () = a8l @) — 90) — g(0Baztb) _ glogaz . b _ 5. ¢

4Pro £ = 0 je feSeni také splnéno
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Dvakrat jsme pri vyuzivani prepisu pres funkci g vyuzili vétu 5.

Pro z < 0 bychom pri vyuziti dusledku za vétou 6 ze str. 17 obdobnym
zpusobem dostali vysledek f2(z) = z? - ¢%, coZz po odmocnéni dvéma dava
shodny vysledek jako pro z > 0.

Zkouskou opét muzeme lehce ovérit platnost reseni:

L=xz-y-c=x-c-y="P
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4.7 Goniometrické funkce

7. elementarnich funkci, které lze definovat pomoci funkcionalnich rovnic, jsme ukéazali

témeér vsechny. V neposledni radé se podivame na goniometrické funkce sinus a kosinus.

Definice 9. (Trigonometrickd) V pravothlém trojihelniku ABC s pieponou ¢ a od-
povidajicimi® odvésnami a, b a tihly o, 3, v definujeme funkci sinus daného 1ihlu jako podil
odpovidajici (protilehlé) odvésny a prepony. A funkci kosinus jako podil neodpovidajici

(prilehlé) odvésny a prepony.

) i1 )
sl = — COsS (= —
i i

Obrazek 4.1: Goniometrické funkce v pravouhlém trojuhelniku

(Bartsch, 1965)

Definice 10. (Funkcionélni) Funkce sin(z), cos(z) maji tyto vlastnosti (vychazejici z ob-

loukové definice goniometrickych funkei):

1. Jsou definovany pro vSechny z.

2. Pro libovolna z, y je

sin(z + y) = sin(z) - cos(y) + cos(z) - sin(y) (4.13)
cos(z + y) = cos(z) - cos(y) — sin(z) - sin(y) (4.14)
cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z)

5Vrcholu A odpovida vnitni tihel a a protéjsi strana a atd.
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3. Existuje kladné ¢islo, které oznatime znakem m, takové, ze funkce sin(z) je rostouci

v intervalu < , 2) a Ze sin (2) = 1; mimo to je sin(0) = 0.

sinx — 1

4. limg 00 =5
(Jarnik, 1955)

Pomoci vlastnosti uvedenych v definici 10 1ze dokazat dalsi vlastnosti a vice ¢i méné znameé
vzorce pro funkce sinus a kosinus (viz. Jarnik V. - Diferencialni pocet I, s. 213-216).

V této praci se nicméné omezujeme jen na dokazovani elementarnich funkei vylucné po-
moci funkcionalnich rovnic bez pouziti dalsich pojmu diferencialniho poctu, jako jsou
derivace a limita.

Dale tedy vyjdeme z tzv. ,souctovych vzorcu“ pro funkce sinus a kosinus a dokazeme

nékteré vlastnosti funkeci pouze pomoci téchto rovnic.

fla—y)=f(x)-g)—fy)- g (4.15)
glxz—y)=g(x)-gy)+f(z) f(y) (4.16)

Pozndamka. Na rozdil od funkcionalni definice zamérné vychazime ze souctovych vzorcu

rozdilu, protoze diky tomu muzeme dokazat i nékteré dalsi vlasnosti z definice 10.

1. f(0) =0; g(0) = 1:
Dosadime do rovnic [0,0] a dostaneme f(0) = f(0) - g(0) — f(0) - g(0) a g(0) =
g*(0) + f%(0). Z prvni z rovnosti dostavame rovnou, ze f(0) =0 a po dosazeni do

druhé mame g(0) = ¢*(0). Bud’ se tedy g(0) =0V g(0) = 1:

(a) g(0)=0:
Potom ovsem, po dosazeni [z, 0] do rovnic (4.15) a (4.16), zjistime, ze f(z) =
i g(z) = 0. To znamen4, ze funkce f i g jsou konstatni nulové funkce. Takova

funkce jisté resi obé rovnice. My ovSem hleddme netrivialni funkce.
(b) g(0) =1
Dokéazali jsme, ze pii hledani nenulového feseni je f(0) =0 a g(0) = 1.

2. fA(z) +g°(x) = L

Dosadime dvojici [z, z] do rovnice (4.16) a rovnou dostaneme g(z—z) = g(z)-g(z)+
f(z) - f(z) neboli g°(z) + f*(z) = g(z — z) = g(0) = L
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. Funkce f je licha; g je suda:

Definice 11. f{ekneme, ze funkce f je licha, jestlize pro kazdé z,—x € Dy plati
f(=z) = —f(z). (Hajkova, 2012)

Definice 12. f{ekneme, ze funkce f je suda, jestlize pro kazdé z,—x € D; plati
f(=z) = f(z). (Hajkova, 2012)

Chceme ukazat, ze f(—z) = —f(z) a g(—z) = g(z) a proto zkusime dosadit do
(4.15) a (4.16) dvojici [0, z]:

f(0—=)=f(0)-g(z) - f(z) - 9(0) = f(=2) = —f(2) (4.17)
9(0—z) = ¢(0) - g(z) + £(0) - f(z) = g(==) = g(=) (4.18)

Dokazali jsme, ze f(—z) = —f(z) a g(—z) = g(z) a dle definice 11 funkce f je licha
a definice 12 funkce ¢ suda.

. f a g jsou periodické:

Méjme nyni kladné realné a a dokdzeme nasledujici ekvivalenci:
f(@+20) = f(x) A g(z +2a) = g(z) <= f(a) =0

(a) f(z+2a) = f(z) Ag(z + 2a) = g(z) = fla) =0
Predpokladejme f(z + 2a) = f(z) A g(z + 2a) = g(z), potom

f(2a) = f(2a+0) = £(0) =0

f2a) = fla—(=a)) = f(@) - g(—a) = f(=a) - g(a) =2 f(a) - g(a)
9(22) = g(2a:+0) = g(0) =

9(20) = g(a — (—a)) = g(a) - g(=a) + f(a) - f(~a) = g°(a) — f*(a)

Spojime-li po dvou pravé strany predchozich vztaht, dostaneme rovnosti

2-f(a)-g(a) =0
g*(a) — fA () =1

Jedina moznost, pro kterou jsou obé rovnosti splnény, je f(a) = 0A|g(a)| = 1.

Zaroven i nyni vime, ze f(2a) =0 a g(2a) = 1.

6Pokud by g(a) = 0, potom — f2(a) = 1 nema Feseni
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(b) fla) =0= f(z +2a) = f(z) A g(z + 20a) = g(z)
VyuZijeme toho, Ze jsme ukazali |g(a)| =1 <= ¢*(a) =1

f(z +2a) = f(z) - g(—2a) — f(—20) - g(z) =
= f(@)[9(=) - 9(a) + f(=) - f()] = [f(=a) - g(@) — f() - g(—a)] g(z) =
= f(2) [9(@) = FH(@)] = [-f(@) - g(a) = f(e) - g()] g(x) =
= f(@)[1 -0 - [-0—-0]g(z) = f(z)

g9(z +20a) = g(z) - g(—20) + f(za) - f(—2a) =
=9(z) [9(=0) - g(a) + f(=a) - f(@)] + f(z) [f(—a) - g(a) = f(a) - g(—a)] =
= 9(2) |§() = f*(@)] + f(@) [~ (@) - 9(e) = f(e) - g(e)] =
=g(x)[1 = 0] + f(2) [-0 — 0] = g(2)

Dokazali jsme obé implikace a tedy ekvivalence je také dokazana, a tim funkce f, g

jsou periodické.

5. f a g jsou omezené:

Vyuzijeme rovnost z bodu 2.

Fz) =1 - ¢*(x) 25 |f(2)| = /1 — ¢%(z), kde 1 — g%(z) > 0

Z podminky dostavame, zZe |g(z)| < 1, a z toho i |f(z)| < 1. Funkce f i g maji obor

hodnot = (—1,1) a jsou tedy omezené.

Cela kapitola byla pojata odlisnym stylem nez kapitoly predchozi, kde jsme rovnou ze
zadanych rovnic definovali konkrétni elementarni funkce. Pti pokusu definovani funkeci
sinus a kosinus pouze ze zadanych rovnic dosazovaci nebo Cauchyho metodou (viz kapitola
3 na str. 11) narazime na problém transcendentnosti funkei.”

Pouziti zminénjch metod na po¢atecni souc¢tové vzorce (4.13), (4.14) a pokus o definovani

goniometrickych funkei se nachéazi v priloze A (str. 43).

Poznamka. Dokazali jsme vlastnosti, které odpovidaji irovni celé prace. Zajemce o dukaz
dalsich vlastnosti lze odkazat na knihu Matematicka analyza pro ucitele od Jiftho Ve-

selého (MATFYZPRESS, 1997).

"Transcendetni funkce je funkce, ktera nesplhuje Zadnou polynomickou rovnici s polynomickymi koe-

ficienty. Neboli, Ze ji nelze vyjadrit kone¢nym sou¢tem polynomickych funkei. (Fuéik, Matematika 1)
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Odlisny (nicméné trochu naroénéjsi) styl definovani funkce sinus pomoci funkcionalni
rovnice se nachazi v ¢lanku A Functional Equation Characterising the Sine od R. A. Ro-

senbauma a S. L. Segala, ktery je vefejné dostupny na https: //www _jstor.org/stable/3612552.
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Kapitola 5
ReSeni konkrétnich piikladi

Zadani a inspiraci k feSeni nasledujicich prikladu jsem cerpal z prednasky RNDr. Alice
Bilé, Ph.D. v roce 2018 v ramci predmétu Rovnice a nerovnice II na téma funkcionalni
rovnice. Dale také z bakalarské prace na téma Funkcionalni rovnice od Frantiska Kono-
peckého, disertacni prace na téma Elementarni metody Teseni funkcionalnich rovnic od
Petra Satného a z materiali na prednasku od Frantiska Konopeckého na téma Funk-

cionalni rovnice, dostupné z:

https://mks.mff.cuni.cz/library /FunkcionalneRovniceFK /FunkcionalneRovniceFK.pdf
Priklad 2. Naleznéte véechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici
fl@+y) +2f(z —y) — 4f(z) + =f(y) = 3y" — &* — 2xy + ay”.

Resend. Nejprve zvolime z,y = 0 a po dosazeni do rovnice mame f(0) 4+ 2f(0) — 4£(0) +
0f(0)=3-02—0%2—2-0-0+0-02 neboli —f(0) = 0= f(0) = 0. Nyni zkusime dosadit

do rovnice dvojici [z, 0]:

f(x)+2f(x) —4f(z) +zf(0) =0—2>—0+0

Zkouskou ovéiime, ze funkce f(z) = z? je skutecné fesenim funkcionalni rovnice:

L=(z+y)’+2@x—y)’—42® + 2y’ =
:m2+2my+y2+2(m2—2$y—|—y2) — 42?4 zy? =

=—2*—2zy+zy*+3y° =P
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Priklad 3. Naleznéte vsechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

yf(z) +zf(y) = f(z+y).

Reseni. Dosadime opét nejprve [0,0], z ¢ehoz dostaneme 0f(0) 4+ 0£(0) = f(0 + 0) =
f(0) = 0 a po zvoleni z = z A y = 0 mame 0f(z) + zf(0) = f(z +0), tedy f(z) = 0.

Funkce splnujici zadanou funkcionalni rovnici je pouze konstatni nulova funkce.

Pozndamka. Tato funkcionalni rovnice méla rychlé a pomérné nezajimavé reseni. Podivejme

se nyni na Treseni podobné rovnice s malou zménou na pravé strané.

Priklad 4. Naleznéte viechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

yf(z) +zf(y) = f(zy).

Reseni. Celou rovnici nejprve vydélime zy (pro z,y # 0) — %—I—% =1 if;y). Definujeme
novou funkei g(z) := @ a tim dostaneme rovnici

g9(z) +g(y) = g(zy)

Dle (4.8) na str. 21 vime, Ze feSenim této rovnice je g(z) = ¢ - log, |z|, a tim dostaneme
i feSeni puvodni rovnice pro z # 0: f(z) = c¢- z - log, |z|.

Proz=0jeg(z) =0atedyi f(z) =z-0=0.

Priklad 5. Naleznéte vsechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

flz+y)+2(z—y) =3f(z) —y.

Reseni. Zkusime opét dosazovat , klasické“ dvojice do rovnice.

1. [0,0]:
Potom f(0+0)+2f(0—0) =3f(0) — 0= 3f(0) = 3f(0). Toto dosazeni nam nic

nevratilo a musime zkusit jiné.

2. [z,0]:
flx+0)+2f(z+0) = 3f(z) — 0 - vidime, Ze to nam opét nepomohlo, protoze
dostaneme 3f(z) = 3f(z).

3. [0,z] a [0,—x]:
P1i tomto dosazeni vychazi f(z)+2f(—z) =3f(0)—z a f(—z)+2f(z) = 3f(0)+=.
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Neziskali jsme sice konkrétni Teseni, ale pri vhodném spojeni obou rovnic do jedné

ji# Yegeni dostaneme:
flz) +2f(—=2) =3f(0) — =
2f(x) + f(—2) = 3f(0) +z \-(-2)
L+
—3f(z) +0f(~z) = =3f(0) =3z \:(-3)
fl@)=f(0) + =

Oznac¢ime-li f(0) = ¢ € R dostaneme vSechna feSeni rovnice a to f(z) =z +c.

Vidime, Ze rovnice ma shodné feSeni jako rovnice (4.11) na str. 24. PrepiSeme-li tedy levou
stranu zde podle f(z+y) = f(z)+y, dostaneme rovnost f(z)+y+2(f(z)—y) = 3f(z)—v,

coz presné odpovida pravé strané zadané rovnice.
Priklad 6. Naleznéte vsechny funkce f : Zt — Z7, které splniuji rovnici

flzy) = f(z)f(y) — flz+y) + 1A f(1) =2

Reseni. Dosadime do rovnice postupné dvojice [1,1], [1,2]:

FO)=fMf0)—f@+1"55%2=2.2—- f2)+1=> f(2) =3

fQ=ff2)-fB+1=3=2-3-f@)+1= f(3) =4

Dokéazeme teorii f(n) = n + 1 matematickou indukei. Predpokladejme, Ze pro n € Z*

plati f(n — 1) = n, potom po dosazeni [1,n — 1]:

fn=1) = f()f(n=1)=f(n)+1 = f(n) = f())f(n—1)—=f(n—1)+1=2n—n+tl=n+1

Dokazali jsme tedy, Ze pro Vz € Z* je TeSenim rovnice funkce f(z) =z + 1.

Zkusme nyni rovnici vyresit bez podminky f(1) = 2. Budeme tedy fesit pouze funkcionalni

rovnici f(zy) = f(z)f(y) — f(z +y) + 1 pro Vz,y € Z*. Dosazenim [1, 1] mame rovnost

fO=fMfO) - fA+1)+1= (1) - f(1) - f(2)+1=0

Podivame se na kvadratickou rovnici pro neznamou f(1):

F(1),, = li\/1—42(—f(2)+1) _ 111/42(2)—3 D) — 1+./4f(2) — 3 -

—
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Pozndmka. Hleddame f(1) € Z* a tedy moZnost s , minus“ nem4 smysl.
Oznacili jsme f(1) = ¢ a z kvadratické rovnice si vyjadiime, ¢emu se rovna f(2):

f@Q=1)-f)+1=c—c+l

Dosadime nyni do ptivodni rovnice postupné dvojice [1,2],[1,3],[1,4],... a vyjadiime

f3), f(4), f(5),...

f@)=f)f2)—fQ)+1=clc—c+1)—(—c+1)+1=
= —c+c—c+ec—1+1=c-2c+2¢

fO=(Q)-1DfB)+1=(c-1) (-2 +2) +1=c"—3c"+4c> —2c+ 1

f(5) = —4c" +7¢° — 6% 4 3¢

Kazdy dalsi ¢len lze ziskat z clenu predchoziho a dostavame tim rekurentné zadanou

posloupnost f(n) = (¢ — 1) f(n — 1) + 1, ktera spliiuje zadanou rovnici.

Pozndmka. Pokud bychom nyni pridali podminku, ze f(1) = 2, tak vidime, Ze

f(n)=(-Dfn-1)+1=(f1)-f(n—-1)+1=
=fn—1)4+1=(c—Df(n—2)+1)+1=f(n—2)+
=fln—(n—-1)+n—-1)=f1)+n—-1=24+n—-1=n+1

Priklad 7. Naleznéte vsechny funkce f : Rt — R™, které spliiuji rovnici

2) _ . v
f@)=z+ f(y) )

Reseni. Zkusime opét dosazovat hodnoty. Protoze funkce ma byt definovana pro kladné

hodnoty, nema smysl zkouset 0 a zkusime tedy nejprve z,y = 1:

) =14 f(1) — L2 £2(1) = F(1) + £2(1) -

Nyni dosadime [z, 1] a dostaneme f(z?) = z+ f(1) — (1), tedy f(z?) = z. Pokud bychom
misto z dosadili \/z,! dostali bychom piesny piedpis funkce f(z) = /z.

10dmocnina méa v tomto pfipadé smysl, protoze hledame funkce na R*
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Priklad 8. Naleznéte véechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

f(@)f(y) — f(zy) =z +y.

Resend. Zkusime opét nejprve dosadit [1, 1]:

PO~ 1) =2

P~ 1) ~2=0

(F(1) +1) (£(1) ~2) =0
1) =1V f(1) =2

Budeme tedy dale pracovat s dvéma moznostmi. Dosadime [z, 1] do rovnice a dostaneme

f@)fQ) - flz)=z+1

1. f(1) = —1:
fl@)-(=1) = flz) =z +1
—2f(z) =z +1
flo)=-"17
2. f(1) =2

f@)- @)~ fla) =z +1
f@)=z+1

Vysla nam dvé reseni a snadno muzeme zkouskou ovérit, ze prvni z nich rovnici nesplnuje.

L — (_3:—1—1)_(_3!-1—1) _(_my+1) _ @D+l eyl

2 2 2 4 2
+Dy+1D)+2@y+1) zyt+r+y+1+2zy+2
= 1 = i =
r+y+3zy+3
= Y 1 J Fr+y=PF

Druhé reseni po dosazeni do zkousky rovnici splnuje:
Ly=(z+1)(y+1)—(zy+ 1) =zy+z+y+1l—zy—1l=z+y=~P,
Priklad 9. Naleznéte vsechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

flz+y) - flz—y) ==zy.
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Reseni. Zvolime dosazeni dvojice [z + 1,z — 1]:

f(a+)+(z-1)-fl(z+1) - (z-1)) = (z+1)(z - 1)
f(22) - f(2) =2"—1
f2z) =2 -1+ f(2)

ceR

Zjistili jsme, Ze f(2z) = 2® 4 ¢ a tedy nahradime-li # — %, dostaneme predpis f(z) =

2 WS W W , hd
(%) + ¢. Ovérime reseni zkouskou:

L (x;y)2+c_ ((?)ZC) _ (:‘Héiy)2 B 08-49)2 _

22+ 2zy +y? — (22 —2zxy +9y?) Adxy
— 1 = =zy=P

Dalsim, a mozna i vhodnéjsim, dosazenim by byla dvojice [E %] Dostali bychom rovnou

f(z) — f(0) = £-Z neboli f(z) =2 +£(0).

c

Priklad 10. Naleznéte vsechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

f@®+y)+ f(f(z) —y) =2f(f(z)) + 24>

Reseni. Dosazovat do tohoto prikladu jednoduché hodnoty, jako jsme to délali u predchozich
prikladi, by nam moc nepomohlo. V rovnici se totiz objevuje funkce f vnorena do dalsi

funkce f. Zkusime nejprve dosadit dvojici [z, f(z)]:

f@* + f(2) + f(f(2) = f(z)) = 2f(f(z)) + 2f*(x) (5.1)
=f(0)

Zatim to vypada, ze dosazeni nam k reseni rovnice mnoho nepomohlo. Nicméné, dosadime-

li jesté dvojici [z, —x?], zjistime, Ze rovnice po dosazeni jsou si podobné.

f(@* —2°) +f(f(2) +2°) = 2f(f(x)) +2- (=2%) (5:2)
=1(0)

Odecteme-li nyni rovnici (5.2) od rovnice (5.1), ziskdvame 0 = 2f2(x) — 2%, coZ po

prevedeni a vydéleni dvéma dava f2(x) = z*. Tedy dostavame dvé fesent:

f(z) =2*Vv —2*
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Zkouskou ovérime obé TeSeni:

1. f(z)=2z*

2
L= (372""9‘) +($2—y)2:$4+2$2y+y2—|—$4—2372y—|—y2:

= 22" + 2y = 2f(¢?) + 29" = 2f (f(2)) +24° = P

2. f(x) =—z%

L:—($2+y)2— (—mg—y)2 =

=zt — 2%y — o — 2t — 2%y — oy = 22 — 42’y — Pt A

£ -2z + 2y =2 (_(_$2)2) +2°=P

Resenim pifkladu je tedy pouze funkce f (z) = =%

Priklad 11. Naleznéte viechny kladné funkce f : R — R, pro které plati f(1) =2 a které

splnuji rovnici

flz+y)+ flz—y) =2(f(z) + f(¥))-

Reseni. Nejprve dosadime do rovnice za z,y = 0 a zjistime, ze 2f(0) = 4£(0), neboli

f(0) = 0. Nyni vyfesime samotnou rovnici Cauchyovou metodou. Dosadime do rovnice

tedy postupné dvojice [z, z|, [2z,z], .. .:

2(f(z) + f(2))
=4f(z)
2(f(22) + f(2))
2(4f(z) + f(2))
9f(=)

fl@+z)+ flz—z
f(2z

fBz) + f(z
/3

) =
)
fRzx+2z)+ f(2z — )
)
z)
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Budeme dale dokazovat matematickou indukei predpoklad, ze pro VYn € N,n > 2 plati:
f(nx) = n?f(x). Pro n = 2 rovnost jisté plati z (5.3). Pfedpoklddejme, Ze pron — 1 a n

plati: f(nz) = n?f(x). DokdZeme rovnost i pro n + 1 dosazenim [nz, z|:

f(nz + z) + f(nz — z) = 2(f(nz) + f(z))
f((n+1)z) + f((n — 1)z) = 2f(nz) + 2f()
f((n+1)z) = 2n*f(2) +2f(z) — (n — 1)*f(2)
f((n+1)z) = (2n* +2— (n* — 20+ 1)) f(z)
f((n+1)z) = (n+1)*f(2)

Oznatime f(1) = ¢ € R, a tim méame, ze f(n) = cn?.

Vezmeme m,n € N:

o f (2) =1 () = flm) =) = £ (%) = (%) - 500

n n
Méme tim dokdzano, Ze f(z) = cz? pro vSechna z € Q*. Dosazenim [0, z] zjistime, Ze
f(—=z) = f(z). Spolu s tim, Ze f(0) = 0 mame dokazanou platnost feseni f(z) = cz® pro
vsechna racionalni &isla. Z Cauchovy metody vyplyva, Ze funkce f(z) = cz?, kde c € R
je platna pro vSechna realna z.

Zkouska:
L=clz+7y)’+c(z—y) :c(m2+2my+y2) +c(3:2 — 23:y+y2) =
= 2cx? + 2cy* =2 (0272 - cyQ) =P
Priklad 12. Naleznéte vsechny funkce f : R — R, které splnuji rovnici

(f(@) + f(y) (f(w) + f(v)) = [ (z2u —yv) + f (v + yu).

Reseni. Nejprve do rovnice zkusime dosadit z,y, u,v = 0:

(F(0) + £(0)) (£(0) + £(0)) = £(0) + £(0)
11%(0) = 2/(0)
F(O)[2£(0) — 1] =0
F(0) =0V £(0) = &

L f(0)=1

Po dosazeni [z, 0,0, 0] dostaneme rovnost

y1o1y 11 1
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2. £(0) =0:

Dalsim vhodnym dosazenim, tentokrat [1,0, 1,0], zjistime dalsi hodnotu funkce f:

(f(1) + £(0)) (f (1) + f(0)) = £(1) + £(0)
(f(1)+0)(f(1)+0) = (1) +0

(a) f(1)=0:

Po dosazeni [z, 0,1, 1] mame (f(z) +0) (0+0) = f(z) + f(z), tedy f(z) =0.
(b) f(1)=1:

Zjistime dalsim dosazovanim vlastnosti funkce f, které vyuzijeme pri hledani

nekonstatniho reseni rovnice.

[0,2,1,1] : (f(0) + f(=)) (f(1) + f(1)) = F(O—2) + f(0+2) — f(z) -2 =
f(=z) + f(z), z toho vidime f(z) = f(—=z) tedy, Ze funkce f je suda.
[,0,5,0] : (f(z) + £(0)) (f(y) + F(0)) = f(=zy) + f(0) — f(z)f(y) = f(=zy)

Resenou rovnici ze zadaného prikladu jsme prevedli na elementarni funkcionalni

rovnici (4.10) na str. 23 a vime, Ze jejim feSenim je funkce |z|".2
[LLL,1): (F() + F(1)° = F0) + f(2) — f(2) =4
Vime-li nyni, Ze feSenim bude funkce ve tvaru |z|° a Zze f(2) = 4, pfipada

v tivahu jediné funkce a to z2.

Ze je funkce skuteéné Tesenim muzeme oveérit Cauchyovou metodou popsanou na str. 12.
DokéZzeme nejdiive matematickou indukci pro vsechna ptirozena n, ze f(n) = n?. Pro

n = 1 jisté plati. Predpokladejme platnost pro libovolné n — 1 a n a dokazeme platnost

2ReSenim rovnice (4.10) je i funkce f(z) = 1, ktera oviem nas priklad zde nefesi.
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pro n+ 1:

7,1, 11— (f(n)+ f(1) (f(1) + f(2)) = f(n —1) + f(n+1)

(f(n)+1)-2=f(n—1)+ f(n+1)

fln+1)=2f(n)+2— f(n—1)

fln+1)=2n+2— (n—1)?
fn+1)=2n*+2—-n?>+2n—1
fn+1)=n?+2n+1=(n+1)

Vezméme nyni m,n € N:

s (5) = (v ) s == () == ()

Méme tedy dokazano, Ze f(x) = z? pro Vo € Q*. Vime navic, Ze funkce f je suda (tedy
f(—z) = f(z)) a Ze f(0) = 0 = 0%. Spojenim téchto vlastnosti dostdvame predpoklad ke
Cauchyové metodé, a proto Vz € R : f(z) = 22 je feSenim rovnice.

Na zavér opét ovérime zkouskou:

= (f(@) + f®) (f@) + () = (2> +9*) (& + ) = (@)’ +(20)*+(yu)*+(yv)° =
= (zu)® — 2zuyv + (y)* + (zv) + 2zvyu + (yu)® = (zu — yv)> + (zv +yu)> = P
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Kapitola 6

Zaver

Cilem prace bylo propojit vlastnosti elementarnich funkei do tématu funkcionalnich rov-
nic. Zprvu jsme definovali zakladni pojmy, kterymi byly funkce a rovnice, z toho jsme

spojenim ukéazali, co jsou a ¢im se zabyvaji funkcionalni rovnice.

Teoreticky a prakticky jsme predvedli dvé zakladni metody reseni funkcionalnich rovnic.
Cauchyovu metodu jsme nejprve uvedli nékolika definicemi a vétami, aby ¢tenari bylo

zcela jasné, s ¢im metoda pracuje.

V naésledujici kapitole jsme se nejprve seznamili s pojmem , elementarni funkce* a poté,
za pomoci predchozich metod nebo vhodnych prevedeni, jsme vyresili rovnice, jejichz
resenim byla pravé elementarni funkce. U funkei sinus a kosinus jsme dokazali nékolik
jejich vlastnosti pomoci funkcionalnich rovnic a nazorné tak predvedli, Ze ne vzdy je

mozné priklady jednoznacné vyrtesit za pomoci znamych metod.

Zaveérem bylo predstaveno nékolik gradovanych prikladua vyuzivajici ruzné metody reSeni a
jejich kombinace. Od dosazovani, pres soustavy rovnic az po rovnice vyuzivajici Cauchyovu
metodu. Vsechny priklady jsme resili srozumitelnymi, jednoduchymi a logickymi zpusoby.
V nékterych pripadech jsme ukazali vice moznosti zpusobu Teseni a tim rozdil v jejich

narocnosti.

Vérim, ze prace splnila vytycené cile a propojila rovnice a elementarni funkce takovym
zpusobem, ktery bude pochopitelny pro kohokoli, kdo se ponoti do zkoumani funkcionalnich

rovnic.
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Priloha A

Funkcionalni rovnice na

sinus /kosinus resena Cauchyovou

metodou

Pokus o vyreseni funkcionalni rovnice vedouci na goniometrické funkce pomoci Cauchyovy

metody. Méjme soustavu dvou funkcionalnich rovnic

flaty)=f(z)-9gy)+f(y) - g(z)
glx+y)=g(x)-g(y)— f(z) fy)

a pokusime se najit funkce f, g, které tyto rovnice splnuji pomoci metod popsanych v ka-

pitole 3 na str. 11.

Dosadime postupné do obou rovnic dvojice [z, z], [2z, z|,. . ., [nz, z]:
fz+z) = f(z)g(z) + f(z)g9(z) 9(z + ) = g(z)g(x) — f(z)f(z)
f(2z) = 2f(z)g(z) 9(2z) = ¢*(z) — f*(2)
fBz) = f(2z)g(z) + f(x)g(27) 9(3z) = g(2z)g(z) — f(22) f(z)
f(8z) =2f(z)g(z)g(z) + f(z) [¢°(z) — f*(z)] | 9(3z) = [¢°(z) — f*(z)] 9(z) — 2f(z)g(z) f(2)
f(Bz) =2f(2)g*(z) + f(z)g*(z) — f*(x) 9(3z) = g*(z) — f*(z)g(z) — 2f*(z)g(x)
f(Bz) = 3f(z)g*(z) — f3(x) 9(3z) = g*(z) — 3f*(z)g(x)
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flaz) = f(3z)g(z) + f(z)g(3x) g(4z) = g(3z)g(z) — f(32)f ()
flaz) = 3f(z)g*(x) — F(@)l 9(2)+ | 9(4z) = [g*(z) — 3F*()g(2)] 9(2)—
+f(2) [9°(z) — 3f*(z)g()] — [3f(2)g*(z) — f ()] f(x)
flaz) =3f(x)g*(z) — fi(z)g(x)+ | g(dz) = g*(x) — 3f*(z)g*(x)—
+f(2)g*(x) — 3f*(z)g(z) —3f*(z)g*(x) + f*(x)
(

f(4z) = 4f(2)g’(z) — 4f*(z)g(2) 9(4z) = g'(z) — 6f%(z)g*(z) + f(z)

o(02) = () @) 0D~ (3) @) )™ + ()10 (o)™ -
ot (5 ) CECED a2

Definice 13. Jako funkci |z| definujeme (zjevné jednoznaéné dané) celé éislo, pro které

plati |z| < z < || + 1. Toto &slo pak nazjvame dolni celou &asti z. (Svarc)

(5] n
) = 32 1 (5, ) (D™ o)™ (A1)
) 5] n
o(nz) = 32 (=1 (5, ) (F)™ - (a() " (A2)

V této fazi reseni Cauchyho metodou jsme volili z = 1, abychom zjistili, co plati pro

V¥n € N. Po dosazeni do predchozich vzorcu dostaneme:
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Jelikoz nezname hodnotu funkei f(1) ani g(1), nepomuzeme si dosazenim blize ke gonio-
metrickym funkcim.

Muzeme si ovSem vsimnout jisté podobnosti vzorcu s Maclaurinovou radou pro funkce
sinus a kosinus. Pro tplnost zde uvedeme jeji definici a pouziti na obé goniometrické

funkce.

Definice 14. (Maclaurinova rada) Funkce f(z) a jeji derivace musi byt jednoznaéné,

kone¢né a spojité v intervalu mezi 0 a = (pocitajic v to i nulu). Potom plati

(0 "0 ) (n) 0 n
1@ =0+ T @)+ TR @y DO e g,
fOD (ex)
Zbytek R, = =————2"") pro 0 < € < 1 (Lagrangetv tvar zbytku). (A.3)

(n+1)!
(Bartsch, 1965)

Pozndamka. Uvazme Maclaurinovu rfadu jdouci do nekonecna. Potom Lagrangeuv tvar

zbytku (A.3) vychazi jako

i f(ﬂ+1)(ﬁm)$(n+1) _ O*

nh%o (1 + 1)!

Pro funkce sin(z), cos(z) tedy plati:

sin(z) = 0+ 1,(2) + (2 + 7 (2)° +
sin(x)—%—% %_%4_..
00 L 2D
sin(e) = 2 U Gy
o) =0+ 0 ) 0 SO
cos(@) = 1+ 71(2) + 5 (0 + g1 (&) +
cos(a) =1~ S L Ly
o g
cos(z) = ‘g(— ) o

Ve vzorcich (A.1) a (A.2) jsme se dostali k vyjadieni nasobkti hodnot funkei pres soucty

kombinaci obou funkei, kdezto v Maclaurinovych radach jsou nekoneéné rady mocninnych

p(n+1)

(nti) 0

*faktorial je dominantni vi¢i mocninné funkei a tedy lim,, ..
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funkei. Prestoze maji obé vyjadreni na prvni pohled podobny tvar, nelze bez vyuziti jinych
funkei nebo vlastnosti je na sebe vzajemné prevést. Nelze tedy jen ze souctovych vzorcu
(4.13) a (4.14) pomoci dosazovaci a Cauchyho metody dostat tvar, ktery by odpovidal

definicim goniometrickych funkei sinus a kosinus.
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