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Abstrakt:

Tato prace se zabyva pouzitim ¢isla 7 v netradi¢nich tilohéch rtizného typu. Préace
je rozdélena do sedmi kapitol. Prvni kapitola je vénovana historii odvozovani ¢isla
7 od starovéku do dnesni doby. Druha kapitola se zabyva geometrickym vyzna-
mem C¢isla 7, a to v planimetrii a stereometrii. V dalsich kapitolach jsou uvedené
zajimavé ulohy jak v rtznych oblastech matematiky, tak i v jinych védach. Pro
lepsi znazornéni jsou nékteré priklady doplnéné ilustracnimi obrazky, které jsou
vytvoreny pomoci programu Geogebra. Cilem prace je rozsitit predstaveni o po-
uziti ¢isla 7 v matematickych tlohach.

Klicova slova:

Cislo 7, Ludolfovo ¢&slo, netradi¢ni tlohy, matematické konstanta

Abstract:

This bachelor thesis obtains the usage of the number 7 in non-traditional methods
of different types. This work is divided into seven chapters. The first chapter is
dedicated to the history of deriving the number 7 from antiquity to the present
day. The second chapter looks into the geometric meaning of the number 7, in
planimetry and stereometry. In the following chapter, various tasks are presented
both in different fields of mathematics and in other sciences. For better represen-
tation, some examples are completed with illustration, which are created using
the program Geogebra. The aim of this work is to extend the presentation of the
use of the number 7 in mathematical problems.

Keywords:

The number 7, Ludolph’s number, non-standard problems, mathematical con-
stant
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Uvod

7 kurzu matematiky na stredni skole jiz vime, zZe cislo 7 je matematickou
konstantou, kterd vyjadruje pomér délky kruznice a jejiho primeéru. Ludolfovo
¢islo je iracionalni a transcendentni. V dnesni dobé nenarazime na nikoho, kdo
by nevédél, ze se m rovna priblizné 3,14. Existuje hodné vzorcili, pomoci kterych
se tato konstanta da spocitat s vcelku velkou presnosti. Nékteré z téchto vzorct
byly odvozené starovékymi védci, nékteré zase modernimi matematiky:.

Vétsina z nas by se divila, kolik lidi se zajima o ¢islo m. Ve Skole jsme si uvé-
domili, Ze cislo 7 je pomér délky kruznice a jejiho poloméru, ale co je na tom
zajimavého? Ve své praci bych chtéla ukazat jiny pohled na tuto zahadnou ma-
tematickou konstantu.

Studium Ludolfova ¢isla jesté neni dokonceno a lidstvo ¢eka na hodné védec-
kych objevi s timto ¢islem spojenych. K ¢islu 7 takovému, jaké ho zname dnes,
vedla dlouhd cesta a hodné matematiki této zajimavé matematické konstanté
zasvetilo sviij zivot. Pravé diky jejich obétavosti a pili zname uz pomeérné presné
vyjadreni této konstanty a jsme schopni ji prakticky pouzivat, a to nejen pfi vy-
poctech v matematice.

Cilem mé bakalarské prace je ukdzat mozné netradicni zplisoby pouzivani ¢isla
7 nejen v geometrii, ale i v jinych oblastech matematiky a také v jinych védéch.
Pri psani této bakalarské prace jsem narazila na problém, Ze ve vsech tlohah
(zejména na zékladni a stiedni skole) se ¢islo m ukazuje jenom z jedné strany,
kde se prevazné pouziva pro geometrické vypocetni tlohy s kruznici. Mym cilem
bylo dat dohromady v jedné praci takové priklady, které by vytvorily kompletni
prehled cisla 7 z riiznych smért.

V dalsi kapitole jsem se zameérila na historii vypoc¢tu Ludolfova ¢isla. Chtéla
jsem popsat nejenom teorii, ale uvést netradi¢ni tlohy téchto obdobi, ve kte-
rych byla tato konstanta vyuzita. Pomoci takovych prikladi mtzeme pozorovat
nejenom vyvoj matematiky jako takové, ale i zptisob matematické logiky kterou
vyuzivali starovéci matematici.

Po rozboru historie a tehdejsich metod, které matematici minulych dob pouzi-
vali pro vypocet ¢isla 7, se budeme v dalsi kapitole vénovat modernéjsim geome-
trickym ulohdm. V této kapitole jsem chtéla ukazat, ze Ludolfovo ¢islo mize byt
pouzito nejen v planimetrii, jak jsme na to byli zvykli, ale i v stereometrickych
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Dalsi kapitola je vénovana goniometrickym funkcim a tomu, jak vyznamnou
roli hraje ¢islo 7 pro vypocet takového typu rovnic a nerovnic. Protoze, jak dobte
vime ze stfedni skoly, Ludolfovo ¢islo mtze taky oznacovat velikost tthlu. Pravé
toto jsem taky chtéla ukazat v této kapitole. Dilezita je také kapitola o vztazich
¢isla 7, Zlatého tezu a Fibonacciho posloupnosti. V této ¢asti jsem ukazala vztahy
mezi vyznamnymi matemtickymi cisly.

Jak uz jsem zminila, ¢islo 7 se ¢asto pouziva i v jinych castech matematky,
naptiklad v pravdépodobnosti a matematické analyze. V kapitole o pouziti Lu-
dolfova ¢isla v pravdépodobnosti jsem ukazala znamou tlohu s Buffonovou jehlou
a také zpusob vypocitani ¢isla 7 metodou Monte Carlo. Kdyz jsem zpracovavala
tyto tlohy, zaujaly mé natolik, Ze jsem se rozhodla udélat vlastni experimentalni
pokus. Vysledky jsou uvedeny v této kapitole.

V posledni casti bych vam rada ukazala, ze se ¢islo m pouziva nejen v mate-
matice, ale i jinych védach. Jako ptiklad jsem uvedla fyzikalni tulohy.

Celkovy prinos bakalafské prace spociva predevsim ve shroméazdéni takovych
uloh na pouziti hodnoty cisla 7, ve kterych by bylo toto ¢islo zndzornéno z rtz-
nych thla pohledu, aby si ¢tenafi vytvorili kompletni obrazek o tom, co je to za
konstantu. Préce je ur¢ena pro zaky strednich skol. Zavér prace bude vénovan
strucnému shrnuti nékterych poznatkt o hodnoté 7 a taky o rtznych smérech
pouziti této konstanty:.



Kapitola 1

Historie ¢éisla 7. Odvozovani

Nékolik verst v Biblii prisuzuje m hodnotu 3. V 1. knize kralovské 7:23 se pise:

Odlil také more pruméru deseti loket, okrouhlé, pét loket vysoké; dalo se obe-
pnout merici snurou dlouhou tricet loket.

Kdybychom chtéli zjistit, kde se poprvé objevilo ¢islo 7, asi bychom se museli
podivat velmi hluboko do minulosti. Predpoklada se, ze zminku o ném méli uz
starovéci Egyptané. Zaroven vsak plati, ze se Egyptané, podobné Babylonanim,
snazili k matematické hodnoté 7 aspon ptiblizit.(1, str. 9)

Prvnim krokem bylo objeveni vztahli mezi riznymi veli¢inami. Zd4a se jisté,
ze tyto relace byly vyjadreny nejdiive kvalitativné. Museli si vSimnout, ze vétsi
kameny jsou tézsi, nebo — vyjadiime-li to slozitéji — Ze existuje vztah mezi veli-
kosti kamene a jeho tihou. Museli pozorovat, Ze stary strom je vyssi, ze vétsi pole
poskytuji vétsi trodu. Mezi vSemi témito vztahy nemohli prehlédnout jeden, ze

kterého nebyly vyjimky:

, Citm vetst je kruh napric, tim delsi je kolem.

d / prumér

Obrazek 1.1: Obvod = 7 X prumér

Jestlize bylo zjisténo, Ze ,okolo“ (obvod) a ,napri¢“(prumér) kruhu jsou
umérné velic¢iny, coz prirozené musi byt, pak z toho bezprostredné vyplyva po-



meér obvod : priumer = konstanta pro vsechny kruznice. Tento konstantni pomér
se zacal oznacovat pismenem 7 teprve od 18. stoleti n.l.. My ovSem pouzijeme
moderniho znaceni od zacatku, takze definice ¢isla m bude znit

0

g7

kde o znamena obvod a d pramér libovolné kruznice 1.1. Podrobnéji to probereme
v dalsi kapitole. (2, str. 11)

m =

1.1 Starobyli Babylonané

Protoze Mezopotamie byla prvni oblasti, v niz doslo k zemédélské revoluci a
kde vznikla nova spolec¢nost, 1ze predpokladat, ze babylonskd matematika byla
prvni a nejpokrocilejsi. (2, str. 18)

Slovesni ulohy starobylych bab};loﬁanﬁ pro vypocet obsahu kruhu je mozné

zapsat modernim vzorcem: S = %, kde S — obsah kruhu, o — délka kruznice

obvodu.
Zptusob, ktery byl pouzit pro odvozovani tohoto vztahu, neni znamy. Dosadime-

li do tohoto vzorce zndmé modernimu Zékovi formule pro obsah kruhu (S = m-7?)

e . (2-m-1)?
a délky jejtho obvodu (0 = 2 -7 -7) , z rovnice 7 - r> = ~——— dostaneme

12
m=3.(1, str. 12)

Dalsi tloha je obsazena v jednom z klinovitych text, patficich Britskému
muzeu: "60 je délka obvodu kruznice. 2 — na kolik ptijdeme dolt. Co je tétiva?'

V této uloze jde o vypocet délky tétivy |AB| (obr. 1.2), kolmice ke které —
|CD| — je rovna 2, pricemz délka obvodu kruznici & je rovna 60.

C

Obrazek 1.2: Kruznice k

Takovy zptisob vyfeseni tlohy ndm nabizi neznamy babylonsky matematik:
»,2 umocni na druhou, 4 vidis. 4 od 20, priméru, odecti, 16 vidis. 20, prameér,
vynasob sebou, 400 vidis. 16 vynasob sebou, 256 vidis. 256 od 400 odecti, 144
vidis. Co je odmocnina z 1447 12 je odmocnina a je to tétiva. Takovy je zptisob®.

Jestli vynechame jednu vypoctni chybu, dany postup pro zjisténi tétivy od-
povida vzorci, kde a je délka tétivy a h je délka kolmice k tétive:



a = \/d?> — (d — h?)2, kterou zvladne odvodit kazdy dnesni zak. Zajimavé je, ze
v textu pri délce obvodu kruznice o = 60, priumér d = 3. Ten fakt, ze polomér
je umistén v kruznici jako tétiva 6Gkrat, zanechal nesmazatelny otisk svétového
pohledu na obyvatele osidleni.(1, str. 13)

1.2 Starovéci Egyptané

Presnéjsi aproximace cisla m pouzivali starovéci Egyptané. Nejstarsim egypt-
skym dokumentem, ktery mél vztah k matematice, a tim i nejstarsim matema-
tickym dokumentem viibec je papyrusovy svitek, ktery se nazyva Rhindav pa-
pyrus nebo téz Ahmestuv papyrus. Ahmesiv papyrus obsahuje 84 problémi s
resenim. Jednim z nich je problém ¢. 48, kde je srovnavan vztah mezi kruznici
a ji opsanym ¢tvercem. Ahmes vytvari (nepravidelny) osmiihelnik tak, ze rozdé-
luje strany ¢tverce o délce 9 jednotek na t¥i ¢asti (obr. 1.3) a vytind trojuhelniky
v rozich, jak je ukdzano. Plocha osmithelniku ABCDEFGH se prilis nelisi od
plochy kruhu vepsaného do ¢tverce a rovna se plose péti vybarvenych ¢tvercii, z
nichz kazdy ma plochu 9 plosnych jednotek, plus ¢tyt trojihelnikii kazdého s plo-
chou 4% plosnych jednotek. To je dohromady 63 plosnych jednotek, coz je blizké
64 neboli 82. TakZe plocha kruhu s primérem 9 se pfiblizné rovna 64 plosnym
jednotkdm, tj. ploSe ¢tverce o strané 8, coZ povede k hodnoté 7 = 4 x (8/9)2. (2,
str. 22)

Obrazek 1.3: Egyptskd metoda vypoctu 7

Na jedné z tloh uvedené na papyrusu jsou dané pokyny, jak spocitat obsah
kulaté stodoly s prumérem u zakladu 9 lokt. Navod vypadal zhruba takhle: ,,Od

9 odecti g’ to jest 1. Dostanes 8. Vynasob 8. Koukej: to je 64, ty jsi spravné

nasel.“

V dané tloze se nachazi pravidlo pro hledani obsahu kruhu: obsah S je roven

y o o . _y 1
obsahu ¢tverce, strana kterého je rovna d (pruméru kruznice), zmensenému o 9



své délky: 5
2
§=(5d)

Z jakych pravidel je tento vzorec odvozen? — Neni zndmo. Moderni rekon-
strukei odvozeni tohoto vzorce podavaji Dalmedico a Pfeiffer :

, Vepiseme do ¢tverce s délkou d osmitihelnik, jehoz vrcholy déli strany ¢tverce
na 3 stejné casti. Obsah tohoto osmithelniku je priblizné roven obsahu vepsaného
do ¢tverce kruznici s priimérem d a vypocita se podle vzorce:

64
S=m- 18l ~d”.

Z tohoto vzorce se da vycist dost presné znaceni cisla 7:
162
= (3 ) =316

“(1, str. 14)

Hodnota 7 se také neprimo uvadi v jednom z nejstarsich matematickych texti,
datovaném priblizné do roku 1650 pr. n. 1., a to v Egyptském Rhindovém papyru.
Priklad ¢islo 50 (z celkovych 87) zni:, Pole ve tvaru kruhu mé priameér 9 chet (1
chet = 50 m). Jaky je jeho obsah?* Dnes bychom pocitali takto:

952 81
7r(§> =T [¢tverecnich cheti].

Papyrus ovsem uvadi vlastni Teseni, a to

64 ,
el

kde d je prumér kruhu. Pro d = 9 tedy dostaneme egyptsky odhad

81 64, 64. 64
2P =292=28]1 =64
4T 81 510 T gor=0

a odtud

4 x64
-8l

Hodnota v Rhindové papyru je ale méné presna nez ta, kterou podle vseho
vypocitali Egyptané z Gizy jiz 2600 let pr. n. 1. Pomér obvodu a vysky zdej-
sich pyramid je 22/7. Predpoklada se, ze starovéci architekti prisuzovali tomuto
pomeéru nadpozemské vlastnosti, a je pravda, ze toto ¢islo se ¢asto pouziva jako
priblizna hodnota 7. Je mozné, Ze to uz védéli i oni. Pokud pristoupime na teorii,
ze v pyramidach je ukryto m, dostaneme

7T = 3,160493827.

22
= - =3,142...
™ 7 ’ )

(3, str. 18)



1.3 Starovdké Recko

,V matematice, ktera je zrcadlem spolec¢nosti, v niz sama prospiva nebo trpi,
je predathénské obdobi ¢asem zajimavych muzt a dilezitych objevii. Sparta, jako
vétsina militaristskych statt pred ni a po ni, neprodukovala nic. Athény a s
nimi spojena Ionie produkovaly fadu praci filosofti a matematikii, nékteré dobré,
jiné kontroverzni, nékteré hrubé chybné“. Co se tyka historie ¢isla 7, méli v
tomto obdobi urcity vztah k tomuto problému ¢tyfi muzi: Anaxagoras, Antifon,
Hippokrates a Hippias. (2, str. 31)

Pomalu se dostavame do starovékého Recka, kde piisobil jeden z nejvétsich
myslitelt lidstva, Archimedes ze Syrakus. Archimedes byl prvnim, kdo poskytl
metodu vypoctu 7 s libovolnou zadanou presnosti. Metoda byla zalozena na faktu,
ze obvod pravidelného mnohotihelniku vepsaného do kruhu je mensi nez obvod
kruhu, zatimco obvod mnohothelniku kruznici opsaného je vétsi. Zavedeme-li n
dosti velké, budou se oba obvody mnohotuhelnikt blizit kruhu s libovolnou ptes-
nosti. Jeden se bude blizit zdola, druhy zhora. Archimedes zacal od Sestitihelni-
kami a postupnim zdvojovanim poc¢th stran dospél k mnohothelniku, ktery mél
96 stran, coz davalo

310/ = 3,14084 < w < 3'/; = 3,142858 (1.1)

Obrazek 1.4: Znazornéni Archimedové metody

Jestize r je polomér kruznice a § = 7 /n je poloviéni thel, ktery prislusi jedné
strané ve stfedu pravidelného mnohotihelniku (obr. 1.4), pak délka této strany je

i =2rsind (1.2)

a délka strany opsaného mnohotuhelniku

c=2rtand. (1.3)

Pro obvod o tedy mame



ni < o < nc, (1.4)

coz po vydéleni 2r dava

nsinf < m < ntand. (1.5)

Jestlize puvodni pocet stran n zdvojime k-krat, dostaneme

2knsin(0/2%) < m < 2"ntan(6/2%), (1.6)

a zvolime-li k& dosti velké, dolni i horni limita se bude blizit hodnoté 7 libovolné
blizko.

Pii tom Archimedes nepouzival trigonometrické funkce. Ale jiz pro n = 6
bylo sinf = 1/2,tanf = \/g podle Pythagorovy véty. Ostatni funkce 1ze dostat
postupnym pouzivanim pravidla pro puleni ihlu (kterd odpovidaji uréeni vztaht
v pravouhlych trojtihelnicich). Pro & = 4 budou mit mnohotihelniky 96 stran a
to povede k mezim (1.1), jestlize odmocniny obsazené ve vzorcich pro poloviéni
tthel budou aproximovany ponékud mensimi racionalnimi ¢isly pro dolni limitu a
ponékud vétsimi ¢isly pro horni limitu.(2, str. 54)

Kvadratura kruhu

Kvadratura kruhu je jednim ze tii proslulych matematickych problému staro-
veéku (trisekce tihlu, zdvojeni krychle, kvadratura kruhu). S tilohou zapolili mate-
matici nékolik tisicileti. Jde totiz o nasledujici ukol:

Lze sestrojit ¢tverec o stejném plosném obsahu, jako ma dany kruh, a to jen
pravitkem a kruzitkem?

Popularita problému kvadratury kruhu zalezi hlavné v tom, ze se mu mize
porozumét bez vétsich matematicikych znalosti.

Teprve J. H. Lambertovi se podarilo v roce 1767, jako prvnimu, dokazat
iracionalitu ¢isla 7. Problém kvadratury kruhu vsak diikazem iracionality 7 a
e” nebyl ukoncen. Toho si byl védom i sdém Lambert a vyslovil proto ve svém
pojednani ,Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités transcen-
dantes circulaires et logarithmiques“ domnénku, ze e a 7™ nejsou algebraicka ¢isla.
Lindemann v roce 1882 dokézal transcendentnost ¢isla .(4, str. 240-250)

Problematikou kvadratury kruhu se taky zabyval italsky umélec, ucenec a
inzenyr Leonardo da Vinci. Mnoho zadjmu vénoval rovnoplochym utvarim a téle-
sum se stejnymi objemy, konstrukci pravidelnych mnohothelnikt bud nad danou
stranou, nebo vepsanych do dané kruznice. Taky mezi jeho zapiskdmi jsou také
poznamky o rozdilech mezi krivkami jedné a dvoji kiivosti, o nemoznosti kvad-
ratury kruhu, o zavedeni symbol + a — a zabyva se v nich i studiem meniskii.

Ptiblizné teseni problému kvadratury kruhu Leonardo navrhuje provést po-
moci kola, jehoz tloustka by se rovnala poloviné jeho poloméru. Jestlize bychom
kolo kutaleli po roviné, potom jeho obdélnikova stopa bude mit po uplné otécce

9



obsah rovny obsahu jeho zédkladny (mr? = 27r(%)). Je zajimavé, Ze pfi zkouméani

vvvvv

elipsy, Leonardo pouzival Archimedovu metodu.(5, str. 411)

1.4 Arabska matematika na zacatku druhého ti-
sicileti

Hleddnim hodnoty ¢isla 7 se zabyval ibn al-Hajtham, al-Birtuni a dalsi. Dlouho
ale nemohl prekonat presnost, kterou dosahli starovéci rekové. Ve treti knize
Mascudovského kanonu vypocetl al-Birini z tétivy 2° obvody kruznici vepsa-
ného a opsaného 180-tthelnika a stanovil jejich aritmeticky primeér. Ten vysle-
dek byl ale stale méné presny, nez tehdy znamé hodnota a rovnal se 3,1417.
Bylo to také proto, ze al-Birtni z neznamych divodu vzal za tétivu 2° hodnotu
2'5"39"431V36Y | piitom Ze v jinych kapitoldch téZe své knihy uvadi pfesnéjsi
hodnotu 2'5”39”25'V 58", (Pfesné by mélo byt 2'5739"261V 22V 29V1).

Velmi dobrého ptiblizeni hodnoty 7 dosdhl Dzamsid Ghijath ad-Din al-Kasi ve
svém ,Traktatu o kruhu“ (,Risdla al-muhitija“) na konci 1424 roku. Tato prace
je skutec¢né dobrou ukazkou pribliznych vypocti. A to nejenom pokud chceme
védét presnéjsi vysledek na sedmnact desetinnych mist, ale i co nejjednodussi
provedeni odhadi v presnosti mezihodnot.

Na pocatku svého traktatu podrobuje al-Kasi kritice aproximace, které pro-
vadeli jeho predchudci; ukazuje, ze tyto hodnoty davaji pro velké kruznice velké
absolutni chyby. Pro lepsi pochopeni dalsiho vykladu uvedme miry, kterych al-
Kasi pouzival:

1 farsang = 12 000 loktu (pfiblizné 6 km)
1 loket (pfiblizné 50 cm) = 24 palci
1 palec = 6 sitek stfedniho zrna je¢mene

1 sitka stfedniho zrna je¢cmene = 6 tlousték konské ziné (= 1/2mm).

Al-Kasi predpoklada, ze zemsky polomér je roven 2485 farsangt a délka hlavni
kruznice Zemé priblizné 8000 farsangl a konecné se domniva spolu s islamskym
astronomem Qutb ad-Din as-Sirdzi (1236-1311), ze polomér sféry stalic se rovna
70073 % zemskych polomért.

Archimedes predpokladal, ze m lezi mezi hodnotami 3% a 3%. Rozdil téchto
hodnot je ﬁ. Proto al-Kasi pouziva kruznici o prumeéru 497 jednotek, délku
které miizeme nalézt s presnosti v mezich jednotky. Pro hlavni kruznici Zemé
je tato chyba ptiblizné 5 farsangii a pro hlavni kruznici sféry stélic uz vice nez
300 000 farsangt. Kdybychom meérili plochy, tato chyba by se jesté zvétsovala.
Kdyz al-Kasi ukéazal nedostatky vysledku al-Birtiniho a (jak se domnival) Abu
'I-Wafovych, zformuloval tikol presnéjstho vypoctu hodnoty 7, ve tvaru nasleduji-

ciho originalniho pozadavku: Délka obvodu kruhu se musi vyjadrit pomoci svého
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primeéru tak presné, aby chyba v délce kruznice, jejiz primér je rovny 600 000
zemskych priaméri, nebyla vétsi nez tloustka vlasu.(5, str. 307-308)

1.5 Stredovéka Evropa

Ve 12.-13. stoleti zaujala v Evropé v rozvoji femesel, obchodu a penéznictvi
prvni misto italskd mésta Pisa, Milan, Benatky, Janov a Florencie. Mésto Pisa
melo na konci 12. stoleti obchodni kolonie v Alexandrii, Malé Asii, v Cafihradu a
na severnim pobtezi Afriky. Jeden z méstskych pisait, pracujicich v devadesatych
letech 12. stoleti v Bougie, zvany Bonaccio (dobrotivy) mél syna Leonarda, ktery
vesel do déjin jako Leonardo Fibonacci z Pisy.(5, str. 362) Leonarda muzeme po-
vazovat za nejvyznamnéjsiho matematika stredovéké Evropy.

Geometrickym zalezitostem se Fibonacci vénuje zejména ve spise , Practica
geometriae“. Uvod tohoto spisu za¢ind vymezenim pojmi bod, ¢4ra, pifmka,
rovina, uhel atd.; Fibonacci je zde inspirovan Eukleidovymi Zdklady. Cely spis
je rozdélen na osm casti, nads bude zajimat jen treti ¢ast tohoto dila, kterda po-
jednava o ,méreni obrazci“, jako je trojuhelnik, ¢tverec, obdélnik, kosoctverec,
lichobéznik, mnohothelnik, kruh. Najdeme zde i obecny navod na vypocet ob-
vodu a obsahu kruhu a konkrétni vypocet pro kruh s primérem 14, kde jako 7 je
pouzita hodnota %

Velmi zajimavou pasazi je vypocet ¢isla 7. Fibonacci reprodukuje Archimedtv
vypocet, tj. po¢ita pomér obvodu pravidelného vepsaného, resp. opsaného
96-tithelnika k primeéru. Jeho vysledek miizeme v dnesni symbolice vyjadrit ne-
rovnostmi

1440 e 1440
<7 T
4585 458%
Protoze aritmeticky primeér ¢isel % a % je % = % dochazi Fibonacci k priblizné
hodnoté
1440 ~ 864
4585 275

coz je 3,1418 a to je spravné na tii desetinnd mista.(6, str. 313)

1.6 Obdobi Novovéku

Na Archimedtv zptsob aproximaci ¢isla m navazali F. Viéte v roce 1579,
Romanus (Adrien van Roomen (1561-1615)) v roce 1593 a Ludolph van Ceulen
(1540-1610) v roce 1596. Jejich postup muzeme traktovat takto:

Predstavime si jednotkovou kruznici a vepsany do ni pravidelny konvexni n-
™
thelnik. Stredovy thel prislusny strané ozna¢ime @ = —. 7 délky strany snadno
n
vypocitdme sin ¢, a pak postupné

(0% e (0%
nﬁ, .., SIn COS —.

si 27, 2k

S11 ?,
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Elementéarni nerovnosti

sinw < w < tanw (O<w<g) (1.7)

« ™ .
pro w = oF = i1, pak daji

e T «
S1n ? < ﬂ < ?
Podobné urcil F. Viéte ¢islo 7 s presnosti na 9 desetinnych mist, L. van Ceulen
dokonce na 35 mist. Po tom, co F. Viéte a J.Wallis pouzili jiny vypocet cisla ,
prisli k prvnim nekoneénym soucintim:

\[1 11
2 575

T . 2:2-4-4-...-2n-2n
— = lim ) (1.9)
2 n503.3-5.-5-...-2n—1)-(2n—1)-(2n+1)

| —
N | —
[\

Jeden ze vzorcl lze odvodit pomoci goniometrickych vzorcti. Méame:

) L w w w w w
sinw = 2sin — -cos — = 2 - 28111— COS o5 + COS ~ =
2 2 22 2

9 w w w w
= 2%.2sin 53 1 COS oz COS - - COS —
2 2 2 2

n
w w
=...=2".sin — - Ccos —
3 L eos 5r

takze

2" sin 2% w sin =

sin w sinw o7 sinw .
H COS — 2k — pri n — oo.

Zvlast pro w = 5 dostavame

coz nam dava 1.8.

W. Snell (1580-1626) v roce 1621 a Ch. Huygens v roce 1654 zpfisnili nerovnost
1.7 a dospéli k ¢islu .

Jinak postupoval J. Gregory (1638-1675) v roce 1667. Predstavime si jednotko-
vou kruznici a do ni nejdriv vepiseme pravidelné konvexni jednak n a 2n-tthelniky.
Potom kolem té kruznice opiseme pravidelné n a 2n-tihelniky. Obsahy vepsanych
mnohothelnikt ozna¢me V,, a V5, , obsahy opsanych O,, a O,,. Pak plati

2V, - O
Vor =\/Vin - On, Oy = —"". 1.10
? 2V o+ Vg (1.10)

Ovérime tyto vzorce pro n = 4. Po jednoduchém vypoctu
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‘/4:2a 04:47
Ve=2V2=28..., Os3=8(2-1)=33....

dostavame

2V, - Oy
Vs =/ Vi Oy, Oszm-

7 1.10 lze pak postupné spocitat

‘/22717 7‘/2371’ EIR)
022717 7023717 ER)

takze kdyz mame obsah 7 jednotkové kruznice, ten obsah vypada takto:

Vakp, < 1 < Ogieyy.
(7, str. 118-119)

1.7 Poditacdova éra

Historie ¢isla 7 v poocitacovém véku 20.stoleti je podobna honbé za ¢islicemi
v 18. a 19. stoleti. Ale tam, kde matematici 18. a 19. stoleti délali vypocty s desit-
kami a stovkami desetinnych mist, pocitace zvladali ty stejné vypocty s tisicemi a
stovkami tisic mist. V 1967 byla hodnota 7 znama na 500 000 desetinnych mist a
tam, kde se matematici snazili mésice a roky, aby dostali stovky desetinnych mist,
pocitac¢ k tomu potfeboval pouze 26 hodin a 40 minut aby spocetl pul milionu
mist. (plus 1 hodinu 30 minut na preménu konecného vysledku z bindrniho tvaru
do desetinného zapisu).

Prvni vypocet m pomoci pocitace byl proveden v zari 1949 na ENIACu (Electro-
nic Numerical Integrator and Computer —Elektronicky numericky integrator a
pocita¢) v Laboratofich pro balisticky vyzkum. Spocital 7 na 2 037 mist za 70
hodin, coz je podle nasich nynéjsich standardii hodné dlouha doba. Stejné jako
pri jinych poocitacovych vypoctech, tento vypocet byl naprogramovan na zakladé
Machinova vzorce (ktery podrobnéji probereme v kapitole o pouziti ¢isla 7 v ma-
tematické analyze) ve tvaru

1 1
m = 16 arctan (5 — 4 arctan <@))

V cervenci 1958 byl naprogramovan IBM 704 v parizském Data Processing
Centre na zakladé kombinace vzorce Machinova a Gregoryho tady. Poskytl 10
000 mist za 1 hodinu 40 minut.

V cervenci 1961 Shanks a Wrench zvysili rychlost vypocti o faktor okolo 20.
Bylo toho dosazeno jak pouzitim rychlejsiho pocitace (IBM 7090 v IBM Data
Processing Center v New Yorku), tak i uzitim nékterych trika v programovani.
Napr. nahradili Machinoviv vzorec vzorcem, ktery nalezl Stromer v roce 1896 a
ktery vypadal takto:

m = 24 arctan (;) + 8arctan (517) + 4 arctan (2;9>>
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Vypocet poskytl 100 265 desetinnych mist, z nichz 100 000 bylo publikovano
fotografickou reprodukei s 5000 misty na strance.

Vypocet tohoto druhu zahrnuje miliardy jednotlivych aritmetickych tkont,
a jestlize jediny z nich je chybny, cely dalsi vypocet vede k nespravnym hodno-
tam. Vysledek je tedy tfeba provérit. K tomu pouzili Shanks a Wrench specialni
metodu, kterd poc¢itd m pomoci jiného vzorce (s arcustangentou podle Gausse),
ale vyuziva ¢astecnych vysledkil ptivodniho vypoctu, takze zabere méné ¢asu nez
vlastni vypocet.(2, str. 152)

Pred tfemi stoletimi G. W. Leibniz, spoluobjevitel integralniho a diferencial-
niho poctu a téz prvni nekonecéné fady pro , snil o dni, kdy soudy budou zruseny,
protoze rozsudky budou stanovovany matematicky fesenim rovnic, které ukazi,
kdo byl v pravu a kdo byl vinen. Inteligentni pocitac, ktery se pravé rodi, ¢ini
tento sen méné fantastickym.(2, str. 156)
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Kapitola 2

Ludolfovo cislo a jeho
geometricky vyznam

V nasledujici kapitole si ukazeme nejznameéjsi zpusob pouziti ¢isla m, a to
v geometrii. Kapitola je rozdélend na nékolik ¢asti: na zacatku je uvedena geo-
metrickd definice, popis iracionality a transcendentnosti; druhé ¢ast kapitoly je
vénovana tloham.

Geometricka definice
Jak jsme jiz zminili v ivodu, v geometrii (eukleidovské) je m definovéno jako

pomeér délky kruznice o k jejimu prameéru d:

™= -

d

Pomér § je konstantni, nezdvisi na obvodu kruznice. Jinymi slovy, nezéalezi na
tom, jak velky nebo maly je kruh, 7 bude mit vzdy stejnou hodnotu.

Obsah kruhu =

2

TTXr

Obréazek 2.1: Obsah kruhu je m x obsah rtzového ¢tverce

Cislo 7 nenf jen pomér obvodu a priméru kruznice. Je také pomérem obsahu
kruhu a obsahu ¢tverce se stranou rovnajici se priméru kruhu (obr. 2.1). Ve skole
jsme se ucili, ze

S = mr?,
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coz je vzorec pro vypocet obsahu S kruhu o poloméru r.(3, str. 18)

Casto se 7 definuje jako dvojnasobek nejmensi kladné hodnoty z, pro kterou
je goniometricka fuknce cosz rovna nule.(8, str. 183)

Na konec této ¢asti bych chtéla uvést par zakladnich vzorct, kde se ¢islo 7
nejcéastéji vyskytuje. Cast z nich vyuZijeme pii feseni tiloh, které budeme probirat
dale.

Obvod kruhu:

0= 27r
Obsah kruhu:
S = mr?
Obsah elipsy s poloosami a a b:
S = mab
Povrch koule:
S = dmr?
Objem koule:
4
V = §7TT3

Objem rota¢niho vélce s vyskou v:
V = nriv

Objem rota¢niho kuzele s vyskou v:

V = -nr?v
3
Existuje samoziejmé mnoho dalsich vzorci pro vypocet obvodu, obsahu a
objemu, kde se 7 vyskytuje ve velmi slozitych integralech.(3, str. 72)

Iracionalnost a transcendentnost

V souvislosti s rozsahlymi vypocty ¢isla m na mnoho desetinnych mist a s
pouzitim novych analytickych prostredk, zesilily v 17. a 18. stoleti pochybnosti,
zda vibec patii ¢islo m mezi raciondlni ¢isla. Objevila se fada pokustu o dikaz
jeho iracionality, ale teprve kdyz Euler odvodil vztahy mezi goniometrickymi a
exponencialnimi funkcemi, podarilo se v roce 1767 J. H. Lambertovi jako prvnimu
iracionalitu ¢isla 7 dokdzat. (4, str. 246) Co je vlastné iraciondlni éislo?

Definice 1. (20) Redlnd ¢isla délime na raciondlni a na iraciondlni. Redlnd cisla,
kterda maji nekonecny neperiodicky desetinng rozvoj, oznacujeme jako iraciondlnd.

Iracionélni ¢isla nelze vyjadrit jako podil dvou celych ¢isel. Iraciondlni cisla
jsou napiiklad v/2, obecnéji /D, kde n je libovolné prirozené cislo vétsi nez 1 a p
je prvocislo.

V Eulerové dobé pojali lidé podezreni, ze jsou cisla, ktera jsou nejen iracio-
nalni, ale nejsou ani korenem zadné algebraické rovnice. Takova cisla byla nazvana
transcendentni. Nebylo viibec samoziejmé, ze takova ¢isla skutecné existuji. (2, str.
137) Presnéjsi definice transcendentniho ¢isla je:
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Definice 2. (20) Komplexni cisla délime na algebraickd a na transcendentni.
Algebraickd cisla jsou koreny polynomai s raciondlnimi koeficienty, transcendentni
nikoliv.

Kazdé redlné transcendentni ¢islo je iracionalni. Nejznaméjsi transcendentni
¢isla jsou napriklad Ludolfovo ¢islo 7, Eulerovo cislo e, Liouvilleova ¢isla . . ., neni
vsak snadné to o nich dokazat.

Kvili transcendentnosti nelze ¢islo 7w sestrojit euklidovsky, tedy pouze za po-
moci pravitka a kruzitka. Tento problém je propojeny s problémem kvadratury
kruhu, ktery jsme probirali v predchozi kapitole.

Délka oblouku kruznice, obsah vysece a tisece

Mame-li kruznici o poloméru r, je jeji délka o = 27r. Délka [ oblouku na

této kruznici, ktery odpovida stfedovému dhlu « (v obloukové mife), je | = ra.
27r mr

Mame-li ovSsem tihel o vyjadren ve stupnich , jel = — - a= —— -«
360° 180°

Kruhem o stfedu O a poloméru r rozumime mnozinu vsech bodi X roviny,
pro které je |OX| < r. Jeho obsah je S = mr?. Mdme-li na kruZnici o stfedu O a
poloméru r néjaky oblouk, pak ta ¢ast kruhu, ktera lezi v prislusSném stredovém
thlu k uvazovanému oblouku, se nazyva kruhova vysec (obr. 2.2)

A

Al

Obrazek 2.2: Kruhova vysec¢

2 1
Jeji obsah pro thel o v obloukové mite je P = o a= 5047’2.
s
Je-1i thel av méten ve stupnové mire, je S = 3(7;00 ar?,

Oznac¢me jesté krajni body zvoleného oblouku A, B. Ptimka |AB| rozdéli kruh
na dvé Césti, které se nazyvaji kruhové tsece. Obsah mensi tsece (o < )
dostaneme,kdyz od celé vysece odec¢teme obsah trojuhelniku SAB, tedy

1, 1, 1

S = S0 =57 sina = 57’2(oz —sina).

(29, str. 78)
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2.1 Planimetrie

V této casti kapitoly si ukédzeme, jak se miuze pouzivat ¢islo m v riznych
ulohach v planimetrii. Prvni 1iloha je motivacéni a pomoci ¢isla 7 prijdeme na
vztah mezi délkami pllkruznic, které jsou sestrojené na jedné tisecce. Nasledujici
ulohy znazornuji praktické pouziti teorii o délce oblouku kruznice, obsahu vysece a
usece, kterou jsme probirali v predchozi ¢asti. Kazda z téchto tloh by se neobesla
bez pouziti konstanty, ale v kazdé z nich se ¢islo 7 pouzivd raznymi zpusoby.
Posledni tri dlohy jsou hezkou ukazkou pouziti Ludolfova ¢isla v netradi¢nim
sméru. Ke kazdé tuloze je uveden obrazek pro lepsi znazornéni problemi.

Piiklad 1. (29, str. 79)

Usecku délky a rozdélte na n usecek a nad kaZdou z nich sestrojte polokruznici.
Porovnejte soucet délek vsech polokruznic s délkou polokruznice nad celou iuseckou

(obr. 2.3).

ay ay ay a,

Obrazek 2.3:

ReSeni: Oznadime ay,as,...,a, délky tseéek, na které je rozdélena tsecka
délky a. Je tedy a; + as + -+ + a, = a. Soucet délek vSech polokruznic je
w% + w% 4ot W%”, délka polokruznice nad tseckou délky a je w%; oba
tyto vyrazy se sobé rovnaji.

Priklad 2. (29, str. 79)

Je ddn pravoihly trojihelnik ABC s preponou |AB|. Polokruznice nad od-
vésnami |AC|,|BC| lezici v polorovindch opacnych k polorovinam ACB a BCA
vytvori spolu s polokruznici nad primérem |AB| a prochdzejici bodem C dva mé-
sicky (tzv. Hippokratovy mésicky). (obr. 2.4)Vypoctéte jejich obsahy.
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26 2 l

Obrazek 2.4:

Reseni:

Obsah P; mésicku nad odvésnou |AC| vypocteme tak, ze od obsahu pulkruhu
s prumérem |AC| odeé¢teme obsah kruhové tsece, jez je ¢asti kruhu o poloméru

1
§|AB\ a odpovida stfedovému uhlu 243, tedy

1 b 1 e 1 mh? 2B P
179y (2 12073 48”15) s 1 T gsin?

Podobné mame pro obsah P, druhé mésicku rovnost

ra?  AFa A

Py=——— 4 —sin2a.
8 4 8
Uzitim vzorci: sin2a = 2sinacosa; a = csina = ccos 3;
b = csin 8 = ccos a dostaneme
7b? 2B ab ma®> Ao ab

p=—_-F p=-— _-° .
178 1 T 2Ty T

Protoze ¢ = a*> + b2, a+ 8= g, je P+ P, = 5

Poznamka. Ve vysledku se nevyskytuje ¢islo 7, soucet obsahii obou mésicki
se rovna obsahu. Tento vysledek daval nadéji matematiktim starovéku, kteti resili
tzv. problém kvadratury kruhu, tj. euklidovskymi konstrukcemi sestrojit ¢tverec
stejného obsahu jako dany kruh. Dnes je ale dokazano,ze tuto konstrukeci kruzit-
kem a pravitkem nelze provést.

Priklad 3. (9, priklad cislo 53188)

Mdme rovnobéznik ABCD, ve kterém strana |AB| a thlopricka |BD| jsou
rovné 1. Uhlopiicky maji pomér 1 : /3 (obr. 2.5). Spocitejte plochu té cédsti kruz-
nice opsané kolem trojuhelniku BCD, kterd nepatri do kruznice opsané kolem
trojuhelniku ADC.
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Obrazek 2.5:

ResSeni:

3
Predpokladejme, ze |AC| < |BD|. Tedy |AC| = £ Jestli O —prusecik thlo-
pricek rovnobézniku ABC D, vime, ze v trojuhelniku ABO:

1
AB| = 1.08| = 5,140 = ¥

V3

1
coz neni mozné, protoze neplati trojihelnikova nerovnost, tj. 3 + — <1

6
Z toho plyne, 7e |AC| > |BD| a |AC| = /3. Podle zadani vime, 7e |BD| = 1,
podle vlastnosti rovnobéznikt mizeme tict, ze |C'D| = |AB| = 1. Pomoci Pytha-
gorovy véty v trojihelniku BOC spoéitame stranu |BC| = 1. Tehdy trojihelnik
BDC je rovnostranny. () je stfed kruznice, opsané trojuhelniku BC'D a lezi na

ocC 3
; 0 O; = 3. Polomér této kruznice je roven \é_ a obsah vysece DQC

usecce |OC| a
je rovna

1 V3 T
(2)-3
3 V3 9

Kdyz vezmeme dany obsah a odecteme od néj obsah trojihelniku DQC, do-

V3

0

staneme obsah tsece — — ——. Dal se podivame na kruznici, kterda je opsana

trojuhelniku ADC'. Stred té kruznice je bod B a jeji polomér je roven 1. Obsah
iy

vysece DBC' je roven 6 Po odecteni od obsahu vysece D BC plochy trojuhelniku

V3

T
DBC dostavame obsah tsete — — —.

Z toho nésleduje, ze hledana plocha je rovna:
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Priklad 4. (10, priklad ¢islo 54350)

Obsah trojihelniku ABC' je roven 1, strana |AC| = 2|BC|, bod K — stred
strany |AC|. Kruznice se stredem v bodé K protind stranu |AB| v bodech M a N,
pricemz |AM| = |MN| = |NB|.(obr. 2.6) Spocitejte plochu té cdsti trojihelniku,
kterda se nachdzi wonitr kruznice.

Obrazek 2.6:
Reseni:

Oznac¢ime |BC| jako a, r je polomér kruznice. Tehdy |AC| = 2a. Nyni se
podivame na trojuhelnik KM N. Protoze |KN| = |KM|, vime, Ze trojuhelnik
KMN je rovnoramenny. Kdyz sestrojime F' — kolmy primét stfedu kruznice
K na stranu |AB|, dostaneme vysku rovnoramenného trojihelniku KM N, tim
padem podle vlastnosti vysky rovnoramenného trojihelniku £’ bude stred tusecky
|M N, coz znamend, ze to bude i stfed tsecky |AB|. Kdyz K je stied tsecky |AC|
a F je stied usecky |AB|, je |KF| stfedni ptickou trojuhelniku ABC. Z ¢ehoz
nasleduje, ze trojihelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu B
Z toho duvodu, ze |AC| = 2|BC/, nasleduje dalsi rovnost:

LCAB = %, podle definice kosinu ziskdme |[AB| = aV/3
Usecka |MN| je tietinou tsecky |AB| takze dostédvame:

IMN| ==

3
3 Y

1 3
M) = Sy = 22

1
[KF| = 5|BC| = g LFKM =

3
r=|KM|=2|FM| = ‘“3/_

il
6

V3 a*/3
SANKM: 4 = 12 .
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av/3

Protoze je r < |[CK| (—— < a), prumer kruznice se nachdzi na usecce |AC].
Kromé toho, vzdalenost mezi bodem K a preponou |BC| je vétsi, nez polomér
a\/§ a\/g

> 7 3
obsahu polokruznice a krohuvé useci, ktera je oddélena od polokruznice tétivou
|MN|:

polokruznice ( ). Z toho nésleduje, ze hledany obsah je roven rozdilu

3 4
a3 2

5 = 1, takZe a? = —=. Z toho nésleduje, Ze hledany

3 4

N SRVE] 1,7 3
(G YD =G

My Vime, ze SAABC =

P

obsah se rovné

2 \2,7 3 213 1
(7) (g—i_T): o7 Te

(@]

Piiklad 5. (11, priklad cislo 5)

Mame pravy tuhel s vrcholem C. Na prodlouZeni osy uhlu mdme bod O tak,
Ye |OC| = /2. Se stredem v bod¢ O je sestrojena kruznice o poloméru 2.(obr.
2.7) Spocitejte obsah ttvaru, ktery je omezeny rameny uhli a kruhové isece mezi

Obrazek 2.7:
ReSeni:
Necht K a M jsou priseciky kruznice s rameny hli. Rozdélime dtvar, jehoz

plochu hleddme, na kruhovou tise¢ |M K| a trojihelnik CM K a spocitame nejdiiv
plochy S7 a Sy téchto utvaru.
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Prvni spocitdme plochu kruhové tisece. V trojihelniku OCK zndme |OC| =
V3, |0K| =2, £OCK = °.
Pro dany trojuhelnik pouzijeme sinovou vétu:
OK| |OC|
sin {OCK  sin £CKO
Po dosézeni presnych hodnot dostavame:

2 _ V2
g - sinLCKO

A po tpravé ziskame:
sin {CKO =

1
2
LOKO = %; LOKO = 567T

5
(pri vysledku %, thel LMOK vyjde zaporny, takze nasim tucelim vyhovyje
fesen! LCKO = % ) Z tohoto nésleduje, Ze:

3m 7 T T
= _——— = = — = —
LCOK =7 1 5= 10 AMOK 6

Plocha kruhové tsece |M K| je rovna:

re T s T
Si=—(=—sin=)==--1

! <6 6> 3
Spocitame ted plochu trojuhelniku CM K. Opétovnym pouzitim sinové véty do-
staneme vztah:

ICK| |OK|
sin {COK  sin £OCK
Pomoci uprav spocitdame délku |[CK]|:

ICK| = Zﬂsin%

To znamend, ze plocha trojihelniku C'M K je rovna

CK|?
ngSCMK:’ 2| :4sin2%:2—2(:os%:2—\/§

A 7z toho nésleduje, Ze plocha hledaného utvaru se rovna:

™

S:Sl+52:g—1+2—¢§:§+1—\/§.

Priklad 6. (12, priklad ¢islo 52935)
Na strané | BC| rovnostranného trojihelniku ABC, jako na priméru, je sestro-
jend polokruznice, kterd déli trojuhelnik na dvé cdsti. (obr. 2.8) Strana trojuhelniku

je rovna a. Spocitejte plochu té cdsti trojuhelniku, kterd je mimo kruznici.
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Obrazek 2.8:
Reseni:

Necht polokruznice se stfedem O, ktera je sestrojend na strané |BC| rovno-
stranného trojuhelniku ABC' jako na pruméru, protina jeho strany |AB| a |AC|
v bodech M a N. Potom |CM]| je vyska trojihelniku ABC'. Proto M je stied

1
|AB| a trojihelnik M OB je podobny trojihelniku ACB s koeficientem 5

. 1 L. 1
Takze Samvos = ESAABC- Stejné i Sanoc = ZSAABC-

Proto, ze K MON = g, je plocha ¢asti MON jednou Sestinou plochy kruznice

7Ta2

o poloméru 5= 91 Z toho nésleduje vztah pro hlednou plochu :

a*\V/3  a*V3  wa? B a?(3v/3 — 7)
4 8 2 24

Priklad 7. (33, priklad cislo 108995)

Dokazte, Ze v kruhu o poloméru 10 nelze umistit 400 tecek tak, aby vzddlenost
mezi kaZdymi dvéma byla vetsi neZ 1.

Obrazek 2.9:
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Reseni:

Kruh o poloméru 10 ma plochu 100 7 . Predstavme si 400 tecek umisténych
vedle sebe tak, aby vzdalenost mezi nimi byla vzdy 1. Potom udélame stejny pocet
kruhti se stredy v téch teckach a polomérem 0,5. Tim padem se tyto kruhy budou
dotykat. Plocha 400 takovych kruhti o poloméru 0,5 je rovna 400 -7 -0,5% = 1007.
Pri tom, Ze se kruhy dotykaji, mezi nimi vzdy bude nepokryté misto (urcita
mezera, viz obrazek 2.9). Takze plocha, pokrytd kruhy se stfedem v teckach a
polomérem o poloviné vzdalenosti mezi nimi, bude vzdy vétsi, nez plocha kruhu
o poloméru 10. Takze je zfejmé, Ze nemtizeme dat do kruhu 400 tecek tak, aby
vzdalenost mezi nimi byla vétsi nez 1.

Piiklad 8. (33, priklad cislo 109035)
Dokazte, Ze existuje cara délky V/2mS + 1, kterou neni mozné prekryt plochym
konvexnim utvarem s plochou S.

ResSeni:

Dokazeme, ze takovou ¢arou je polokruznice. Konvexni ttvar, ktery prekryva
polokruznici musi obsahovat polokruh, omezeny danou polokruznici, jinak by

utvar nemohl byt konvexni. Vezmeme-li polokruznici s délkou v/2xS, plocha od-

2
povidajiciho polokruhu bude rovna S. Opravdu, plocha polokruhu je rovna %,

délka polokruznici v/27S = 7r. Po tom, jak z posledni rovnici najdeme polomér

dané polokruznice a dosadime 7> = — do vzorce plochy polokruhu, dostaneme
T

nase tvrzeni. Takze abychom prekryli polokruznici vétsi délky, nez 275 + 1,
potrebujeme ttvar vétsi plochy, nez S.

Piiklad 9. (17, priklad c¢islo 116591)

Je dan konvexni pétivhelnik. Petr si do sesitu vypsal hodnoty sinu vsech uhli,
a Honza — hodnoty kosinu vsech uhlu. Zjistilo se, Ze mezi c¢isly, které vypsal Petr,
jsou nejvice tri ruzné. Mohou vSechna cisla, které vypsal Honza, byt rizna?

ResSenti:

Dokazeme to sporem. Predpoklddejme, ze vsechny Honzou vypsané hodnoty
kosinu jsou rtizné. To znamend, ze vsechny tihly pétithelniku jsou rtzna cisla z
intervalu (0; ).

7 toho plyne, Zze mezi cisly, ktera Petr vypsal nebudou 3 stejna, protoze v
tomhle intervalu nejsou 3 riizné thly se stejnymi hodnotami sinu.

To znamena, ze Petr ma nejvyse 2 pary stejnych ¢isel: sina = sinf a siny =
sind, pritom o =7 — [,y =7 — 9.

V tom piipadé 5. thel pétitihelniku by mél byt roven 37— (a+5)—(y+0) =,
coz nelze, tudiz dochazi ke sporu. To znamena, ze vsechna cisla, kterda Honza
vypsal nemtzou byt rtzna.
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2.2 Stereometrie

V druhé casti kapitoly si ukazeme stereometrické tlohy, prevazné na rotacéni
teélesa, kde se bez ¢isla m neda obejit. Jedna z tloh nas seznami se sférickym
trojuhelnikem a vypoctem jeho plochy. Posledni tiloha nam ukaze, jak se da resit
slovni dlohy pomoci geometrickych vztahu a s pouzitim cisla 7.

Priklad 10. (13)
Cisterna tvaru vdlce (poloZeného na bok) je dlouhd 5 m.(obr. 2.10) Jaky objem

veze, jestlize jeji polomér je 1 m a neni naplnéna azZ po okraj. Viska hladiny je
0,5 m pod vyskou strany.

0,5m

im

Obrazek 2.10:
Reseni:

Objem prevazené latky ziskdme jako soucin plochy podstavy vélce, které se
latka dotyka, a délky cisterny. Plocha podstavy, které se prevazena latka nedo-
tyka, ma tvar kruhové tsece, proto vysledny obsah podstavy bude roven obsahu
kruhu o poloméru 1 m minus obsah kruhové vysece o vysce 0,5 m

S, = mr® — (r* arccos (7’ — h) — (r — h)V2hr — h?)) =

r

1-0,5

=7 1% — (12arccos ( )= (1-05)y/2:05-1-052) =

=1 —arccos 0,50 + 0,5 - 1/0,75.

Objem zjistime po dosazeni do vzorce

V=238, -v=(r—arccos 0,5+ 0,5 /0,75) - 5 ~ 12,64cm?
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Dalsi tloha je ukazkou, ze stereometrické vypocty lze provadét i s pomoci
nekoneénych geometrickych rad.

Definice 3. (19) Je ddna posloupnost a,. Viraz tvaru
a1 +ay+ag+...+a, +...
se nazjvd tada. Cleny posloupnosti se nazijvaji cleny rady.
K vypoctu budeme pottebovat néasledujici vzorce:

ap = Ap-1 ' 4,

kde ¢ je kvocient geometrické rady.

kde S,, je soucet nekonecné rady.

Piiklad 11. (13)

Meéjme kouli, do niZ budeme vepisovat stridavée krychle a koule. Krychle se
svymi vrcholy dotykd pldsté koule, vepisovand koule se zase dotykd stredi stran
krychle. (obr. 2.3) Vypoctéte obecné soucet povrchi vzniklych téles.

=
N

Obrazek 2.11:
Reseni:

Koule ma polomér r, jestlize do ni vepiseme krychli, télesova uhlopticka krychle

2V/3
r.

Nyni, kdyz do této vzniklé krychle vepiseme kouli, jeji polomér bude roven polo-

bude rovna dvojnasobku poloméru opsané koule, tedy av/3 = 2r = a =

a
viné hrany, tedy r = 5 Touto cestou nam vznikne posloupnost.
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Kroky Koule(r) Krychle(a)
2V/3

1. r T
3
5 V3 2
. —r —r
3 3
1 2+/3
3. — —
3" 9
7'“ 2.7“

n. E—— ——=n
\/gn 1 \/g

Na zakladé této tabulky muzeme dopocist povrchy téles a urcit jejich soucet
Vénujeme se nejdifve kouli, povrch vypoéteme vzorcem S = 4mr? :
e VB2 4, 12 4,

Sy =4nr=, Sy = 4%(?7“) =37 , S5 = 47T(§r) =3

Nyni uré¢ime kvocient:
SQ Sg %71' r? 1

q_§1_§2_47{'7“2 3

A ted mizeme spocitat soucet nekonecné rady:

Sl . 47'('7“2

1—q 1-—

= 612,

Sy =

1) W=

S, je soucet ploch vSech kouli a rovna se 67r
To stejné provedeme s krychli, S = 6a? :

2/3 )2 _ §7‘2

23 \2 22 8
a2 o2 a () %2 o _
S, = 6a —6(3r) —87‘,55—6(37’) —Sr,Sﬁ—G(gr 5
Kvocient a soucet pocitame stejnym zpiisobem:
8
— S2 — S3 LTZ — 1 < 1

1= 9 =9, 82 3

S 82
Sp =t = 92
1—q 1-—

S, je soucet ploch viech krychli a rovnd se 1212
Vysledny soucet tedy je roven S = S, + Sy = 6712 4+ 1212 = 6r2(7 + 2).

Priklad 12. (14, str. 38 priklad ¢islo 33)
Mdme dany kuZel. Obsah jeho pldste se rovnd 15. Po rozvinuti pldst kuZele
davd cturtkruh. Urceme objem kuZele.
ReSeni:
Oznacime obsah plasté jako S, polomér plasté jako h a polomér podstavy ku-
T
Zele jako r. Po rozvinuti plaste, ihel mezi jeho boénimi stranami bude 90° ( - rad).

Obsah plasté tedy mtzeme vyjadrit dvojim zptisobem:
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1
S :wh?==:2m, S =27 r-§h,
tj.
I 5
S = Zﬂ'h ;S =mnrh. (2.1)
Plati tedy
1
ZThQ = 7rh
odkud
1
T g
ze vztahu 2.1 dostaneme
S
h = -,
T
takze
1 /S
r=—1/—.
2V 7w

45 18 @
r 4rn  \ 4n’

Hledany objem kuzele

V_m“zv 1 lﬁl 158 158
N 3"aro\ 1 24\/

pro S = 157 dostaneme

157 /15 1bm B 2557 5T

T4 T 24 8
Priklad 13. (14, str. 42 priklad ¢islo 38)

Duva rotacni kuzele stejné vysky v, poloméru R a r jsou vraZeny vrcholy do
sebe aZ k podstavam (obr. 2.12). Urceme objem spolecné cdsti.

Reseni:
Pouzijeme-li oznaceni podle obrazku, plati

1 1 1
V= m)zgvl + 7TQ2§’U2 = 7rg2§v.
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Obrazek 2.12:

Umérnost stejnolehlych stran v podobnych trojihelnicich dévé tmeéry:

0:R=wv:v, (2.2)

o:r=(v—wv):0. (2.3)

Z 2.2 plyne (v—uvy) :v=(R—p): R. Zaroven z 2.3 mame (v—wvy) : v =p:r.
Plati tedy

(R—0):R=0:r,
odkud vyjadiime

Toto dosadime a mame

v R%*r?

3 (R+1)?
Priklad 14. (14, str. 62 priklad ¢islo 61)

Koule povrchu Sy s polomérem r se md preménit v rotacni vdlec stejného
objemu, jehoZ plocha plasté S, se rovnd povrchu koule Sy. Urcete plomer a vysku
vdlce.

ReSeni:
Oznacime polomér valce jako g a jeho vysku jako h.

Sy = 4nr?,

odkud
&
47’
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a tedy

V: 3_47T5k Sk Sk Sk
g BdrVar 6V 1

Podle danych podminek Vj, = V, = wo?h, tj.

Lo [Se o

Kromé toho

Sp =9, = 2moh
Po dosazeni dostaneme
Sk 1
6\ 7 — 29
odkud
1S
e=3\V
Z rovnice 2.4 vyjde nyni
Sk 3 Sk
om0 2\ @

Definice 4. (21) Sféricky trojihelnik je mensi éast kulové plochy ohranicend ob-
louky tri hlavnich kruznic. Md tri vrcholy, tri strany a tri uhly. Strany a whly
sferického trojuhelniku vyjadrujeme v mire stuprnové nebo obloukové.

Priklad 15. (15, str. 43)
Odvodte obecnyj vzorec pro plochu S sférického trojiuhelniku ABC.

Obrazek 2.13:

ResSeni:

Rovina ABMA’B'N (obr. 2.13) déli kouli na dvé polostéry, v jedné ze kterych
se nachézi trojihelnik ABC'. Pokud je polomér koule roven R, je plocha polosféry
rovna 27 R2. Na obrazku se plocha polosféry obsahujici C' sklada z ploch nésledu-
jicich utvari: sférického segmentu ABM A'C A, sférického segmentu BCB'N AB

31



bez trojuhelniku ABC' a sférického segmetu CA'C’' B'C' bez trojuhelniku A'B'C".
Jestli se uhly v trojuhelniku ABC méri v radidnech, plochy kazdého ze zada-
nych segmentii se rovnaji 2AR? 2BR? 2C' R? odpovidajicim zptisobem. Trojihel-
nik A'B'C" je stejné velky jako trojihelnik ABC', proto je mozné napsat rovnici:

2rR* = 2AR* 4+ 2BR® — S +2CR* — S
Odkud plyne, ze se plocha sferického trojihelniku ABC' rovna

S=R(A+B+C —n),
kde jsou uhly vyjadreny v radidnech.

Priklad 16. (16, str. 208, priklad cislo 512)

Vezmeme-li planetu Zemi jako idedlni kouli a vezmeme lano, které je dlouhé
jako obvod po rovniku. Toto lano prodlouzime o 1 metr a zvedneme ho rovnomérné
o kousek po délce celého rovniku. Vejde-li se pod zvétsené lano tenisovy micek,
basketbalovy micek nebo pinpongovy micek?

Reseni:

Necht o, je obvod Zemé, o; je nova délka lana, r, je polomér Zemé a r; je
vzdélenost od stfedu Zemé k lanu (obr. 2.14). Hleddme h = r; — r,. Necht x je
délka, o kterou zvétsime lano, v nasem pripadé 1 m. Navic uz vime, ze vztah mezi

. o . < 1. o e 1
obvodem kruhu a jeho polomérem je obecné dan r = —, coz je jediny vzorec,

ktery potrebujeme védét, abychom vyresili tuto tlohu.

Obrazek 2.14:

Pomoci definice ¢isla 7 mtizeme vyjadrit vztah:

01
Ty = —
"Tor
Veétsi polomér mizeme predstavit jako soucet mensiho poloméru a délky h—jejich
rozdilu.

0y 0, +x
" " 27 2
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Jinak vztah mtzeme rozepsat takto:

Podle definici ¢isla m pro mensi kruh dostavame:
x

z h:z
r, + r+27r

Z toho muzeme vyjadrit hledanou délku h:

h=—
2m
Kli¢ovou véci, kterou je tfeba poznamenat, je to, ze polomér nebo obvod Zemé
se ve vysledku viibec neobjevuji, vypadly z rovnic. Ve skutec¢nosti by odpovéd byla
stejnd, kdybychom si kolem pasu privazali provaz a pridali k tomu 1 m. Dalsim
obrazkem se pokusim ukazat problém z jiného thlu pohledu.

> <& \l‘
P < P <

> <>,
A
’l"

A

‘4\4
"l‘

Obrazek 2.15:

Ben Arnold pfisel s timto zajimavym vysvétlenim. Cilem je predstavit si,
ze Zemé je kostka nebo jen ¢tverec (obr. 2.15) a zeptame se: jestli k délce lana
priddme 8 m o kolik metri by se to lano zvedlo nad ¢tvercovou Zemi? Z diagramu
je jasné, ze je to o 1 m.
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Kapitola 3

Goniometrické rovnice a
nerovnice

V této kapitole podrobnéji probereme roli ¢isla m v goniometrickych rovnicich
a nerovnicich. Na zacatek uvedeme trochu teorie.

Existuji dvé obecné pouzivané jednotky k meéreni thli. Znaméjsi z nich je
stupen (stupniova mira). Obvod kruznice rozdélime na 360 stejnych ¢asti. Kazdy
z takto vzniklych obloukt vymezuje thel 1°. (Pravy thel je 90°.)

Druhd pouzivand jednotka je radidn (obloukova mira). Je definovan na jednot-
kové kruznici (kruznici s polomérem 1). Vrchol thlu umistime do stfedu kruznice.
Uhel potom uréf na kruznici kruhovy oblouk. Délka toho oblouku je pak velikost
prislusného thlu v radidnech. Prevadét jednu jednotku druhou je snadné. Obvod
jednotkové kruznice je 2m. To znamena, ze 360° = 27 rad. Takze

T 180°

1°=—rad a 1lrad=
180 T

(24, str. 78)

e’=cosp+ising

sin ¢

Obrazek 3.1: Cyklometrické funkce

Cislo 7 je ¢asto definovdno pomoci goniometrickych a cyklometrickych funkci
(obr. 3.1). Napiiklad: sin(0) = km, k € Z nebo 2 arccos(0) = 7. Rozsifeni cyklome-
trickych funkei jako mocninnych fad je jeden ze zptisobii, jak odvodit nekonecné
rady pro 7.



V nékterych rovnicich jako pomocnou silou pouzivame znamy vztah :
—1<sinz <1,—1<cosx <1.

Piiklad 17. (25)

sin bx + sin 9x = 2.

Reseni:

Ze stredoskolské matematiky vime, Ze definiéni obor sinu je (—1;1), takze
dand rovnost muze byt splnéna jenom v tom piipadé, kdyz sinbx i sin 9z jsou
oba rovné 1. Dostavame soustavu rovnic:

sinor =1,
sin9z =1

Takze musi byt splnéné rovnice:

5x:g+27rn
9$:g+27rk
7r+27m
r=-—+ —
10 57
T 2wk
= — 4+ — keZ
T 18+ g n,k €

Po dosazeni méme:
T 2mn T 27k

0 s BT
Vynasobime obé strany 90 a vydélime m:

9+ 36n =5+ 20k

36n + 4 = 20k
On+1=>5k

Levéa cast, jak vidime, musi byt délitelnd 5. Cislo n pii déleni 5 miZe mit
zbytky od 0 do 4, jinak feceno, ¢islo n mtizeme prepsat do jedné nésledujicich
péti variant: bm,5m + 1,5m + 2,5m + 3,5m + 4;m € Z. Pro to, aby se 9n + 1
délilo 5, je vhodné jenom n = bm + 1.

Hledat k£ uz nepotfebujeme. Hned mtizeme najit x:

_1+27r7n_1+27r(5m+1) 49
T 5 T 10 5 o
Vysledek je:

8
I
\

72T+27rm,m€Z
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Priklad 18. (26)
V oboru redlnijch cisel reste goniometrickou rovnici

cos? z + cos? 2z + cos? 3x = 1.
Reseni:

Vyuzijeme zakladni vztahy pro goniometrické funkce

sin®z + cos® x = 1, cos 22 = cos® x — sin® z, cos(a £ 3) = cos avcos 3 F sin asin 3
a odvodime vztahy

cos2x = 2cos’*x — 1, cos 3z = 4 cos® x — 3 cos z.
Zadanou rovnici upravime pomoci danych vztaht na tvar

cos’x + (2cos®’x — 1)* + (4cos® v — 3cosx)? = 1.

Potom
cos’x +4costx —4cos?x +1+16cos® s — 24cos®> xcosz + 9cos?x = 1,
16cos® z — 20 cos* x + 6oz = 0,
2cos’ x(8cos*z — 10cos’z +3) = 0.

Posledni rovnost spliuji ta x, pro ktera plati:

cosr=0 V 8costzr—10cos’z+3=0.

Rovnost cosz = 0 spliji x = 7 + k7, kde k € Z.
Rovnost 8 cos* z—10 cos? £+3 = 0 vyfesime pomoci substituce ¢ = cos? z. Resfme

tedy kvadratickou rovnici
8t — 10t +3 =0,

10+2

jejimz fesenim je t1 9 = T

Bl wWw N

ReSenim rovnice cos? = % jsou ta x, pro kterd plati cosx = :I:?, tedy
T
4

ReSenim rovnice cos? = % jsou ta x, pro kterd plati cosx = :i:@, tedy

xr =

+ghMek€Z

x:%—l—kwax:—%%—kw,kde ke Z.

V intervalu (0,27 ) jsou to thly

7w mw3r b 7w bw 3w Tw 1lxw

6'4’27476°674727476

a dalsi reseni dostaneme pri¢tenim nasobku 2.
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Priklad 19. (14, str. 128 priklad cislo 142)

Jak dlouhého remene je treba na prevod s opdasanim dvou remenic, jejichZ

poloméry jsou ri,re pri vzddlenosti stredu s: a) s Temenem nezkriZengm; b) s
remenem zkrizenym?

Obréazek 3.2:

Reseni:

- 1s v Ty — T2 y. . .
a) Na obr. 3.2 vidime, Ze sina = ; z toho lze urcit a.. Délku femene

S
nyni urcime jako soucet délek téch jeho casti, které jsou opasany na remenicich,
a téch casti, které tvori spole¢né tecny obou femenic:

271 (180° + 2ar)  27r2(180° — 2a)
= 2 =
3600 + 3600 + 25 cosa

= %[TI(QOO + a) +12(90° — a)] + 2s cos a.

b) V pripadé zkiizeného femene postupujeme podle obr.. Na ném je vidét, ze

. ry+r .. . ,
sin 3 = ! 2; z toho lze urcit velikost thlu f.

Délku femene nyni vypocteme podoné jako v pripadé a):

27y (180° + 26) N 2719 (180° 4 203)
B 360° 360°
~ m(90° + )

=~ (r1 + o) + 2s cos 5.

+ 2scos 8 =

Priklad 20. (18, priklad cislo 105215) Jaké hodnoty mize nabyvat rozdil rostouct

aritmetické posloupnosti ay, as, ..., as, vSechny cleny nachdzejici se na intervalu
T

(0; 7), jestli cisla cosaq,cosas,cosas a také cisla sinag, sin ay,sinas v urcitém

poradi taky tvori aritmetické posloupnosti.
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ReSeni:
Pro hledany rozdil § rostouci posloupnosti

3
al,...,a5€[0;§]

T
dostavame ¢ € (0; 5) a cosd # 1. V nasem pripadé muzou nastat dvé moznosti:

kdyz treti clen posloupnosti az bude mensi nebo roven nez 7 a kdyz bude vétsi
nebo roven 7.

1. a3 < m, tehdy prvni tfi ¢leny posloupnosti se budou nachézet na inter-
valu od 0 do 7 a kvili tomu, ze posloupnost je rostouci budou mit nasledujici
vztah: 0 < a3 < as < az < w. Pfi tom kosinusy danych ¢lentt budou tvo-
rit klesajici posloupnost a jejich vztah bude vypadat takto: cosa; > cosas >
cos az. Z predchoziho vztahu mizeme vyjadrit kosinus druhého ¢lenu posloup-

nosti a podle goniometrcikych vzorcu rozepsat takto: 2 cos as = cos aq +cosag =
a3+« a3 — « ™
2 cos — 5 L cos =2 5 L —9cos g cos 0. Proto cosas = 0 a podle toho ay = 5

T
(A to znamena, ze az < BE takze je mozny i druhy ptipad).

™ . o . P vr v oy .. p
2. a3 > —. Stejnym zpiisobem jako v prvnim pfipadé mizeme urcit nasle-

dujici vztah, tentokrat pro sinusy, které na danem intervalu taky tvori klesajici
s 3m ) . . .

posloupnost: 5 < az < ag < ay < 5 a sinaz > sinay > sinas. Vyjad-

fime znaceni pro sinus ¢tvrtého ¢lenu posloupnosti: 2sin ay = sinas + sinay =

. Q3+ s Qg — Qs
2sin 0s 5

(A to znamend, Ze ag > 7, takze je mozny i prvni pripad).

= 2sin a4 cosd, proto sinay = 0 a dostaneme oy = .

7, toho nasleduje, ze oba pripady jsou mozné, proto ay = g a a4 = 7, odkud

m
§=1=
1
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Kapitola 4

Cislo 7, Zlaty fez a Fibonacciho
posloupnost

V této kapitole si ukazeme vztahy mezi konstantami 7, ¢ a Fibonacciho po-
sloupnosti. Nejprve definujeme Zlaty ez a Fibonacciho posloupnost.

Definice 5. (22) Rozdélime-li libovolnou tisecku na dvé nestejné dlouhé édsti tak,

ze pomer délky celé usecky ku délce vetsi casti je stejny jako pomeér délky vétsi casti

usecky ku délce casti mensé, je tato usecka rozdelena prdave tzv. ,zlatym rezem “.
Tento pomér oznacime veckym pismenem ¢ (fi). Cislo ¢ se nazjvd zlaté cislo

1+ /5
2

a roovna Se

= 1,61803

Definice 6. (23) Fibonacciho posloupnost je posloupnost { F,,}°°, celyjch ¢isel spl-
nujict rekurenci F, o = F, .1+ F, pro vsechnan = 0,1,2,... s pocatencni podmik-
nou Fy = 0 a Fy = 1. Jejimi prunimi cleny jsou 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..
4.1 Cislo m ve Fibonacciho posloupnosti

V této casti kapitoly se budeme zabyvat tim, jak souviseji ¢leny Fibonacciho
posloupnosti s cislem 7. K tomu vsak potfebujeme znat jesté nasledujici dve
vlastnosti zminéné posloupnosti.

Pro vSechna prirozena ¢isla n plati:

F3+1 = F,Foi2+ (_1)n+1 (4'1)
Pro vSechna prirozena ¢isla n plati:
Foi1Fpio = F Foys+ (—=1)"1 (4.2)

7 rovnosti 4.2 vypocteme:

Fn+3 = [Fn+1Fn+2 + (_1)n+2]/Fn = [Fn+1Fn+2 + (_1)n+1]/(Fn+2 - Fn+1)
a v ziskaném vztahu polozime n = 2k:

Fopys = (Fopr1 Fopro + 1)/ (Fogr2 — Fopy1) (4.3)
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Proc¢ jsme vlastné tuto posledni tipravu provadéli?

Funkce cotg(z) (obr. 4.1) je prosta v intervalu (0,7) a k ni v tomto intervalu
existuje funkce inverzni; nazyva se arkuskotangens a znaci se arccotg. Jeji defini¢ni
obor je interval (—oo,00), oborem hodnot je interval (0,7); jeji graf je na obrazku.
Pro nase tucely je dilezity néasledujici vztah, ktery plati pro vsechna xo > x1:

arccot(x)

4 -3 -2 -] 1 2 3 4 <=

Obrézek 4.1: Funkce arccotg

(ZL‘QCL‘l + 1)
arccotgr; — arccotgry = arccotg—m=.
Tg — 1
Podminka x; < x5 bude splnéna,polozme-li v této rovnosti xy = Fory1, 20 =

Fyj15. Potom plati

(FopyoFory1 +1)
(Forto — Fopyr)

arccotgFor 1 — arccotgFoy o = arccotg

prava strana této rovnosti je rovna arccotgFh 3 (podle vztahu 4.3), takze plati
pro vsechna celd nezaporna cisla k:

arccotgFog 3 = arccotgFoy 1 — arccotgFogyo.

V tomto vztahu polozime za k postupné ¢isla 0, 1,2, ..., n, ¢imz vznikne (n+1)
nasledujicich rovnosti:

k=0... arccotg F3 = arccotg [} — arccotg Fy
k=1... arccotg F5 = arccotg F3 — arccotg F}
k=2... arccotg F; = arccotg F5 — arccotg Fy
k=n... arccotg Fy, 3 = arccotg Fo, 11 — Foyio.

Sectenim dostaneme:

arccotg Fy, 3 =
= arccotg F} — (arccotg F» + arccotg Fy + arccotg Fg + ... + arccotg Fy, o) =
=T — Yt arccotg Foy,

nebot

arccotg I} = arccotg 1 = Z
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Po utvoreni limity pro n jdouci do nekonecna vyrazu na levé i pravé strané
této rovnosti vznikne rovnost

n+1

T
lim arccotg F. = — — lim arccotg F.
n—oo & I'2n+3 4 n—o00 ];1 & L2k

odkud s ohledem na to, ze

nh_}rgo arccotg Fo,13 =10

n+1 00
nh%rgo Z arccotg Fy, = Z arccotg Foy,
k=1 k=1
dostavame
> 7
Z arccotg Fy, = arccotg Fj, + arccotg Iy + arccotg Fg+ ... = 1
k=1
neboli

% = arccotg 2 + arccotg 5 + arccotg 13 + arccotg 34 + ...,

kde k-tym clenem této nekonecéné rady je arkuskotangens ¢isla, které je 2k-tym
¢lenem Fibonacciho posloupnosti. (27, str. 8)

4.2 Vztah mezi Cislem 7m a Zlatym rezem

Pomeér zlatého tezu casto byva pouzivan malifi a architekty. Leonardo Da
Vinchi objevil ¢ (oznaceni pro zlaty fez) v pomérech lidského téla. Starorecky
sochar Fidij pouzival zlaty fez pri ozdobé Pantheonu. Na pocest Fidije zlaty tez
obcas znaci pismenem .

1
Z uvedené rovnosti nasleduje, 7ze > = p+1a — = ¢ — 1.
¥

O = - —_——

1/

Obrazek 4.2: Zlaty kvadr
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Zlatym kvadrem se jmenuje obdélnikovy rovnobéznostén s hranami ¢, 1,%

(obr. 4.2). Jeho cela plocha S je rovna 4¢:

S =251 + 255 + 255
1 1 1
S=204+2—+2p—=2p+2—+42
¥ ¥ ¥
1
¥

S=2p+2(p—-1)+2=4p

a uhlopricka D je rovna 2:

D= et (L)

V5+1,

2 )

V54 1\2 ) V5 = 1.2
Do (LY e (B -

Odkud nasleduje, ze plocha sféry, opsané kolem ,zlatého kvadru“ je rovna 4.
(Pouzili jsme vzorec: S = 4mr?)

7 toho je vidét, ze vztah dané plochy ku plose samotného kvadru je rovno
Z.(Q& str. 116-124)

gp:

€=
DO

4.3 Vztahy mezi Cislami 7,0 a e

Matematici se od ddvné doby snazili najit vztah mezi ¢isly m a . Ale vzorce s
témito konstantami se ¢asto neobjevovaly, coz se da vysvétlit riznymi vlastnosti
danych iraciondlnich ¢isel. Cislo ¢ je algebraicke ¢islo (je kofenem polynomu
¢*> — o —1 = 0), a iraciondlni ¢islo 7 je, jak uz vime, transcendentn{ ¢islo (a
nemuze byt kofenem polynomu s realnymi koeficienty). Byl objeven naptiklad
trojuhelnik s thlami 90°, 54° a 36°. Pomér vétsi odvésny k preponé v tomhle
trojuhelniku je roven poloviné zlatého poméru g Z ¢eho nasleduje:

(,0:2-COS36022-COS§,

Tohle je jeden ze vzorcu, ktery spojuje konstanty 7 a ¢, ktery naznacuje
zakladni vztah mezi zlatym Tezem a Cislem 7. Zejmena libovolny nasobek tohoto
uhlu bude spojovat ¢isla m a ¢ pres rtizné goniometrické funkce.

Zajimavé je, ze v Chufuoveé pyramidé pomér vysky pyramidy h a jejitho zakladu

2h
[ deéla : 7= Y a 5= pricemz s dost velkou presnosti.
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Vztah trech zdkladnich konstant m, ¢ a e ukazuje, napriklad, vzorec zlaté

spirély:
. 2:in/p

fla) = VB e T,

Viditelnym provedenim tohoto matematického ,zlata“ je skofapka mékkysi

Nautilus (obr. 4.3).

Obrazek 4.3: Mékkys Nautilus

Obzvlast zajimavy vztah téchto tii konstant se vyskytuje ve vzorci, ktery
odvodil zndmy indicky matematik Srinivisa Rdmanudzan:

62%(\/ 80\/5—95’) = 16—27I'
1+ 6747r

I+ —
e

1+1+...

Vzorec je ve své harmonii pozoruhodny. Neni ale prekvapenim, ze iraciondlni
konstanty jsou casto spojené vzorcem, ktery ukazuje jejich neocekavanou zavis-

lost. Uvedeme par prikladu takovych vzorcii:

(28, str. 124)

Za vrcholové dilo uméni c¢isté matematiky lze povazovat tuto rovnici:

em+1=0,
kdo ji predstavil a dokazal, byl svycarsky matematik Leonhard Euler.
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Kapitola 5

Matematicka analyza

V této kapitole si ukdzeme dost zajimavou tlohu, ktera sice je z astronomii,
ale nékteré vypocty se provadély pomoci matematické analyzy. Dily tomu, zZe cely
system je predstavem pomoci elipsy, pii vypoctu jeji plochy integra¢ni metodou se
nam objevi ¢islo 7. Také bez ¢isla 7 se neobejdeme pti pocitani ihlové rychlosti a
sestavovani rovnic v nebeské mechanice. Zacatek kapitoly je vénovan zajimavym
algoritmum a vzorctim pro vypocet ¢isla m pomoci znélosti z matematické analyzy.

Vzorec BBP

V roce 1995 D. Bailey, P. Borwien a S. Plouffe objevili nasledujici vzorec pro
vypocet ¢isla

> 1( 4 2 1 1 )7 (5.1)

=2 g Sntl Sntid 8n+5 8nt6

n=0

ktery se ¢asto oznacuje BBP podle piimeni autorii.

Tento vysledek je Sokujici, protoze umoznil snadne ziskavani ¢islici na n-tém
misté rozvoje m v Sestnactkové soustaveé, aniz bychom pocitali predchozi Cislice.
(35, str. 852)

Kratce poté, co autori opublikovali vysledek 5.1, nékolik kolegt, véetné H.
Fergusona, T. Halesa a S. Wagona, predvedli dalsi vzorce.

N[

< 1, 9 2 | ! .
7T_nz::o16n(8n+1+4n+2+4n+3 s I i)

ktery je mozno taky zapsat takto:

> (=1)" 2 2 1
= Z (=1) ( + + )
= 4" Mn+1 4n+2 4n+3
V pripadé, ze koeficienty rozvoji obsahuji pfevracenou hodnotu linedarniho
vyrazu (v ,n“) dostavame jednoclenné vzorce. Napriklad:

lo Q—iil lo Q—ii ; 102— iil (5.2)
85T Zognyy BT Zgiopr1 10T T & 10mn ‘



(36, str. 903)
1
Prvni fada v 5.2 se dostane dosazenim x = 3 do Taylorova rozvoje funkce
log(1—x) o stfedu 0 a je to ,,dvojkovy rozvoj“. Druh4 rada je ,devitkovy rozvoj*

x
o stredu 0.

a vznikne dosazenim x = 3 do Taylorova rozvoje fuknce log 1

Treti vzorec v 5.2 dostaneme z Taylorova rozvoje funkce log(1 + z) o stfedu 0

1
dosazenim z = ——

10°

Kdyz vezmeme uvedeny na zacatku vzorec 5.1, mtizeme mluvit o ¢tyrélenném

vzorci.
(37, str. 229)

»Spigot ¢ algoritmus

Mezi algoritmy pro vypocet Cisla m patii jeden zajimavy z teoretického hle-
diska algoritmus, ktery pochézi z roku 1990 a jmenuje se ,spigot* algoritmus S.
D. Rabinowitze a S. Wagona, vyloZeny v ¢lanku (39)

Dany algoritmus nepouziva zadné operace v pohyblivé carce.
Zakladem je:

=3+ 110( 10(4+110(1+ 110(5+ ).

Vidime vyjadieni v bazi b = (1—10,%0,%, ...). Podstatou spigot algoritmu je
prevod vyjadreni 7 v specidlni bazi ¢ = (%, %, %, g, ...) do baze b. Je totiz:

00 (n!>22n+1
= — 5.3
g T;(Qnﬂ)! (5:3)
Z 5.3 plynou rovnosti:
1 12 12 3 1 2 3 4
=2 —2(14-4-.242.2.242.2. 2.2 )=
" Z2n—|— (+3+35t3 57 35797
1 2 3 4
:2+5(2+5(2+§(2+§(2+...)))),
kden!!'=1-3-5-...-n pro lichd n € N.

Muzeme si vSimnout, ze plati 7 = (2,222...).. Pfevod do béaze b se realizuje
pomoci tabulky, ktera je grafickym zdpisem spigot algoritmu. Algoritmem lze
pocitat rozvoj pri libovolném zakladu. (37, str. 228)

Machintv vzorec
Pro dalsi zajimavy vypocet ¢isla m budeme potrebovat néasledujici vzorec:

tgr+tgy

—_— 5.4
1Ftg atgy’ (54)

tg (z+y) =

45



T
272
Ztejmé lze nalézt y,0 <y < % tak, ze je tg y = 5 Podle 5.4 dostaneme

kde z,y a x + y predpokladdme v intervalu (—

2tg v 2 5
a také
2tg 2y 5 120
tg 4y = =6 _ =
1 —tg?(2y) -2 119

Ziejmé je tg 4y = 1 a tedy 4y = % Déle je

ﬂ)_tgély—l_ 1 119 1

tg (4y — 7)) = -t
s (4 4) " 11tgdy 119 239 239

1
Odkud dostéavame 4y — T = arctg(——) a tedy

4 239
1 1
% = 4arctg = arctg 239" (5.5)

ktery se lépe hodi pro vypocet . V 1706 roce s pouzitim tohoto vzorce doka-
zal Machin spocist jako prvni 7 na 100 desetinnych mist. Kdybychom nahradili
arkustangenty v 5.5 prvnimi ¢tyimi ¢leny jejich Taylorova rozvoje v bodé 0 a do-

1 1
sadili cisla 3 a 239’ dostali bychom po vynasobeni ¢islem 4 hodnotu 3,141591772,

ktera se od m lisi az na Sestém desetinném miste.
Karel Petr (1868-1950) uvadi ve své ucebnici ,,Pocet differencidlni (¢dst ana-
lytickd)“ na str. 283 kromé formule 5.5 jesté dalsi dva vzorce
s 1 1 1

~ = 8arctg — — darctg —— — arctg ——
4 arctg 10 arctg 515 arcig 239,

T 1 1 1
— = 12arctg — — 8arctg — — 5 arctg —.
1 arctg 13 arctg = arctg 539

Posledni formule nélezi Carlu Friedrichu Gaussovi (1777-1855).
(40, str. 509-510)

Moderni metody vypoctu

V roce 1914 S. Ramanujan opublikoval ¢lanek (38) , ve kterém zkoumal vztahy
eliptickych integralti a 7. Mimo jiné dokazal i rovnost:

I V8 & (4n)!(1103 + 26390n)

™ 9301 nz;; (n)"(396)n

(5.6)

1
Soucet n-tého ¢lenu rfady 5.6 a predchazejiciho ¢lenu dava 9 platnych mist —.
T
D4l zminime o vzorci ,,Ramanujanova typu*, ktery objevili J. Kanada a bratri
D. a G. Chudnovsky a ktery dava ptictenim dalstho ¢lenu navic 14 platnych mist:
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1 1
T 53360640320

(37, str. 225)
Souradnicové systémy v astronomii

Ted si ukazeme hodné zajimavou ulohu z astronimie, pro feseni které vyuzi-
jeme zakladni znalosti z matematické analyzy. Pomoci této tlohy si ukdzeme, Ze
v celé astronimii.

Pokud je téleso s hmotnosti M; nazyvano sluncem, jiné téleso — planetou,
prvni Kepleriiv zdkon je formulovan takto: Planety obihaji kolem Slunce po elip-
tickych drahach, v jejichz jednom spolecném ohnisku je Slunce. Parametr p se
nazyva parametrem elipsy a je spojeny s velkou poloosou a elipsy vzorcem:
p = a(l — €?), kde e je excentricita drahy. Mald poloosa b miZe byt vyjadiena
pomoci a a e: b* = a?*(1 — €?)(obr. 5.1). Na obrazku se Slunce nachdzi v bodé
O, planeta je v bodé P, osa OX sméfuje k bodu vystupného uzlu ! orbity, a osa
Ox — k nejblizsimu ke Slunci bodu orbity, kterd se nazyva perihélium. Uhel w se
nazyva thlova vzdalenost perihelia k uzlii nebo argumentem perihelia.

ae 0
a .

Obrazek 5.1:

Oznacime-li periodu otaceni planety P jako T, podle Keplerova druhého za-
kona, za cas T planeta opiSe celou elipsu. Plochu elipsy jednodusse spocitame
pomoci urc¢itého integralu. Vezmeme-li rovnici elipsy:

.172 y2
PR

a vyjadrime y, dostaneme nésledujici vztah:

2 b
y="b\1-"5=—Va?—a?

Ted muzeme najit plochu elipsy. Hledat budeme plochu poloviny utvaru (Cast
kterd se nachazi nad osou z), kterou nasledovné vynasobime dvéma. Dostdvame

Vystupni uzel je bod, ve kterém se téleso pohybuje smérem na sever z jizni ¢asti drahy do
severni.
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urcity integral:

s=2 [ (Cva=@)ar=2d [ Vs =

—a ~Q a

= 22[;\/612 — %+ a; arcsin E]ia = QQQ(E — (— E)) = mab

a a \2 2
Takze plocha hledané elipsy se rovna mab. Pomér plochy elipsy ku periodé otaceni
se rovna poloviné momentu hybnosti:

mab _h

= — = const,
T 2

kde h je moment hybnosti, tj. vektorova fyzikalni veli¢ina, ktera popisuje rotac¢ni
pohyb télesa. Takze

2ma*V/1 —e2 = hT (5.7)

Perioda otaceni zalezi jen na velikosti vétsi poloosy orbity a souc¢tu hmotnosti
tél, protoze p = G(M;+ Ms), kde M; je hmotnost Slunce, M, je hmotnost planety

P a G je gravitacni konstanta.
2

h
Z toho, ze — = p = a(1 — €?), plyne Ze h? = pa(l — €*). Vyloucenim h z 5.7
L
dostavame:

T =21 a—.
14

Ozna¢ime w jako pritmérnou tihlovou rychlost otdceni ? planety po orbité:

o _ R (5.8)

w=— =
T a3

V nebeské mechanice se parametr w nazyva stiedni pohyb. Oznac¢ime-li hmot-

nost Slunce jako M, hmotnost planety jako Mp,, pricemz perioda otaceni a vétsi
poloosa jsou rovné 17 a a;, dostaneme vztah :

G(M(D + MP1) =

Stejnou rovnici mizeme napsat i pro jinou planetu s hmotnosti Mp,, periodou
otaceni T, a vétsi poloosou as:

G(MQ + MPQ) =

(15, str. 114)

2Uhlové rychlost ota¢eni je fyzikalni veli¢ina, kterd popisuje ota¢ivy pohyb télesa. Pramérna
uhlova rychlost je pomérem celkové tihlové drahy a celkového casu.
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Kapitola 6

Prvdépodobnost a nahodné
veliciny

Definice 7. (30, str. 2) Pravdépodobnost prirazuje ndhodnym jevim A € S ¢islo
P(A) mezi 1 a 0 vyjadrujici, jak hodné ¢ mdlo ocekdvdme, Ze ndhodny jev A
nastane.

I v pravdépodobnosti se casto vyskytuji vzorce, které obsahuji ¢islo w. Napii-
klad pro vypocet hustoty pravdépodobnosti pro normélni rozdéleni
N(u;0%),0% > 0 se pouziva vzorec:

1 _(e-p)?
e 202

fx) =

2mo

a pro pro (standardni) Cauchyho rozdéleni:

1
f(ﬂf):m-

(30)
Ale nejznaméjsi ulohou z pravdépodobnosti, kterd je spojena s Cislem 7, je
uloha o Buffonové jehle, kterou probereme v dalsi ¢asti kapitoly.

6.1 Buffonova jehla

e

\

Obrézek 6.1: Buffonova jehla

/T
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Uloha o Buffonové jehle

Tato 1loha je zajimavym prikladem pouziti geometrické pravdépodobnosti.

Na sif rovnobézek, jejichz vzajemna vzdéalenost je rovna h, nahodné hodime
jehlu o stejné délce h (obr. 6.1). Jaké je pravdépodobnost , Ze jehla prekiizi sit
rovnobézek (jev A)?

ReSeni:

Sit rovnobézek umistime do pocatku souradné soustavy rovnobézné s osou y.
Néahodné vhozeni jehly rozlozime do dvou fazi:
1. kam, na jaké misto v roviné dopadne Spicka jehly V' = [z,y] a
2. pod jakym dhlem a € (—m;7) (od osy x) pak jehla dopadne na rovinu. Pro

Obrazek 6.2:

vSecha mozné y situace je stejnd, coz nam umoznuje ve vsech péasech sitky h
a pro thly kladné i zaporné omezit nase tvahy pouze na popis modelu, kde
y=0,0<zx < haa € (0;m). Prostor vsech vysledku pro nas bude tedy obdélnik
Q= (0;h) x (0;7) a jeho obsah je roven |Q2| = wh.(obr. 6.2)

h/ h

a1

Obrazek 6.3:

D&l muzeme zvolit pevné = € (0; h) a vyjadrit si, pro které hly jehla protne
sit. Z obrazku 6.3 je patrné, ze jehla protne sit pro a,0 < a < aj a as < a <,
kde

h—x
P

cosa; = — a cos(m—ag) =

(6.1)

>R
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Oblast odpovidajici jevu A je tedy pro x € (0; h) omezena thly

x
0 < a < arccos 7 a T — arccos <a<m. (6.2)

Obsah oblasti vypoc¢itame integralem

h arccos % T
|A| :/ / 1da+/ lda |dx =
0 0 W—GTCCOShZz
h < T ( h —
= / arccos ——0+m— | m—arccos
0 h
1

= h[warccosw —V1—w?—(1—w)arccos(l —w)+4/1—(1— w)Q] —2h,
0

1
x))dm = h/ (arccos w+arccos(l—w))dw =
0

x
vyuzili jsme substituci w = 7 a vztah [arccoswdw = warccosw — /1 — w? + c.

2hl 2

Pravdépodobnost jevu A vypocitame jako podil P(A) = =

0 T
Uloha o Buffonové jehle byva povazovana za prvni pripad numerické metody
vyuzivajici ndhodnych procesu (tzv. metody Monte Carlo o které budeme mlu-
vit dél). Skuteéné, kdyz na zékladé vétsitho poctu pokusu s Buffonovou jehlou
odhadneme pravdépodobnost P(A), muzeme vypocitat numericky hodnotu ¢isla

.

(30)

Experimentalni pokus pro zjisténi cisla 7 pomoci

ulohy o Buffonové jehle

V predchozi tloze jsme nasli vzorec pro m pomoci pravdépodobnosti, ze jehla
délky h prekiizi sit rovnobézek o stejné vzdalenosti h. Ted bych chtéla ukazat
obecnégjsi pripad stejného vzorce, kde se délka jehly (oznacime ji jako [) a vzda-
lenost mezi rovnobézkami (oznacime ji jako a) budou lisit.

Hodné matematikii se snazili odhadout ¢islo m co nejpresnéji pomoci vzorce:
2-1
TR W Presnost vypoctu samoziejmé zalezi na poc¢tu hodi. Tak sSvycarsky
a
astronom a matematik R. Wolf udélal experimentalni zkousku vzorce. V pokusech
Wolfa se vzdalenost mezi rovnobézkami rovnala @ = 45 mm, a délka hozené jehly
byla I = 36 mm. Pravdépodobnost, ze jehla prekrizi sit rovnobézek podle vzorce
je
21 72
P(A) = — = — = 0,5093.

(4) ma 45T

Jehla byla hozena 5000 krat, pritom prekiizela sit 2532 krat. Takze frekvence

jevu vysla:
2532
—— = 0,5064
5000 ’ ’
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a my si muzenme vSimnout, ze tato hodnota je hodné blizka k pravdépodobnosti,
ktera byla spoéitana pres vzorec, a to 0,5093.

Vysledky Wolfovych pokusu se daji pouzit pro ptiblizny vypocet Ludolfova
¢isla. A to tak, ze budeme predpokladat rovnost:

72 2532
457 5000’

7 této rovnosti mizeme vypocitat pribliznou hodnotu 7 (rovna se to 3,159. . .),
ktera se lisi od skutecné o 0,02.

Poté stejné pokusy zopakovali i dalsi matematici a niZe jsou uvedené jejich
vysledky:

M. A. Smith (1855 r.) —3204 hodu —7 = 3,1553;

Fox (1894 r.) —1120 hodu — ~ 3,1419;

Lazzarini (1901 r.) —3408 hodu —7 &~ 3,1415929.

Stejny experimentalni pokus jsem udélala i j& pomoci papiru A4 s nakresle-
nymi rovnobézkami a obyc¢ejné jelhy. Délka mé jehly byla a = 56 mm a vzdalenost
mezi rovnobézkami byla [ = 65mm. Jehlu jsem hodila 100x a ziskala jsem takovy
vysledek pokusu:

Jehla prekrizila rovnobézky 74x. Takze ted podle vzorce se pokusim vypocitat
¢islo 7

65 -2 N 74
560 100

65-2-100

T~ ———
56 - 74

m & 3,13706564

Jak vidime, ¢islo 7, které jsme vypodéitali experimentalné neni tiplné presné,
ale je hodné priblizené k realnému.
Pro mé tato zkusenost byla velice zajimava.(31)

Néahodné generovani bodu v roviné umoznuje simulovat chovini mnoha fy-
zikalnich systému. Dalsi ¢ast kapitoly pojednidva o metodé Monte Carlo a jeji
aplikaci pri stanoveni hodnoty éisla 7.

6.2 Metoda Monte Carlo

Predstavme si nasledujici problém: Mame étverec o strané délky a, do kte-
a
rého vepiseme kruh o poloméru —. Jaka je pravdépodobnost (jev A), Ze naAhodné

zvoleny uvnitt étverce bod lezi uvnitt vepsaného kruhu? Velikost mnoziny piizni-
vych vysledka a vSech vysledku bude charakterizovana svym obsahem. Uzijeme
geometrické definice pravdépodobnosti a dostaneme:



Mame nahodny pokus: ,,vybrat ndahodné bod ze ctverce o strané délky a“. Zopa-
kujeme ten pokus n krat a zaznamendme, kolikrat se vyskytl priznivy vysledek.

A)

n
nahodného pokusu zjistime hodnotu matematické konstanty w. Plati totiz, ze

Tim padem vyjadiime pomeér . A co vic, dostatecné velkym opakovanim

n(A)

T~ 4 ,
n

nebot lim,, o M = P(A).

Metoda ktero% jsme pravé popsali se nazyva Monte Carlo. Vyuziva nahodnych
procest ke hledéni feseni konkrétnich problémi. Touto metodou lze v praxi rychle
urcovat naptiklad obsahy slozitych geometrickych obrazct (vypocty integrala,
apod.). (32)

V této tloze jsem také udélala experimentdlni pokus zjisténi hodnoty ¢isla 7,
ale ted pomoci pocitacové aplikace (zdrojovy kod je uveden v priloze). Aplikace
nahodné umistovala body v ¢tverci a dalsi tabulka ukazuje jak se ménila hodnota
¢isla 7 v zavislosti na poc¢tu budu.

Pocet umisténych bodi Stanoveny odhad hodnoty w

100 3,36
500 3,1173
2000 3,1364
5000 3,1254

w2 3,1415926539

Podle ptredchozi tabulky vidime, ze odhad ¢isla 7 pomoci metody Monte Carlo
neni presny, ale je hodné priblizeny.
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Kapitola 7

Pouziti cisla 7w ve fyzice

Cislo 7 je soudéasti mnoha vzorctt nejen v riiznjch oblastech matematiky, jak
jsme to mohli pozorovat drive, ale i ve fyzice, chemii, biologii, astronomii a eko-
nomice. To znamenad, zZe ¢islo m odrazi urcité zakony prirody. V této kapitole si
ukazeme jak je tato konstanta dulezita pro vypocet uloh z fyziky, kde bez ¢isla 7
nedokazeme vypocitat vychylku harmonickych kmitt nebo moment setrvacnosti
kruhové desky.

Cislo 7 znazoriuje vlastnosti prazdného prostoru Vesmiru, jejich stejnost v
libovolném sméru. Mtzeme ftict, Ze tato zajimava konstanta je spojend s izotopii
prostoru, a tdk i momentem hybnosti (rotacnim momentem).

7.1 Ulohy na kmitavé pohyby

V této casti kapitoly se budeme zabyvat jednim ze zdklanich typt pohybu,
ktery se oznacuje jako kmitavy pohyb nebo mechanické kmitani. Pro mechanické
kmitani je charakteristické, ze kmitajici téleso ptfi pohybu ztstava stéle v okoli
urc¢itého bodu, oznac¢ovaného jako rovnovazna poloha. Jestlize téleso pravidelné
prochazi rovnovaznou polohou, kona periodicky kmitavy pohyb. Zafizeni, které
volné kmitd, je mechanicky oscilator. (41, str. 10)

Definice 8. (41, str. 18) Perioda nebo doba kmitu T, za kterou probéhne jeden
kmit a oscilator dospéje do stejné polohy jako v pocatecnim okamZzZiku.

Definice 9. (/1, str. 13) Frekvence nebo kmitocet f, ktery je roven poctu kmiti
za jednu sekundu. Je tedy prevracenou hodnotou periody:

1
I=7

Definice 10. (41, str. 15) Pri pohybu mechanického oscildatoru se vijchylka y s
casem periodicky méni a vzhledem k rovnovdzné poloze nabyvad kladnich i zdpor-
nych hodnot. V urcitych casech dosahuje vychylka nejvetsi kladné. popr. zdporné
hodnoty. Kladnd hodnota nejvétsi vychylky je amplituda vijchylky vy, nebo kratce
amplituda.

Definice 11. (41, str. 17) Pro vychylku harmonického pohybu télesa, které se v
pocdtecnim okamzZiku nachdzi v rovnovazné poloze, plati vztah: y = y,, sin wt.
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Uhel ¢ = wt, kde w je thlové frekvence, je faze kmitavého pohybu a v kazdém
okamziku jednoznacné urcuje vychylku oscilatoru, ktery kona harmonicky pohyb.

Zakladni grafy kmitavych pohybii

P1i znazornovani kmitavych pohybt se neobejdeme bez znalosti grafii gonio-
metricych funkei s pouzitim ¢isla 7. Dalsi tloha ndm ukéze, ze ¢islo 7 je dilezitou
konstantou nejenom pro grafické znazornéni. Také se bez néj neobejde vzorec pro
vypocet thlové frekvenci a tak i cely vypocet okamzité vychylky.

Priklad 21. (34, priklad cislo 4)
a) Napiste rovnici okamzité vychylky harmonickych kmiti v zdvislosti na case,

je-li amplituda vichylky y,, = 10 cm a doba kmitu T = 2 s. Znazornéte graficky
zavislost okamZzité vijchylky na case. V caset = 0 je okamzita vychylka rovna nule.

b) Napiste rovnici harmonickych kmiti o polovicni amplitudé vichylky, dvoj-

ndsobné frekvenci a pocatecni fazi —327T. I tuto funkci zndzornéte graficky.
ReSeni:
Obecné rovnice okamzité vychylky y vypada takto:
Yy =71 -siny,

kde r je vektor, ktery popisuje polohu hmotného bodu. Pro tihlovou frekvenci
také plati:

w:?:%rf (7.1)

Kdyz vektor r lezi v ose y, urcéuje nejvétsi vychylku hmotného bodu z rovno-
vazné polohy. Odpovida tedy amplitudé vychylky: r = y,,.
Pak pro okamzitou vychylku plati vztah:

Y = Y - SINWI,

kde v, je amplituda kmitavého pohybu.

KdyZz harmonicky pohyb nezac¢ind v rovnovazné poloze, uvazujeme ze v Case
t = 0 hmotny bod urazil thel ¢q. g je poc¢atecni faze kmitavého pohybu.

My budeme pottrebovat okamzitou vychylku kmitavého pohybu s pocatecni
fazi, ktera vypada takto:

Y = Ym sin(wt + ¢o)

a podle vztahu 7.1 ji mizeme prepsat takto:

Y = Y, SID (Q—Wt + 300).

T
2
a) V tomto pripadé je % = 7,9 = 0. Potom y = 10sin 7t. (obr. 7.1)
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Y
cm

JANANS

Obréazek 7.1: y = 10sin 7t

m 3 , : o o
b) Je-li y/ = %, ff=2faqp)= —?ﬁ, ma rovnice harmonickych kmitt tvar

Yy = Hsin (27rt— 3;)

Na obr. 7.2 je tento graf vyznacen silnou carou.

Y
cm

3
Obrazek 7.2: y = 5sin(2nt — g)

Moment setrvacnosti kruhové desky

V dalsim prikladu budeme hledat moment setrvacnostu kruhové desky. Tahle
fyzikalni veli¢ina vyjadfuje miru setrvacnosti télesa pti otacivém pohybu. Pii fe-
seni pouzijeme to, ze desku rozdélime na mezikruzi (nekonecné tenké prstency) a
postupnym sectenim dil¢ich mometti dospéjeme k vysledku. Pro vypocet hmot-
nosti prstencii a jejich plochy ¢islo 7 je zédsadni, a tak vidime Ze bez této konstanty
by se tato tloha nedala spocitat.

Priklad 22. (34, priklad ¢islo 9) Urcéete moment setrvacnosti homogenni kru-
hové desky o hmotnosti m a polomeéru R wvzhledem k ose prochdzejici stredem
desky kolmo na rovinu desky. Tloustku desky zanedbejte.

Reseni:

Jak jsme jiz zminili diive, v této tloze vyuzijeme toho, Ze si kruh rozdélime
na n mezikruzi (nekonecné tenkych prstenci). A to udélame tak, ze polomér
kruhu rozdélime na n stejné velkych casti a délicimi body provedeme soustiedné
kruznice (obr. 7.3). Hmotnost k-tého mezikruzi pak uré¢ime uzitim vztahu

my = m(rg = Ti1) 0,
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Obrazek 7.3:

. v . « ce vy m
kde o je posna hustota a vypocteme ji uzitim vztahu o = vl
s

Kazdy prstenec nyni budeme povazovat za hmotnou kruznici o poloméru rov-
ném aritmetickému priméru krajnich poloh prstencti. Oznacime-li

T = 51{7 Tk—1 = E(k - ]-)7
n n

pak pro moment setrvacnosti k-tého prstenctt mizeme psat

(2k — 1)%.

Te —Th_1\2 TmoR*
Ty =m(r} — 7“1%—1)“( : 9 - 1) = 475

Po sec¢teni dil¢ich momentti setrvacnosti J; dostaneme celkovy moment setr-
vacnosti kruhové desky J(n), ktery se bude skute¢né hodnoté blizit tim vice, ¢im
bude vétsi n. Plati

" 4o R* &
Jn) =Y J, = yi > (2k—1)°
k=1 o=
droRY , ., 4o R 1
J(n) = g n“(2n° —1) = 1 (Q_E)
Budeme-li za n postupné dosazovat hodnoty 1,2,3 ..., dostaneme posloupnost
roR* ToR* T ToR* 17
Jy = Jo = - Js = — ... Jn=J
1 4 ) 2 4 47 3 4 9 ) ; (n)

Hledany moment setrvacnosti kruhové desky pak dostaneme jako limitu této
posloupnost, tj.

4
J = lim J(n) = moft

n—00 2
) TR . RV
kruhové desky vzhledem k ose kolmé na rovinu kruhu a prochéazejici stredem
kruhu

Nakonec dosadime zpét za o = a obdrzime vztah pro moment setrvacnosti

1
Jo = imRZ
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Z.aver

Cilem mé bakalarské prace bylo ukazat ¢tenari jiné sméry a zplusoby pouziti
¢isla m kromé tradi¢nich, a to nejenom v geometrii, ale i v jinych oblastech mate-
povazovala jsem za vhodné udélat sbirku netradi¢nich prikladi, které by znazor-
nily praktické pouziti Ludolfovy konstanty v riznych oblastech matematiky.

V pribéhu jednotlivych kapitol jsem se snazila pomoci rizného typu tloh
ukazat, ze ¢islo 7 mizeme vnimat nejenom jako pomér délky kruznice a jejiho
poloméru, ale i jako dilezitou konstantu pii vypoctu goniometrickych rovnic nebo
fyzikalnich tloh.

V prvni kapitole jsme se zamérili na historii ¢isla 7 a pouziti konstanty v zaji-
mavych tlohach téch dob. Druha kapitola byla vénovana geometrickym tlohdm a
v této kapitole jsme se seznamili s netypickym zptisobem pouziti Ludolfove kon-
stanty. Napriklad, hodné zajimavym byl priklad ¢islo 15 (str. 31-32), ve kterém
jsme se setkali se sférickym trojihelnikem. Nejmin tradic¢ni tilohu v této kapitole
podle mé byla tloha ¢islo 16 (str. 32-33), kde ¢islo 7 bylo zésadni jak pri vypoctu,
tak ve vysledku.

Kapitola o goniometrickych rovnicich a nerovnicich nam ukéazala ¢islo m né
jako pomér obvodu kruznice a jejtho poloméru, ale jako tihel v trigonometrickych
funkcich.

Dalsi dvé dlohy byly vénované zajimavym vztahim mezi ¢islem 7 a matema-
tickymi konstantami, ukazali nam netradi¢ni vzorce a algoritmy s pouzitim ¢isla
m, rozsitili nase predstaveni o mozném vyuziti konstanty v matematice.

Nejmin tradicni tlohou ale ztstava uloha o Buffonové jehle, ktera byla pred-
stavend v kapitole o pravdépodobnosti. Také v této kapitole je ukdzand metoda
Monte Carlo a vypocet ¢isla m pomoci této metody. Oba priklady jsem experimen-
talné vyzkousela i ja a yysledky mé prekvapily svym priblizenim k redlné hodnoté.

Posledni kapitola byla vénovana pouzitim Ludolfové konstanty ve fyzikalnich
ulohéch a ukazala nam, ze ¢islo 7 je zasadni i pro hodné fyzikalnich procest.

V této praci se nam podarilo shroméazdit ty dlohy, které se malokdy vyskytly
a nejsou typické pri vyuce ¢isla 7. Shirka je vhodna pro pouzivani na strednich
a vysokych skolach pro rozsireni poznatki o Ludolfovém cisle a zptisobech jeho
pouziti.
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Priloha

Zdrojovy kod, naprogramovany v jazyce Pascal, spoustéci aplikace pro vypo-
¢et ¢isla m pomoci metody Monte Carlo:

uses Crt;
const
n=10000000;
r=46340;
r2=46340*46340;
var
i,pass : Longlnt;
X,y : real;
F+
begin
Randomize;
pass:=0;
for i:=1 to n do
begin
x:=Random(r+1);
y:=Random(r+1);
if ( x*x+y*y <12 ) then INC(pass);
end;
TextColor(GREEN);
WriteLn(,,Cislo 7 je rovno:“,(pass/i*4):0:5);
ReadLn;
end.
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