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Studijńı program: Fyzika, Obecná fyzika
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Vedoućı bakalářské práce: Mgr. David Heyrovský, Ph.D.
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80 až 200 slov. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit.
Ut sit amet sem. Mauris nec turpis ac sem mollis pretium. Suspendisse
neque massa, suscipit id, dictum in, porta at, quam. Nunc suscipit, pede
vel elementum pretium, nisl urna sodales velit, sit amet auctor elit quam
id tellus. Nullam sollicitudin. Donec hendrerit. Aliquam ac nibh. Vivamus
mi. Sed felis. Proin pretium elit in neque. Pellentesque at turpis. Maecenas
convallis. Vestibulum id lectus. Fusce dictum augue ut nibh. Etiam non urna
nec mi mattis volutpat. Curabitur in tortor at magna nonummy gravida.
Mauris turpis quam, volutpat quis, porttitor ut, condimentum sit amet, felis.
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Title: Gravitational microlenses with small Einstein radii
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Kapitola 1

Úvod

Podle autor̊u knihy [11] můžeme začátek historie gravitačńıch čoček datovat
do 80. let 18. stol. V té době samozřejmě ještě tento pojem neexistoval, po-
prvé ho zavedl až Lodge v prvńı polovině 20. stol., kdy prohlásil, že slunečńı
gravitačńı pole se chová jako čočka bez optické osy. Vrat’me se však zpět do
konce 18. stol. John Michell ṕı̌se Henrymu Cavendishovi dopis, ve kterém
poznamenává, že kdyby poloměr tělesa o stejném složeńı a hmotě jako naše
Slunce se zmenšil 500 krát, tak hmotný bod padaj́ıćı volným pádem z ne-
konečna na toto těleso by měl na povrchu rychlost větš́ı než světlo. Tud́ıž
jakékoliv světlo vyzářené z tohoto tělesa se vždy vrát́ı na povrch. Na po-
pud této myšlenky se pokusil Cavendish spoč́ıst odchylku světla zp̊usobenou
t́ımto tělesem, v úvahu bral Newtonovou korpuskulárńı teorii světla. Své
výsledky však nikdy nepublikoval.

Prvńı, kdo spočetl úhlovou odchylku obrazu hvězdy od slunečńıho okraje,
byl Soldner (roku 1801, [13]). Vyšla mu hodnota 0.85”. O stejný výpočet se
pokusil Einstein o sto let později (1911) na zálkadě principu ekvivalence a
kupodivu dospěl k obdobnému výsledku 0.87” [3]. Po čtyřech letech si však
uvědomil chyby, které se dopustil ve výpočtu a došel ke správné odchylce
1.75” [4], to už za použit́ı obecné teorie relativity. Ověřeńı této hodnoty
bylo výzvou pro všechny astronomy. Jako prvńımu se to podařilo A. S. Ed-
dingtonovi na Princově ostrově při zatměńı slunce v roce 1919 [2] (hodnota
1.61”±0.30”).

V roce 1937 Zwicky [15] poznamenává, že by vzdálené galaxie mohly
sloužit jako gravitačńı čočky ke zobrazeńı ještě vzdáleněǰśıch objekt̊u.
Jednoduše řečeno gravitačńı čočka je velmi hmotný objekt (např. gala-
xie, popř́ıpadě kupa galaxíı), který zakřivuje prostoročas natolik, že obraz
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vzdáleněǰśıho objektu (např. kvasaru) nalézaj́ıćıho se za čočkou je dostatečně
zjasněn, abychom ho mohli detekovat. T́ım pádem můžeme studovat objekty
jinak špatně pozorovatelné. Po této hypotéze přibyly ještě daľśı o využit́ı
čoček, ale stále se čekalo na d̊ukaz, že tento jev je skutečně pozorovatelný.
Přǐsel ke konci sedmdesátých let, kdy byl poprvé pozorován dvojitý obraz
kvasaru 0957+561, a tak potvrdil Zwickyho teorii. Tento jev nejen potvr-
zuje správnost obecné teorie relativity, ale též slouž́ı ke studiu vesmı́rných
objekt̊u. Dı́ky němu např. zkoumáme stavbu center kvasar̊u.

Gravitačńı mikročočka je narozd́ıl od gravitačńıch čoček méně hmotný
objekt (hvězdné či planetárńı hmotnosti) a ačkoli také vytvář́ı násobné ob-
razy zdroje světla (většinou hvězdy), jsou tyto obrazy natolik bĺızko sebe, že
je nedokážeme rozlǐsit a ve výsledku vid́ıme hvězdu jasněǰśı. Pozorováńım
změn jasnosti hvězd, např. ve Velkém Magellanovem mračnu, jak to navrhl
Paczyński v roce 1986 [8], bychom mohli rozlǐsit, které byly zp̊usobené gra-
vitačńımi mikročočkami a které ne. V následuj́ıćıch letech se uskutečnily
projekty hledáńı jev̊u zp̊usobené mikročočkami: OGLE, EROS, MACHO
(Massive Astrophysical Compact Halo Objects). Hlavńı význam mikročočky
maj́ı při detekci a studováńı binárńıch a planetárńıch systému.

Ve své práci zprvu seznámı́m čtenáře se základńımi pojmy vyskytuj́ıćımi
se v teorii mikročoček a základńımi vztahy k určeńı zjasněńı zp̊usobené gra-
vitačńı mikročočkou. Chtěl bych poukázat na odlǐsné výsledky, které nám vy-
jdou nesprávným použit́ım aproximaćı navrženými Gouldem v [5] pro malé
či bodové zdroje, a t́ım vymezit použitelnost těchto aproximaćı. Nakonec
porovnám své výsledky s několika pracemi jiných autor̊u, kteř́ı právě užili
aproximace ve svým modelech pr̊uběhu zjasněńı pozorované hvězdy.
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Kapitola 2

Zjasněńı zp̊usobené gravitačńı
mikročočkou

2.1 Zjasněńı bodového světelného zdroje

Nejprve si objasněme model zjasněńı bodového zdroje, který využijeme v
následuj́ıćı podkapitole při výkladu zjasněńı plošného zdroje. Mějme bo-
dový světelný zdroj ve vzdálenosti ds od pozorovatele a hmotný objekt
(mikročočku) o hmotnosti M nacházej́ıćıho se ve vzdálenosti dd mezi po-
zorovatelem a zdrojem. Zakřiveńım prostoročasu čočkou vzniknou dva ob-
razy zdroje, které ale nemůžeme rozlǐsit kv̊uli jejich malé vzájemné úhlové
vzdálenosti. Úhlové zvětšeńı obraz̊u však zároveň zp̊usobuje celkové zjasněńı
hvězdy. Veličina, charakterizuj́ıćı mikročočku, se nazývá úhlový Einstein̊uv
poloměr

θE ≡
√

4GM(ds − dd)

c2dsdd

, (2.1)

kde G je gravitačńı konstanta a c rychlost světla. V následuj́ıćım textu
bude Einstein̊uv poloměr vyjádřen v jednotkách poloměru zdrojové hvězdy
(ε = θE/θ∗, θ∗ znač́ı úhlový poloměr hvězdy). Einstein̊uv poloměr nám
udává, jak hmotná je čočka a jak moc ovlivňuje dráhu paprsku světla ze
zdroje v závislosti na jej́ı poloze od tohoto zdroje a t́ım pádem i konečné
zjasněńı hvězdy. V př́ıpadě, že by se zdroj nalézal přesně za čočkou na
př́ımce pozorovatel - čočka, vzniklé dva obrazy by se zobrazily jako jeden
právě o úhlovém poloměru rovnaj́ıćımu se Einsteinovu. Výsledné zjasněńı
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A0 světelného toku bodového zdroje je

A0(x) =
x2 + 2ε2

x
√

x2 + 4ε2
, (2.2)

kde x nám určuje úhlovou vzdálenost mezi zdrojem a čočkou (a je též v
jednotkách úhlového poloměru hvězdy). A0 je monotónně klesaj́ıćı funkce,
pro kterou plat́ı

lim
x→∞A0(x) = 1, (2.3)

A0(x) ' 1

x
, x ¿ ε. (2.4)

Podrobněǰśı teorii mikročoček můžete naleznout v [9].

2.2 Přesné zjasněńı plošného světelného

zdroje

Celkové zjasněńı plošného světelného zdroje (hvězdy) poč́ıtáme jako pod́ıl
světelného toku s výskytem mikročočky v okoĺı kotouče hvězdy a toku bez
př́ıtomnosti čočky, integrujeme přes celou plochu kotouče hvězdy

A(~l) =

∫
B(~r)A0(|~l + ~r|)d2~r∫

B(~r)d2~r
. (2.5)

Hodnota B nám vyjadřuje intenzitu okrajového ztemněńı hvězdy v bodě ~r
od středu kotouče, ~l polohu čočky od středu hvězdy v jej́ı rovině (viz. obrázek

1), ~r a ~l jsou v jednotkách poloměru hvězdy.
Vzdálenost l se v čase měńı podle vztahu

l(t) =

√
l20 +

(
t− tmax

t∗

)2

, (2.6)

kde l0 je nejmenš́ı vzdálenost mezi zdrojem a čočkou (impaktńı parametr),
tmax je čas maximálńıho přibĺıžeńı bodového zdroje a t∗ doba, za kterou
mikročočka změnila svou polohu o úhlový poloměr zdroje.

V našem př́ıpadě předpokládáme, že okrajové ztemněńı B je radiálně
symetrická funkce, proto přejdeme do polárńıch souřadnic, č́ımž źıskáme

A(l) =

∫ 1
0 B(r)A(l, r)rdr

2π
∫ 1
0 B(r)rdr

, (2.7)
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Obrázek 1: Schéma geometrie čočky (bod uprostřed) a hvězdy (kružnice
plnou čárou), čárkovaná kružnice představuje kružnici s Einsteinovým po-
loměrem.

kde A(l, r) je úhlově zintegrované zjasněńı

A(l, r) ≡
∫ 2π

0
A0

(√
l2 + 2rl cos φ + r2

)
dφ. (2.8)

Úhel φ je sevřený polopř́ımkou ve směru vektoru ~l od středu zdroje s vek-
torem ~r polohy bodu na zdroji mı́̌reným od jeho středu (viz. obrázek 1).
Řešeńım integrálu (2.8) je funkce úplných eliptických integrál̊u prvńıho K(k)
a třet́ıho druhu Π(n, k)

A(l, r) =
4

(l + r)
√

(l − r)2 + 4ε2

[
2ε2K

(
4ε

l + r

√
lr

(l − r)2 + 4ε2

)
+

+ (l − r)2Π

(
4lr

(l + r)2
,

4ε

l + r

√
lr

(l − r)2 + 4ε2

) ]
. (2.9)

Použ́ıvám standardńı definici úplných eliptických integrál̊u

K(k) =
∫ π/2

0

dα√
1− k2 sin2 α

(2.10)

Π(n, k) =
∫ π/2

0

dα

(1− n sin2 α)
√

1− k2 sin2 α
. (2.11)
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V př́ıpadě l = r funkce (2.9) diverguje. V této situaci tuto funkci
vyjádř́ıme jako řadu, kdy r = l + δ (|δ| ¿ 1), převzato z [6],

A(l, l+δ) ' 2ε

l

(
1− δ

2l

)
ln

8εl

|δ|√l2 + ε2
+4 arctan

l

ε
+

ε(2l2 + ε2)

l2(l2 + ε2)
+O(δ2 ln |δ|).

(2.12)

2.3 Aproximované zjasněńı plošného

světelného zdroje

S aproximaci začneme poč́ıtat v př́ıpadě, kdy máme velmi silnou čočku (ε À
1) [5] a vzdálenost čočky l je výrazně menš́ı než ε (ε À l) [6]. Potom (2.9)
lze aproximovat funkćı

A(l, r) ' 4ε

l + r
K

(
2
√

lr

l + r

)
. (2.13)

Povšimněme si, že tento výraz též diverguje pro l = r, proto také (2.13)
rozvineme do řady s r = l + δ

A(l, l + δ) ' 2ε

l

(
1− δ

2l

)
ln

8l

δ
+

εδ

l2
+O(δ2 ln |δ|). (2.14)

V př́ıpadě, že chceme doćılit přesněǰśıch výsledk̊u, použijeme vylepšenou
aproximaci, o které je lehce zmı́něno v [5]. Stač́ı výsledné zjasněńı (2.7)
źıskané dosazeńım (2.13) přenásobit faktorem A0l

ε

A2 =
A0l

ε
A1, (2.15)

kde A2 je hodnota vylepšené aproximace a A1 hrubá aproximace. Tato vy-
lepšená aproximace dává přesněǰśı výsledky pro větš́ı l.

10



Kapitola 3

Výpočet a výsledky

3.1 Výpočet

Ćılem výpočtu bylo spoč́ıst výsledný světelný tok (2.7) postupem přesného
výpočtu a aproximaćı, porovnat jejich výsledky a určit relativńı odchylku ζ,
kterou si definujme

ζ1,2 =
A1,2 − A

A
, (3.1)

kde A1,2 je celkové zjasněńı spočtené aproximacemi a A zjasněńı spočtené
přesně. Kladná hodnota ζ znamená nadhodnocené a záporná podhodnocené
zjasněńı. Dále ζ1 bude značit hrubou aproximaci a ζ2 vylepšenou.

Pr̊uběh výpočtu (2.7) se lǐsil v závislosti na poloze mikročočky. Byly čtyři
rozd́ılné situace: čočka se nacházela ve středu kotouče (l = 0), mezi středem
a okrajem (l ∈ (0, 1)), na okraji (l = 1) a nakonec vně hvězdy (l > 1). K
výpočt̊um integrálu v (2.7) jsem použil numerického vzorce

∫ XN

X1

f(x)dx = h

[
5

12
f1+

13

12
f2+f3+ ...+fN−2+

13

12
fN−1+

5

12
fN

]
+O

(
1

N3

)
,

(3.2)
který je dostatečně přesný k určeńı zjasněńı, aniž bych se dopustil výrazné
chyby, h znač́ı integračńı krok a fi funkčńı hodnotu v daném integračńım
kroku, a na výpočet eliptických integrál̊u prvńıho a třet́ıho druhu nume-
rických postup̊u v [10].

V prvńım př́ıpadě je hodnota l nulová. To usnadnilo velmi práci, protože
rovnice (2.8) se redukovala naA(0, r) = 2πA0(r) a nemusel jsem tedy poč́ıtat
eliptické integrály. Tento vztah jsem dosadil do (2.7) a numericky spočetl
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výsledné zjasněńı, integračńı krok byl δ = 2 × 10−4 (tento krok byl použit
i v následuj́ıćıch numerických výpočtech integrál̊u (2.7)). Při aproximaci
nepouž́ıváme vztahu (2.9), ale (2.13). Sem dosad́ıme opět l = 0, č́ımž se
nám tento vztah zjednoduš́ı na A(0, r) = 2πε/r, který se dosadil do (2.7).

Při polohách čočky mezi středem a okrajem hvězdy je problémový bod
divergence l = r, argument eliptických integrálu nabývá totiž hodnoty 1
(argument muśı být v absolutńı hodnotě menš́ı než jedna). V tomto př́ıpadě
se numericky integrovalo kromě nejbližš́ıho okoĺı bodu divergence. Pro okoĺı
divergence jsem dosadil (2.12) do (2.7) a analyticky spočetl

∫ l+∆

l−∆
B(r)A(l, r)rdr =

∫ ∆

−∆
B(l + δ)A(l, l + δ)(l + δ)dδ, (3.3)

kde jsem použil substituce r = l+δ a ∆ = 2×10−4. Pro zachováńı přesnosti
výpočtu rozvineme B(l+ δ) do řady a stač́ı nám k tomu jen prvńı řád B(l+
δ) = B(l)+ δB′(l), B(l) znač́ı č́ıselnou hodnotu v l a B′(l) č́ıselnou hodnotu
derivace v l. T́ımto jsem nahradil chyběj́ıćı integračńı krok v numerickém
výpočtu. Během výpočtu tohoto integrálu, který je triviálńı (nepotřebujeme
numerických postup̊u), jsem zanedbal veškeré členy řádu δ2 ln |δ| a vyšš́ıho.
Neměly vliv s ohledem na mnou vybranou přesnost. V aproximaci se využije
vztahu (2.14) mı́sto (2.12).

Když se čočka nalézá na okraji disku hvězdy (l = 1), je výpočet obdobný
jako výše, lǐśı se jen v integračńıch meźıch.

∫ 1

1−∆
B(r)A(1, r)rdr =

∫ 0

−∆
B(1 + δ)A(1, 1 + δ)(1 + δ)dδ. (3.4)

Vně kotouče se nevyskytoval žádný problém, který by komplikoval
výpočet. Stačilo dosadit (2.9) (v př́ıpadě aproximace (2.13)) do (2.7) a nu-
mericky spoč́ıst.

3.2 Výsledky

Jak jsem již poznamenal dř́ıve, jednotky rozměr̊u jsou udávány v poloměru
zdroje kv̊uli jednodušš́ımu přechodu na konkrétńı př́ıpad. Ve výpočtech
jsem bral v úvahu Einstein̊uv poloměr v rozmeźı 1 až 100 násobk̊u po-
loměru hvězdy, což je rozmeźı, které zahrnuje většinu pozorovaných hod-
not. Maximálńı vzdálenost mikročočky od hvězdy (v jej́ı rovině) jsem zvo-
lil 4 násobky poloměru hvězdy. Pro větš́ı vzdálenosti nemělo smysl celkové
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zjasněńı nadále poč́ıtat, protože se jeho hodnota bĺıžila ke zjasněńı bodového
zdroje, jak je zřejmé na následuj́ıćıch grafech.

Výpočet jsem prováděl pro tři r̊uzná chováńı okrajového ztemněńı.
Bázové ztemněńı můžeme modelovat jako B(r) = a1B1(r) + a2B2(r) +
a3B3(r), a1, a2, a3 jsou konstanty a B1, B2, B3 ortonormálńı báze sesta-
vená analýzou hlavńıch komponent pr̊uběhu okrajového ztemněńı model̊u
hvězdných atmosfér [6]. Základńı tvar je daný B1 a B2, B3 jsou korekce
vyšš́ıho řádu. V mém př́ıpadě jsem použil B(r) = B1(r)+uB2(r) a zvolil tři
hodnoty u: u = -0.1620 (nejstrměǰśı pr̊uběh), u = 0, u = 0.0902 (nejplošš́ı
pr̊uběh), jak vid́ıme na (2). Hodnotu B jsem vynášel normalizovanou na
jednotkový světelný tok.

Do grafu (3) jsem vynesl závislost celkového zjasněńı hvězdy na poloze
mikročočky s Einsteinovým poloměrem ε = 1. Pokud by se čočka nacházela
přesně ve středu, źıskáme maximálńı zjasněńı. Poté docháźı k strmému po-
klesu zjasněńı, jak se vzdaluje od středu. Zjasněńı v oblasti okraje hvězdy
přecháźı z konkávńıho pr̊uběhu na konvexńı a neńı už tak strmé, zjasněńı
klesá pozvolna a limitně se bĺıž́ı k hodnotě jedna, neboli už nepozorujeme
zjasněńı. Obdobný pr̊uběh bychom pozorovali i pro čočky s větš́ım Einstei-
novým poloměrem. Povšimněme si bodu kolem l = 0.75. Zde zjasněńı nabývá
stejné hodnoty pro všechna ztemněńı a také se jejich role převráćı, což je
zp̊usobeno modelem okrajového ztemněńı, jak je zřejmé z předešlého grafu.
Od této polohy je zjasněńı větš́ı pro nejplošš́ı pr̊uběh než před l = 0.75, kde
dominovalo zjasněńı pro nejstrměǰśı pr̊uběh.

Mým hlavńım úkolem bylo určit chybu, které bychom se dopustili při
použit́ı aproximaćı. K aproximacem bychom měli přistoupit pro ε À 1 a
ε À l. Pod́ıvejme se, že opravdu pro malá a málo odlǐsná ε od l dojdeme
k odlǐsným výsledk̊um. Na grafu (4) jsou znázorněny hodnoty celkového
zjasněńı spočtené pro ε = 1 a u = 0 přesně, hrubou aproximaci a vylepšenou
aproximaci. Nelze si nepovšimnout, že zjasněńı z hrubé aproximace je velmi
odlǐsné. Aproximaci vycháźı velmi podhodnocené výsledky, odchyluj́ı se o
10% až 75%, a dokonce jsou menš́ı než 1, to by naopak znamenalo, že hvězda
neńı jasněǰśı, ale má menš́ı jasnost než p̊uvodně. Vylepšenou aproximaci
dostáváme mnohem v́ıce bližš́ı hodnoty k správnému zjasněńı (odchyluj́ı
se o 3% až 10%). Tento př́ıklad nemá reálné opodstatněńı, takové malé
mikročočky se zat́ım nepozorovaly, vybral jsem ho jen jako vzorový. Při
větš́ıch ε se rozd́ıly mezi aproximacemi a přesným výpočtem zmenšuj́ı, viz.
grafy (5) (ζ1 ' 18%, ζ2 ' 0.1%) a (6) (ζ1 ' 5.5%, ζ2 ' 0.04%). T́ım se
potvrzuje, že aproximace je správná pro e À 1 a e À l.
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Vynesme závislost relativńı odchylky ζ1 na l, grafy (7), (8), (9). Nejprve
si povšimněme, že závislost pro odlǐsná ztemněńı se výrazně nelǐśı, zprvu
můžeme pozorovat menš́ı rozd́ıly, ty však zmiźı, když čočka se dostane mimo
kotouč hvězdy a dokonce pro větš́ı ε jsou skoro nepozorovatelná, tzn. že
ztemněńı nemá velký vliv na pr̊uběh odchylky. Dále je velmi zaj́ımavý sám
pr̊uběh. Od středu hvězdy chyba nar̊ustá se vzdálenosti pomaleji, ale vně
kotouče je nár̊ust razantněǰśıho charakteru, což jsme mohli předpokládat z
podmı́nky aproximace ε À l.

Závislost relativńı odchylky od skutečné hodnoty zjasněńı na vzdálenosti
l čočky a Einsteinova poloměru ε jsem vynesl do graf̊u (10), (11) a (12).
Vykreslil jsem je jako kontury v logaritmické škále pro větš́ı přehlednost.
Kdybych je vykresloval ve skutečném měř́ıtku, křivky by byly nahuštěné ve
spodńı části grafu.

Pro malá ε je tato chyba stále enormńı. Od ε = 4 chyba má hodnotu méně
jak 1%, ale jen v malém okoĺı středu. Samozřejmě se toto okoĺı zvětšuje s
rostoućım e. Řekněme, že od e = 25 můžeme použit aproximaci aniž bychom
se dopustili výrazného podhodnoceńı změny jasnosti hvězdy (ale jen od l =
1.5 ke středu disku).

Pro zaj́ımavost jsem ještě vynesl graf (13), kde jsou vidět rozd́ılné rela-
tivńı odchylky v závislosti na okrajovém ztemněńı. Jsou rozd́ılné přibližně
do l = 1, pak jsou shodné.

Na grafech (14), (15), (16) jsou znázorněny pr̊uběhy relativńı odchylky
ζ2 v závislosti na l pro tři r̊uzná ε. Pr̊uběh je zcela odlǐsný od graf̊u (7),
(8), (9). Chyba v nule je shodná jako u hrubé aproximace, ale potom se
začne přibližovat k nule, kterou překroč́ı, a opět roste ke svému maximu
jen v kladných č́ıslech. Tato aproximace nám zprvu udává podhodnocené
zjasněńı, potom však nadhodnocené s maximem na okraji kotouče hvězdy.
Tato aproximace má odchylku pro větš́ı l sṕı̌se konstantńıho charakteru (ale
předpokládám, že začne opět r̊ust, protože přestane platit podmı́nka ε À l)
narozd́ıl od té předešlé, u které se chyba zvětšovala s rostoućım l.

Do graf̊u (17), (18) a (19) jsem vynesl celkovou závislost ζ2 na l a ε.
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Obrázek 2: Závislost okrajového ztemněńı B na vzdálenosti r od středu
hvězdy.
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Obrázek 3: Pr̊uběh zjasněńı hvězdy zp̊usobené mikročočkou s ε = 100 = 1
ve vzdálenosti l od středu disku hvězdy.
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Obrázek 4: Různá zjasněńı zp̊usobena odlǐsnými postupy výpočt̊u pro okra-
jové ztemněńı u0 a ε = 100 = 1.
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Obrázek 5: Různá zjasněńı zp̊usobena odlǐsnými postupy výpočt̊u pro okra-
jové ztemněńı u0 a ε = 100.7 .

= 5.
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Obrázek 6: Různá zjasněńı zp̊usobena odlǐsnými postupy výpočt̊u pro okra-
jové ztemněńı u0 a ε = 101 = 10.
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Obrázek 7: Závislost ζ1 na l, ε = 100 = 1.
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Obrázek 8: Závislost ζ1 na l, ε = 101 = 10 (u0).
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Obrázek 9: Závislost ζ1 na l, ε = 102 = 100 (u0).
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Obrázek 10: Závislost relativńı odchylky ζ1 na l a ε pro okrajové ztemněńı
upl.
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Obrázek 11: Závislost relativńı odchylky ζ1 na l a ε pro okrajové ztemněńı
u0.
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Obrázek 12: Závislost relativńı odchylky s ζ1 na l a ε pro okrajové ztemněńı
ust.
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Obrázek 13: Závislost relativńı odchylky ζ1 na l a ε pro r̊uzná okrajová
ztemněńı, tečkovaná křivka znač́ı ust, křivka plnou čarou u a čárkovaná
křivka upl.
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Obrázek 14: Závislost ζ2 na l pro ε = 100 = 1.
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Obrázek 15: Závislost ζ2 na l pro ε = 100.5 .
= 3.16.
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Obrázek 16: Závislost ζ2 na l pro ε = 101 = 10.
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Obrázek 17: Závislost relativńı odchylky ζ2 na l a ε pro okrajové ztemněńı
upl.
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Obrázek 18: Závislost relativńı odchylky s ζ2 na l a ε pro okrajové ztemněńı
u0.
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Obrázek 19: Závislost relativńı odchylky s ζ2 na l a ε pro okrajové ztemněńı
ust.
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Kapitola 4

Ověřeńı správnosti použit́ı
aproximace

V této kapitole bych rád okomentoval některé výsledky praćı, které použily k
výpočtu zjasněńı aproximace. Zda chyba, j́ıž se dopustili, neńı natolik velká,
že by mohla ovlivnit daľśı modely, poč́ıtaj́ıćı s těmito výsledky. V těchto
článćıch autoři neuváděj́ı, v jaké vzdálenosti od středu disku začali použ́ıvat
aproximaci a o kterou se jedná (zda hrubou nebo vylepšenou). Proto budu
předpokládat, že s aproximaci začali ve vzdálenosti dvou poloměr̊u hvězdy
od jej́ıho středu. Chyby, které se dopustili, uvedu jak pro hrubou, tak i pro
vylepšenou aproximaci.

V práci [7] se pojednává o události označované OGLE-2003-BLG-238.
Ṕı̌sou zde o zjasněńı hvězdy přibližně z 15 magnitudy na 10.3. Celá událost
trvala 38 dńı a maximálńı zjasněńı nastalo 26.88 srpna 2003, uváděj́ı A =
170. Úhlový Einstein̊uv poloměr θE byl (652±56) µas, a poloměr hvězdy θ∗
= (8.35±0.72) µas. Což v našich jednotkách je přibližně ε = 78. Ke středu
hvězdy se mikročočka přibĺıžila na vzdálenost l = 0.156. Hrubou aproximaćı
dostávaj́ı podhodnocené zjasněńı ve vzdálenosti l = 2 o ζ1 ' −0.025%,
které postupně klesá na hodnotu ζ1 ' −1.7×10−3% pro l = 0.156 (chyba se
může trochu lǐsit podle modelu okrajového ztemněńı). Vylepšená aproximace
dává hodnoty zjasněńı ještě méně odlǐsné od skutečného zjasněńı, pr̊uběh
odchylky ζ2 je však složitěǰśı. V l = 2 nabývá ζ2 ' 6× 10−5%, poté roste k
hodnotě ζ2 ' 6× 10−4% v l = 1. Mezi l = 1 a l = 0.156 chyba překroč́ı nulu
(l = 0.73) a dosáhne maxima v záporných č́ıslech ζ2 ' −1.7 × 10−3% pro
l = 0.156. Použit́ı aproximace (at’ už jakékoliv) bylo oprávněné, Einstein̊uv
poloměr byl dostatečně větš́ı než vzdálenost mikročočky od středu hvězdy.
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Povšimněme si, že chyby pro malá l se shoduj́ı jak pro hrubou, tak i pro
vylepšenou, což je typické pro tyto aproximace.

Zjasněńı hvězdy (θ∗ = (4.5±0.7) µas) v článku [1] bylo zp̊usobeno mi-
kročočkou OGLE 2004–BLG–254 (θE ' 112µas) neboli ε = 25. Mikročočka
se přibĺıžila na vzdálenost l = 0.115 a zp̊usobila maximálńı zjasněńı A ' 60
dne 10. června 2004. Pro tyto hodnoty je relativńı odchylka ζ1 ' −0.015%
pro l = 0.115 a ζ1 ' −0.24% pro l = 2. Pokud opravdu v bodě l = 2 došlo k
použit́ı hrubé aproximace, dopustili se chyby, která je už př́ıstroji měřitelná.
Vylepšená aproximace nám opět dává hodnoty, které se výrazně nelǐśı od
těch správných, největš́ı odchylka je pro l = 0.115 ζ2 ' −0.015%, pro větš́ı
l se nacháźı v rozmeźı 6.4× 10−4% až 6.5× 10−3%.

V článku [14] měla mikročočka OGLE-2003-BLG-262 úhlový Einstein̊uv
poloměr θE = (195±17) µas a zdroj světla přibližně poloměr θ∗ = (11.7±1.0)
µas. Pozorováńı prob́ıhalo 12.5 dne, během této doby klesla magnituda
hvězdy z asi 13.2 na 11.5 a potom se vrátila na 13.3. Maxima zjasněńı
dosáhla 19.34 července 2003. Pokud si Einstein̊uv poloměr vyděĺıme po-
loměrem hvězdy, dostaneme ε ' 16.7. Mikročočka se středu přibĺıžila na
vzdálenost l = 0.6 poloměru zdroje. Z těchto dat vycháźı ζ1 ' −0.06% pro
l = 0.6 a ζ1 ' −0.53% pro l = 2. Zde použit́ı hrubé aproximace je velmi
ošemetné, protože chyby jsou už natolik velké, že by výsledky neměly být
použity v následuj́ıćıch modelech. Vylepšená aproximace opět dává hodnoty
zjasněńı málo odlǐsné od těch správných, relativńı chyba se nalézá v intervalu
−0.01% až 0.01%, neboli je zanedbatelná.

Článek [12] hovoř́ı o mikročočce označené sc26 2218 s úhlovým Einstei-
novým poloměrem θE = (107.4±7.5) µas, která se přibĺıžila k hvězdě s po-
loměrem θ∗ ' 7.07 µas na vzdálenost l = 0.97. To dává chybu ζ1 ' −0.13%
pro l = 0.97 a ζ1 ' −0.64% pro l = 2. Vid́ıme, že chyby jsou už velmi
vysoké, pro tento př́ıpad by hrubá aproximace neměla být v̊ubec použitá.
Vylepšená aproximace se odchyluje jen o 0.0019% až 0.018%.
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Kapitola 5

Závěr

Poč́ıtat zjasněńı hrubou aproximaci si vyžaduje dávat pozor pro jaké mi-
kročočky a v jaké vzdálenosti ji použijeme. Pokud chceme modelovat zjasněńı
hvězdy pro větš́ı l (např. do l = 4) a nedopustit se chyby větš́ı jak 0.1%,
můžeme ji použit jen pro velké Einsteinovy poloměry (ε = 77 a větš́ı). S
klesaj́ıćım ε klesá i použitelnost aproximace pro menš́ı l. Mezńı hodnota je
ε = 10. Pro ńı dostaneme zjasněńı s chybou 0.1%, ale už jen pro l = 0. S
menš́ımi ε nemá cenu poč́ıtat.

U vylepšené aproximace bude závěr mı́rně opačný. Mezńı hodnota je
také ε = 10, protože relativńı chyba pro l = 0 je shodná. Jej́ı chováńı však
s rostoućım l je odlǐsné, chyba totiž klesá, a proto ji můžeme bez problému
použ́ıt pro ε > 10 na celém intervalu l ∈ (0, 4) narozd́ıl od hrubé aproximace.
To však poč́ıtáme, že mikročočka projde středem disku. S takovou situaci
jsem se ještě nesetkal, t́ım pádem vylepšenou aproximaci smı́me použ́ıt i pro
menš́ı ε < 10 za podmı́nky, že čočka nedosáhne středu disku. Řekněme, že
největš́ı přibĺıžeńı ke středu bude jedna desetina poloměru hvězdy, pak apro-
ximace je použitelná i pro ε = 8. Minimálńı hodnota Einsteinova poloměru
pro použit́ı aproximace je ε = 6 za podmı́nky, že ji použijeme pro 1 < l < 4.
Pro nižš́ı hodnoty ε bych použil už přesného výpočtu.

Výsledné zjasněńı, at’ už poč́ıtané přesně nebo aproximaci, je závislé na
okrajovém ztemněńı. To samé plat́ı i pro relativńı odchylku. Tato závislost se
projevuje na odlǐsných výsledćıch, obzvlášt’ pro př́ıpady, kdy se čočka nalézá
na disku hvězdy. Což je zřejmé, protože v každém mı́stě je jiné okrajového
ztemněńı. Vně hvězdy se ale vliv ztemněńı zmenšuje se vzdálenosti l. Hvězdu
můžeme považovat za bodový zdroj, u kterého už okrajové ztemněńı nemá
vliv na výsledné zjasněńı (popř́ıpadě relativńı odchylku).
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Nakonec bych rád posoudil, zda použit́ı aproximace v článćıch uvedených
výše bylo oprávněné. Pokud všichni poč́ıtali pomoci vylepšené aproximace,
tak se nedopustili žádné významné chyby, která by měla vliv na daľśı mo-
dely využ́ıvaj́ıćı dané výsledky a jejich výpočty by měly být správné. Hrubá
aproximace mohla být použitá jen v práci [7]. V práci [1] zálež́ı, v jakém
bodě by začali poč́ıtat pomoci hrubé aproximace (od l = 1.3 ke středu disku
je relativńı chyba menš́ı jak 0.1%). Pro práce [14] a [12] je hrubá aproximace
nevhodná a při jej́ı použit́ı by se dopustili nezanedbatelných chyb.
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