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2.4 Vývoj stavu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Několik slov o této práci

Tato práce by měla být stručným přehledem algoritmu pro kvantové vyhledáváńı
spolu se základńım popisem kvantového poč́ıtače. Kvantové poč́ıtače sice ještě nebyly
vyvinuty, ale matematický model jejich fungováńı je již dobře popsán. Jedná se
o zcela novou filozofii, která se oṕırá o intenzivńı výzkum a jsou do ńı vkládány velké
naděje. Podle p̊uvodńıch odhad̊u Feynmana z osmdesátých let by mohl být kvantový
poč́ıtač přinejmenš́ım stejně tak dobrý jako klasický, avšak koncem devadesátých
let se dokonce objevily algoritmy, které ukázaly, že kvantové poč́ıtače mohou být
rychleǰśı, někdy až exponenciálně rychleǰśı. Byly to Shor̊uv algoritmus faktorizace
č́ısel a Grover̊uv vyhledávaćı algoritmus.

Grover̊uv algoritmus, který je předmětem této práce, slibuje vyhledávat v ne-
setř́ıděné databázi v čase úměrném odmocnině z počtu položek, zat́ımco klasické
poč́ıtače stejný úkon provád́ı postupným čteńım položek. Jedná se tedy o kvadra-
tické zrychleńı. V této práci je uvedena jak p̊uvodńı Groverova formulace a d̊ukaz
algoritmu, tak i pozděǰśı geometrický popis tohoto algoritmu. Také bude poukázáno
na vhodnost těchto popis̊u k výukovým účel̊um. V samostatné kapitole bude zahr-
nut popis Groverova algoritmu v programovaćım jazyce umožňuj́ıćım simulovat na
klasických poč́ıtač́ıch kvantové výpočty.

Protože mnoho algoritmů potřebuje vyhledávat, mohla by se použit́ım tohoto
algoritmu sńıžit i jejich časová náročnost. Bohužel jsou kvantové poč́ıtače teprve
v počátćıch a jejich reálná výroba, použit́ı nebo dokonce provoz se potýká s velkým
počtem fyzikálńıch problémů a omezeńı. Neńı jisté, zda se s kvantovým poč́ıtačem
setkáme. Bylo již sice vyvinuto několik prototyp̊u, ale jednalo se sṕı̌se o demonstraci
než použit́ı kvantové mechaniky 1. Vývoj kvantových poč́ıtač̊u by mohl být stejně
zaj́ımavý jako byl kdysi vývoj klasických poč́ıtač̊u, které se nám od velkých monster
v obrovských sálech dostaly na desky stol̊u a dokonce i do dlańı 2.

Dále v úvodu nast́ıńım motivaci pro vznik úvah o kvantovém poč́ıtači a zmı́ńım
mezńıky v kvantové fyzice, které umožnily jejich výzkum. Pak se již budu zabývat po-

1V únoru roku 2007 představila společnost D-Wave Systems, Inc. prvńı prototyp komerčně
využitelného kvantového poč́ıtače [12].

2I dnešńı mobilńı telefony a hudebńı přehrávače maj́ı vetš́ı výpočetńı výkon než prvńı poč́ıtače.
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pisem matematického modelu kvantového poč́ıtače a Groverova vyhledávaćıho algo-
ritmu. Nakonec zmı́ńım zdrojový kód Groverova algoritmu pro simulátor kvantového
poč́ıtače.

1.2 Myšlenka kvantového poč́ıtače

Klasické poč́ıtače jsou velmi komplikované a velmi mnoho dokáž́ı. Stále se podle
trochu upraveného Moorova zákona [7] každé dva roky zvyšuje výkon poč́ıtače na
dvojnásobek 3. T́ım sice dostáváme velmi dobré vyhĺıdky do budoucna, ale na světě
je mnoho problémů, k jejichž řešeńı potřebujeme trochu v́ıce.

Dnešńı poč́ıtače pracuj́ı na modelu informace-operace. Maj́ı nějakým zp̊usobem
uloženy informace a nějak je zpracovávaj́ı. Postupem času zbyl už jen jediný zp̊usob
práce s informacemi, práce s jedničkami a nulami 4. Ty jsou uloženy jako ṕısmena na-
psaná na paṕı̌re, bloky kovu, které zmagnetizujeme v disćıch a disketách, krystalky
chemických sloučenin na kompaktńıch disćıch, jimž laserovým paprskem měńıme
odrazivost povrchu, a konečně jako drátky uvnitř procesoru, po kterých běhaj́ı elek-
trony ovládané změnami napět́ı. Všechny výše uvedené zp̊usoby uchováváńı infor-
mace spotřebovávaj́ı milióny a milióny částic. A přece nejjednodušš́ı by bylo mı́t
jednu částici na jednu jednotku informace, jedničku nebo nulu.

Na úrovni jednotlivých částic se již dostáváme do problémů s takzvanými kvan-
tovými jevy. Pro svět, jak jej známe, plat́ı takzvané deterministické fyzikálńı zákony.
Pokud známe výchoźı stav, umı́me určit stav následný i předchoźı. Ale pro jednotlivé
částice toto tak úplně neplat́ı, vlastně téměř v̊ubec.

Zkoumáńı kvantových jev̊u přineslo výsledky na počátku dvacátého stolet́ı, kdy
přǐsli se svými závěry významńı fyzikové. Prvńım byl Max Planck s tvrzeńım, že
energie je vyzařována v malých dávkách, takzvaných kvantech, namı́sto souvislého
proudu [10]. S daľśı a velmi podstatnou teoríı přǐsel Albert Einstein, a to, že se světlo
š́ı̌ŕı také v dávkách 5 a ne jen ve vlnách [4], za kterou později dostal Nobelovu cenu.
A konečně Luis de Broglie vyvodil naopak, že částice maj́ı také vlnový charakter [2].
T́ım byl uzavřen kruh duality, který znamená, že všechny částice maj́ı také vlnové
vlastnosti a naopak že všechny vlny maj́ı také částicové vlastnosti. Sṕı̌se nám to
ř́ıká, že at’ vlny tak částice jsou všechno pouze kvanta energie, pro která plat́ı stejné

3V p̊uvodńım zněńı:

“The complexity for minimum component costs has increased at a rate of roughly
a factor of two per year ... Certainly over the short term this rate can be expected to
continue, if not to increase. Over the longer term, the rate of increase is a bit more
uncertain, although there is no reason to believe it will not remain nearly constant
for at least 10 years. That means by 1975, the number of components per integrated
circuit for minimum cost will be 65,000. I believe that such a large circuit can be built
on a single wafer.” [7]

4Tyto dva stavy se vyjadřuj́ı ve dvojkové soustavě a jednotkou je bit. Nějakou dobu se expe-
rimentovalo i s v́ıcestavovými systémy, z nichž se nejdéle uchytil tř́ıstavový systém, s jednotkou
nazvanou trit. Nakonec se ale od v́ıcestavových systémů upustilo, protože vše šlo vyjádřit ve dvoj-
kové soustavě, se kterou se pracovalo jednodušeji.

5Na tyto dávky se opět může pohĺıžet jako na částice, později nazvané fotony.
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principy. Nab́ıźı se tedy otázka k budoućımu vývoji — pokud maj́ı částice takovéto
zvláštńı vlastnosti, se kterými bychom se časem stejně museli naučit vypořádat, proč
je dokonce nevyuž́ıt ke svému prospěchu?

1.3 Kvantová fyzika

Kvantová fyzika předpokládá, že každá částice má vlnové vlastnosti. Má takzvanou
vlnovou funkci, která nám nedává přesné umı́stěńı částice, ale pravděpodobnost,
s jakou se částice nacháźı v libovolné možné pozici. Protože částice je vlastně ve všech
možných pozićıch, ř́ıká se tomuto princip superpozice. Vlnovou mechaniku představil
světu Schrödinger v roce 1926 [11], krátce po publikaci de Broglieho [2]. Vlnová
funkce se vyv́ıj́ı v čase podle Schrödingerovy rovnice. Pokud je částice v kombinaci
v́ıce stav̊u, pak je v této kombinaci i nadále. Jako pozorovatelé nemáme př́ıstup
k této vlnové funkci a jediné, co můžeme, je pozorovat jak se systém vyvinul. Protože
mohou být kvantové systémy v superpozici stav̊u, neńı zřejmé a ani odvoditelné jaká
pozorováńı dostaneme. Zamı́chává se nám do nich pravděpodobnost stav̊u a tedy
jistý druh náhody. To bylo d̊uvodem obt́ıžného pochopeńı samotnými fyziky a ještě
mnohem obt́ıžněǰśıho laiky.

Kvantové poč́ıtače jsou tedy pokusem o využit́ı principu vlnové funkce a t́ım
i superpozice stav̊u. Na rozd́ıl od klasických poč́ıtač̊u by tak mohly být v jednom
okamžiku ve v́ıce stavech najednou. Dı́ky této myšlence jsou zaj́ımavé. Co muśı
klasické poč́ıtače poč́ıtat postupně, mohou kvantové poč́ıtače poč́ıtat najednou.
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Kapitola 2

Princip fungováńı kvantového

poč́ıtače

2.1 Kvantový bit

Kvantová varianta bitu v klasickém poč́ıtači jako nosiče informace je kvantový bit,
zkráceně také qubit. Klasický bit nese vždy jednu jednotku informace, jedničku
nebo nulu. Použijeme-li principy kvantové fyziky, může nést jedničku i nulu zároveň.
Každou hodnotu s určitou pravděpodobnost́ı a to po celou dobu výpočtu. Hodnoty
se uchovávaj́ı jako komplexńı č́ısla a druhá mocnina pak odpov́ıdá jejich pravdě-
podobnosti. Jen při měřeńı výpočtu qubit kolabuje do jednoho ze základńıch stav̊u,
tedy jedničky nebo nuly. Děje se tak podle pravděpodobnosti stavu. Nejsme tedy
schopni zjistit jeho přesný stav, ale jen některé měřitelné hodnoty, kterými jsou
právě základńı stavy. Pro zápis stavu qubitu se použ́ıvá komplexńı sloupcový vektor
o počtu řádek rovnému počtu r̊uzných stav̊u. Jeden qubit může být v základńım
výpočetńım stavu, kdy označuje jedničku nebo nulu. Pak ṕı̌seme 1

|0〉 =

(

1
0

)

, |1〉 =

(

0
1

)

. (2.1)

Nebo může být qubit v obecném stavu φ, kterému odpov́ıdaj́ı komplexńı amplitudy
φ1 a φ2

|φ〉 = φ1|0〉 + φ2|1〉 =

(

φ1

φ2

)

. (2.2)

Jednotlivé amplitudy φ1,2 stavového vektoru |φ〉 mohou být rozloženy na součin
φj = |φj | · eiθj pro Eulerovo č́ıslo e, i =

√
−1 a nějaké reálné č́ıslo θ. Tomuto

č́ıslu se ř́ıká kvantová fáze. Fáze neměńı pravděpodobnost základńıch stav̊u v kvan-
tovém stavu, ale je významná při kvantové interferenci. To je schopnost kvantových
stav̊u se spolu slučovat a doćılit tak ześıleńı nebo potlačeńı svých amplitud, tedy
pravděpodobnosti změřeńı jejich hodnoty. Správným použit́ım operaćı tak můžeme
zvýšit pravděpodobnost naměřeńı u správných hodnot a naopak sńıžit u nespráv-
ných.

1Podle takzvané bra-ket notace, kterou vytvořil Paul Dirac.

8



Základem poč́ıtače je jeho schopnost práce s informacemi-bity. Pro kvantový
poč́ıtač tedy potřebujeme definovat operace s qubity. Již jsme definovali |φ〉 ket vek-
tor, sloupcový vektor o počtu řádek rovnému počtu r̊uzných stav̊u, tedy

|φ〉 =







φ1
...
φn






. (2.3)

Dále definujeme 〈φ| bra vektor, řádkový vektor, transponovaný komplexně sdružený
vektor k |φ〉, tedy

〈φ| = |φ〉† = |φ〉T =
(

φ1, . . . , φn
)

. (2.4)

Budeme také použ́ıvat standardńı skalárńı součin 〈φ| · |ψ〉, zkráceně 〈φ|ψ〉 2. Tedy

〈φ|ψ〉 =

n
∑

i=1

φiψi. (2.5)

Standardně definujeme i normu vektoru ‖φ‖, a to následovně

‖φ‖ =
√

〈φ|φ〉. (2.6)

Jak již bylo zmı́něno výše, odpov́ıdaj́ı jednotlivé amplitudy pravděpodobnosti, s ja-
kou je qubit v daném stavu. Konkrétně je tato pravděpodobnost druhou mocninou
amplitudy. Nezálež́ı tedy na fázi, ale na velikosti. Proto by bylo vhodné, aby součet
druhých mocnin amplitud byl roven jedné, tedy aby celková velikost vektoru podle
výše definované normy byla rovna jedné. Takovýmto vektor̊um ř́ıkáme normalizované
nebo jednotkové a plat́ı pro ně následuj́ıćı

‖φ‖ = 1 = 12 = ‖φ‖2 =
(

√

〈φ|φ〉
)2

= 〈φ|φ〉, (2.7)

pro dvoustavový qubit dostáváme

1 = 〈φ|φ〉 =
(

φ1〈0| + φ2〈1|
)

(φ1|0〉 + φ2|1〉) = φ1φ1 + φ2φ2 = |φ1|2 + |φ2|2 . (2.8)

Skalárńı součin dvou normalizovaných vektor̊u pak odpov́ıdá kosinu úhlu, který spolu
sv́ıraj́ı

〈φ|ψ〉 = cos (∠|φ〉|ψ〉) . (2.9)

Formálně podobně jako skalárńı součin 3 můžeme definovat vněǰśı součin dvou vek-
tor̊u, kdy

|φ〉〈ψ| =











φ1

φ2
...
φn











·
(

ψ1, ψ2, . . . , ψn
)

=











φ1ψ1 φ1ψ2 · · · φ1ψn
φ2ψ1 φ2ψ2 · · · φ2ψn

...
...

. . .
...

φnψ1 φnψ2 · · · φnψn











. (2.10)

2Tı́mto zápisem byly inspirovány názvy vektor̊u bra a ket, protože dohromady vypadaj́ı jako
závorka, v angličtině braket.

3Také označovaný jako vnitřńı součin.
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2.2 Vektorový prostor

Pro kvantový stav se použ́ıvá Hilbert̊uv prostor Cn. Jedná se o komplexńı vektorový
prostor s výše definovanými operacemi skalárńıho součinu 〈·|·〉 a normy ‖·‖. Dimenze
je rovna počtu r̊uzných základńıch stav̊u. Pro jeden qubit tedy standardně 2, kdy se
jedná o komplexńı rovinu C2.

Ortonormálńı systém je taková množina vektor̊u dimenze n

B = {|β1〉, |β2〉, . . . , |βn〉}, (2.11)

ve které jsou všechny vektory normované a navzájem kolmé, neboli skalárńı součin
dvou r̊uzných vektor̊u je nula. Tvoř́ı tak bázi Hilbertova prostoru Cn a každý vek-
tor |φ〉 z tohoto prostoru lze rozložit na složky podle jednotlivých vektor̊u tohoto
systému,

|φ〉 =
n

∑

i=1

φi|βi〉. (2.12)

Pro dvoustavový qubit se běžně použ́ıvá standardńı báze 2.1 nebo Hadamardova
báze

|+〉 =
|0〉 + |1〉√

2
=

1√
2

(

1
1

)

|−〉 =
|0〉 − |1〉√

2
=

1√
2

(

1
−1

)

. (2.13)

O vektorovém prostoru V řekneme, že je direktńım součtem vektorových pod-
prostor̊u V1, V2, . . . , Vn, a zapisujeme V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn, pokud Vi ∩ Vj = {0},
i 6= j a lineárńı obal V1, . . . , Vn je V . Pokud V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vn, pak se dá každý
vektor v ∈ V jednoznačně napsat jako v = v1 + v2 + · · · + vn, kde vi ∈ Vi.

2.3 Kvantový registr

Nyńı se budeme věnovat práci s v́ıce qubity najednou. Nejprve zavedeme tenzorový
součin dvou vektor̊u z Hilbertových prostor̊u Cn a Cm, |φ〉⊗|ψ〉. Budeme ho zapisovat
zkráceně |φψ〉, a definujeme jej

|φ〉 ⊗ |ψ〉 = |φ〉|ψ〉 = |φψ〉 = {a(i−1)m+j = φiψj}n,mi=1,j=1, (2.14)

názorněji

|φ〉 ⊗ |ψ〉 = (φ1ψ1, . . . , φ1ψm, φ2ψ1, . . . , φ2ψm, · · · , φnψ1, . . . , φnψm)T . (2.15)

Takovýto vektor ovšem bude náležet do Hilbertova prostoru Cnm, na který se pod́ı-
váme bĺıže. Vezmeme-li Hilbertovy prostory V a W s ortonormálńımi bázemi {vi}ni=1

a {wj}mj=1, pak definujeme jejich tenzorový součin S = V ⊗W jako Hilbert̊uv prostor
dimenze n · m s ortonormálńı báźı {|vi〉 ⊗ |wj〉}n,mi=1,j=1. Pro zápis vektor̊u budeme
použ́ıvat konvenci podle definice 2.14, kdy postupně kombinujeme bázové vektory
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z prvńıho prostoru se všemi bázovými vektory z druhého prostoru. Např́ıklad pro
kombinaci dvou qubit̊u dostaneme Hilbert̊uv prostor C

4 s báźı

|0〉 ⊗ |0〉 =

(

1
0

)

⊗
(

1
0

)

=









1
0
0
0









= |00〉,

|01〉 =









0
1
0
0









, |10〉 =









0
0
1
0









, |11〉 =









0
0
0
1









. (2.16)

A stav dvou qubit̊u vyjádř́ıme v tomto prostoru jako

|φ〉 ⊗ |ψ〉 =

(

φ1

φ2

)

⊗
(

ψ1

ψ2

)

=









φ1ψ1

φ1ψ2

φ2ψ1

φ2ψ2









. (2.17)

Zjednoduš́ıme značeńı zavedeńım tenzorové mocniny, nebo také řádu, Hilbertova
prostoru V ⊗1 = V a V ⊗(n+1) = V ⊗ V ⊗n. Pro výpočet s n dvoustavovými qubity
se tedy budeme pohybovat v Hilbertově prostoru dimenze 2n, prostor (C2)

n
, který

bude mı́t bázi z n-bitových řetězc̊u {0, 1}n. Někdy o n qubitech mluv́ıme také jako
o n-qubitovém registru. Při práci s n-qubitovým registrem pracujeme tedy současně
s 2n možnými stavy pouze na n qubitech. Tomuto se ř́ıká kvantový paralelizmus a je
hlavńım př́ınosem kvantových poč́ıtač̊u k jejich vysoké efektivitě.

Jedna z nejpodivněǰśıch vlastnost́ı kvantového stavu takovéhoto registru je mož-
nost propleteńı stav̊u 4. Výše zmı́něnou metodou tenzorového součinu z navzájem
nezávislých qubit̊u sestav́ıme kvantový stav. Každý je popsán samostatným Hilber-
tovým prostorem a dohromady vytvářej́ı jeden velký. Existuj́ı však fyzikálńı procesy,
kterými dokážeme vytvořit i jiné stavy, které nelze vyjádřit jako tenzorový součin
jednotlivých qubit̊u. O takovýchto qubitech ř́ıkáme, že jsou propletené. Znamená
to, že jsou na sobě qubity nějakým zp̊usobem závislé. Pokud změř́ıme jeden qubit,
nemuśıme již měřit hodnotu druhého. Dopředu ale nev́ıme jaké hodnoty změř́ıme.
Měřeńım qubity opět kolabuj́ı do jednoho ze základńıch stav̊u. Této vlastnosti se
využ́ıvá pro kvantovou teleportaci.

2.4 Vývoj stavu

Pokud máme nějaký počátečńı stav systému, ř́ıd́ı se jeho daľśı vývoj Schrödingerovou
rovnićı [11]. Ta je deterministická, lineárńı a udává vývoj stavu v čase. K fungováńı
kvantového poč́ıtače je zapotřeb́ı pouze jej́ı zjednodušená verze. Zaj́ımaj́ı nás jen
námi chtěné operace nad kvantovým stavem v pořad́ı, které urč́ıme.

4Někdy se použ́ıvá i počeštěný anglický výraz proplétat, entangle.
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Pracujeme s vektory vyjádřenými pomoćı bázových vektor̊u vektorového pro-
storu a s operacemi, které se chovaj́ı lineárně, přesněji zachovávaj́ı operace sč́ıtáńı
a násobeńı komplexńım č́ıslem. Máme-li ortonormálńı bázi {vi}ni=1 Hilbertova pro-
storu V dimenze n, pak stač́ı definovat operaci U pouze na tyto vektory a efekt na cel-
kový kvantový stav plyne z linearity, neboli pro všechna i je U : |vi〉 →

∑n
j=1 uj,i|vj〉,

pro nějaké komplexńı koeficienty ui,j. Operaci U pak můžeme reprezentovat matićı
o rozměrech n× n

U = {ui,j}n,ni=1,j=1 =











u1,1 u1,2 · · · u1,n

u2,1 u2,2 · · · u2,n
...

...
. . .

...
un,1 un,2 · · · un,n











. (2.18)

Stav systému |φ〉 po provedeńı operace U lze tedy zapsat jako

|φ2〉 = U |φ1〉. (2.19)

Dále potřebujeme zachovávat normu vektoru, k tomu muśı platit U−1 = U †, protože
chceme

‖|φ〉‖ = ‖U |φ〉‖ (2.20)
√

〈φ|φ〉 =
√

〈Uφ|Uφ〉
〈φ|φ〉 = (U |φ〉)† · U |φ〉

〈φ|I|φ〉 = 〈φ|U † · U |φ〉
I = U † · U. (2.21)

T́ım také ř́ıkáme, že operaci lze obrátit použit́ım operace U−1, která je dobře defi-
novaná jako U−1 = U † = UT , komplexně sdružená transponovaná matice p̊uvodńı
operace. Splnili jsme tak i posledńı podmı́nku plynoućı ze Schrödingerovy rovnice,
operace muśı být reverzibilńı, abychom mohli jejich pr̊uběh jednoznačně obrátit.
Operaćım, které splňuj́ı tyto vlastnosti ř́ıkáme unitárńı operátory.

Protože jsou operace vratné, nelze provádět operace známé a použ́ıvané u kla-
sických poč́ıtač̊u jako např́ıklad ukládáńı č́ısel do paměti nebo mazáńı nepouž́ıvaných
registr̊u. Muśıme je obej́ıt vratnými operacemi, např́ıklad bitovým součinem xor.

Pro popis algoritmu budeme pracovat s fázovým otočeńım

R =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

, (2.22)

které změńı fáze stavu qubitu o daný úhel θ, s výběrovým otočeńım fáze

Z =

(

1 0
0 −1

)

, (2.23)

které otoč́ı fázi u jednoho ze základńıch stav̊u, a s Hadamardovou bránou

H =
1√
2

(

1 1
1 −1

)

. (2.24)
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Hadamardova brána má nav́ıc velmi zaj́ımavé vlastnosti. Je sama sobě inverzńı, samo
sdružená, neboli H2 = I, a nav́ıc převád́ı výpočetńı bázi 2.1 na Hadamardovu 2.13
a naopak. Pro jednotlivé qubity se poč́ıtá jako

H|0〉 =
1√
2

(|0〉 + |1〉) = |+〉

H|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) = |−〉. (2.25)

Tyto operace se použ́ıvaj́ı na jeden qubit a tak je můžeme cht́ıt použ́ıt v jednom
kroku na v́ıce qubit̊u. T́ım źıskáme kvantovou obdobu hradla u klasických poč́ıtač̊u.
Formálně je rozš́ı̌ŕıme do tenzorové mocniny. Máme-li n qubit̊u, pohybujeme se v Hil-
bertově prostoru tenzorové mocniny n, (C2)

⊗n
. Máme-li lineárńı operátor U1 na V1

a U2 na V2, pak tenzorovým součinem U1 ⊗U2 rozumı́me operátor na V1 ⊗V2 defino-
vaný na bázi takto v1⊗v2 → U1v1⊗U2v2. Usnadńıme si značeńı zavedeńım tenzorové
mocniny operace pokud ji chceme použ́ıt na v́ıce qubit̊u současně

V ⊗n U⊗n

−→ V ⊗n

|v〉 = |v1, v2, . . . , vn〉 U⊗n

−→ (U |v1〉) ⊗ (U |v2〉) ⊗ · · · ⊗ (U |vn〉) =

n
⊗

i=1

U |vi〉.(2.26)

Pokud naopak potřebujeme provést operaci U pouze na některém qubitu, řekněme i,
slož́ıme tuto operaci s operacemi identity I a dostaneme tak

1 i− 1 i i+ 1 n

Ui = I ⊗ · · ·⊗ I ⊗ U ⊗ I ⊗ · · ·⊗ I = I⊗(i−1) ⊗ U ⊗ I⊗(n−i).
(2.27)

Dále budeme použ́ıvat takzvanou Walsh-Hadamardovu transformaci W , použit́ı
Hadamardovy brány na v́ıce qubit̊u. Dostaneme tak změnu kvantového stavu |φ〉
n-stavového systému jako

|φ〉 = |φ1, . . . , φn〉 H⊗n

−→ (H|φ1〉) ⊗ · · · ⊗ (H|φn〉) =

n
⊗

i=1

H|φi〉 =

=
1√
2n

n
⊗

i=1

∑

ψi∈{0,1}
(−1)ψiφi |ψi〉 =

=
1√
2n

∑

ψ∈{0,1}n

n
⊗

i=1

(−1)ψiφi |ψi〉 =

=
1√
2n

∑

ψ∈{0,1}n

(−1)
Pn

i=1
ψiφi |ψ〉 =

=
1√
2n

∑

ψ∈{0,1}n

(−1)φ•ψ |ψ〉, (2.28)

13



kde φ • ψ je bitový skalárńı součin 5

φ • ψ = ⊕n
i=1φiψi. (2.29)

2.5 Měřeńı výsledku

V této práci si vystač́ıme pouze se základńım zp̊usobem měřeńı kvantového stavu,
projekćı 6. Máme-li kvantový systém v Hilbertově prostoru V dimenze n s orto-
normálńı báźı {vi}ni=1, můžeme tento prostor rozdělit na direktńı součet m menš́ıch
Hilbertových prostor̊u nižš́ıch dimenźı V = S1⊕· · ·⊕Sm rozděleńım bázových vektor̊u
do m množin. Protože báze byla ortonormálńı, jsou i báze podprostor̊u ortonormálńı
a podprostory jsou také navzájem ortogonálńı. Každý takovýto podprostor odpov́ıdá
možnému výsledku měřeńı. Kvantový stav p̊uvodńıho prostoru může být zapsán jako

|φ〉 =

m
∑

i=1

αi|φi〉, (2.30)

kde αi je komplexńı č́ıslo a |φi〉 je normalizovaný kvantový stav odpov́ıdaj́ıćı pod-
prostoru Si. Kvantový stav |φi〉 vycháźı z p̊uvodńıch hodnot kvantového stavu |φ〉
př́ıslušej́ıćıch bázovým vektor̊um podprostoru Si a nul na ostatńıch pozićıch, jen
je normovaný, konkrétně vydělený č́ıslem αi, které je jeho velikost́ı, normou. Toto
rozložeńı stavu je jednoznačné d́ıky tomu, že je rozklad prostoru direktńı. Při měřeńı
źıskáme náhodně č́ıslo I ∈ {1, . . . , m} s pravděpodobnostmi

P [I = i] = |αi|2. (2.31)

Po měřeńı kvantový systém kolabuje do př́ıslušného kvantového stavu |φi〉. Měřeńım
se tedy dozv́ıme do kterého podprostoru systém zkolaboval a z̊ustanou informace
pouze o hodnotách př́ıslušej́ıćıch bázovým vektor̊um vybraným do množiny i.

Maticově lze projektivńı měřeńı vyjádřit jako takzvané projektory. Projektor A
je samo sdružený unitárńı operátor, tedy A† = A, a nav́ıc takový, že A2 = A.
Např́ıklad pro podprostor tvořený pouze jedńım bázovým vektorem vi je to čtvercová
matice Ai s jedinou nenulovou hodnotou ai,i = 1. Každý podprostor Si můžeme tedy
reprezentovat projektorem do tohoto podprostoru Pi. Projektory můžeme skládat
a dohromady dostáváme identitu

m
∑

i=1

Pi = I. (2.32)

Projektor se chová tak, že některé amplitudy vektoru nuluje a ostatńı nechá beze
změny. Např́ıklad pro dvou-qubitový systém V = {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}můžeme cht́ıt

5Jedná se vlastně o počet shodných jedničkových bit̊u obou vektor̊u, při umocněńı −1 tedy
o paritu.

6Pro daľśı zp̊usoby měřeńı bych čtenáře odkázal na knihu Roberta Špalka [13].
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projekci do podprostoru V1 = {|00〉, |01〉}. Odpov́ıdaj́ıćı projektor by se pak choval
následovně

P1









α

β

γ

δ









= (A00 + A01) ·









α

β

γ

δ









=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









·









α

β

γ

δ









=









α

β

0
0









= P1 (α|00〉 + β|01〉 + γ|10〉 + δ|11〉) = α|00〉 + β|01〉. (2.33)

Obecně je projektor součet projektor̊u jednotlivých bázových vektor̊u ćılového pod-
prostoru. Je to tedy součet jednotlivých projektor̊u bázových vektor̊u podprostoru,
které jsou tvořeny vněǰśım součinem bázového vektoru se sebou samým

Pi =
∑

j

Aj =
∑

j

|vj〉〈vj|. (2.34)

Pokud chceme změřit všechny qubity n-qubitového registru, použijeme měřeńı podle
množiny projektor̊u {|i〉〈i| : i ∈ {0, 1}n}, tedy množinu projektor̊u do všech možných
stav̊u. Nejjednodušš́ımi projektory jsou identita a vněǰśı součin stavového vektoru se
sebou samým.

Měřeńım kvantového stavu |φ〉 źıskáme výsledek i s pravděpodobnost́ı

P (i) = ‖Pi|φ〉‖2 =

(
√

〈φ|P †
i · Pi|φ〉

)2

=

= 〈φ|P †
i · Pi|φ〉 = 〈φ|Pi · Pi|φ〉 =

= 〈φ|Pi|φ〉. (2.35)

Stav poté zkolabuje na

|φi〉 =
Pi|φ〉

√

〈φ|Pi|φ〉
. (2.36)

Původńı hodnota |αi| tedy odpov́ıdá právě normě vektoru Pi|φ〉 a stav Pi|φ〉 = αi|φi〉.
Promı́tneme stavový vektor do podprostoru a normalizujeme jeho velikost. Zbude

nám tak kvantový stav v Hilbertově prostoru Si a ostatńı superpozice jsou zničeny.
Č́ım přesněji chceme zjistit hodnotu kvantového systému, na t́ım menš́ı podprostory
provedeme projekci a t́ım v́ıce kvantový systém zkolabuje. Pokud chceme přesnou
hodnotu, systém kolabuje až na bázový vektor. Projekci můžeme také použ́ıt ke
zpřesněńı kvantového systému jen do určitého prostoru, který nás dále bude zaj́ımat.
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Kapitola 3

Grover̊uv algoritmus pro kvantové

hledáńı

Jedńım z nejvýznamněǰśıch algoritmů pro budoućı kvantové poč́ıtače je Grover̊uv
algoritmus slouž́ıćı k vyhledáváńı v nesetř́ıděné databázi. Na kvantovém poč́ıtači by
mohl být kvadraticky rychleǰśı než nejlepš́ı klasické algoritmy. A protože vyhledáváńı
se použ́ıvá v mnoha daľśıch algoritmech jako pod úloha, jeho použit́ım bychom mohli
zrychlit i je. Pro náročné úlohy by bylo i kvadratické zrychleńı velmi významné.
Algoritmus vymyslel a představil světu v roce 1996 Lov Kumar Grover [5].

3.1 Algoritmus

Necht’ máme soubor N = 2n stav̊u, označených S1, S2, . . . , SN . Tyto stavy budou

reprezentovány svými indexy jako n-bitové řetězce. Necht’ máme jedinečný stav,

označ́ıme ho Sv, který splňuje podmı́nku C (Sv) = 1, zat́ımco pro všechny ostatńı

stavy S je podmı́nka C (S) = 0. Podmı́nka C (S) je vyhodnotitelná v konstantńım

čase. Problémem je nalezeńı stavu Sv.

Vlastńı algoritmus se skládá ze tř́ı část́ı:

1. Nastav́ıme výchoźı stav n-qubitového registru do superpozice všech možných

stav̊u se stejnými amplitudami. Neboli do stavu S =
(

1√
N
, 1√

N
, . . . , 1√

N

)T

.

2. Provedeme následuj́ıćı unitárńı operace O
(√

N
)

-krát. Grover počet opakováńı

bĺıže neupřesnil, ale kratš́ı zamyšleńı nad ńım bude v samostatné podkapi-
tole 3.4:

(a) Je-li systém ve stavu S a plat́ı-li podmı́nka C (S) = 1, tedy právě ve stavu
Sv, otoč́ıme fázi.

(b) Použijeme difuzńı transformaci D definovanou matićı o rozměrech N×N :

Di,j =
2

N
, i 6= j, a Di,i = −1 +

2

N
. (3.1)

3. Změř́ıme výsledný stav systému a dostaneme index v hledaného stavu.
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3.2 Popis

Pracujeme s N možnými stavy, takže potřebujeme N -dimenzionálńı Hilbert̊uv pro-
stor. Pro ten potřebujeme log2N = n qubit̊u. Nastaveńı výchoźıho stavu systému se
provede paralelńım použit́ım Hadamardovy brány na všech n qubit̊u systému, které
jsou na počátku nulové. Jak bylo popsáno dř́ıve v rovnici 2.28, je tato operace v čase
O (logN) = O (n).

Nyńı probereme podrobně krok algoritmu. Jak bylo zmı́něno v úvodu, hledaný
stav neznáme a tak může vypadat trochu podivně, že otáč́ıme fázi jen u stavu dané
vlastnosti, když nev́ıme, který to je. Na tuto operaci můžeme nahĺıžet jako na menš́ı
kvantový poč́ıtač, který se rozhodne zda fázi měnit či nechat, s t́ım, že nepoužije
přesné měřeńı stavu systému. Asi nejnázorněǰśı je vytvořeńı unitárńıho operátoru
Uω, který kvantový stav odpov́ıdaj́ıćı indexu v hledaného stavu Sv otoč́ı a všechny
ostatńı stavy ponechá beze změny, neboli

Uω|ω〉 = −|ω〉
Uω|φ〉 = |φ〉, φ ∈ {0, 1}n, φ 6= ω. (3.2)

Tento operátor v sobě bude mı́t již obsaženo otočeńı fáze podle operátoru 2.23.
Můžeme ho vytvořit např́ıklad pomoćı prázdného registru, do kterého nejprve vlo-
ž́ıme hledaný stav operaćı xor, Oω, pak porovnáváme stavy s t́ımto registrem a při
jejich rovnosti otoč́ıme fázi a nakonec registr opět smažeme operaćı Oω. Výpočet se
ze složit́ı o dvě operace a porovnáńı v čase O (logN), takže celková časová náročnost
se nezměńı. V daľśı části bude dokázáno, že difuzńı operátor D lze implementovat
jako D = WRW , kde R je operátor fázového otočeńı a W je Walsh-Hadamardova
transformace, opět definované jako matice o rozměrech N ×N

Ri,j = 0, i 6= j, R0,0 = 1, Ri,i = −1, i 6= 0 (3.3)

Wi,j = 2−n/2 (−1)i•j , i • j je bitový skalárńı součin . (3.4)

Takovéto rozložeńı je vhodné pro vlastńı implementaci algoritmu, protože se jedná
o použit́ı základńıch operaćı na málo qubitech. Podobně jako hradla v klasických
poč́ıtač́ıch tak můžeme zapojit tyto tři operace za sebe. Difuzńı operátor může být
přepsán také jako

D = −I + 2P, (3.5)

kde I je identita a P je projektor s hodnotou Pi,j = 1
N

pro všechna i, j. Snadno
nahlédneme, že použit́ım projektoru P na vektor dostaneme vektor, jehož všechny
složky budou rovny pr̊uměru složek vektoru p̊uvodńıho. Nav́ıc je zřejmé, že projek-
tor P je roven vněǰśımu součinu výchoźıho stavového vektoru

P = |φ〉〈φ| =

(

1√
N
,

1√
N
, . . . ,

1√
N

)

·











1√
N
1√
N
...
1√
N











=

{

1

N

}n,n

i=1,j=1

. (3.6)
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Nyńı se budeme věnovat použit́ı tohoto rozepsáńı difuzńıho operátoru na stavový
vektor. Máme-li stavový vektor v a označ́ıme-li pr̊uměr hodnot jeho složek A, můžeme
použit́ı difuzńıho operátoru zapsat po složkách jako

(Dv)i = (−I + 2P ) vi = −vi + 2Pvi = A+ (A− vi) . (3.7)

Překlopili jsme tedy složky vektoru v podle jejich aritmetického pr̊uměru. Pokud
se opět vrát́ıme k našemu problému, máme stavový vektor, jehož složky maj́ı hod-

noty O
(

1√
N

)

až na jedinou, kterou je náš hledaný stav. Ten má amplitudu do-

konce zápornou. Po použit́ı difuze se ostatńı stavy př́ılǐs nezměńı, jelikož aritmetický

pr̊uměr bude také O
(

1√
N

)

, ale hledaný stav se překloṕı o téměř dvojnásobek hod-

noty pr̊uměru. To je přibližně o 2√
N

v každém opakováńı algoritmu. T́ımto zp̊usobem
dostatečně zvýš́ıme amplitudu hledanému stavu a zvýš́ıme mu tak pravděpodobnost
změřeńı.

Pokud je pouze pro jediný možný stav Sv splněna podmı́nka C (Sv) = 1, pak
výsledným stavem bude index v s pravděpodobnost́ı alespoň 1

2
.

3.3 Důkaz

Nejprve dokážeme, že může být zapsán jako posloupnost tř́ı kvantových transformaćı,
a poté teprve konvergenci ke správnému výsledku. Budeme dokazovat vlastnosti
amplitud stavového vektoru po provedeńı opakováńı algoritmu. Výchoźı amplitudy
stavového vektoru označ́ıme k0 a l. Amplitudy po provedeńı pootočeńı fáze, neboli
kroku 2a, k = −k0 a l, které z̊ustává stejné. A po difuzńı transformaci, neboli
kroku 2b, k1 a l1.

Tvrzeńı 1 Operátor D m̊uže být vyjádřen jako D = WRW , kde W je Walsh-

Hadamardova transformace aR fázové otočeńı, definované maticemi o rozměrechN×
N

Ri,j = 0, i 6= j, R0,0 = 1, Ri,i = −1, i 6= 0 (3.8)

Wi,j = 2−n/2 (−1)i•j , i • j je bitový skalárńı součin . (3.9)

Důkaz Spoč́ıtáme WRW a ukážeme, že se rovná D. Matici R můžeme rozepsat
jako R = R1+R2, kde R1 = −I a I je identita. Matice R2 má pouze jedinou hodnotu
r̊uznou od 0 a to 2 na pozici R2,00. Protože W je rozš́ı̌reńım Hadamardovy brány H ,
plat́ı pro ńı obdobné vlastnosti, W 2 = I, tedy W−1 = W . Proto

D1 = WR1W = W−1R1W = R1W
−1W = R1 = −I. (3.10)

Dále se pod́ıváme na D2 = WR2W podle násobeńı matic. Protože má matice R2

pouze jednu hodnotu nenulovou, je v matici součinu R2W pouze prvńı řádek nenulový
a roven

(R2W )0,j = 2W0,j =
2

2n/2
(−1)0•j =

2

2n/2
. (3.11)
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Na všechny prvky matice celkového součinu se tedy použij́ı hodnoty z prvńıho sloupce
Walsh-Hadamardovy transformace a prvńıho řádku součinu R2W

D2,ij = 2Wi,0W0,j =
2

2n
(−1)i•0+0•j =

2

2n
(−1)0+0 =

2

2n
=

2

N
. (3.12)

Všechny prvky D2 jsou tedy rovné 2
N

a prostým součtem je již zřejmé, že

D = D1 +D2 = WR1W +WR2W = W (R1 +R2)W = WRW. (3.13)

Tvrzeńı 2 Mějme stavový vektor o N stavech s jednou amplitudou rovnou k

a všemi ostatńımi rovnými l. Pak po provedeńı difuzńıho operátoru D dostaneme

jednu amplitudu velikosti k1 =
(

2
N
− 1

)

k + 2 (N−1)
N

l a ostatńı l1 = 2
N
k + (N−2)

N
l.

Důkaz Pokud se pod́ıváme na definici difuzńıho operátoru 3.1 a z ńı odvozené
rovnice pro jednotlivé amplitudy 3.7, je vidět, že budeme překlápět přes pr̊uměr, ten
označ́ıme A. Stavový vektor označ́ıme v a index hledaného stavu h, tedy vh = k

a vi = l, i 6= h. Je zřejmé, že

A =
N

∑

i=1

vi =
(N − 1) l + k

N
=

(N − 1) l

N
+
k

N
(3.14)

vh = k1 = −k + 2A = −k + 2

(

(N − 1) l

N
+
k

N

)

=

=

(

2

N
− 1

)

k + 2
(N − 1)

N
l (3.15)

vi = l1 = −l + 2A = −l + 2

(

(N − 1) l

N
+
k

N

)

=
2

N
k + 2

(N − 1)

N
l − l =

=
2

N
k +

(N − 2)

N
l. (3.16)

Důsledek 2.1 Mějme stavový vektor o N ≥ 8 stavech s jednou amplitudou rov-

nou k a všemi ostatńımi rovnými l. Necht’ k je záporné reálné č́ıslo, l kladné reálné

č́ıslo a pro jejich poměr plat́ı
∣

∣

k
l

∣

∣ <
√
N . Pak po provedeńı difuzńıho operátoru D

budou obě č́ısla kladná.

Důkaz Z Tvrzeńı 2 vyplývá, že k1 =
(

2
N
− 1

)

k + 2 (N−1)
N

l. Za předpokladu,
žeN ≥ 8, je

(

2
N
− 1

)

záporné a po vynásobeńım s k, které je také záporné, dostáváme

kladné č́ıslo. K tomu nav́ıc přičteme 2 (N−1)
N

l, opět kladné č́ıslo. k1 je tedy kladné.

Podobně také v́ıme, že l1 = 2
N
k + (N−2)

N
l. Pokud by tedy byla splněna podmı́nka

∣

∣

k
l

∣

∣ <
(N−2)

2
, je i č́ıslo l1 kladné. Splňuje-li poměr

∣

∣

k
l

∣

∣ <
√
N , pak pro N ≥ 8 splňuje

též
∣

∣

k
l

∣

∣ <
(N−2)

2
. I l1 je tedy kladné.
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Důsledek 2.2 Mějme stavový vektor oN stavech s amplitudou stavu S splňuj́ıćıho

podmı́nku C (S) = 1 rovnou k a všemi ostatńımi rovnými l. Pak po provedeńı

difuzńıho operátoru D bude pro amplitudy k1 a l1 podle Tvrzeńı 2 platit k2
1 +

(N − 1) l21 = k2 + (N − 1) l2.
Z této rovnosti vyplývá, že celkový součet druhých mocnin amplitud z̊ustává

stejný, docháźı tedy pouze k přerozdělováńı. Pravděpodobnost systému se tedy od
začátku stále rovná jedné.

Důkaz Z Tvrzeńı 1 v́ıme, že difuzńı operátor D = WRW , kde W i R jsou
unitárńı. Operátor D je pak také unitárńı. Zachovává tedy normu a z definice
normy 2.6 a skalárńıho součinu 2.5 dostáváme

‖|φ〉‖ = ‖D|φ〉‖
√

k2 + (N − 1) l2 =
√

k2
1 + (N − 1) l21

k2 + (N − 1) l2 = k2
1 + (N − 1) l21. (3.17)

Tvrzeńı 3 Mějme stavový vektor o N ≥ 8 stavech před krokem 2a algoritmu

s amplitudou stavu S splňuj́ıćıho podmı́nku C (S) = 1 rovnou k0 a všemi ostatńımi

rovnými l. Necht’ nav́ıc plat́ı 0 < k0 <
1√
2

a l > 0. Pak po provedeńı kroku 2a a 2b

je změna k, kterou označ́ıme ∆k, zespoda omezená ∆k > 1
2
√
N

a l z̊ustane kladné.

To znamená, že v každém opakováńı algoritmu se amplituda u hledaného stavu
zvětš́ı. Při dostatečném opakováńı se dostaneme s amplitudou k u hledaného stavu
nad hranici 1√

2
. Jelikož druhá mocnina amplitudy odpov́ıdá pravděpodobnosti změ-

řeńı kvantového systému v daném stavu, dostáváme pravděpodobnost změřeńı hle-
daného stavu alespoň 1

2
.

Důkaz Užit́ım Tvrzeńı 2 dostáváme

k1 = −
(

2

N
− 1

)

k0 + 2
(N − 1)

N
l =

(

1 − 2

N

)

k0 + 2

(

1 − 1

N

)

l (3.18)

∆k = k1 − k0 = − 2

N
k0 + 2

(

1 − 1

N

)

l. (3.19)

Z platnosti 0 < k0 <
1√
2

a Důsledku 2.2 vyplývá

1 = k2 + (N − 1) l2 < 2 (N − 1) l2

1

2
< (N − 1) l2 < Nl2

1

2N
< l2

|l| >
1√
2N

. (3.20)
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Jelikož je z předpokladu l kladné, je l > 1√
2N

. Po dosazeńı do změny k podle rov-
nice 3.19 a za předpokladu N ≥ 8 dostáváme

∆k = − 2

N
k0 + 2

(

1 − 1

N

)

l > − 2√
2N

+
2
(

1 − 1
N

)

√
2N

> − 2√
2N

+
2N − 2

N
√

2N
>

−2
√
N + 2N − 2

N
√

2N

>
N +

(

N − 2
√
N − 2

)

N
√

2N
>

N

N
√

2N

>
1

2
√
N
. (3.21)

Pro d̊ukaz l1 > 0 si povšimneme, že k < 0 a l > 0. Z předpokladu máme N ≥ 8
a z předchoźıho odstavce v́ıme l > 1

2
√
N

a z předpoklad̊u 0 < k0 <
1√
2
. Nyńı ukážeme

∣

∣

∣

∣

k

l

∣

∣

∣

∣

=
|k|
|l| <

1
2
1

2
√
N

=
2
√
N

2
=

√
N, (3.22)

č́ımž splńıme i posledńı podmı́nku Důsledku 2.1 a d́ıky němu bude l kladné.

3.4 Počet opakováńı

Kromě podmı́něného otočeńı fáze v kroku 2a, který je závislý na charakteru pro-
hledávané databáze, nezmiňuje Grover počet opakováńı. Jak již bylo řečeno, je počet

opakováńı Groverova algoritmu O
(√

N
)

. Existuje však také spodńı omezeńı počtu

opakováńı, které je Ω
(√

N
)

[1]. Z toho vyplývá, že algoritmus je optimálńı. Po-

stupem času se objevilo několik tvrzeńı o přesném počtu opakováńı, ale z tohoto
p̊uvodńıho popisu nemůžeme vyvodit přesnou hodnotu. Máme pouze horńı odhad,
jelikož v každém opakováńı máme spodńı odhad změny amplitudy, kterou chceme
dostat nad určitou hranici. Na počátku jsou všechny stavy v rovnocenné superpo-
zici, tedy 1√

N
, a výslednou amplitudu chceme alespoň 1√

2
. Každým opakováńım se

amplituda zvětš́ı alespoň o 1
2
√
N

, takže nejvýše po

r =

1√
2
− 1√

N
1

2
√
N

=

√
N−

√
2√

2
√
N

1
2
√
N

=

√
N −

√
2√

2
√
N

· 2
√
N

1
=

√
2
√
N − 2 (3.23)

opakováńıch dostáváme amplitudu větš́ı než 1√
2
. Pokud by změřený stav nebyl hle-

daný, spust́ıme algoritmus znovu. Pravděpodobnost chyby by nám tak kvadraticky
klesala.

Daľśım nepopsaným př́ıpadem je př́ılǐs mnoho opakováńı. Intuitivně je vidět,
že pokud bude amplituda u hledaného stavu př́ılǐs velká, vyjde nám pr̊uměr všech
amplitud záporný a amplitudy ostatńıch stav̊u se tak překloṕı do záporných hod-
not. Amplituda u hledaného stavu se zase začne zmenšovat o přibližně dvojnásobek
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hodnoty pr̊uměru. Daľśımi opakováńımi by se amplitudy opět vyrovnaly a měli
bychom výchoźı stavový vektor s opačnou fáźı. Jak je vidět, přesný počet opa-
kováńı je stejně d̊uležitý jako algoritmus samotný. Tomuto problému se lze ale jed-
noduše vyhnout tak, že zvoĺıme λ > 1 a vyzkouš́ıme postupně počty opakováńı

λ, λ2, λ3, . . . ,
√

2
√
N − 2. Stále bychom z̊ustali v časové složitosti O

(√
N

)

.

3.5 Geometrický popis

Protože Grover̊uv algoritmus je velmi zaj́ımavý pro budoućı možné použit́ı, zabývalo
se j́ım nezávisle na sobě mnoho lid́ı a vytvořilo se tak v́ıce náhled̊u na jeho princip.
Daľśım popisem je geometrická abstrakce publikovaná např́ıklad v knize Roberta
Špalka [13], kterou poṕı̌si dále v této podkapitole, při které nepoč́ıtáme s hodnotami
amplitud, ale s úhly. Vlastńı algoritmus je stejný, jen se o něm jinak přemýšĺı a jinak
se dokazuje.

Algoritmus vyhledává mezi N stavy, které jsme použili jako báze stavového pro-
storu. Na začátku máme opět kvantový stav |φ〉 v rovnocenné superpozici všech
stav̊u. Počátečńı vektor je vlastně ve směru tělesové úhlopř́ıčky N -rozměrné krychle.
Skalárńı součin, který také odpov́ıdá kosinu úhlu, počátečńıho vektoru a libovolného
bázového vektoru, tedy i hledaného směru, je 1√

N
. Stavový vektor je tedy odkloněn

od bázových vektor̊u o stejný úhel, pojmenujeme ho α = π
2
− θ

cosα = cos
(π

2
− θ

)

= sin θ =
1√
N
. (3.24)

Budeme se tedy snažit zvětšit p̊uvodńı úhel θ z hodnoty arcsin 1√
N

na π
2
, kdy bychom

měli největš́ı pravděpodobnost změřeńı správného výsledku sin2 θ = 1.

Tvrzeńı 4 Kvantový stav lež́ı po celou dobu výpočtu ve dvoudimenzionálńım

reálném podprostoru V s bázovými vektory

|φ0〉 =
1√
N − 1

∑

i:xi=0

|i〉

|φ1〉 = |i〉, kde xi = 1 (3.25)

Nadále tak budeme poč́ıtat se superpozićı pouze dvou vektor̊u.

Důkaz Náš výchoźı kvantový stav můžeme s použit́ım úhlu θ a rovnice 3.24
rozepsat jako

|φ〉 =

√

N − 1

N
|φ0〉 +

√

1

N
|φ1〉 =

(

1 − 1

N

)

|φ0〉 +
1√
N
|φ1〉 =

= cos θ|φ0〉 + sin θ|φ1〉, (3.26)

z čehož je patrné, že lež́ı v prostoru V .
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Nyńı probereme krok algoritmu. Nejprve operátor Uω otočeńı fáze u hledaného
vektoru. Ten zobrazuje |φ0〉 → |φ0〉 a |φ1〉 → −|φ1〉, zachovává tedy prostor V .
Operátor má vzhledem k bázi φ0 a φ1 prostoru V matici

Uω =

(

1 0
0 −1

)

. (3.27)

Dále se pod́ıváme na difuzńı operátor D použitý na vektor z prostoru V . Použi-
jeme Tvrzeńı 1 z p̊uvodńıho d̊ukazu o rozložeńı operátoru D na součin WRW , defi-
nici Walsh-Hadamardovy transformace 2.28 a definici počátečńıho stavu algoritmu

|i〉 W=H⊗n

−→ 1√
2n

∑

j∈{0,1}n

(−1)i•j |j〉 =
1√
N

N−1
∑

j=0

(−1)i•j |j〉

R−→ 1√
N

(−1)i•0 |0〉 − 1√
N

N−1
∑

j=1

(−1)i•j |j〉 =

= − 1√
N

N−1
∑

j=0

(−1)i•j |j〉 +
2√
N
|0〉

W=H⊗n

−→ −|i〉 +
2√
N

· 1√
N

N−1
∑

j=0

(−1)0•j |j〉 = −|i〉 +
2√
N

· 1√
N

N−1
∑

j=0

|j〉 =

= −|i〉 +
2√
N

· |φ〉 = −|i〉 + 2|φ〉 · 〈φ|i〉 =

= −|i〉 +
2√
N

· |φ〉, (3.28)

kde i•j je bitový skalárńı součin. Difuzńı operátor opět zachovává prostor V a vzhle-
dem k bázi φ0 a φ1 prostoru V ho lze zapsat jako

D|i〉 = −|i〉 + 2|φ〉 · 〈φ|i〉 = −|i〉 + 2|φ〉〈φ| · |i〉 (3.29)

D = −I + 2|φ〉〈φ| =
(

−1 0
0 −1

)

+ 2

(

cos θ
sin θ

)

· (cos θ, sin θ) =

=

(

−1 0
0 −1

)

+ 2

(

cos2 θ sin θ cos θ
sin θ cos θ sin2 θ

)

=

=

(

2 cos2 θ − 1 2 sin θ cos θ
2 sin θ cos θ 2 sin2 θ − 1

)

=

=

(

2 cos2 θ − cos2 θ − sin2 θ sin 2θ
sin 2θ 2 sin2 θ − cos2 θ − sin2 θ

)

=

=

(

cos2 θ − sin2 θ sin 2θ
sin 2θ sin2 θ − cos2 θ

)

=

=

(

cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)

. (3.30)
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Pokud se pod́ıváme na použit́ı difuzńıho operátoru na bázové vektory, dostáváme

|φ0〉 → cos 2θ|φ0〉 + sin 2θ|φ1〉
|φ1〉 → sin 2θ|φ0〉 − cos 2θ|φ1〉. (3.31)

Máme tedy operátor podmı́něného otočeńı fáze a difuzńı operátor vyjádřeny mati-
cemi o rozměrech 2 × 2 zachovávaj́ıćı prostor V .

Tvrzeńı 5 V každém opakováńı algoritmu se stavový vektor pootoč́ı o úhel 2θ =
2 arcsin 1√

N
.

Takto se po čase dostaneme s úhlem stavového vektoru bĺızko k π
2
, kde je již

velká pravděpodobnost změřeńı hledaného stavu. Z tohoto je také zřejmé, že pokud
budeme dále pokračovat, budeme se od hledaného stavu opět vzdalovat.

Důkaz Celé jedno opakováńı Groverova algoritmu G můžeme zapsat jako

G = D · Uω =

(

cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)

·
(

1 0
0 −1

)

=

(

cos 2θ − sin 2θ
sin 2θ cos 2θ

)

. (3.32)

Jedná se tedy o otočeńı fáźı vektoru o úhel 2θ podle operátoru otočeńı 2.22 v každém
opakováńı algoritmu. Opakujeme-li tento postup t-krát, dostáváme otočeńı fáźı o úhel

2tθ, tedy Gt =

(

cos 2tθ − sin 2tθ
sin 2tθ cos 2tθ

)

. Použit́ım na p̊uvodńı stavový vektor

Gt|φ〉 = cos ((2t+ 1) θ) |φ0〉 + sin ((2t+ 1) θ) |φ1〉. (3.33)

3.6 Počet opakováńı podruhé

Nyńı se pod́ıváme na přesný počet opakováńı. Algoritmus neustále pootáč́ı stavový
vektor o úhel 2θ. Po 2π

2θ
= π

θ
opakováńıch jsme opět na začátku s výchoźım sta-

vovým vektorem. Mezit́ım ještě projdeme stavem, kdy po π
2θ

opakováńıch budeme
mı́t stavový vektor právě záporný výchoźı. Kolik opakováńı je tedy nejvhodněǰśı?
Vezmeme-li p̊uvodńı úhel α a θ = arcsin 1√

N
, pak dostáváme pro počet opakováńı r

α =
π

2
− θ = 2rθ (3.34)

r =
π
θ
− 2

4
=

π

4θ
− 1

2
. (3.35)

Na konci algoritmu bude vzdálenost stavového vektoru a hledaného směru O (θ).
Pravděpodobnost správné odpovědi tedy bude O (cos2 θ). Pro špatné je to doplněk
k jedné, tedy O (1 − cos2 θ) = O

(

sin2 θ
)

. Nyńı se odvoláme na linearitu sinu pro
velmi ńızká č́ısla a dostáváme

r ≈ π

4

√
N − 1

2
(3.36)
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a nav́ıc pravděpodobnost špatné odpovědi algoritmu bude O
(

1
N

)

, což je pro velká N
malé. Pokud bychom přesto obdrželi špatnou odpověd’, spust́ıme algoritmus znovu.
T́ım nám pravděpodobnost chyby bude opět kvadraticky klesat.

Pokud bychom spustili algoritmus s r = π
4θ

− 1
2

opakováńımi, kde θ = arcsin 1√
N

,

dostaneme přesně výsledný směr. Úhel mezi stavovým vektorem a hledaným směrem
by byl nulový, pravděpodobnost změřeńı hledaného stavu tedy jedna 1. Počet opa-
kováńı si můžeme spoč́ıtat dopředu a pak spustit algoritmus. Počet opakováńı ale
muśı být celé č́ıslo. Pokud neńı, pak při použit́ı ⌊r⌋ nebo ⌈r⌉ opakováńı nedostaneme
přesně hledaný vektor. Můžeme si pomoci tak, že provedeme ⌊r⌋ opakováńı a jedno
takzvané pomalé opakováńı. V něm změńıme p̊uvodńı algoritmus tak, že budeme
v kroku 2a násobit kvantovou fázi u hledaného stavu eiθ1 mı́sto −1 a v kroku 2b pro-
vedeme násobeńı eiθ2 mı́sto −1, tedy operátor D se bude rovnat eiθ2I+2P . Takovéto
dva úhly nám mohou dát libovolné pootočeńı o úhel, který nám po ⌊r⌋ opakováńıch
chyběl a doćılit tak přesného natočeńı k hledanému směru.

Jak je vidět, dává nám tento popis daleko v́ıce informaćı o počtu opakováńı než
p̊uvodńı Grover̊uv. Dokonce nám umožňuje provést přesný algoritmus, který nám
vrát́ı výsledek s pravděpodobnost́ı rovnou jedné.

3.7 Rozš́ı̌reńı

Na začátku kapitoly popsaný Grover̊uv algoritmus hledá v databázi, kde pouze jeden
stav splňuje hledanou podmı́nku. Co dělat v př́ıpadě, že takových stav̊u je v databázi
v́ıce, řekněme k? Můžeme použ́ıt stejný algoritmus, jen uprav́ıme počet opakováńı
na

r ≈ π

4

√

N

k
− 1

2
. (3.37)

A to z d̊uvodu, že se stavový vektor natáč́ı k v́ıce směr̊um najednou, přičemž se
opět muśıme zastavit při natočeńı k nim co možná nejbližš́ım. Jednoduchý náhled
nám dá opět geometrický popis, kde se nám změńı počátečńı úhel z arcsin 1√

N
na

arcsin
√

k
N

. Dále vše plyne z počtu opakováńı pro tento př́ıpad. Pokud neznáme počet

vyhovuj́ıćıch stav̊u, můžeme algoritmus postupně pouštět s π
4

√
N, π

4

√

N
2
, π

4

√

N
4
, . . .

opakováńımi. Pro nějaké k algoritmus hledaný stav najde s dostatečnou pravdě-
podobnost́ı. Pak již stač́ı nalezený stav označit, abychom ho dále nenacházeli, a spus-
tit algoritmus znovu, tentokráte s menš́ım k. Takovýchto pokus̊u uděláme nanejvýš
π
4

√
N

(

1 + 1√
2

+ 1
2

+ · · ·
)

, což je stále O
(√

N
)

.

1Proto se této úpravě ř́ıká exaktńı nebo také přesný algoritmus.
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Kapitola 4

Popis algoritmu na simulaci

kvantového poč́ıtače

4.1 QCL

Praktické využit́ı kvantových poč́ıtač̊u je ještě otázkou budoucnosti, ale dobře defi-
nované základy jejich výpočetńıch možnost́ı dovoluj́ı vznik programovaćıch technik
a jazyk̊u. Jeden takový programovaćı jazyk a jeho simulátor pro použit́ı na kla-
sických poč́ıtač́ıch, zat́ım pouze pro Linux, vytvořil Bernhard Ömer [8]. Jmenuje se
QCL, neboli Quantum Computer Language, a podobá se programovaćımu jazyku C
s přidanými typy pro qubity a pro ně vestavěnými funkcemi. Ömerovo podáńı Gro-
verova algoritmu bych rád představil v této kapitole.

Program dostane jako vstup pořadové č́ıslo n hledané položky. Bude hledat toto
č́ıslo mezi N = 2⌊log2

n⌋+1 položkami. Použije log2N qubit̊u, na kterých bude re-
prezentovat pořadová č́ısla stav̊u. Výsledkem bude pořadové č́ıslo hledaného stavu
uložené bitově na těchto qubitech.

Zdrojový kód popisovaný ńıže je součást́ı programového baĺıku simulátoru QCL.
Simulátor stač́ı stáhnout z domovské stránky

<http://tph.tuwien.ac.at/%7Eoemer/qcl.html>,

rozbalit a nechat přeložit př́ıkazem make. Spustitelný program se bude jmenovat qcl
a bude vytvořen v adresáři simulátoru. Po spuštěńı stač́ı nač́ıst zdrojový kód Gro-
verova algoritmu př́ıkazem include "lib/grover.qcl" a spouštět funkci grover()
s hledaným č́ıslem.

4.2 Zdrojový kód

Protože dotazovaćı funkce na splněńı podmı́nky neńı d̊uležitá, ale bylo by vhodné,
aby byla kvantová, byla vytvořena funkce, která vraćı právě hledané č́ıslo n. Tato
funkce vezme qubitový registr a qubit̊um na mı́stech, kde má v binárńım zápise č́ıslo n
nulu, neguje hodnotu. Tak se p̊uvodńı stav n stane stavem N − 1 reprezentovaným
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samými jedničkami. Ten je pak označen kontrolńım qubitem. Nakonec se qubitový
registr vrát́ı do p̊uvodńı polohy, jen s t́ım, že stav n je označen.

qufunct query( qureg x, quvoid f, int n){

int i;

for i = 0 to #x - 1 { // x -> NOT ( x XOR n )

if( not bit( n, i )){ Not( x[ i ] ); }

}

CNot( f, x ); // negace f pokud x = 1111...

for i = 0 to #x - 1 { // x <- NOT ( x XOR n )

if( not bit( n, i )){ ! Not( x[ i ] ); }

}

}

Nás zaj́ımá celý operátor podmı́něného otočeńı fáze. Ten můžeme vyjádřit jako po-
sloupnost spoč́ıtáńı podmı́nek, kdy je hledaný stav označen př́ıznakem, podmı́něné
otočeńı fáze označeného stavu, a opětovné vráceńı výpočtu podmı́nek, odstraněńı
označeńı. Otoč́ıme tak fázi právě hledanému stavu.

query( q, f, n ); // vypočı́tánı́ C( q )

CPhase( pi, f ); // otočenı́ fáze stavu n

! query( q, f, n ); // odstraněnı́ C( q )

Dále se pod́ıváme na difuzńı operátor, který je implementován jako −D =
−WRW = W (−R)W podle vztahu 3.3 a 3.4. Protože znaménko stavového vektoru
v jednotlivých opakováńıch nehraje roli, takovéto zjednodušeńı nevad́ı. Na qubitovém
registru se provede nejprve Walsh-Hadamardova transformace. Pak se kvantový stav
neguje, aby se stav |0〉 stal stavem |N − 1〉, tedy řetězec samých jedniček, aby se
dalo použ́ıt funkce CPhase(), která u něj otoč́ı fázi. Nakonec se stav neguje zpět
a provede se Walsh-Hadamardova transformace. Otáč́ıme tedy fázi pouze u prvńıho
stavu, u ostatńıch z̊ustává stejná. V definici R je tomu naopak.

operator diffuse( qureg q ){

H( q ); // Walsh-Hadamardova transformace

Not( q ); // negace q

CPhase( pi, q ); // otočenı́ fáze q stavu 1111...

! Not( q ); // negace q zpět

! H( q ); // zpětná Walsh-Hadamardova transformace

}

Nyńı se již můžeme pod́ıvat na celkovou funkci na hledáńı podle Groverova
algoritmu. Vstupem je hledané pořadové č́ıslo n a výstupem nalezené pořadové
č́ıslo n. Počet krok̊u je sńıžen na ⌈π

8

√
N⌉, což podle rovnice 3.34 postačuje k dosažeńı

pravděpodobnosti změřeńı hledaného stavu 1
2
. Následuje opakováńı kroku algoritmu

složeného z poč́ıtáńı podmı́nek, podmı́něného otáčeńı a difuzńıho operátoru. Nako-
nec změř́ıme výsledný stav a pokud je hledaným pořadovým č́ıslem, pak algoritmus
konč́ı, jinak se pust́ı znovu od začátku.
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procedure grover( int n ){

int l = floor( log( n, 2 )) + 1;

// počet qubitů

int m = ceil( pi / 8 * sqrt( 2 ^ l ));

// počet opakovánı́

int x;

int i;

qureg q[ l ];

qureg f[ 1 ];

{

reset;

H( q ); // přı́prava superpozice

// Walsh-Hadamardovou transformacı́

for i = 1 to m { // hlavnı́ smyčka

query( q, f, n ); // vypočı́tánı́ C( q )

CPhase( pi, f ); // otočenı́ fáze stavu n

! query( q, f, n ); // odstraněnı́ C( q )

diffuse( q ); // difuznı́ operátor

}

measure q, x; // měřenı́

print "measured", x;

} until x == n;

}
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Kapitola 5

Závěr

5.1 Srovnáńı

Ukázali jsme, že Grover̊uv algoritmus by mohl být kvadraticky rychleǰśı než hle-
daćı algoritmy na klasických poč́ıtač́ıch. Dosahuje dokonce optimálńı rychlosti algo-
ritmu pro hledáńı v nesetř́ıděné databázi, které by se dalo na kvantovém poč́ıtači
dosáhnout. Pokud nemáme o databázi žádné daľśı informace, na kterých by se dalo
postavit efektivněǰśı prohledáváńı než postupné, je tedy tento algoritmus nejlepš́ım
možným. Neńı sice jednoduché vytvořit kvantovou funkci pro porovnáváńı hodnot
podle podmı́nky, ale algoritmus samotný je jednoduchý pro výpočet.

Původńı Grover̊uv popis a d̊ukaz jsou založeny na vlastnostech č́ısel, konkrétně
pr̊uměrováńı, a jsou sṕı̌se technické. Nav́ıc nám neř́ıkaj́ı mnoho o praktickém použit́ı
algoritmu, hlavně o počtu opakováńı. Oproti tomu geometrický popis, který přestože
vycháźı z naprosto stejného zápisu algoritmu, je k nám velmi štědrý. Jednak dává sro-
zumitelný a přehledný náhled v podobě přibližuj́ıćıch se vektor̊u ve dvou dimenźıch,
jednak obsahuje dostatek informaćı pro zjǐstěńı počtu opakováńı. Nav́ıc jde tak da-
leko, že podle něj můžeme vytvořit přesný hledaćı algoritmus, ve kterém nám ne-
hraje roli náhoda a máme jistotu nalezeńı správné odpovědi již napoprvé. Tento popis
významně doplňuje p̊uvodńı Grover̊uv, který byl určen sṕı̌se k ukázáńı, že je problém
hledáńı řešitelný. Geometrický popis nám již ř́ıká jak. Na obou popisech jsou velmi
názorně a elegantně předvedeny všechny užitečné myšlenky kvantového poč́ıtáńı. Pro
výukové účely algoritmu bych dal přednost názorněǰśımu geometrickému popisu.

Algoritmus obsahuje právě základy kvantového poč́ıtáńı a tak jej lze bez obt́ıž́ı
využ́ıvat i na nejjednodušš́ıch kvantových poč́ıtač́ıch. Bude tedy s největš́ı pravdě-
podobnost́ı k použit́ı již s prvńı generaćı kvantových poč́ıtač̊u. Pro ty budou nejsṕı̌se
vytvořeny vlastńı programovaćı jazyky podobné prvńımu assembleru pro klasické
poč́ıtače, ale použit́ı rozsáhleǰśıch jazyk̊u nakonec převládne.

5.2 Použit́ı

Budoućı použit́ı Groverova algoritmu na kvantovém poč́ıtači je předevš́ım dáno
kvadratickým zrychleńım vyhledáváńı. Při běhu algoritmů na klasických poč́ıtač́ıch
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můžeme sice vědět daľśı informace o databázi, které mohou pomoci při hledáńı, ale
toto takzvané předtř́ıděńı spotřebuje také určitý čas. Proto by mohlo být výhodněǰśı
vše přenechat kvantovému poč́ıtači.

Grover̊uv algoritmus se téměř vždy spojuje s myšlenkou prohledáváńı databáze.
Tento algoritmus ale také umožňuje na základě poč́ıtáńı hodnot p̊uvodńı funkce
simulovat funkci inverzńı, nebot’ ve své podstatě je vlastně hledáńım inverzńı funkce.

Princip Groverova algoritmu byl již použit pro jiné algoritmy, např́ıklad pro od-
hadnut́ı hodnoty pr̊uměru nebo mediánu, pro urychleńı řešeńı NP-úplných problémů,
pro hledáńı největš́ı bipartitńı a nebipartitńı části grafu, nebo pro hledáńı tok̊u
v śıt́ıch.
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2005. [citováno 2006-12-21]. ČVUT Praha. Fakulta elektrotechnická. Katedra
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