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Groverova formulace a dukaz algoritmu, tak i pozdéjsi geometricky popis tohoto algo-
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Kapitola 1
Uvod

1.1 Neékolik slov o této praci

Tato prace by méla byt struénym prehledem algoritmu pro kvantové vyhledéavani
spolu se zakladnim popisem kvantového pocitace. Kvantové pocitace sice jesté nebyly
vyvinuty, ale matematicky model jejich fungovani je jiz dobfe popsan. Jednd se
o zcela novou filozofii, ktera se opird o intenzivni vyzkum a jsou do ni vkladany velké
nadéje. Podle puvodnich odhadu Feynmana z osmdeséatych let by mohl byt kvantovy
pocita¢ prinejmensim stejné tak dobry jako klasicky, avsak koncem devadeséatych
let se dokonce objevily algoritmy, které ukazaly, ze kvantové pocitace mohou byt
rychlejsi, nékdy az exponencidlné rychlejsi. Byly to Shoruv algoritmus faktorizace
¢isel a Groveruv vyhledavaci algoritmus.

Groveruv algoritmus, ktery je predmétem této prace, slibuje vyhledavat v ne-
setiidéné databazi v Case umérném odmocniné z poctu polozek, zatimco klasické
pocitace stejny tkon provadi postupnym c¢tenim polozek. Jedna se tedy o kvadra-
tické zrychleni. V této praci je uvedena jak puvodni Groverova formulace a dukaz
algoritmu, tak i pozdéjsi geometricky popis tohoto algoritmu. Také bude poukazano
na vhodnost téchto popisu k vyukovym ucelum. V samostatné kapitole bude zahr-
nut popis Groverova algoritmu v programovacim jazyce umoznujicim simulovat na
klasickych pocitacich kvantové vypocty.

Protoze mnoho algoritmu potiebuje vyhledavat, mohla by se pouzitim tohoto
algoritmu snizit i jejich ¢asova naroc¢nost. Bohuzel jsou kvantové pocitace teprve
v pocatcich a jejich redlna vyroba, pouziti nebo dokonce provoz se potyka s velkym
poctem fyzikdlnich problému a omezeni. Neni jisté, zda se s kvantovym pocitacem
setkame. Bylo jiz sice vyvinuto nékolik prototypu, ale jednalo se spise o demonstraci
nez pouziti kvantové mechaniky !. Vyvoj kvantovych pocitaci by mohl byt stejné
zajimavy jako byl kdysi vyvoj klasickych pocitacu, které se nam od velkych monster
v obrovskych séalech dostaly na desky stoltt a dokonce i do dlanf 2.

Daéle v iivodu nastinim motivaci pro vznik tivah o kvantovém pocitaci a zminim
mezniky v kvantové fyzice, které umoznily jejich vyzkum. Pak se jiz budu zabyvat po-

1V tinoru roku 2007 piedstavila spole¢nost D-Wave Systems, Inc. prvni prototyp komeréné
vyuzitelného kvantového pocitace [12].
2T dnesni mobiln{ telefony a hudebni pFehravace maji vetsi vypocetni vykon nez prvni pocitace.



pisem matematického modelu kvantového pocitace a Groverova vyhledavaciho algo-
ritmu. Nakonec zminim zdrojovy kéd Groverova algoritmu pro simulator kvantového
pocitace.

1.2 Myslenka kvantového pocitace

Klasické pocitace jsou velmi komplikované a velmi mnoho dok&azi. Stale se podle
trochu upraveného Moorova zdkona [7] kazdé dva roky zvysuje vykon pocitace na
dvojndsobek 3. Tim sice dostdvame velmi dobré vyhlidky do budoucna, ale na svéte
je mnoho problém, k jejichz feseni pottebujeme trochu vice.

Dnesni pocitace pracuji na modelu informace-operace. Maji néjakym zpusobem
ulozeny informace a néjak je zpracovavaji. Postupem casu zbyl uz jen jediny zptsob
prace s informacemi, prace s jednickami a nulami 4. Ty jsou uloZeny jako pismena na-
psand na papire, bloky kovu, které zmagnetizujeme v discich a disketach, krystalky
chemickych slou¢enin na kompaktnich discich, jimz laserovym paprskem ménime
odrazivost povrchu, a koneéné jako dratky uvnitt procesoru, po kterych béhaji elek-
trony ovladané zménami napéti. VSechny vyse uvedené zpusoby uchovavani infor-
mace spotiebovavaji miliony a miliony castic. A prece nejjednodussi by bylo mit
jednu ¢astici na jednu jednotku informace, jednicku nebo nulu.

Na tdrovni jednotlivych ¢astic se jiz dostavame do problému s takzvanymi kvan-
tovymi jevy. Pro svét, jak jej zname, plati takzvané deterministické fyzikalni zédkony.
Pokud zname vychozi stav, umime urcit stav nasledny i predchozi. Ale pro jednotlivé
castice toto tak uplné neplati, vlastné témeér vubec.

Zkoumani kvantovych jevu prineslo vysledky na poc¢atku dvacatého stoleti, kdy
prisli se svymi zavéry vyznamni fyzikové. Prvnim byl Max Planck s tvrzenim, ze
energie je vyzafovana v malych davkach, takzvanych kvantech, namisto souvislého
proudu [10]. S dalsi a velmi podstatnou teorii ptisel Albert Einstein, a to, Ze se svétlo
§ff také v ddvkach ° a ne jen ve vindch [4], za kterou pozdéji dostal Nobelovu cenu.
A konec¢né Luis de Broglie vyvodil naopak, ze ¢astice maji také vlnovy charakter [2].
Tim byl uzavien kruh duality, ktery znamend, ze vSechny c¢éstice maji také vlnové
vlastnosti a naopak ze vSechny vlny maji také ¢asticové vlastnosti. Spise nam to
k4, ze at vlny tak ¢dstice jsou vSechno pouze kvanta energie, pro kterd plati stejné

3V pivodnim znéni:

“The complexity for minimum component costs has increased at a rate of roughly
a factor of two per year ... Certainly over the short term this rate can be expected to
continue, if not to increase. Over the longer term, the rate of increase is a bit more
uncertain, although there is no reason to believe it will not remain nearly constant
for at least 10 years. That means by 1975, the number of components per integrated
circuit for minimum cost will be 65,000. I believe that such a large circuit can be built
on a single wafer.” [7]

4Tyto dva stavy se vyjadiuji ve dvojkové soustavé a jednotkou je bit. Néjakou dobu se expe-
rimentovalo i s vicestavovymi systémy, z nichz se nejdéle uchytil t¥istavovy systém, s jednotkou
nazvanou trit. Nakonec se ale od vicestavovych systému upustilo, protoze vse slo vyjadiit ve dvoj-
kové soustavé, se kterou se pracovalo jednoduseji.

5Na tyto davky se opét muze pohlizet jako na &éstice, pozdéji nazvané fotony.
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principy. Nabizi se tedy otdzka k budoucimu vyvoji — pokud maji ¢astice takovéto
zvlastni vlastnosti, se kterymi bychom se ¢asem stejné museli naucit vyporadat, proc¢
je dokonce nevyuzit ke svému prospéchu?

1.3 Kvantova fyzika

Kvantova fyzika predpoklada, ze kazda castice ma vlnové vlastnosti. Ma takzvanou
vlnovou funkei, ktera nam nedava presné umisténi ¢astice, ale pravdépodobnost,
s jakou se ¢astice nachazi v libovolné mozné pozici. Protoze castice je vlastné ve vSech
moznych pozicich, fika se tomuto princip superpozice. Vinovou mechaniku predstavil
svétu Schrodinger v roce 1926 [11], krdtce po publikaci de Broglieho [2]. VInova
funkce se vyviji v ¢ase podle Schrodingerovy rovnice. Pokud je ¢astice v kombinaci
vice stavu, pak je v této kombinaci i nadale. Jako pozorovatelé nemame piistup
k této vlnové funkci a jediné, co muzeme, je pozorovat jak se systém vyvinul. Protoze
mohou byt kvantové systémy v superpozici stavu, neni zfejmé a ani odvoditelné jaka
pozorovani dostaneme. Zamichava se nam do nich pravdépodobnost stavu a tedy
jisty druh nahody. To bylo duvodem obtizného pochopeni samotnymi fyziky a jesté
mnohem obtiznéjsiho laiky:.

Kvantové pocitace jsou tedy pokusem o vyuziti principu vlnové funkce a tim
i superpozice stavu. Na rozdil od klasickych poc¢itacu by tak mohly byt v jednom
okamziku ve vice stavech najednou. Diky této myslence jsou zajimavé. Co musi
klasické pocitace pocitat postupné, mohou kvantové pocitace pocitat najednou.



Kapitola 2

Princip fungovani kvantového
pocitace

2.1 Kvantovy bit

Kvantova varianta bitu v klasickém pocitaci jako nosice informace je kvantovy bit,
zkracené také qubit. Klasicky bit nese vzdy jednu jednotku informace, jednicku
nebo nulu. Pouzijeme-li principy kvantové fyziky, muze nést jednicku i nulu zaroven.
Kazdou hodnotu s urc¢itou pravdépodobnosti a to po celou dobu vypoctu. Hodnoty
se uchovavaji jako komplexni ¢isla a druhda mocnina pak odpovidéa jejich pravde-
podobnosti. Jen pii méreni vypoétu qubit kolabuje do jednoho ze zakladnich stavu,
tedy jednicky nebo nuly. Déje se tak podle pravdépodobnosti stavu. Nejsme tedy
schopni zjistit jeho pfesny stav, ale jen nékteré méfitelné hodnoty, kterymi jsou
praveé zakladni stavy. Pro zapis stavu qubitu se pouziva komplexni sloupcovy vektor
o poctu fadek rovnému poctu ruznych stavu. Jeden qubit muze byt v zdkladnim
vypocéetnim stavu, kdy oznacuje jednicku nebo nulu. Pak piseme *

m=(g) m=(}). 1)

Nebo muze byt qubit v obecném stavu ¢, kterému odpovidaji komplexni amplitudy

1 a ¢y

) = o)+ eult) = (1), 22)
Jednotlivé amplitudy ¢, 2 stavového vektoru |¢) mohou byt rozlozeny na soucin
¢; = |¢;| - €% pro Eulerovo é&islo e, i = /=1 a né&jaké redlné &islo 6. Tomuto

¢islu se 1ika kvantova faze. Faze neméni pravdépodobnost zakladnich stavu v kvan-
tovém stavu, ale je vyznamna pii kvantové interferenci. To je schopnost kvantovych
stavu se spolu slucovat a docilit tak zesileni nebo potlaceni svych amplitud, tedy
pravdépodobnosti zméreni jejich hodnoty. Spravnym pouzitim operaci tak muzeme
zvysit pravdépodobnost naméfeni u spravnych hodnot a naopak snizit u nesprav-
nych.

1Podle takzvané bra-ket notace, kterou vytvoiil Paul Dirac.



Zakladem pocitace je jeho schopnost prace s informacemi-bity. Pro kvantovy
pocitac tedy potiebujeme definovat operace s qubity. Jiz jsme definovali |¢) ket vek-
tor, sloupcovy vektor o poc¢tu fadek rovnému poctu ruznych stavu, tedy

b1
o)=1 : (2.3)
P
Déle definujeme (¢| bra vektor, fadkovy vektor, transponovany komplexné sdruzeny
vektor k |¢), tedy

(@l =10)" =16)T = (é1,-.., én) - (2.4)

Budeme také pouzivat standardni skaldrni soucin (¢| - |1}, zkracené (¢[y) 2. Tedy
(Ol = dirhs. (2.5)
i=1

Standardné definujeme i normu vektoru ||¢||, a to nésledovné

ol = v/ (o). (2.6)

Jak jiz bylo zminéno vyse, odpovidaji jednotlivé amplitudy pravdépodobnosti, s ja-
kou je qubit v daném stavu. Konkrétné je tato pravdépodobnost druhou mocninou
amplitudy. Nezalezi tedy na fazi, ale na velikosti. Proto by bylo vhodné, aby soucet
druhych mocnin amplitud byl roven jedné, tedy aby celkova velikost vektoru podle
vyse definované normy byla rovna jedné. Takovymto vektorum fikdme normalizované
nebo jednotkové a plati pro né nasledujici

ol =1=12 = l6l* = (Vdla}) = (610). (27)
pro dvoustavovy qubit dostavame
L= (916) = (6100 + 62(11) (4110) + $2[1)) = G161 + da2 = [on]* + []*. (2.8

Skalarni souc¢in dvou normalizovanych vektoru pak odpovida kosinu uhlu, ktery spolu
sviraji

(lih) = cos (Z]@)[¢)) .- (2.9)
Formalné podobné jako skaldrni soucin ® muzeme definovat vnéjsi soucin dvou vek-
toru, kdy
" bl bl o b
owl=| P | G = | T )

2Timto zapisem byly inspirovany ndzvy vektorii bra a ket, protoze dohromady vypadaji jako
zavorka, v anglictiné braket.
3Také oznacovany jako vnitini souéin.




2.2 Vektorovy prostor

Pro kvantovy stav se pouziva Hilbertuv prostor C". Jednd se o komplexni vektorovy
prostor s vyse definovanymi operacemi skaldrniho sou¢inu (-|-) a normy ||-||. Dimenze
je rovna poc¢tu ruznych zakladnich stavi. Pro jeden qubit tedy standardné 2, kdy se
jednd o komplexni rovinu C2.

Ortonormalni systém je takovd mnozina vektort dimenze n

B:{|ﬂl>7‘62>77‘6n>}7 (211)

ve které jsou vSechny vektory normované a navzajem kolmé, neboli skalarni soucin
dvou ruznych vektoru je nula. Tvoii tak bazi Hilbertova prostoru C" a kazdy vek-
tor |¢) z tohoto prostoru lze rozlozit na slozky podle jednotlivych vektoru tohoto
systému,

|¢> = Z¢z|ﬁz> (2-12)

Pro dvoustavovy qubit se bézné pouziva standardni béze [2.1 nebo Hadamardova

baze
U
= T \/5(1)

o= 1
=) = 7 \/5(—1)' (2.13)

O vektorovém prostoru V fekneme, ze je direktnim souctem vektorovych pod-
prostoru Vi, Va, ..., V,, a zapisujeme V =V, @ Vo @ --- @V, pokud V; NV; = {0},
t # 7 a linedrni obal Vi,...,V, je V. Pokud V. = V) & ... &V, pak se da kazdy
vektor v € V' jednozna¢né napsat jako v = vy + vy + - - - + vy, kde v; € V.

2.3 Kvantovy registr

Nyni se budeme vénovat praci s vice qubity najednou. Nejprve zavedeme tenzorovy
soucin dvou vektoru z Hilbertovych prostoru C" a C™, |¢)®|¢)). Budeme ho zapisovat
zkracené |¢)), a definujeme jej

|9) @ |) = D)) = oY) = {ai-1ymej = Dits 1T j=1 (2.14)
nazornéji
16) @ |) = (G181, - -+, D18y D21, -+ oy Gotomy =+ Dty oy Dph)” . (2.15)

Takovyto vektor ovSsem bude nélezet do Hilbertova prostoru C™", na ktery se podi-
véame blize. Vezmeme-li Hilbertovy prostory V' a W' s ortonormalnimi bazemi {v; }7
a {w;}7L,, pak definujeme jejich tenzorovy soucin S = V@ W jako Hilbertiiv prostor
dimenze n - m s ortonormdln{ bazi {|v;) ® |w;)};27 ;. Pro zdpis vektorti budeme
pouzivat konvenci podle definice 2.14, kdy postupné kombinujeme bézové vektory
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z prvniho prostoru se vSemi bazovymi vektory z druhého prostoru. Napiiklad pro
kombinaci dvou qubitt dostaneme Hilberttiv prostor C* s bazi

1
1 1
e =(g)e(s)=0o |-
0
0 0 0
1
o=, no=|7| m=|7 (2.16)
0 0 1
A stav dvou qubitu vyjadiime v tomto prostoru jako
D191
et = (0 )e(n)=| o | (2.17)
P2ths

Zjednodusime znaceni zavedenim tenzorové mocniny, nebo také radu, Hilbertova
prostoru V&' = V a Vet — V @ V" Pro vypocet s n dvoustavovymi qubity
se tedy budeme pohybovat v Hilbertové prostoru dimenze 2", prostor (C2)", ktery
bude mit bazi z n-bitovych fetézcu {0, 1}". Nekdy o n qubitech mluvime také jako
o n-qubitovém registru. Pti praci s n-qubitovym registrem pracujeme tedy soucasné
s 2" moznymi stavy pouze na n qubitech. Tomuto se fika kvantovy paralelizmus a je
hlavnim ptinosem kvantovych pocitacu k jejich vysoké efektivite.

Jedna z nejpodivnéjsich vlastnosti kvantového stavu takovéhoto registru je moz-
nost propleteni stavii 4. Vyse zminénou metodou tenzorového souéinu z navzdjem
nezavislych qubitu sestavime kvantovy stav. Kazdy je popsan samostatnym Hilber-
tovym prostorem a dohromady vytvareji jeden velky. Existuji vsak fyzikalni procesy,
kterymi dokazeme vytvorit i jiné stavy, které nelze vyjadrit jako tenzorovy soucin
jednotlivych qubitu. O takovychto qubitech fikame, Ze jsou propletené. Znamend
to, ze jsou na sobé qubity néjakym zpusobem zavislé. Pokud zméiime jeden qubit,
nemusime jiz méfit hodnotu druhého. Doptedu ale nevime jaké hodnoty zméiime.
Métenim qubity opét kolabuji do jednoho ze zakladnich stavi. Této vlastnosti se
vyuziva pro kvantovou teleportaci.

2.4 Vyvoj stavu

Pokud mame néjaky pocatecni stav systému, 1idi se jeho dalsi vyvoj Schrédingerovou
rovnici [11]. Ta je deterministickd, linedrni a udavé vyvoj stavu v ¢ase. K fungovani
kvantového pocitace je zapotiebi pouze jeji zjednodusena verze. Zajimaji nas jen
nami chténé operace nad kvantovym stavem v poradi, které urcime.

4Nékdy se pouziva i pocestény anglicky vyraz proplétat, entangle.
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Pracujeme s vektory vyjadfenymi pomoci bazovych vektoru vektorového pro-
storu a s operacemi, které se chovaji linearné, presnéji zachovavaji operace scéitani
a nasobeni komplexnim ¢islem. Mame-li ortonormalni bazi {v;}"_; Hilbertova pro-
storu V' dimenze n, pak staci definovat operaci U pouze na tyto vektory a efekt na cel-
kovy kvantovy stav plyne z linearity, neboli pro viechna i je U : [v;) — D7, u;lv;),
pro néjaké komplexni koeficienty w; ;. Operaci U pak muzeme reprezentovat matici
o rozmérech n x n

U1 U2 -+ Uin
U1 U2 -+ Uznp
_ n,n _ b b b
U= {ui,j}izl,jzl = . . (2.18)
Up1 Unp2 - Upn

Stav systému |¢) po provedeni operace U lze tedy zapsat jako

|92) = Uldn). (2.19)

Dale potiebujeme zachovavat normu vektoru, k tomu musi platit U~! = U, protoze
chceme

o)l = Ule)| (2.20)
(0lo) = V{UdUS)
(lo) = (Ule)'- Ulo)

(olll0) = (olUT-Ulo)
I = U-U (2.21)

Tim také ifkdme, Ze operaci lze obratit pouzitim operace U~!, kterd je dobfe defi-
novand jako U~! = U = UT, komplexné sdruzend transponovand matice ptivodni
operace. Splnili jsme tak i posledni podminku plynouci ze Schrodingerovy rovnice,
operace musi byt reverzibilni, abychom mohli jejich prubéh jednoznacné obratit.
Operacim, které splnuji tyto vlastnosti fikame unitarni operatory.

Protoze jsou operace vratné, nelze provadét operace znamé a pouzivané u kla-
sickych pocitacu jako napriklad ukladani ¢isel do paméti nebo mazani nepouzivanych
registriu. Musime je obejit vratnymi operacemi, napiiklad bitovym soucinem xor.

Pro popis algoritmu budeme pracovat s fazovym otocenim

n_ < cosf@ —sinf ) ’ (2.92)

sinf cos®

které zmeéni faze stavu qubitu o dany uhel 6, s vybérovym otocenim faze

Z:((l) _01) (2.23)

které otoci fazi u jednoho ze zakladnich stavi, a s Hadamardovou branou

H:%(}i). (2.24)
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Hadamardova brana ma navic velmi zajimavé vlastnosti. Je sama sobé inverzni, samo
sdruzend, neboli H? = I, a navic pievadi vypocetni bézi[2.1 na Hadamardovu [2.13
a naopak. Pro jednotlivé qubity se pocitd jako

H]0) = —(|0>+|1>) +)

—5 -

H[1) = %(\@ 1) = 1[-)- (2.25)

Tyto operace se pouzivaji na jeden qubit a tak je muzeme chtit pouzit v jednom
kroku na vice qubiti. Tim ziskame kvantovou obdobu hradla u klasickych pocitacu.
Formalné je rozsifime do tenzorové mocniny. Méame-li n qubitu, pohybujeme se v Hil-
bertové prostoru tenzorové mocniny n, (C2)®". Mame-li linedrni operdtor U; na V;
a Uy na Vs, pak tenzorovym soucinem U; ® Us rozumime operator na V) ® V5 defino-
vany na bazi takto v; ® vy — Uyvy @ Usvs. Usnadnime si znaceni zavedenim tenzorové
mocniny operace pokud ji chceme pouzit na vice qubitu soucasné

V®n L@n) V®n
Kn
V) = o1, v, v T (U) ® (Uloe)) @ -+ @ (Ulvg)) ®U|v2 )(2.26)

Pokud naopak potiebujeme provést operaci U pouze na nékterém qubitu, feknéme i,
slozime tuto operaci s operacemi identity I a dostaneme tak

1 i1 —1 7 t+1 n
U=1%-9 I @ U® I ®- @ I =I1°YeUgI®"),
(2.27)
Déle budeme pouzivat takzvanou Walsh-Hadamardovu transformaci W, pouziti
Hadamardovy brany na vice qubitu. Dostaneme tak zménu kvantového stavu |¢)
n-stavového systému jako

6) =161, b)) T (Ho) ® - @ (H|dn) ®H|¢

1 5
_ ( )wz@ W%)—
v s LS
1 n
- Y @) -
Ye{0,1} i=1
1 .
— \/27 Z ( 1)21—1¢1¢1 ¢>
$e{0,1}"
1

- S (1" ), (2.28)



kde ¢ @ 1) je bitovy skaldrni soucin °

oY =B 0. (2.29)

2.5 Meéreni vysledku

V této praci si vystacime pouze se zakladnim zpusobem meéfeni kvantového stavu,
projekcei 6. Mdme-li kvantovy systém v Hilbertové prostoru V dimenze n s orto-
normdlni béazi {v;} ;, muzeme tento prostor rozdélit na direktni soucet m mensich
Hilbertovych prostori nizsich dimenzi V' = S1&- - -®.5,, rozdélenim bazovych vektoru
do m mnozin. Protoze baze byla ortonormélni, jsou i baze podprostoru ortonormalni
a podprostory jsou také navzajem ortogonalni. Kazdy takovyto podprostor odpovida
moznému vysledku méreni. Kvantovy stav puvodniho prostoru muze byt zapsan jako

m

¢) = Zai|¢i>7 (2.30)

i=1

kde «; je komplexni ¢islo a |¢;) je normalizovany kvantovy stav odpovidajici pod-
prostoru ;. Kvantovy stav |¢;) vychézi z puvodnich hodnot kvantového stavu |¢)
prislusejicich bazovym vektorum podprostoru S; a nul na ostatnich pozicich, jen
je normovany, konkrétné vydéleny cislem «;, které je jeho velikosti, normou. Toto
rozlozeni stavu je jednoznacné diky tomu, Ze je rozklad prostoru direktni. P¥i méfeni
ziskdme ndhodné ¢islo I € {1,...,m} s pravdépodobnostmi

P[I =] = |oy]*. (2.31)

Po méfeni kvantovy systém kolabuje do piislusného kvantového stavu |¢;). Méfenim
se tedy dozvime do kterého podprostoru systém zkolaboval a zustanou informace
pouze o hodnotach piislusejicich bazovym vektorum vybranym do mnoziny i.

Maticové lze projektivni méteni vyjadrit jako takzvané projektory. Projektor A
je samo sdruzeny unitdrni operdtor, tedy A" = A, a navic takovy, ze A2 = A.
Naptiklad pro podprostor tvoreny pouze jednim bazovym vektorem v; je to ¢tvercova
matice A; s jedinou nenulovou hodnotou a;; = 1. Kazdy podprostor S; muzeme tedy
reprezentovat projektorem do tohoto podprostoru P;. Projektory muzeme skladat
a dohromady dostavame identitu

Y p=1 (2.32)

Projektor se chova tak, ze nékteré amplitudy vektoru nuluje a ostatni necha beze
zmeény. Napiiklad pro dvou-qubitovy systém V' = {|00), |01), |10),|11) } muzeme chtit

5Jednd se vlastné o pocet shodnych jednickovych bitti obou vektorti, pfi umocnéni —1 tedy
o paritu.
SPro dalsf zptisoby méfen{ bych ¢tendfe odkéazal na knihu Roberta Spalka [13].
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projekci do podprostoru V; = {]|00),|01)}. Odpovidajici projektor by se pak choval
nasledovné

P = (Ao + Anl) -

2 @ o
oo oo
2 @O
oo ®O

0
1
0
0

~ o2 W o
oo O

0
0
0
0
)

= P (a]00) 4+ 5]01) + 4|10} 4+ §|11)) = «|00) + 5]01). (2.33)
Obecné je projektor soucet projektoru jednotlivych bazovych vektoru cilového pod-
prostoru. Je to tedy soucet jednotlivych projektoru bazovych vektoru podprostoru,
které jsou tvoreny vnéjsim soucinem bazového vektoru se sebou samym

=Y 4= Y lougl (2.34)

Pokud chceme zmérit vSsechny qubity n-qubitového registru, pouzijeme méteni podle
mnoziny projektoru {|i){(z| : 7« € {0, 1}"}, tedy mnozinu projektoru do vSech moznych
stavi. Nejjednodussimi projektory jsou identita a vnéjsi soucin stavového vektoru se
sebou samym.

Meétenim kvantového stavu |¢) ziskdme vysledek i s pravdépodobnosti

Pli) = !IB\¢>!I2=( <¢|PJ-PZ-|¢>) _

= (¢|P] - P|¢) = (¢|P; - Pilo) =
(9| Pilo)- (2.35)

Stav poté zkolabuje na

6 = —42_ (2.36)
V(0| Fi|))

Puvodni hodnota |«;| tedy odpovida pravé normé vektoru P;|¢) a stav P;|¢) = a;|d;).
Promitneme stavovy vektor do podprostoru a normalizujeme jeho velikost. Zbude
nam tak kvantovy stav v Hilbertové prostoru S; a ostatni superpozice jsou zniceny.
Cim piesnéji chceme zjistit hodnotu kvantového systému, na tim mensi podprostory
provedeme projekci a tim vice kvantovy systém zkolabuje. Pokud chceme piesnou
hodnotu, systém kolabuje az na bazovy vektor. Projekci muzeme také pouzit ke
zpresnéni kvantového systému jen do urcitého prostoru, ktery nés déle bude zajimat.
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Kapitola 3

Groveruv algoritmus pro kvantové
hledani

Jednim z nejvyznamnéjsich algoritmu pro budouci kvantové pocitace je Groveruv
algoritmus slouzici k vyhledavani v nesetiidéné databazi. Na kvantovém pocitaci by
mohl byt kvadraticky rychlejsi nez nejlepsi klasické algoritmy. A protoze vyhledavani
se pouziva v mnoha dalsich algoritmech jako pod tloha, jeho pouzitim bychom mohli
zrychlit i je. Pro naroéné ulohy by bylo i kvadratické zrychleni velmi vyznamné.
Algoritmus vymyslel a predstavil svétu v roce 1996 Lov Kumar Grover [5].

3.1 Algoritmus

Necht mame soubor N = 2" stavii, oznacenych S, Ss,...,Sn. Tyto stavy budou
reprezentovany svymi indexy jako m-bitové retézce. Necht méame jedinecny stav,
oznacime ho S,, ktery spliuje podminku C (S,) = 1, zatimco pro vSechny ostatni
stavy S je podminka C (S) = 0. Podminka C (S) je vyhodnotitelna v konstantnim
case. Problémem je nalezeni stavu S,,.

Vlastni algoritmus se sklada ze tii ¢asti:

1. Nastavime vychozi stav n-qubitového registru do superpozice vSech moznych
1

T
stavll se stejnymi amplitudami. Neboli do stavu S = (\/Lﬁ, T \/—lﬁ> .
2. Provedeme nésledujici unitarni operace O (\/ N ) -krat. Grover pocet opakovani

blize neupfesnil, ale kratsi zamysleni nad nim bude v samostatné podkapi-
tole 3.4:

(a) Je-li systém ve stavu S a plati-li podminka C' (S) = 1, tedy prave ve stavu
Sy, oto¢ime fazi.
(b) Pouzijeme difuzni transformaci D definovanou matici o rozmérech N x N:
2 2

=5 173 a Du=-l4 (3.1)

3. Zmérime vysledny stav systému a dostaneme index v hledaného stavu.

D
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3.2 Popis

Pracujeme s N moznymi stavy, takze pottebujeme N-dimenzionalni Hilbertuv pro-
stor. Pro ten potfebujeme log, N = n qubiti. Nastaveni vychoziho stavu systému se
provede paralelnim pouzitim Hadamardovy brany na vSech n qubitu systému, které
jsou na pocatku nulové. Jak bylo popsano diive v rovnici 2.28, je tato operace v Case
O (logN) = O (n).

Nyni probereme podrobné krok algoritmu. Jak bylo zminéno v uvodu, hledany
stav nezname a tak muze vypadat trochu podivné, ze otacime fazi jen u stavu dané
vlastnosti, kdyz nevime, ktery to je. Na tuto operaci muzeme nahlizet jako na mensi
kvantovy pocitac, ktery se rozhodne zda fazi ménit ¢i nechat, s tim, Ze nepouzije
presné meéteni stavu systému. Asi nejndzornéjsi je vytvoreni unitarniho operatoru
U,, ktery kvantovy stav odpovidajici indexu v hledaného stavu .S, oto¢i a vSechny
ostatni stavy ponecha beze zmény, neboli

Unlw) = ~lw)
Ulé) = 16) o€ {0.1)"6#w. (3.2

Tento operdtor v sobé bude mit jiz obsazeno otoceni faze podle operatoru [2.23.
Muzeme ho vytvorit napiiklad pomoci prazdného registru, do kterého nejprve vlo-
zime hledany stav operaci xor, O,,, pak porovnavame stavy s timto registrem a pii
jejich rovnosti oto¢ime fazi a nakonec registr opét smazeme operaci O,. Vypocet se
ze sloziti o dvé operace a porovnani v ¢ase O (log N), takze celkovéd ¢asova naro¢nost
se nezmeéni. V dalsi ¢asti bude dokazano, ze difuzni operator D lze implementovat
jako D = WRW, kde R je operéator fazového otoceni a W je Walsh-Hadamardova
transformace, opét definované jako matice o rozmérech N x N

Rij; = 0, i#j, Roo=1, Ry=-1, 1#0 (3.3)

Wi, = 27V%(=1)", e} je bitovy skaldrni soucin . (3.4

Takovéto rozlozeni je vhodné pro vlastni implementaci algoritmu, protoze se jedna
o pouziti zakladnich operaci na malo qubitech. Podobné jako hradla v klasickych
pocitacich tak muzeme zapojit tyto tfi operace za sebe. Difuzni operator muze byt
prepsan také jako

D=—-1+2P, (3.5)

kde I je identita a P je projektor s hodnotou P;; = % pro vSechna 4, 7. Snadno
nahlédneme, Ze pouzitim projektoru P na vektor dostaneme vektor, jehoz vSechny
slozky budou rovny prumeéru slozek vektoru puvodniho. Navic je ziejmé, ze projek-
tor P je roven vnéjsimu soucinu vychoziho stavového vektoru

22
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i=1,5=1

==

P=[¢)(¢| = <\/1N¢1N¢1N> : :{
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Nyni se budeme vénovat pouziti tohoto rozepsani difuzniho operatoru na stavovy
vektor. Mame-li stavovy vektor v a ozna¢ime-li prumeér hodnot jeho slozek A, muzeme
pouziti difuzniho operatoru zapsat po slozkach jako

(Dv), = (=1 +2P)v; = —v; + 2Pv; = A+ (A —v;). (3.7)

Preklopili jsme tedy slozky vektoru v podle jejich aritmetického prumeéru. Pokud
se opét vratime k nasemu problému, mame stavovy vektor, jehoz slozky maji hod-

noty O (ﬁ) az na jedinou, kterou je nas hledany stav. Ten ma amplitudu do-
konce zapornou. Po pouziti difuze se ostatni stavy pfilis nezmeéni, jelikoz aritmeticky
prumeér bude také O <\/Lﬁ>, ale hledany stav se pieklopi o témér dvojnasobek hod-

noty prumeéru. To je pfiblizné o LNV kazdém opakovani algoritmu. Timto zpusobem
dostatecné zvysime amplitudu hledanému stavu a zvysime mu tak pravdépodobnost
zmérent.

Pokud je pouze pro jediny mozny stav S, splnéna podminka C (S,) = 1, pak
vyslednym stavem bude index v s pravdépodobnosti alespon %

3.3 Dukaz

Nejprve dokazeme, ze muze byt zapsan jako posloupnost ti1 kvantovych transformaci,
a poté teprve konvergenci ke spravnému vysledku. Budeme dokazovat vlastnosti
amplitud stavového vektoru po provedeni opakovani algoritmu. Vychozi amplitudy
stavového vektoru oznac¢ime kg a [. Amplitudy po provedeni pootoceni faze, neboli
kroku 2a, k = —ko a [, které zustava stejné. A po difuzni transformaci, neboli
kroku%L ]{31 a ll.

Tvrzeni 1  Operator D miize byt vyjadien jako D = W RW , kde W je Walsh-
Hadamardova transformace a R fazové otoceni, definované maticemi o rozmérech N X
N

Rij = 0, i#j, Ryp=1 Ri;=-1, 1#0 (3.8)
W,; = 27"2(=1)", iej je bitovy skaldrni soucin . (3.9)

Dikaz Spocitame W RW a ukdzeme, ze se rovna D. Matici R muzeme rozepsat
jako R = R+ Ry, kde Ry = —1I a I je identita. Matice Ry ma pouze jedinou hodnotu
ruznou od 0 a to 2 na pozici Ry . Protoze W je rozsitenim Hadamardovy brany H,
plati pro ni obdobné vlastnosti, W2 = I, tedy W~ = W. Proto

Dy =WRW =WI'RW=RW'W =R, = 1. (3.10)

Déle se podivame na Dy = W Ry W podle nasobeni matic. Protoze ma matice Ry
pouze jednu hodnotu nenulovou, je v matici souc¢inu RoW pouze prvni fadek nenulovy

a roven
2 2

(ReW),,; = 2Wo; = o2 (—1)™ = on/2"

(3.11)
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Na vSechny prvky matice celkového soucinu se tedy pouziji hodnoty z prvniho sloupce
Walsh-Hadamardovy transformace a prvniho fadku soucinu RoW

2
2n

(_1)i00+00j _ 3( 1)0+0 2 3 (3.12)

Dy = 2W; s Wo ; = on o TN

Vsechny prvky D, jsou tedy rovné % a prostym souctem je jiz ziejmé, ze

D =D+ Dy =WRW +WRW =W (Ry + Ro) W = WRW. (3.13)

Tvrzeni 2  Méjme stavovy vektor o N stavech s jednou amplitudou rovnou k
a vsemi ostatnimi rovnymi l. Pak po provedeni d1fuzn1ho operatoru D dostaneme
jednu amplitudu velikosti ki = (— — 1) k+ 2(N [ a ostatni |} = 2 ~F + = 2)l.

Dikaz Pokud se podivame na definici difuzniho operatoru a z ni odvozené
rovnice pro jednotlivé amplitudy (3.7, je vidét, ze budeme pieklapét pres prumeér, ten
oznacime A. Stavovy vektor oznacime v a index hledaného stavu h, tedy v, = k
av; =1,1# h. Je ziejmé, ze

N
L ;w:(z\f—]guk:(z\r;\[nu% 3.1
vy = klz—k+2A:—k+2<W+%>:
= <%—1)k+2(N]\_fl)l (3.15)
v; = l1=—l+2A:—l+2<Lgfl)l+%)z%k+2(N];1>l—l=
= %kﬂL(N];z)l- (3.16)

Disledek 2.1  Méjme stavovy vektor o N > 8 stavech s jednou amplitudou rov-
nou k a vSemi ostatnimi rovnymi l. Necht k je zaporné redlné ¢islo, | kladné realné
¢islo a pro jejich pomér plati ‘%} < v/N. Pak po provedeni difuzniho operatoru D
budou obé ¢isla kladna.

Dukaz 7 Tvrzeni 2 vyplyva, ze k = (% — 1) k + 2%[. Za predpokladu,
ze N > 8, je (3 — 1) zaporné a po Vynésobenim s k, které je také zaporné, dostavame

kladné cislo. K tomu navic pricteme oW l opét kladné ¢islo. k; je tedy kladné.

Podobné také vime, 7e I, = 2 ~F + ¢ N 2 =2 Pokud by tedy byla splnéna podminka
(N 2)

, je i ¢islo Iy kladne Splnuje li pomeér ‘k‘ < V/N, pak pro N > 8 spliiuje
<N2 2 11 je tedy kladné.

t67 }%} <
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Dusledek 2.2  Méjme stavovy vektor o N stavech s amplitudou stavu S splnujicitho
podminku C (S) = 1 rovnou k a vSemi ostatnimi rovnymi l. Pak po provedeni
difuzniho operdtoru D bude pro amplitudy ki a l; podle [Tvrzeni 2 platit k? +
(N-1)B=k+(N-1)"

7 této rovnosti vyplyva, ze celkovy soucet druhych mocnin amplitud zustava
stejny, dochazi tedy pouze k prerozdélovani. Pravdépodobnost systému se tedy od
zacatku stale rovnd jedné.

Dukaz 7 Tvrzeni 1 vime, ze difuzni operator D = WRW, kde W i R jsou
unitarni. Operdator D je pak také unitarni. Zachovava tedy normu a z definice
normy 2.6 a skaldrniho soucinu 2.5 dostdvame

o)l = [ID[o)
VET(N-DE = \/k:2 N-1)8
k:2+( - = K+ (N-1)1. (3.17)

Tvrzeni 3  Meéjme stavovy vektor o N > 8 stavech pred krokem [2a algoritmu
s amplitudou stavu S splnujiciho podmfnku C (S) = 1 rovnou ky a vSemi ostatnimi
rovanymi l. Necht navic plati 0 < ko < —= 2 al > 0. Pak po provedem kroku [2al a 2b
je zména k, kterou oznacime Ak, zespoda omezena Ak > ﬁ a | zistane kladné.

To znamend, ze v kazdém opakovéani algoritmu se amplituda u hledaného stavu
zvetsi. Pri dostateéném opakovani se dostaneme s amplitudou k& u hledaného stavu
nad hranici \/5 Jelikoz druhd mocnina amplitudy odpovida pravdépodobnosti zmé-
feni kvantového systému v daném stavu, dostavame pravdépodobnost zméreni hle-
daného stavu alespon %

Dukaz Uzitim |Tvrzeni 2/ dostavame

ki = —(%—1)k0+2w]\71)zz(1—%)/{0%(1—%)1 (3.18)

2 1
Ak = ki —ky=———ko+2(1——= 1. 1
1 0 N0+ < N) (3.19)

Z platnosti 0 < ky < == 75 @ Dusledku 2.2/ vyplyva

I=k+(N-1)* < 2(N-11?

1
5 < (N—-1)I? < NI?
1
_ 2
oN
1
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Jelikoz je z predpokladu [ kladné, je | > ﬁ Po dosazeni do zmény k podle rov-
nice 3.19 a za predpokladu N > 8 dostavame

2 1 2 2(1-+%)
Ak = ——k+2(1-—=)1>— + -
N ( N) V2N V2N

2 OIN—2 —2/N+2N -2

T VAN NVAN . NVaN
N+(N-2vN-2)
> N\/W >N\/W
s ! (3.21)

2N’
Pro dukaz [; > 0 si povsimneme, ze kK < 0 a [ > 0. Z predpokladu mame N > 8
a z predchoziho odstavce vime [ > ﬁ a z predpokladu 0 < ko < % Nyni ukazeme

m:‘k‘ 2 _WN Uy, (3.22)

5w 2

¢imz splnime i posledni podminku Dusledku 2.1 a diky nému bude [ kladné.

3.4 Pocet opakovani

Kromé podminéného otoceni faze v kroku 2a, ktery je zavisly na charakteru pro-
hledavané databéaze, nezminuje Grover pocet opakovani. Jak jiz bylo feceno, je pocet
opakovani Groverova algoritmu O <\/ N ) Existuje vsak také spodni omezeni poctu

opakovéni, které je Q (\/N ) [1]. Z toho vyplyva, ze algoritmus je optimalni. Po-
stupem casu se objevilo nékolik tvrzeni o presném poctu opakovani, ale z tohoto
puvodniho popisu nemuzeme vyvodit presnou hodnotu. Mame pouze horni odhad,
jelikoz v kazdém opakovani méame spodni odhad zmény amplitudy, kterou chceme
dostat nad urcitou hranici. Na pocatku jsou vSechny stavy v rovnocenné superpo-

zici, tedy —=, a vyslednou amplitudu chceme alespoii ==. Kazdym opakovanim se
VN V2

amplituda zveétsi alespon o ﬁ, takze nejvyse po
1 1 VN—V?2
_ VTN _ vy _YN-V2 N s
r= - =X = = 2V N — 2 (3.23)
Wy ww V2N

opakovanich dostavame amplitudu vétsi nez Lz Pokud by zméreny stav nebyl hle-
dany, spustime algoritmus znovu. Pravdépodobnost chyby by nam tak kvadraticky
klesala.

Dalsim nepopsanym pfipadem je prili§ mnoho opakovani. Intuitivné je vidét,
ze pokud bude amplituda u hledaného stavu pftilis velka, vyjde nam prumér vsech
amplitud zdporny a amplitudy ostatnich stavu se tak preklopi do zapornych hod-
not. Amplituda u hledaného stavu se zase zacne zmensovat o priblizné dvojnasobek
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hodnoty pruméru. Dalsimi opakovanimi by se amplitudy opét vyrovnaly a méli
bychom vychozi stavovy vektor s opacnou fazi. Jak je vidét, presny pocet opa-
kovani je stejné dulezity jako algoritmus samotny. Tomuto problému se lze ale jed-
noduse vyhnout tak, ze zvolime A > 1 a vyzkouSime postupné pocty opakovani

M A2 N3 V2V N — 2. Stdle bychom zustali v ¢asové slozitosti O (\/N)

3.5 (Geometricky popis

Protoze Groveruv algoritmus je velmi zajimavy pro budouci mozné pouziti, zabyvalo
se jim nezavisle na sobé mnoho lidi a vytvorilo se tak vice ndhledu na jeho princip.
Dalsim popisem je geometrickd abstrakce publikovand napiiklad v knize Roberta
Spalka [13], kterou popisi ddle v této podkapitole, pti které nepocitame s hodnotami
amplitud, ale s thly. Vlastni algoritmus je stejny, jen se o ném jinak premysli a jinak
se dokazuje.

Algoritmus vyhledava mezi N stavy, které jsme pouzili jako baze stavového pro-
storu. Na zac¢dtku méame opét kvantovy stav |¢) v rovnocenné superpozici vsech
stavu. Pocatecni vektor je vlastné ve sméru télesové ihlopticky N-rozmérné krychle.
Skalarni soucin, ktery také odpovida kosinu ﬁhlu pocatecniho vektoru a libovolného

bazového vektoru, tedy i hledaného sméru, Je Stavovy vektor je tedy odklonén
od béazovych vektoru o stejny thel, pojmenujeme ho a=3—10
(W 9) ng = (3.24)
cosa=cos|= —0) =sinf = —. )
2 VN

Budeme se tedy snazit zvétsit puvodni thel 6 z hodnoty arcsin \/Lﬁ na 7, kdy bychom

méli nejvétsi pravdépodobnost zméfeni spravného vysledku sin® 6 = 1.

Tvrzeni 4  Kvantovy stav lezi po celou dobu vypoctu ve dvoudimenzionalnim
realném podprostoru V' s bazovymi vektory

|p1) |l>, kde z; = 1 (3.25)

Nadale tak budeme pocitat se superpozici pouze dvou vektoru.

Dikaz Nas vychozi kvantovy stav muzeme s pouzitim thlu 6 a rovnice [3.24

rozepsat jako
1
= e+ o = (1 %) 10+ ol =

= cos 9\% + sin0|¢y), (3.26)

z ¢ehoz je patrné, ze lezi v prostoru V.
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Nyni probereme krok algoritmu. Nejprve operator U, otoceni faze u hledaného
vektoru. Ten zobrazuje |¢g) — |do) a |p1) — —|p1), zachovava tedy prostor V.
Operator ma vzhledem k bazi ¢g a ¢ prostoru V' matici

U, = < - ) . (3.27)

Déle se podivame na difuzni operator D pouzity na vektor z prostoru V. Pouzi-
jeme |Tvrzeni 1 z puvodniho dukazu o rozlozeni operatoru D na souc¢in W RW | defi-
nici Walsh-Hadamardovy transformace 2.28 a definici poc¢atecniho stavu algoritmu

W W=H®n 1 iej LN_I 10 [
U e 3 0 = e 3 0
R 1 80 1 — iej
Sl (AU D R
- =Y DY+l
W=H®n ]_ i O.j . . 2 ]- — .
)+ g g S U =+ e e S -

-[@), (3.28)

kde 7@ je bitovy skalarni sou¢in. Difuzni operator opét zachovava prostor V' a vzhle-
dem k bazi ¢y a ¢, prostoru V ho lze zapsat jako

Dliy = —li) +2[¢) - (gli) = =i} + 2|9} (o] - |d) (3.29)
D = —I+42|¢){(¢|= < _01 _01 ) +2 ( (sj?r?z ) - (cosf,sinf) =

49 cos’  sinfcosf \
sin @ cos @ sin’ @ N
2cos’f# —1 2sinfcosh
2sinfcosh 2sin’h —1
2c0s20 — cos? 0 — sin’ 0 sin 20 -
sin 20 2sin?f — cos26 —sin?6 )
cos? 6 — sin? 0 sin 26 B
sin 26 sin?@ — cos?f |

cos20  sin 26
sin 20  — cos 260 ) (3.30)
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Pokud se podivame na pouziti difuzniho operatoru na bazové vektory, dostavame

|po) — cos20|pg) + sin 20|¢1)
|p1) — sin20|¢g) — cos 20|py). (3.31)

Mame tedy operator podminéného otoceni faze a difuzni operator vyjadieny mati-
cemi o rozmeérech 2 x 2 zachovavajici prostor V.

Tvrzeni 5 V kazdém opakovani algoritmu se stavovy vektor pootoci o tihel 20 =
2 arcsin LN

Takto se po case dostaneme s tihlem stavového vektoru blizko k 7, kde je jiz
velkd pravdépodobnost zméreni hledaného stavu. Z tohoto je také ziejmé, ze pokud

budeme déle pokracovat, budeme se od hledaného stavu opét vzdalovat.

Dikaz Celé jedno opakovani Groverova algoritmu G muzeme zapsat jako
cos26  sin 26 1 0 cos26 —sin 26
G=D-U,= < sin26 — cos 26 ) ' ( 0 —1 ) N < sin26  cos 260 ) - (3:32)
Jedna se tedy o otoceni fazi vektoru o tihel 26 podle operatoru otoceni 2.22 v kazdém
opakovani algoritmu. Opakujeme-li tento postup t-krat, dostavame otoceni fazi o tihel

20, tedy Gt — ( cos 2t0 — sin 2t0

sin 2t0  cos 2t0 ) Pouzitim na puvodni stavovy vektor

G*|p) = cos ((2t + 1) ) |po) + sin ((2t + 1) 0) |p1). (3.33)

3.6 Pocet opakovani podruhé

Nyni se podivame na presny pocet opakovani. Algoritmus neustale pootaci stavovy
vektor o thel 26. Po %—’6’ = 7% opakovanich jsme opét na zacatku s vychozim sta-
vovym vektorem. Mezitim jesté projdeme stavem, kdy po g5 opakovanich budeme
mit stavovy vektor pravé zaporny vychozi. Kolik opakovani je tedy nejvhodnéjsi?

Vezmeme-li puvodni tthel a a # = arcsin \/_1N’ pak dostavame pro pocet opakovani r

a = g—ezzm (3.34)
-2 m 1

T w3 (3.35)
Na konci algoritmu bude vzdélenost stavového vektoru a hledaného sméru O (0).
Pravdépodobnost spravné odpovédi tedy bude O (cos? §). Pro §patné je to doplnék
k jedné, tedy O (1 —cos?d) = O (sin®6). Nynf se odvoldme na linearitu sinu pro
velmi nizk4 ¢isla a dostavame

rz%¢ﬁ— (3.36)

N | —
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a navic pravdépodobnost Spatné odpovédi algoritmu bude O (%), coz je pro velkd N

malé. Pokud bychom pfesto obdrzeli §patnou odpovéd, spustime algoritmus znovu.

Tim nam pravdépodobnost chyby bude opét kvadraticky klesat.
s 1

Pokud bychom spustili algoritmus s r = 5 — 5 opakovanimi, kde ¢ = arcsin \/—%,

dostaneme presné vysledny smeér. Uhel mezi stavovym vektorem a hledanym smérem
by byl nulovy, pravdépodobnost zméfeni hledaného stavu tedy jedna . Pocet opa-
kovani si muzeme spocitat dopfedu a pak spustit algoritmus. Pocet opakovani ale
musi byt celé ¢islo. Pokud neni, pak pii pouziti || nebo [r] opakovani nedostaneme
presné hledany vektor. Muzeme si pomoci tak, ze provedeme |r| opakovani a jedno
takzvané pomalé opakovani. V ném zménime puvodni algoritmus tak, ze budeme
v kroku [2al ndsobit kvantovou fazi u hledaného stavu e misto —1 a v kroku 2b/pro-
vedeme ndsobeni €2 misto —1, tedy operdtor D se bude rovnat e2] +2P. Takovéto
dva thly ndm mohou dat libovolné pootoceni o thel, ktery nam po |r] opakovénich
chybeél a docilit tak presného natoceni k hledanému sméru.

Jak je vidét, dava nam tento popis daleko vice informaci o poc¢tu opakovani nez
puvodni Groveruv. Dokonce ndm umozinuje provést presny algoritmus, ktery nam
vrati vysledek s pravdépodobnosti rovnou jedné.

3.7 Rozsireni

Na zacatku kapitoly popsany Groveruv algoritmus hleda v databézi, kde pouze jeden
stav splnuje hledanou podminku. Co délat v piipadé, ze takovych stavu je v databazi
vice, feknéme k7 Muzeme pouzit stejny algoritmus, jen upravime pocet opakovani

na
™ [N 1

A to z duvodu, ze se stavovy vektor nataci k vice smérum najednou, pricemz se
opét musime zastavit pii natoc¢eni k nim co mozna nejblizsim. Jednoduchy nahled

nam da opét geometricky popis, kde se nam zmeéni pocatecni tihel z arcsin \/Lﬁ na

arcsin \/£ . Déle vse plyne z poc¢tu opakovani pro tento piripad. Pokud nezndme pocet

N m [N

204\ a0
opakovanimi. Pro néjaké k algoritmus hledany stav najde s dostatecnou pravde-
podobnosti. Pak jiz staci nalezeny stav oznacit, abychom ho déle nenachéazeli, a spus-

tit algoritmus znovu, tentokrate s mensim k. Takovychto pokusu udélame nanejvys

%\/N(1+%+%+--->,CoijestéleO(\/N).

vyhovujicich stavi, muzeme algoritmus postupné poustét s 7v N, §

IProto se této tpravé iika exaktni nebo také piesny algoritmus.
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Kapitola 4

Popis algoritmu na simulaci
kvantového pocitace

41 QCL

Praktické vyuziti kvantovych pocitacu je jesté otazkou budoucnosti, ale dobte defi-
nované zaklady jejich vypocetnich moznosti dovoluji vznik programovacich technik
a jazyku. Jeden takovy programovaci jazyk a jeho simuldtor pro pouziti na kla-
sickych poéitacich, zatim pouze pro Linux, vytvofil Bernhard Omer [8]. Jmenuje se
QCL, neboli Quantum Computer Language, a podoba se programovacimu jazyku C
s pridanymi typy pro qubity a pro né vestavénymi funkcemi. Omerovo podéni Gro-
verova algoritmu bych rad predstavil v této kapitole.

Program dostane jako vstup poradové cislo n hledané polozky. Bude hledat toto
¢islo mezi N = 2U°e2n1+1 polozkami. Pouzije log, N qubit, na kterych bude re-
prezentovat potradova ¢isla stavi. Vysledkem bude poradové ¢islo hledaného stavu
ulozené bitové na téchto qubitech.

Zdrojovy kéd popisovany nize je soucéasti programového baliku simulatoru QCL.
Simulator staci stahnout z domovské stranky

<http://tph.tuwien.ac.at/%7Eoemer/qcl.html>,

rozbalit a nechat prelozit prikazem make. Spustitelny program se bude jmenovat qcl
a bude vytvoten v adresaii simuldtoru. Po spusténi staci nacist zdrojovy kéd Gro-
verova algoritmu pfikazem include "1lib/grover.qcl" a spoustét funkci grover ()
s hledanym ¢islem.

4.2 Zdrojovy kod

Protoze dotazovaci funkce na splnéni podminky neni dulezita, ale bylo by vhodné,
aby byla kvantova, byla vytvorena funkce, kterda vraci pravé hledané cislo n. Tato
funkce vezme qubitovy registr a qubitim na mistech, kde ma v binarnim zapise ¢islo n
nulu, neguje hodnotu. Tak se puvodni stav n stane stavem N — 1 reprezentovanym
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samymi jednickami. Ten je pak oznacen kontrolnim qubitem. Nakonec se qubitovy
registr vrati do puvodni polohy, jen s tim, ze stav n je oznacen.

qufunct query( qureg x, quvoid f, int n){

int 1i;
for i = 0 to #x - 1 { // x —> NOT ( x XOR n )
if( not bit( n, i )){ Not( x[ 1] ); %}
+
CNot( £, x ); // negace f pokud x = 1111...
for i =0 to #x - 1 { // x <- NOT ( x XOR n )
if( not bit( n, i )){ ! Not( x[ 1 ] ); }
+
+

Nés zajima cely operator podminéného otoceni faze. Ten muzeme vyjadrit jako po-
sloupnost spocitani podminek, kdy je hledany stav oznacen priznakem, podminéné
otoceni faze oznaceného stavu, a opétovné vraceni vypoctu podminek, odstranéni
oznaceni. Otoc¢ime tak fazi pravé hledanému stavu.

query( q, f, n ); // vypoZitani C( q )
CPhase( pi, f ); // ototeni faze stavu n
I query( q, £, n ); // odstranéni C( q )

Déle se podivame na difuzni operéator, ktery je implementovan jako —D =
—WRW =W (—R) W podle vztahu3.3]a[3.4l Protoze znaménko stavového vektoru
v jednotlivych opakovanich nehraje roli, takovéto zjednoduseni nevadi. Na qubitovém
registru se provede nejprve Walsh-Hadamardova transformace. Pak se kvantovy stav
neguje, aby se stav |0) stal stavem |N — 1), tedy Fetézec samych jednicek, aby se
dalo pouzit funkce CPhase(), kterda u néj otoci fazi. Nakonec se stav neguje zpét
a provede se Walsh-Hadamardova transformace. Otacime tedy fazi pouze u prvniho
stavu, u ostatnich zustava stejna. V definici R je tomu naopak.

operator diffuse( qureg q ){

H( q ); // Walsh-Hadamardova transformace

Not( q ); // negace q

CPhase( pi, q ); // ototeni faze q stavu 1111...

I Not( q ); // negace q zpét

' HC q ); // zp&tna Walsh-Hadamardova transformace
}

Nyni se jiz muzeme podivat na celkovou funkci na hledani podle Groverova
algoritmu. Vstupem je hledané poradové ¢islo n a vystupem nalezené potadové
¢islo n. Pocet kroku je snizen na [%\/N 1, coz podle rovnice[3.34 postacuje k dosazeni
pravdépodobnosti zméteni hledaného stavu % Nésleduje opakovéani kroku algoritmu
slozeného z poc¢itani podminek, podminéného otaceni a difuzniho operdtoru. Nako-
nec zmétrime vysledny stav a pokud je hledanym poradovym ¢&islem, pak algoritmus

konéi, jinak se pusti znovu od zacatku.
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procedure grover( int n ){
int 1 = floor( log( n, 2 )) + 1;
// potet qubitu
int m = ceil( pi / 8 * sqrt( 2 ~ 1 ));
// potet opakovani

int x;
int 1i;
qureg ql[ 1 ];
qureg f[ 1 ];
{
reset;
H( q ); // ptiprava superpozice
// Walsh-Hadamardovou transformaci
for i =1 tom { // hlavni smycka
query( q, £, n ); // vypotitani C( q )
CPhase( pi, f ); // otoCeni faze stavu n
! query( q, £, n ); // odstranéni C( q )
diffuse( q ); // difuzni operdtor
}
measure q, X; // méfeni
print "measured", x;
} until x == n;
}
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Kapitola 5
Zaveér

5.1 Srovnani

Ukézali jsme, ze Groveruv algoritmus by mohl byt kvadraticky rychlejsi nez hle-
daci algoritmy na klasickych pocitacich. Dosahuje dokonce optimalni rychlosti algo-
ritmu pro hledani v nesettidéné databazi, které by se dalo na kvantovém pocitaci
dosahnout. Pokud neméme o databéazi zddné dalsi informace, na kterych by se dalo
postavit efektivnéjsi prohledavani nez postupné, je tedy tento algoritmus nejlepsim
moznym. Neni sice jednoduché vytvorit kvantovou funkci pro porovnavani hodnot
podle podminky, ale algoritmus samotny je jednoduchy pro vypocet.

Puvodni Groveruv popis a dukaz jsou zalozeny na vlastnostech ¢isel, konkrétné
prumérovani, a jsou spise technické. Navic nam nefikaji mnoho o praktickém pouziti
algoritmu, hlavné o poctu opakovani. Oproti tomu geometricky popis, ktery prestoze
vychdzi z naprosto stejného zapisu algoritmu, je k nam velmi stédry. Jednak dava sro-
zumitelny a prehledny nahled v podobé priblizujicich se vektoru ve dvou dimenzich,
jednak obsahuje dostatek informaci pro zjisténi poctu opakovani. Navic jde tak da-
leko, ze podle néj muzeme vytvorit presny hledaci algoritmus, ve kterém nam ne-
hraje roli ndhoda a mame jistotu nalezeni spravné odpovédi jiz napoprvé. Tento popis
vyznamné doplinuje puvodni Groveruv, ktery byl urcen spise k ukazani, ze je problém
hledani fesitelny. Geometricky popis nam jiz iikd jak. Na obou popisech jsou velmi
nazorneé a elegantné predvedeny vSechny uzitecné myslenky kvantového pocitani. Pro
vyukové tcely algoritmu bych dal pfednost nazornéjsimu geometrickému popisu.

Algoritmus obsahuje praveé zaklady kvantového pocitani a tak jej 1ze bez obtizi
vyuzivat i na nejjednodussich kvantovych pocitacich. Bude tedy s nejvétsi pravdeé-
podobnosti k pouziti jiz s prvni generaci kvantovych poc¢itacu. Pro ty budou nejspise
vytvoteny vlastni programovaci jazyky podobné prvnimu assembleru pro klasické
pocitace, ale pouziti rozsdhlejsich jazyku nakonec ptrevladne.

5.2 Pouziti

Budouci pouziti Groverova algoritmu na kvantovém pocitaci je predevsim dano
kvadratickym zrychlenim vyhleddvéni. Pti béhu algoritmu na klasickych poéitacich
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muzeme sice védét dalsi informace o databazi, které mohou pomoci pii hledani, ale
toto takzvané predtiidéni spotiebuje také urcity ¢as. Proto by mohlo byt vyhodnéjsi
vSe prenechat kvantovému pocitaci.

Groveruv algoritmus se témeér vzdy spojuje s myslenkou prohledavani databaze.
Tento algoritmus ale také umoznuje na zakladé poc¢itani hodnot puvodni funkce
simulovat funkci inverzni, nebot ve své podstaté je vliastné hleddnim inverzni funkce.

Princip Groverova algoritmu byl jiz pouzit pro jiné algoritmy, napiiklad pro od-
hadnuti hodnoty prumeéru nebo medianu, pro urychleni feseni NP-tiplnych problému,
pro hledani nejvétsi bipartitni a nebipartitni ¢asti grafu, nebo pro hledani toku
v sitich.
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