MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

DIPLOMOVA PRACE

Lucie Zemankova

Vicerozmeérné modely pocta skod

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci diplomové prace: RNDr. Lucie Mazurova, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Financni a pojistnd matematika

Praha 2019



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne 17. 7. 2019



Na tomto misté bych chtéla podékovat vedouci mé diplomové prace, RNDr. Lucii
Mazurové, Ph.D., za pomoc pri vypracovavani prace a ochotu poskytnout mi
cenné rady pri konzultacich. Dale bych chtéla podékovat rodi¢im za finanéni
i moralni podporu béhem mého celého studia a v neposledni fadé muj dik patii
mému zivotnimu partneru Tomasovi, ktery mi byl velkou oporou pfti studiu.

i



Nézev prace: Vicerozmérné modely poctu skod
Autor: Lucie Zemankova
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci diplomové prace: RNDr. Lucie Mazurova, Ph.D., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: Vicerozmérné modely pocti skod je mozné vyuzit pti modelovani po-
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strukturou. Stejné jako v pripadé jednorozmérnych poctl skod se k modelovani
prevazné vyuziva Poissonova a negativné binomického rozdéleni, které je rozsiteno
do dalsich dimenzi. Zobecnéni rozdéleni pro vice rozmeéru se casto provadi pomoci
tzv. Sokovych proménnych, kdy je jedna nahodné veli¢ina obsazena ve vsech roz-
meérech ndhodného vektoru modelujiciho pocty skod. Komplexnéjsim pristupem
k modelovani zavislosti je modelovani pomoci kopuli. Porovnani téchto modeli je
provedeno na simulovaném prikladu pocti skod ze dvou ruznych garanci autopo-
jisténi.
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Uvod

Modelovani pocti skod a stanoveni vyse pojistného za pojistnou smlouvu
spolu velmi tzce souvisi. Pojistovna pro urceni ceny za pojisténi musi dokazat
odhadnout, kolik bude muset klientovi vyplatit na skodach souvisejicich s danou
pojistnou smlouvou. Proto se modeluji pocty skod pro parametry dané pojistné
smlouvy. Pro riizné druhy pojisténi se lisi pozadované tdaje o pojisténych osobach
nebo vécech. Pri pojisténi smrti v rdmci zivotniho pojisténi potfebuje pojistovna
znat napriklad vék, trvalé bydlisté, vysku, vahu, zaméstnani pojisténého nebo zda
pojisténd osoba kouti. Pti pojisténi domu nebo bytu je zase potieba znéat presnou
adresu jednotky pro urceni nebezpeci plynoucich z povodni nebo velkého vétru.
V této praci se budeme ale predevsim zabyvat autopojisténim. V tomto odvétvi se
zjistuji jednak udaje o pojisténém vozidle — napt. znacka automobilu, rok vyroby,
zabezpeceni vozu, VIN kod, a jednak tidaje o osobé, ktera vozidlo vlastni.

S pomoci zjisténych dajt je pojistna smlouva zarazena do zakladni tridy,
ve které se vyskytuji smlouvy se stejnou rizikovosti (predpoklada se pro tyto
smlouvy stejné rozdéleni poctu skod). Pro tyto t¥idy je pomoci matematickych
metod odhadnut oc¢ekdavany pocet skod a z toho urcena vyse zakladniho pojist-
ného, kterému se 1iké apriorni pojistné. Apriorni pojistné je urceno z idaji zna-
mych pri sjednani smlouvy a je stejné pro vSechny pojistky ve stejné tridé.

Ne vSechny tdaje jsou ale pri sjednani smlouvy znamé, pripadné je obtizné
je kvantifikovat, jako napriklad schopnosti fidic¢e véas zareagovat, styl jeho jizdy
nebo znalost dopravnich predpist. Jako zastoupeni téchto ukazateli se vyuziva
informace, kterd je znama pro vsechny ridice, a to pocet predchozich skod, které
eviduje Ceské kancelaf pojistitelt. Na zakladé téchto dodatenych informaci je
pomoci systému Bonus-Malus stanoveno finalni pojistné, kterému se tika aposte-
ri0TNE POJIStNE.

Dilezita ¢ast pri tvorbé pojistného je odhad poctia skod. Ten nejcastéji pro-
bihd pomoci zobecnénych linearnich modelt, kde jsou smlouvy z portfolia roz-
déleny do homogennich ttid, pro které se modeluje ocekavany pocet skod jako
funkce popisujicich faktorti. Pro modely pocti skod se ¢asto pouziva Poissontiv
regresni model, kde pocty skod maji Poissonovo rozdéleni.

V ramci autopojisténi jsou zahrnuty rizné typy garanci — povinné ruceni,
havarijni pojisténi, a to se dale miize délit napriklad na pojisténi skel, stiet se
zZVeri, pojisténi proti prirodnim udalostem a mnoho dalsich. Pro kazdou z téchto
garanci je modelovan pocet skod zvlast, ale ne vzdy je pri tarifovani zohlednén
vzajemny zavislostni vztah mezi jednotlivymi garancemi. Stfedni hodnota celko-
vého poctu skod neni ovlivnéna pripadnou zavislosti mezi rtiznymi garancemi.
Pro zachyceni rizikovosti tarifované skupiny smluv se mize pouzit bezpecnostni
prirazka, o jejiz nasobek je navySen ocekavany pocet Skod. Bezpecnostni pri-
razka je casto popsana pomoci rozptylu, smérodatné odchylky nebo néjaké jejich
kombinace. Rozptyl souctu poctt skod se ale jiz lisi pro pripad, kdy jsou slozky
vektort zavislé a nezavislé, a je tedy potireba vzajemnou zavislost mezi slozkami
brat v potaz.

Ne vsechny faktory, které jsou pouzity v zobecnénych linearnich modelech
mohou byt méritelné. Je tedy mozné, Ze riziko skody nebude dostatecné podchy-
ceno a tridy, o kterych predpokladame, Ze jsou homogenni, budou ve skutecnosti



heterogenni. Coz je mozné napravit naptiklad zavedenim Bonus-Malus systému.

Dalsim problémem, ktery neni mozné zcela podchytit pomoci Poissonova re-
gresniho modelu, je problém overdisperze — rozptyl pocti skod je vétsi nez jejich
stfedni hodnota. Vzhledem k vlastnostem Poissonova rozdéleni — jak je uvedeno
v oddilu 1.1, neni mozné podchytit vétsi rozptyl nez sttedni hodnotu pomoci Po-
issonova rozdéleni. Proto se vyuziva napiiklad v nule modifikované Poissonova
rozdéleni, viz oddil 1.2.

Posledni problém, ktery je tfeba zminit, je predpoklad vzajemné nezavislosti
garanci. Je padny divod ocekavat, ze predpoklad nezavislosti splnén nebude.
Stane-li se dopravni nehoda mezi dvéma vozidly, tak ma-li ridi¢, ktery dopravni
nehodu zavinil, pojisténé navic k povinnému ruceni i havarijni pojisténi, tak se
bude plnit z obou téchto garanci. Z povinného ruceni se bude platit skoda zpi-
sobend druhému vozidlu a z havarijniho pojisténi se bude platit oprava vlastniho
vozu. Vzniknou takto v podstaté dvé skody na dvou riznych garancich, které se
ovsem vazou k jedné dopravni nehodé. Pro zachyceni reality je tedy predpoklad
nezavislosti potieba rozvolnit.

V této praci se budeme zabyvat pravé rozvolnénim pozadavku nezavislosti
mezi riznymi garancemi, neboli mezi slozkami vicerozmérného ndhodného vek-
toru. Nejprve si zavedeme v oddilu 1.4 model dvourozmérného Poissonova roz-
déleni, u kterého je kladna zavislost mezi slozkami dvourozmérného ndhodného
vektoru vyjadiena pomoci jednoho z parametrii rozdéleni. Toto rozdéleni budeme
dale modifikovat v odstavcich 1.4.1 a 1.4.2, abychom byli schopni zachytit over-
disperzi. Rozsiteni pro trojrozmérné nahodné vektory zavedeme v oddilu 1.5. Dale
v kapitole 2 budeme prezentovat negativné binomické modely rozsitené do tii di-
menzi. V kapitole 3 zachytime zavislostni strukturu mezi jednotlivymi garancemi
pomoci kopuli. Nakonec nékteré teoretické vysledky budeme v kapitole 4 demon-
strovat na simulovaném vzorku dat.



1. Poissonovské modely

Pocty skod z néjakého pojisténi jsou ndhodné veliciny, protoze nikdy neni do-
predu jasné, kolik skod nastane v daném portfoliu. Pojistovny vsak musi, mimo
jiné kvili urceni vysSe pojistného nebo nutnosti vypoc¢tu rezerv, modelovat po-
¢ty skod v daném portfoliu dopredu v case. K modelovani poctt skod se pou-
zivaji diskrétni rozdéleni. Za predpokladu nezavislosti skod se nejcastéji vyuziva
Poissonovo nebo negativné-binomické rozdéleni. Zakladni charakteristiky jedno-
rozmérného Poissonova rozdéleni jsou shrnuty v oddilu 1.1. Jelikoz Poissonovo
rozdéleni ma stejnou stfedni hodnotu jako rozptyl, neni mozné zachytit pripad,
kdy je rozptyl vétsi nez stfedni hodnota (overdisperze). Je mozné vyuzit rozsireni
Poissonova rozdéleni na v nule modifikované, kdy hodnoté 0 je pfitazena vétsi
pravdépodobnost, nez by méla byt dle Poissonova rozdéleni.

Predpoklad nezavislosti skod je casto nesplnén, protoze pii jedné skodé do-
chazi k plnéni z riznych druhi garanci. Napriklad na skodach z autopojisténi je
v mnoha pripadech pozitivni zavislost mezi skodami z povinného ruceni a ostat-
nim krytim (havarijni pojisténi, kryti skel, atd.)

Budeme chtit rozvolnit predpoklad nezavislosti, proto v oddilu 1.4 zavedeme
model dvourozmérného Poissonova rozdéleni. Diky tomuto rozdéleni budeme moci
zachytit pozitivni zavislost mezi pocty skod ze dvou rtznych garanci na jedné
pojistce. Dale stejné jako v jednorozmérném pripadu zavedeme modifikace dvou-
rozmérného Poissonova rozdéleni na v nule modifikované rozdéleni a na diagonéle
modifikované rozdéleni.

V oddilu 1.5 dvourozmeérny pripad rozsitime i pro trojrozmérné ndhodné veli-
¢iny, kde uvedeme dva typy model — v ¢asti 1.5.1 model se spolecnou kovarianci
a v ¢asti 1.5.2 model s iplnou kovarianci. Pro model s iplnou kovarianci si v ¢asti
1.5.3 uvedeme jeho rozsiteni modifikaci v nule.

1.1 Poissonovo rozdéleni

Jednorozmérné Poissonovo rozdéleni je pouzivano pro modelovani cetnosti
jevi, které nastaly v daném ¢asovém intervalu. Jedna se o diskrétni rozdéleni.

Definice 1. Ndahodnd velicina N md Poissonovo rozdéleni, pokud pro vsSechna
k=0,1,2,... a A >0 plati

DU
Pravdépodobnost P(N = k) pro Poissonovo rozdéleni budeme oznacovat

Ppp(k), kde pismena PD jsou zkratkou anglického nédzvu Poisson distribution.
Zakladni charakteristiky Poissonova rozdéleni jsou shrnuty v tabulce 1.1, kde
je vidét, ze stredni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni jsou shodné.

1.2 V nule modifikované Poissonovo rozdéleni

Jak je uvedeno v Klugman (1998), v nule modifikované rozdéleni je mozné
zavést dvéma zpusoby, bud pomoci tzv. t¥idy rozdéleni (a,b, 1), nebo jako smés



Zakladni charakteristika Hodnota

stfedni hodnota A,
rozptyl A,
sikmost 1/V,
Spicatost 1/

Tabulka 1.1: Zakladni charakteristiky Poissonova rozdéleni.

rozdéleni z t¥idy (a,b,0) a degenerovaného rozdéleni soustfedéného v nule.

Definice 2. Diskrétni rozdéleni s pravdépodobnostni funkci P(k) patri do tridy
(a,b,0), pokud existuji redlné konstanty a, b takové, Ze pro k =1,2,3, ... plati

P(k) b
7}3(%_1) —a—i-%. (1.1)

Hodnota pravdépodobnosti P(0) je jednoznacné urc¢ena z podminky
> P(k)=1.
k=0

Definice 3. Diskrétni rozdéleni s pravdépodobnostni funkci P(k) patri do tridy
(a,b,1), pokud existuji redlné konstanty a, b takové, Ze pro k =2,3,4, ... plati

b
— = —. 1.2
Ph—1) "7k (1.2)
Hodnota pravdépodobnosti P(0) mize byt uréena libovolné z intervalu [0, 1),
hodnota P(1) je néasledné jednoznaéné uréena z podminky

i P(k) =1— P(0).

V pripadé, ze hodnota P(0) je rovnd nule, vznikne v nule useknuté rozdéleni.
Takové rozdéleni se pouziva, pokud neocekavame, ze se v datech budou objevovat
nulové hodnoty, coz vétsinou neni pripad dat tykajicich se poctt skod v portfo-
liu. Pokud je pravdépodobnost P(0) vétsi nez nula, potom se jednd o v nule
modifikované rozdéleni.

Poissonovo rozdéleni patii do t¥idy (a,b,0), protoze spliuje vztah (1.1) s kon-
stantami a = 0, b = \:

PPD(k) _ )\,TTE_)\ . i
L

Ppp(k—=1)  g55e

V nule modifikované Poissonovo rozdéleni je mozné zavést také pomoci Pois-
sonova rozdéleni a degenerovaného rozdéleni soustiedéného v nule. Pravdépodob-
nostni funkce v nule modifikovaného Poissonova rozdéleni ma nasledujici tvar

P(0) = p+(1—p)Prp(0) =p+ (1 —p)e?,

P(k) = (1—=p)Ppp(k)=(1—p)—e ", k=1,2,....,p € (0,1).



Zakladni charakteristiky v nule modifikovaného Poissonova rozdéleni jsou shr-
nuty v tabulce 1.2. Rozptyl v nule modifikovaného Poissonova rozdéleni je mozné
vyjadrit pomoci jeho stfedni hodnoty, oznac¢ime-li ji u, jako p + ﬁ;ﬁ. Odtud
je vidét, ze rozptyl je vzdy v pripadé v nule modifikovaného rozdéleni vétsi nez
stfedni hodnota, protoze 1%,#2 je vzdy vétsi nez nula.

Zakladni charakteristika Hodnota
stredni hodnota (1—p)A,
rozptyl (1=p)A+p(1—p) A\

Tabulka 1.2: Zakladni charakteristiky v nule modifikovaného Poissonova rozdeé-
leni.

1.3 Odhady parametra

V této casti si ukazeme postup odhadovani parametri, jak je uveden napriklad
v AlMuhayfith a kol. (2016).

Pro odhad parametri rozdéleni nahodné velic¢iny, kterd popisuje pocty, je
mozné pouzit Poissonovu regresi. Obecné je Poissonovu regresi mozné pouzit
na vzajemné nezavislé nahodné vektory IN;, pro jejichz slozky Ny; plati, Ze maji
Poissonovo rozdéleni s parametry Ag;, tedy jsou charakterizovany pravdépodob-
nosti
e)\ki )\Z;ﬂ

ki-

kde x¥ jsou vektory nezdvisle proménnych. Index i oznacuje i-té pozorovani,
nabyva hodnot 1, ...,I, kde I je celkovy pocet pozorovani. Index k oznacuje
k-té slozky ve vektorech IV;.

Déle predpokladame, ze parametry rozdéleni jsou modelovany pomoci nezavis-
Iych proménnych xf a vektoru regresnich koeficientit 3. PouZijeme logaritmickou
linkovou funkci a dostaneme vyjadieni

log)\ki:meﬁk, 1v=1,...,1; k=1, ... K.

Pro modelovani riznych parametrii A\x; mohou byt pouzity odlisné vysvétlujici
proménné, proto jsou jednotlivé vysvétlujici proménné oznaceny navic hornim
indexem k, aby byla zduraznéna prislusnost ke k-tému parametru rozdéleni.

Odhad parametru X;; ziskame jako exp{chTB;}, kde ,é; jsou odhady para-
metri By pomoci metody maximalni vérohodnosti. Pi této metodé se vyuziva
hledani argumentu maxima vérohodnostni funkce. Vérohodnostni funkce L(6)
ma za argument vektor neznamych parametrii daného rozdéleni 6 a je definovana
jako sdruzena distribucéni funkce pozorovanych velic¢in.

Castéji se vyuziva logaritmus vérohodnostni funkce oznacovany jako 1(6). Ar-
gument maxima logaritmu vérohodnostni funkce je mozné nalézt polozenim de-
rivaci podle neznamych parametri rovnych nule.



1.4 Dvourozmérné poissonovovské modely

Dvourozmérné Poissonovo rozdéleni je rozsitenim Poissonova rozdéleni pro
dvourozmérné nahodné vektory, jejichz slozky nemusi byt vzajemné nezavislé.
Toto rozdéleni muzeme definovat, jak je uvedeno v Bermudez (2009), jednak
pomoci sdruzené pravdépodobnostni funkce, jako v definici 4, nebo pomoci tii
nezavislych veli¢in s Poissonovym rozdélenim.

Definice 4. Ndhodny vektor (Ny, Ny) md dvourozmérné Poissonovo rozdéleni,
pokud pro vsechna ni,ne = 0,1,2,... a Ao, A\, Ay > 0 je sdruZend pravdépodob-
nostni funkce vektoru (Ny, No) ddna vztahem

)\nl >\n2 min(n1,n2) n n )\ k
P(Ny = nq, Ny = ny) = ¢~ Qothtda) 2172 NP2 )
( ! 1, V2 n2) € 71,1! ng! kz:%] k k )\1)\2
(1.3)

Pravdépodobnost P(N; = ni, No = ng) oznacime jako Pgpp(ni,ng), kde
pismena v dolnim indexu jsou zkratkou anglického nazvu Bivariate Poisson dis-
tribution.

Dvourozmérné Poissonovo rozdéleni ma nahodny vektor N = (Ny, Ny) T, ktery
je po slozkach generovany jako soucet ndhodnych velic¢in s Poissonovym rozdéle-
nim Yy, Y7, Y5, které jsou vzajemné nezavislé,

Ny = Y1+,
Ny, = Y+ Y (1.4)

Néhodné veli¢iny Yy, Y7, Yo maji Poissonovo rozdéleni postupné s parametry
Ao, A1, Ag. Marginalni distribuce Ny, resp. N, jsou Poissonovy s parametrem \; +
+ Ao, resp. Ay + Ag. Nahodna veli¢ina Y| je také nékdy oznacovana jako spolecny
Sok, protoze je o ni navysena hodnota ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim
v obou dimenzich vektoru N.

Ukazeme, ze nahodny vektor IN mé sdruzenou pravdépodobnostni funkci

(1.3).
P(Ni=ny, Ny=ny) =PY1+Yy=n,Ys + Yy =ny) =

min(ni,ng)
= Y PYi+Yo=mny, Yo+ Yy =no|Yg=k)P(Yo=k) =
k=0

min(ni,n2) )\k

=0 ];) k—?P(KZTM—k,YQ:nQ—k‘):

min(ni,na) )\k

=N kz_o T PYi=m = k) P(Ys =1y — k) =

min(ni,n n1—k na—k
_ o Oothtr) (21: 2)>\7]§ At Ay _
k=0 k' (m — k)' (712 — k)'

(ot At 4A2) min(ni,ng) )\0 k 1
= ¢~ (RoTAit+Az) \ry yn2 —
c b Z <)\1)\2> (n1 — k)l (no — K)IK!

k=0

n ng min(ni,n k
_ O AAR ISR () () (o
TLI! ’flg! k=0 k k . /\1)\2 ’




kde jsme vyuzili vzajemnou nezavislost nahodnych veli¢in Yy, Y7, Ys.

Definice dvourozmérného Poissonova rozdéleni pomoci vztahu (1.4) je vhod-
néjsi pro generovani dvourozmérnych dat se vzajemnou pozitivni zavislosti. Kova-
rianci mezi slozkami dvourozmérného vektoru (%;) je mozné vyjadrit diky definici
veli¢cin Ny, N, jako

Cov(Ny, No) = Cov (Y — Yo, Ya — Yp) = Cov(Yy, Yo) = Var(Yy) = Ao,

z ¢ehoz je patrné, ze parametr )y z rozdéleni ndhodné velic¢iny Y reprezentuje
miru zavislosti nahodnych veli¢in Ny a N,. Pokud je parametr A\g roven 0, ndhodné
veli¢iny Ny a N jsou nekorelované. Navic ma nahodna veli¢ina Yy nulovy rozptyl,
¢ili je skoro jisté rovna 0, a tim padem jsou nadhodné veli¢iny N; a Ny nezavislé,
protoze nahodné veli¢iny Y] a Y5 jsou nezavislé.

V tabulce 1.3 jsou uvedeny zakladni charakteristiky dvourozmérného Poisso-
nova rozdéleni.

Zakladni charakteristika Hodnota
vektor strednich hodnot At Ao ,
Ao+ Ao
, . A+ Ao Ao
tyl t .
rozptylova matice ( o Ay + g

Tabulka 1.3: Zékladni charakteristiky dvourozmérného Poissonova rozdéleni.

Odhad parametrt modelu

Pro nahodné veli¢iny s dvourozmérnym Poissonovym rozdélenim mutzeme
pro odhad parametru rozdéleni pouzit Poissonovu regresi. Diky vyjadieni (1.4)
vime, ze ndhodné veliciny Ny a Ny maji Poissonovo rozdéleni postupné s para-
metry A1 + Ag a A + Ap.

Vezmeme nahodny vybér o velikosti I pro ndhodnou veli¢inu Ny,

Ny = (Nu, ..., Nuy)'
a nahodny vybér se stejnou velikosti pro ndhodnou veli¢inu N,
Ny = (Nap, ..., Nop) "

Predpoklady modelu pro odhad parametri mizeme schematicky zapsat na-
sledovné

(Nig, Nai)  ~ BP (Aos, Auis Aai)
log Agi = m?T Bo:
IOg )\11‘ = Q'J%T ,81, (15)
log Ay; = CU?T B2,
kde ¢ = 1, ...,1 a I je poCet pozorovani (pocet pojistek, u kterych sledu-

jeme pocty skod). ¥ jsou vektory vysvétlujicich proménnych a By jsou piislusné
vektory regresnich koeficienth — v nasem pripadé k =0, 1, 2.
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Ve vztahu (1.5) je sice uvedena i rovnice, ze které je mozné odhadnout para-
metr \g;, ale aby byla zachovana struktura modelu, tak neni vhodné odhadovat
parametr \op; pomoci vysvétlujicich proménnych, protoze tento parametr zachy-
cuje vzajemnou korelaci ndhodnych veli¢in (Ny;, No;).

V dalsich odstavcich si uvedeme dvé rozsiteni dvourozmérného Poissonova
rozdéleni pro pripady, kdy chceme podchytit hodnoty v datech, které se mohou
castéji vyskytovat.

1.4.1 V nule modifikované dvourozmeérné Poissonovo roz-
déleni

V nule modifikované rozdéleni se pouziva pro data, kterd maji zvysSeny pocet
nulovych hodnot. Coz je ¢asty pripad v portfoliu smluv, kdy je vétsi pocet po-
jistek, na kterych nebyla hlasena zadna skoda oproti o¢ekavanému poctu smluv
s zadnou skodou.

V pripadé dvourozmérného rozdéleni se jednd o vyssi pocet hodnot (0,0).
V nule modifikované dvourozmérné Poissonovo rozdéleni mizeme zkonstruovat,
obdobné jako v jednorozmérném pripadé, z dvourozmérného Poissonova rozdé-
leni navysSenim pravdépodobnosti vyskytu udélosti [0,0]. V nule modifikované
dvourozmérné Poissonovo rozdéleni je popsdno pravdépodobnostmi

P(Nl = O,NQ = 0) = p+(1 —p)PBpD(0,0),
P(Ny =n1,No=n2) = (1—p)Pgpp(ni,n2), (n1,n2) #(0,0),

kde p € (0,1). Pravdépodobnost Pppp(ni,ns) je definovina v (1.3). V tomto
pripadé maji marginalni distribu¢ni funkce v nule modifikované jednorozmérné
Poissonovo rozdéleni. Pravdépodobnostni funkci v nule modifikovaného dvouroz-
meérného rozdéleni oznac¢ime jako Pzrppp z anglického zero inflated Poisson dis-
tribution.

Kovarianci mezi slozkami Ny a Ny je mozné vyjadrit jako

cov (Ny,Na) =E Ny Ny —E Ny E Ny =

= Z Z ning Pzrgpp(ni,nz) — (1 —p)* (A1 + Xo) (A2 + Ao) =

oo o0

= Z Z (1 _p) N1 N2 PBPD(nlan2) - (1 —p)2 ()\1 + )\0) ()\2 + )\0) =

= (1 —p) EBPD [Nl NQ] — (1 —p)2 ()\1 + /\0) ()\2 + )\0) =
= (1 —=p) [covepp (N1 N2) + Egpp N1 Egpp No| — (1 —P)2 (A1 +X0) A2+ Xo) =
= (1=p) o+ A4 X) A2+ A0)] = (1 =) (A + Ao) (A2 + Xo), (1.6)

kde E gpp oznacuje stfedni hodnotu pocitanou vzhledem k pravdépodobnostni
funkci dvourozmérného Poissonova rozdéleni.

Ostatni charakteristiky v nule modifikovaného dvourozmeérného Poissonova
rozdéleni jsou shrnuty v tabulce 1.4.

Toto rozdéleni je mozné dale rozsitit pro pripady, kdy je pocet skod v obou
slozkach vektoru IN stejny, jak je ukdzano v dalsi casti.
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Zakladni charakteristika Hodnota

vektor strednich hodnot (8 : g;gi; i ig;) )

rozptylova matice

((1 —p) (A1 + o) + p(1 = p) (A1 + Xo)? (1.6) >
(1.6) (I =p)(A2+ o) +p(1 = p)(Az + Ao)*

Tabulka 1.4: Zakladni charakteristiky v nule modifikovaného dvourozmérného
Poissonova rozdéleni.

1.4.2 Na diagonale modifikované dvourozmeérné Poisso-
novo rozdéleni

Diagonalou jsou mysleny ty hodnoty, kde n; = ng, tedy nejen udélost [0, 0],
ale vsechny udélosti [n,n], kde n € NU {0}.

Jelikoz se casto stava, ze pti jedné autonehodé nastéava skoda jak z povinného
ruceni, tak z havarijniho pojisténi, je pravdépodobné, Ze pojistky se stejnymi po-
¢ty skod z obou pojisténi maji vyssi pravdépodobnost vyskytu, nez je PBD(n,n)
pro n € NU {0}.

Pravdépodobnosti na diagonale modifikovaného dvourozmérného Poissonova
rozdéleni je mozné vyjadrit pro p € (0,1) jako

P(Ny =n,N, =n) = pPp(n)+ (1 —p)Pspp(n,n),
P(N1 =711>N2:n2) = (1_p)PBPD(n17n2)a ny %HQ-

Pravdépodobnost Pp(n) je pravdépodobnostni funkce libovolného diskrétniho
rozdéleni s vektorem parametri 6.

Specialni pripady na diagonale modifikovaného dvourozmérného Poissonova
rozdéleni jsou pro p = 0, kdy vznikne dvourozmérné Poissonovo rozdéleni, a pri-
pad, kdy Pp je degenerované rozdéleni v nule, kdy vznikne v nule modifikované
dvourozmeérné Poissonovo rozdéleni.

1.5 Trojrozmérné poissonovské modely

Doposud jsme se zabyvali maximéalné dvéma riiznymi druhy garanci, u kterych
jsme zkoumali pocty skod. Nyni pridame jesté dalsi druh garance. Muzeme tak
napriklad sledovat pocty Skod z povinného ruceni, pocty skod z havarijniho pojis-
téni a pocty skod z ostatniho kryti. Stejné jako v pripadé dvou garanci, budeme
chtit podchytit vztah mezi jednotlivymi garancemi, nebudeme tak predpokladat
nezavislost po¢t skod v jednotlivych garancich.

V této kapitole si zavedeme, stejné jako v Bermudez a Karlis (2011), modely
pro trojrozmérné pocty skod modelované pomoci Poissonova trojrozmérného roz-
déleni. Nejprve si uvedeme model se spole¢nou kovarianci, a potom model s iplnou
kovarianci.
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1.5.1 Model se spoleénou kovarianci

Model se spolecnou kovarianci popisuje trojrozmérny nahodny vektor pocti
skod, kde jednotlivé slozky vektoru maji stejnou vzajemnou kovarianci. Jedné se
o podobny model jako v oddile 1.4, pouze je rozsiteny do dalsiho rozméru.

Definice 5. Ndhodny vektor (N1, No, N3) md trojrozmérné Poissonovo rozdéleni
se spole¢nou kovarianci, pokud pro vsechna ny,nqo,n3 = 0,1,2,... a Ao, A1, Ag, A\g >
0 je sdruzend pravdépodobnostni funkce vektoru (Ny, No, N3) ddna vztahem

B

P(Ny =n1, Ny =no, Ny =ng)=e >y =2 . (1.7
(N1 =m1, No =, Ny = ) ,;)k! (nl—k)!(ng—k)!(ng—k)!( )

kde A = Ao + A1 + A2 + A3 a n = min(ny, ng, ng).

Pravdépodobnost (1.7) ozna¢ime jako Prppcc, kde pismena v dolnim indexu
jsou zkratkou anglického nazvu Trivariate Poisson distribution — common cova-
riance.

Stejné jako v oddilu 1.4 je mozné definovat model trojrozmérného Poissonova
rozdéleni se spole¢nou kovarianci také pomoci trojrozmérného nahodného vektoru

N = (Ny, No, N3) T, ktery splituje

Nl = }/’1+}/E)7
Ny = Yo+,
Ny = Y5+ Y.

Néhodné veli¢iny Yy, Y7, Ys, Y3 jsou nezavislé a maji jednorozmérné Poissonovo
rozdéleni s parametry Ao, A1, A2, A3 > 0. Parametr \q vyjadiuje vzajemnou kova-
rianci mezi jednotlivymi slozkami vektoru, ktera je pro vsechny slozky stejna.
Marginalni jednorozmérné rozdéleni NV; je Poissonovo s parametrem \; + g, kde
i€ {1,2,3}.

Sdruzené rozdéleni nahodnych veli¢in Ny, Ny, N3 lze snadno prevést do tvaru
(1.7). Pouzijeme zavedené znaceni z definice 5, a to n a A.

P(Ny =ny1, Ny =ng, N3 =nz) = P(Y1+Y =nq, Yo+ Y, =no, Ya+Yy =n3) =

=Y P(Yi+Yo=n1,Ys + Yo = na, Yo+ Yo = ngVy = k) P(Yo = k) =

k=0
n )\k
:e_)‘OZ]{T(!)P(Yl:nl—kyn:n2_k7yé:n3_k):
k=0
n /\k
=03 S P(Yi = m = k) P(Yy =y — k) P(Yy = ng — k) =
k=0 """
Py P VP

= k! (n—k)! (ng —k)! (ng — k)!

V tabulce 1.5 jsou shrnuty zékladni charakteristiky trojrozmérného Poisso-
nova rozdéleni se spolecnou kovarianci. Je vidét, zZe stfedni hodnota a rozptyl
jsou v jednotlivych dimenzich stejné, jelikoz se jedna o po slozkach Poissonovo
rozdéleni.
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Zakladni charakteristika Hodnota

A1+ Ao
vektor stfednich hodnot Ao+ X |,
A3+ Ao
A1+ Ao Ao Ao
rozptylova matice Ao Ao+ Ao Ao
Ao Ao A3+ Ao

Tabulka 1.5: Zakladni charakteristiky trojrozmérného Poissonova rozdéleni
se spolec¢nou kovarianci.

Odhad parametrt modelu

Pro odhad parametri Ag, ..., A3 trojrozmérného Poissonova modelu pouzi-
jeme vicerozmérnou Poissonovu regresi.

Vyuzijeme pozorovani poc¢tli skod pro kazdou garanci, které znacime Ny;, kde
k ptislusi k-té garanci k € (1,2,3) a i oznacuje i-tou pojistnou smlouvu z celko-
vého pocétu I smluv v portfoliu.

Stejné jako v ¢asti 1.3 vyuzijeme logaritmickou linkovou funkci a budeme tak
modelovat logaritmus parametru Ay; pro k € (1,2,3) a ¢ € (1, ...,I) pomoci
vysvétlujicich proménnych z¥.

Predpoklady modelu pro odhad parametri mizeme schematicky zapsat na-
sledovné

(Nig, Naiy, N3i)  ~ TPDCC (Agi; Aii, Azis Asi) 5
log Ay = CEZN B,
log Ay = x2' B, (1.8)
loghs = x¥' B,

kde x¥ jsou vektory vysvétlujicich proménnych a By jsou vektory pislusnych
regresnich koeficientl® — v nasem ptipadé k = 1,2, 3.

Parametr \q vétsinou neni modelovan pomoci vektoru vysvétlujicich promén-
nych, protoze vyjadiuje vzajemnou kovarianci mezi slozkami vektoru, a pouziti
vysvétlujicich proménnych by bylo obtizné interpretovatelné.

Model se spole¢nou kovarianci je mozné pouzit pouze pro shodné kovariance
mezi slozkami vektoru a neni mozné pomoci néj modelovat overdisperzi. Proto
tento model v nasledujici kapitole rozsitime na model s iplnou kovarianci.

1.5.2 Model s uplnou kovarianci

Model s iplnou kovarianci je rozsitenim modelu se spole¢nou kovarianci pro ri-
zné parové kovariance vektoru IN.

Definice 6. Ndhodny vektor (Ny, N2, N3) md trojrozmérné Poissonovo rozdéleni
s uplnou kovarianci, pokud pro vsechna ny,ns,ng = 0,1,2, ... a py, fa, 3, A12, A13,
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Aoz > 0 je sdruzend pravdépodobnostni funkce vektoru (N1, No, N3) ddna vztahem

Ao & &G A A
P(Ni =n1, Ny =ny, N3 =ngz) =e" Z Z 2777

| | |
K10 F—0 g—0 ki! kol ks!
ni1—ki1—k no—k1—k n3—ko—k:
:ull 1—k2 u22 1—K3 M33 2—K3 (1 9)

. (n1 — k,’l — k,’g)' (ng — ]{31 — ]{33)' (n3 — k’z — k,’g)!’

kde X = Mo + Aoz + A1z + 1 + po + p3, 51 = min(nq, ng), so = min(ng — s1,n3)
a $3 = min(ny — $1,n3 — Sa).

Pravdépodobnost (1.9) ozna¢ime jako Prpprc, kde pismena v dolnim indexu
jsou zkratkou anglického nazvu Trivariate Poisson distribution — full covariance.

Trojrozmérny nahodny vektor s trojrozmérnym Poissonovym rozdélenim s tpl-
nou kovarianci mtze byt po slozkédch modelovan pomoci deviti ndhodnych veli¢in,
které maji Poissonovo rozdéleni a jsou vzajemné nezavislé

Ny = Y1+ Yo+ Yis,
Ny = Y5+ Yo+ Y3,
N3 = Y3+ Yiz+ Yas3.

Néhodné veli¢iny Y7, Ys, Y3 maji Poissonovo rozdéleni postupné s parametry
1, fa, 3 > 0. Nahodné veliciny Yo, Y13, Yo3 maji také Poissonovo rozdéleni, ale
postupné s parametry Ao, A\13, Ao3 > 0. Kovarian¢ni matici ndhodného vektoru IN
je mozné vyjadrit jako matici

p1 + Mg + Ais A2 A3
COV(N) = )\12 Mo + )\12 + )\23 )\23 . (110)
A3 23 p3 + A1z + Aoz

Zakladni charakteristiky trojrozmérného Poissonova rozdéleni s iiplnou kova-
rianci jsou shrnuty v tabulce 1.6.

Zakladni charakteristika Hodnota
1+ A2 + A1
vektor strednich hodnot fo + Ao + Aog |

3 + A3 + Aoz

rozptylova matice (1.10).

Tabulka 1.6: Zakladni charakteristiky trojrozmérného Poissonova rozdéleni s tpl-
nou kovarianci.

Ukazeme, ze sdruzené rozdéleni nahodnych velicin Ny, Ny, N3 odpovida tvaru
(1.9). Pouzijeme zavedené znaceni z definice 6, a to sq, 2,53 a .

P(Ny = ny, Ny =ng, N3 =ng) =
s 83

51
= Z Z Z P(Y1 + Yio + Y13 = ny, Yo + Yip + Yo3 = ng,
k1=0 k2 =0 k3=0
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Y5+Yi3+Yos = ng | Yio = k1, Yig = ko, Yoz = k3) P(Y1a = ky | Y13 = ko, Yos = k3) -
- P(Y13 = ko | Yoz = k3) P(Yas = k3) =

51 ED) s3
= Z Z ZP(YI:nl_kl_k27}6:n2_kl_k3a}%:n3_k2_k3)'
k1=0 ko=0 k3=0

- P(Yia = k1) P(Yi3 = ko) P(Yas = k3) =
S1 S92 S3
= Z Z Z P(Y1 =mny — k1 — k) P(Ya = ny — ky — k3) P(Yz = ng — ky — k3)-
k1=0 ko=0 k3=0
- P(Yia = k1) P(Yi3 = ko) P(Ya3 = k3) =
n1—ki1—k2 32*k1*k3 g3*k2*k3 )\/1% )\116:23 )\75’%

:iiie—A 11 p p Aty M3 Agi
ki1 =0 ko—0 k3—0 (n1 — kl — kz)' (n2 — kl — kg)' (ng — kz — kg)‘ kll kg‘ kg'

P1i tpravach jsme vyuzili vzajemnou nezavislost vsech nahodnych veli¢in Y,
kde i =1, 2, 3, 12, 13, 23.

Odhad parametri modelu

Pro odhad parametrii trojrozmérného Poissonova modelu s tiplnou kovarianci
je mozné opét pouzit Poissonovu regresi, a to bud pro vsechny parametry modelu,
nebo pouze pro parametry stfedni hodnoty pq, po, t3.

Pro vyjadreni parametrit mame k dispozici hodnoty vysvétlujicich promeén-
nych x¥ a vektor regresnich koeficienttt By, kde k € (1, ..., K)ai € (1,...,]),
K je pocet odhadovanych parametri pomoci Poissonovy regrese, I je celkovy
pocet pozorovani.

Predpoklady modelu pro odhad parametri mizeme schematicky zapsat na-
sledovné

(N1i, Nog, N3j)  ~ TPDFC (p4, proi, fr3is Ai2is Aisis A2si)

log ;= CUzl ' B,

logpz = x2 Bo,

logpiz; = ' B, (1.11)

log \i2i = iB?T B,

log A1z = m?T Bs,

log Agsi = w?T B,
kde i = 1, ...,I, ¥ jsou vektory vysvétlujicich proménnych a Bj jsou vektor

) y 4, L) y vy ] p Yy EJ Yy

prislusnych regresnich koeficienti — v nasem pripadé k =1, ...,6.

Model zahrnujici odhad vsech parametrt je velmi komplikovany pro interpre-
taci, proto je vhodnéjsi odhadovat pomoci Poissonovy regrese pouze parametry
popisujici sttedni hodnoty rozdéleni, tedy g1, o, 3. Schématicky zapsano, dosta-
vame model

(N1i, Nog, N3i)  ~ TPDFC (p14, poi, fr3is M2is AMizis Aasi)
log ;= 51321 ' B,
log pg; = GU?T B2,
log puzi = CU?T B3,

15



kde x¥ jsou vektory vysvétlujicich proménnych a B jsou vektory regresnich pa-
rametri. V tomto pripadé indexy k nabyvaji hodnot 1,2, 3.

1.5.3 'V nule modifikované trojrozmérné modely

Rozsitenim trojrozmérného Poissonova modelu s tplnou kovarianci je troj-
rozmérny Poissontiv model, ktery je v nule modifikovany. Modifikaci je mozné
provést po slozkach, kdy jednorozmeérné Poissonovo rozdéleni je modifikovano
v nule. Touto modifikaci vznikne trojrozmérné v nule modifikované Poissonovo
rozdéleni.

Hlavni diivod modifikace v nule je moznost zachyceni vétsiho vyskytu pripadi,
které maji ve vsech dimenzich nulovy pocet skod, a modelovani overdisperze,
stejné jako v ¢astech 1.2 a 1.4.1.

Uvedeme pouze zakladni pripad, kdy je modifikace pravdépodobnosti prova-
déna ve vSech dimenzich pomoci stejné hodnoty p. Pro dalsi rozsiteni by bylo
mozné uvazovat modifikaci nulovych hodnot v kazdé dimenzi s jinou hodnotou
napr. postupné s pi, p2, p3-

Budeme vychézet z pravdépodobnosti Prpprc trojrozmérného Poissonova
modelu s tplnou kovarianci, kterou upravime a dostaneme pravdépodobnost

Prppz1(0,0,0) = p+ (1 —p) Prpprc(0,0,0),

Prppzr(ni,na,n3) = (1 —p)Prpprc(ni,na,ng),  (n1,n2,n3) # (0,0,0),

kde p € (0,1).
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2. Negativné binomické modely

Pro modelovani poc¢tii skod se nejcastéji vyuziva dvou rozdéleni — Poisso-
nova a negativné binomického. Modifikaci Poissonova rozdéleni pro vicerozmérné
pripady jsme si ukazali v kapitole 1. V této kapitole si uvedeme definici viceroz-
mérného negativné binomického rozdéleni podle Shi a Valdez (2014), konkrétné
pro piipad trojrozmérného rozdéleni. Vyhodou negativné binomického rozdéleni
oproti Poissonovu rozdéleni je to, ze pomoci ného je mozné zachytit overdisperzi
i bez toho, aby se musela pouzivat v nule modifikovana varianta rozdéleni.

2.1 Negativné binomické rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni je mozné definovat riznymi zptisoby. Uvedeme
definici podle Shi a Valdez (2014) s vyuzitim gama funkce.

Definice 7. Ndhodnd velicina N md negativné binomické rozdéleni s parametry
Y amn, zkricené N ~ NB(1,n), pokud pro vsechnan =10,1,2, ..., >0an >0

plati
. Tm+n) 1 Y "
PV =1 = Hrm + 1) <1+w> <1+¢> ’ 2

kde T'(n) = [;°t" e tdt.

Pravdépodobnost P(N = n) pro negativné binomické rozdéleni budeme ozna-
covat Pypp(n), kde pismena N BD jsou zkratkou anglického nézvu negative bi-
nomial distribution.

V tabulce 2.1 jsou shrnuty zakladni charakteristiky negativné binomického
rozdéleni. Jak je ihned patrné z vyjadieni rozptylu, ten je oproti stredni hodnoté
vétsi o kladny élen 2.

Zakladni charakteristika Hodnota
stfedni hodnota n,
rozptyl 0 W+ 0?).

Tabulka 2.1: Zakladni charakteristiky negativné binomického rozdéleni.

Jednorozmeérné negativné binomické rozdéleni nyni rozsitime do tii dimenzi.

2.2 Trojrozmeérné negativné binomické modely

Uvedeme si definici trojrozmérného negativné binomického rozdéleni podle Shi
a Valdez (2014). Pro definici vyuzijeme dva typy modeli negativné binomického
rozdéleni — model NB-I popsany v ¢asti 2.2.1 a model NB-II popsany v ¢asti 2.2.2.

Stejné jako v pripadé trojrozmérného Poissonova rozdéleni budeme pro nega-
tivné binomické rozdéleni uvazovat dvé rizné struktury zavislosti mezi jednotli-
vymi ¢leny trojrozmérného vektoru. Nejprve si definujeme trojrozmérné negativné
binomické rozdéleni se spoleénou kovarianci, kde jsou jednotlivé ¢leny vektoru
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provazany stejnou ,,Sokovou“ nahodnou veli¢inou. Déle si uvedeme zobecnéni to-
hoto rozdéleni, a to negativné binomické rozdéleni s tiplnou kovarianci, kde je
kovarianéni struktura c¢lentt vektoru libovolna.

Pro definici trojrozmérného negativné binomického rozdéleni vyuzijeme dvé
ruzné reparametrizace tvaru pravdépodobnosti (2.1). Pro stfedni hodnotu bu-
deme predpokladat, Ze je zachycena pomoci vysvétlujicich proménnych nasledu-
jicim zptisobem

Ai=n-y = eXp{wTﬁ}, (2.2)

kde @ je vektor vysvétlujicich proménnych a 8 je vektor regresnich parametri.

Pfi daném parametru n ziskdme z rovnice (2.2) vyjadfeni pro parametr 1,
nasledné dosadime tyto parametry do pravdépodobnostni funkce negativné bi-
nomického rozdéleni (2.1). Riznou definici parametru n dostaneme dva ruzné
modely, které dale vyuzijeme pro definici trojrozmérného negativné binomického
rozdéleni.

2.2.1 Model NB-1

Prvni model — model NB-I, dostaneme za predpokladu vyjadieni parametru
n jako

= o2 exp{x' B}
Z rovnice (2.2) vyjadiime parametr ¢ jako

Y = o

Pravdépodobnost (2.1) potom ptechazi do tvaru

NB-I 2\ _ I (072 exp{x' B} + n)
P (@ 8.0%) = 5 ol B Tt 1)

1 o2 exp{zT B8} 2 n
: ( ) 7 . (23)
1+0? 1+ 02

2.2.2 Model NB-II
Druhy model — NB-II, dostaneme za predpokladu vyjadreni parametru n jako

n= o2
Z rovnice (2.2) vyjadiime parametr

¥ =0o” exp{z'B}.

Pravdépodobnost (2.1) potom ptechdzi do tvaru

NB-II 2 I'(0%+n)
1 (n] =, "’):r(a2)r(n+1)'

‘ <1 + o2 eip{mT5}>g_2 <1 faixgx{;;é}b})n. (2.4)
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2.2.3 Trojrozmeérné negativné binomické rozdéleni se spo-
lecnou kovarianci

Trojrozmérné negativné binomické rozdéleni je postaveno na stejném principu
jako trojrozmérné Poissonovo rozdéleni se spoleénou kovarianci uvedené v ¢asti
1.5.1. Kovariance mezi jednorozmérnymi nahodnymi veli¢inami, ze kterych se
sklada trojrozmérny nahodny vektor, je pro vsechny dvojice stejna.

Definice 8. Ndhodnyj vektor N = (N1, Ny, N3)" md trojrozmérné negativné bi-
nomické rozdéleni se spolec¢nou kovarianci, pokud pro vsechna nq,n9,n3 = 0,1, ...
je sdruzend pravdepodobnostni funkce vektoru IN dana vztahem

P(lenl,N2:n27N3:n3|il)):

= > fls) flm = s12') ol = s ) s = 5] ), (29

kde n = min(nq,ng,n3), ® je regresni matice sloZend z vektori vysvétlujicich

proménnyjch &', x?, z3,

fo(-) = fYBI(|1, log Ao, 0?)

fila2?)y = Y |2, By, 07),
kde j —1,2,3.

Pravdépodobnost (2.5) ozna¢ime jako Prgycc, kde pismena v dolnim indexu
jsou zkratkou anglického nazvu trivariate negative binomial distribution — com-
mon covariance.

Trojrozmérné negativné binomické rozdéleni se spole¢nou kovarianci ma na-
hodny vektor N = (N, No, N3) T, ktery je generovany ndhodnymi veli¢inami Uy,
Uz, Uz, Us,

Ny = U + Uy,
Ny = U+ Uy,
N3 - U3+U0.

Nahodné veliciny Uy, Uy, Uy, U3 jsou vzajemné nezavislé a maji jednorozmérné
negativné binomické rozdéleni s parametry (¢, 1;) — parametr ¢ je stejny u vSech
nahodnych veli¢in U;, kde j € {0, 1,2, 3}, zatimco parametry n; mohou byt od-
lisné pro kazdou z nahodnych veli¢in.

Vyuzijeme vztah (2.2) a pro parametr ¢ budeme predpokladat

Y = o
Parametry 7; nasledné nabyvaji hodnot

Aj

N = —3-
J 0_2

Po této reparametrizaci dostaneme zakladni charakteristiky trojrozmérného
negativné binomického rozdéleni se spolecnou kovarianci, které jsou uvedeny v ta-
bulce 2.2.
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Zakladni charakteristika Hodnota

A1+ Ao
vektor stfednich hodnot Ao+ X |,
A3+ Ao
A+ Ao Ao Ao
rozptylova matice (1+0?) Ao A2 + Ao Ao
Ao Ao A3+ Ao

Tabulka 2.2: Zakladni charakteristiky trojrozmérného negativné binomického roz-
déleni se spole¢nou kovarianci, kde o =1 a \; = n; .

Néhodné veliciny N;, j = 1,2,3, maji jednorozmérné negativné binomické
rozdéleni s parametry (1, n; + 19). Proto stejné jako v jednorozmérném pripadu
je rozptyl slozek N; vétsi nez jejich stiedni hodnota, konkrétné pro kazdou slozku
plati

EN; = (1+0%) var N;.

Ukazeme, ze ndhodny vektor IN s trojrozmérnym negativné binomickym roz-
délenim se spolecnou kovarianci ma za sdruzenou pravdépodobnostni funkci 2.5.

P(N1:n1,N2:n2,N3:n3|l‘)=
:P(U1+U0:n1,U2+U0:TLQ,U3+U0:713‘£B):

:ZP(U1:n1_57U2:n2_5:U3:n3_37‘waUOZS) PUy=s|z) =

:Zpa:,s<U1 =N —S)Pm’s(UQITlQ—S)Pm’S(Ug:ng—S)PZ(U0:S> =
s=0

= Z fNB_I(nl - S |CL'1, 1817 JQ) fNB_](nQ - S |3327 /827 0-2) :

s=0
X fNB_I(n3 — 3 |m3’ B37 0'2) fNB_I<S | 1, 10g )\0; 0-2)’

kde P, ; znaci pravdépodobnost za podminky znalosti regresni matice  a za pod-
minky [Uy = s.

Predpoklad spole¢né kovariance je mozné rozvolnit a dostaneme tak obecnéjsi
kovarian¢ni strukturu.

2.2.4 Trojrozmérné negativné binomické rozdéleni s upl-
nou kovarianci

Trojrozmérné negativné binomické rozdéleni se spolecnou kovarianci zobec-
nime na trojrozmérné negativné binomické rozdéleni s tplnou kovarianci, kde
je kovariancni struktura urcena pomoci obecné kovarianéni matice a kovariance
mezi dvojicemi ndhodnych veli¢in z trojrozmérného nahodného vektoru je rtizné
pro rtzné dvojice.

Definice 9. Ndhodnyj vektor N = (N1, Ny, N3)' md trojrozmérné negativné bi-
nomické rozdéleni s iplnou kovarianci, pokud pro vsechna ni,ng,n3 = 0,1,... je
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sdruzend pravdépodobnostni funkce vektoru N ddna vztahem

P(Nl =ny, N2 = na, N3 = n3 | CC) = i i i f12(81) f13(52) f23(83)'

$1=0 s2=0 s3=0

. fl(nl — 81 — So | 2131) fQ(’I’LQ — S1 — S3 | 2132) f3(TL3 — S9 — S3 | 333), (26)

kde ry = min(ny,ny), 79 = min(ny — $1,n3), r3 = min(ny — s1,n3 — Sa), T je

regresni matice sloZend z vektori vysvétlujicich proménnych x', %, x3,

Fin(:) = Y] 1, log Ak, 0%)

fj(' |.’13]) = fNB-I(' | wj76j702)7
kde j,k =1,2,3.

Pravdépodobnost (2.6) ozna¢ime jako Prpyrc, kde pismena v dolnim indexu
jsou zkratkou anglického nazvu trivariate negative binomial distribution — full
covariance.

Trojrozmérné negativné binomické rozdéleni s iplnou kovarianci ma nahodny
vektor N = (Ny, Ny, N3) T, ktery je generovany ndhodnymi velic¢inami Uy, U, Us
U12, U13, U23, kde plati

Ny = U+ U+ Uys,
Ny = Uy + Uz + Uss,
N3 = Us+ Uz + Uss.

Néhodné veli¢iny Uy, Us, Us, Uyo, U3, Usz jsou vzajemné nezavislé a maji jed-
norozmérné negativné binomické rozdéleni s parametry (¢, n;) — parametr ¢ je
shodny pro vsechny nahodné veliciny Uj;, kde j € {1,2,3,12,13,23}, zatimco
parametry 7; mohou byt odlisné pro kazdou z ndhodnych veli¢in.

Parametry ¢ a n opét preparametrizujeme na model typu NB-I, dostaneme
tak vztahy

v = o’
Aj
nj = 52

Néhodné velic¢iny /V; maji opét jednorozmérné negativné binomické rozdélen,
proto kovarian¢ni matice nahodného vektoru N ma tvar

A1+ A2 + Agg A2 A3
COV(N) = (1 + 0'2) )\12 )\2 + )\12 + )\23 )\23 . (27)
A13 a3 Az 4+ A1z + Ags

V tabulce 2.3 jsou shrnuty zakladni charakteristiky trojrozmérného negativné
binomického rozdéleni s iplnou kovarianci.
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Zakladni charakteristika Hodnota
vektor stfednich hodnot Mg+ A2 + Aos

Y

rozptylova matice (2.7).

Tabulka 2.3: Zakladni charakteristiky trojrozmérného Poissonova rozdéleni s upl-
nou kovarianci.

Ukazeme, ze ndhodny vektor IN s trojrozmérnym negativné binomickym roz-
délenim s tplnou kovarianci ma za sdruzenou pravdépodobnostni funkci 2.6.

P(lenl,Ngan,Ngznglw):
=P Uy + Uiz + Uiz = n1, Uy + Uip + Usz = g, Us + Urs + Ups = nz | ) =

rt re T3
=> Y > P(Ui=ny—s1—82,Us =1y — 51— 53, U3 =ng — 55 — s3]

s1=0 s2=0 s3=0

|£L‘,U12251,U13=82,U23253)P(U12281\$)P(U13252’113)]3([]23:53\17):

1 T2 T3
= Z Z Z Pw,s<Ul = n1—81—82) Pw,s(U2 = n2—$1—53) Px,s(U?; = n3—52—53) :

s1=0 s2=0 s3=0

: P:c,s(Ulz = 31) Pz,s(Ul?) = SQ)Pw,s(UQS = 83) =

71 72 r3
= Z Z Z Y2 (g — 51— so|at, Br,0%) NP (ng — 51 — s3|2?, Ba, 0%) -

51=0 s2=0 s3=0
. fNB_I(n3 — 82 — 83 ’1337 /837 02) fNB_I(Sl | ]" log )\12’ 02) '

- [N (s3] 1, log Mg, %) [P (s3] 1, log Ags, o),

kde P, ; znaci pravdépodobnost za podminky znalosti regresni matice  a za pod-
minky [Urs = s1, Uiz = 59, Uag = s3].

Dalsi rozsiteni trojrozmérnych negativné binomickych modeli jiz uvadét ne-
budeme. Nyni prejdeme od modelovani zavislosti mezi slozkami ndhodnych veli¢in
pomoci Sokovych proménnych na modelovani zavislosti pomoci kopuli.
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3. Modely s kopulemi

V této kapitole si zavedeme pojem kopule a spolecné s nim uvedeme Skla-
rovu vétu, kterd se nasledné vyuziva i pti definovani rodiny gaussovskych kopuli.
Jako dalsi ptiklad rodiny kopuli uvedeme rodinu archimédovskych kopuli, které
jsou generovany pomoci tzv. generatoru kopuli. Déle si uvedeme miry zavislosti
a zakladni odhady parametri kopuli. Pro tuto kapitolu budeme c¢erpat z McNeil
(2005) a Nelsen (2006).

Kopule jsou vicerozmérné sdruzené distribu¢ni funkce, které popisuji zavis-
lostni strukturu mezi ndhodnymi veli¢inami. Jejich marginalni distribuc¢ni funkce
jsou rovnomérné na intervalu [0, 1]. Pfesna definice je uvedena v definici 10.

Definice 10. Funkce C(uy,ug, ...,uq) : [0,1]7 — [0,1] je kopule, pokud je to
sdruzend distribucni funkce néjakého d-rozmeérného rozdéleni a vsechna margi-
ndlni rozdélent jsou rovnomeérnd na intervalu [0, 1].

Zakladni vlastnost propojujici kopuli a sdruzenou distribuc¢ni funkci d-roz-
mérného rozdéleni je popséana ve Sklarové véteé.

Véta 1 (Sklarova véta). Necht F(xq, ...,xzq) je sdruZend distribucni funkce d-
rozmérného rozdéleni s margindlnimsi distribucnimi funkcemi Fy(xy), ..., Fy(xg).
Potom ezistuje kopule C' takovd, Ze pro kaZdy vektor (zy, ...,z4)" € [—00,00]
plati

F(zy, ...,2q) = C (Fi(xy), ..., Fa(zq)) (3.1)

Pokud jsou Fi, ..., Fy distribucni funkce spojitého rozdélenti, potom je kopule C
definovdna jednoznacné. Pokud mejsou distribucni funkce Fi, ..., Fy absolutné
spojité, tak je kopule C' definovdna jednoznacné pouze na mnoziné

Ran(Fy) x -+ x Ran(Fy),
kde Ran(F;),i =1, ...,d, je obor hodnot distribucni funkce Fj.

Diikaz. viz. McNeil (2005) — str. 187.

3.1 Zakladni kopule

V této casti si uvedeme nejprve vlastnosti kopuli a dale priklady zakladnich
kopuli, které budeme déle vyuzivat v kapitole 4.

Margindlni rozdéleni Fi(-), ..., Fy(-) mohou byt spojita i diskrétni. Hlavnim
rozdilem je jednoznacnost kopule definované ze Sklarovy véty. Zatimco pro spojité
rozdéleni nahodnych veli¢in je kopule definovand ze sdruzené distribuéni funkce
jednoznacné, pro diskrétni nahodné veli¢iny je jednoznacnost zarucena pouze
na urcité mnoziné hodnot.

Pro spojité nahodné veliciny X a Y plati, Zze nezavislost téchto dvou nahod-
nych velicin je jednoznacné popsana, pokud jejich prislusna kopule definovana
pomoci Sklarovy véty je kopuli nezavislosti. Tedy pro u,v € (0,1) plati

X1lY & Cu,v) =I(u,v) =uv
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Obdobné X a Y jsou komonoténni (resp. kontramonoténni) nahodné veliciny
pravé tehdy, kdyz jejich kopule dle Sklarovy véty je kopuli komonotonie — kopule
horni Fréchetovy meze M (resp. kontramonotonie — kopule dolni Fréchetovy meze
W):

M(uq, ...,ug) = min(uq, ..., ug),
W(UI,UQ) = [U1+U2—1]+,

kde [-]; znaéi kladnou éast, tedy max(+, 0). Kopule dolni Fréchetovy meze je kopuli
pouze pro dvourozmérnou kopuli.
Poznamka 1. Nahodné veliciny Xy, ..., Xy jsou komonotonni prave tehdy, kdyz
nahodny vektor (X7, ..., X;) ma stejné rozdéleni jako vektor (v1(2), ...,v4(Z)),
kde Z je libovolnd ndhodné veli¢ina a v;, i = 1, ..., d jsou neklesajici funkce.
Poznamka 2. Ndhodné veli¢iny X, X5 jsou kontramonotonni pravé tehdy, kdyz
sdruzené rozdéleni nahodnych velicin X; a X5 je stejné jako rozdéleni nahod-
ného vektoru (14 (Z),15(Z)), kde Z je libovolna ndhodné veli¢ina, v; je neklesajici
funkce a 5 je nerostouci funkce, nebo naopak.

Zatimco pro spojité nahodné veliciny je ve vyse zminénych pripadech ekvi-
valence, tak pro diskrétni nahodné veliciny tyto ekvivalence neplati. Plati pouze
nasledujici implikace

C(u
C(u M(u,v) = X aY jsou komonoténni,
C(u,v) = W(u,v) = X aY jsou kontramonoténni.

v) =1(u,v) = X 1Y,

V pripadé nespojitych ndhodnych veli¢in nejsou kopule popsany jednoznacné,
nahodné veli¢iny mohou byt nezavislé, ale jejich kopule nemusi nutné byt kopuli
nezavislosti.

Déle si uvedeme dvé rodiny kopuli — gaussovskou a archimédovskou rodinu.

3.1.1 Gaussovské kopule

Jedna se o rodinu implicitnich kopuli, které jsou definovany na zdkladé Skla-
rovy véty z d-rozmérného normalniho rozdéleni.

Nahodny vektor X = (X3, ..., X;)" méd d-rozmérné normaln{ rozdélen{ s hus-
totou

1 1 T v—1
f(w)zwwexp{—2(w—ﬂ) by (3’5—#)};

kde & = (z1, ...,74)", p je vektor stfednich hodnot a 3 je kovarianéni matice
vektoru X, |X| znadi jeji determinant. Zkracené piseme X ~ Ny(p, X).
Vektor X normujeme na vektor Y = (Y7, ..., Y;) transformaci

Xi— i
VS
provedenou na jednotlivé slozky vektoru X . Ziskame vektor Y, jehoz slozky maji

N(0,1) rozdéleni. Protoze jsme pouzili monoténni transformace, vektor Y ma
stejnou kopuli jako vektor X.

Y, =

i=1,....d,
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Gaussovska kopule je kopule ndhodného vektoru Y, ktery ma d-rozmérné nor-
malni rozdéleni s nulovym vektorem stfednich hodnot a jednotkovym rozptylem
jednotlivych slozek vektoru Y, definovana jako

CH(ur, - yug) = P[Yi @7 (wy), .., Yy < 07 (ug)| =
= ®p(® (), ..., P (uq)),
kde ®(-) je distribuéni funkce jednorozmérného norméalniho rozdéleni N(0,1), R

je korelacni matice vektoru Y, ®x(-) je sdruzend distribu¢ni funkce vektoru Y,
(ula s ,Ud) S [07 1]d

Kopule nezavislosti
Specidlnim pripadem gaussovské kopule je kopule nezavislosti pro X = I

C’g“(ul, ceUg) = UL ... U

3.1.2 Archimédovské kopule

Rodinou archimédovskych kopuli jsou nazyvany kopule, které vzniknou po-
moci funkce ¢ : [0,1] — R, kterd se nazyva generdtor kopule, nasledujicim zpu-
sobem

Clur, . ug) = 7" (p(ur) + - + ¢(uq)) - (3:2)

V piipadé, kdy inverzni funkce ¢! neni jednozna¢né definovana, tak se pou-
ziva tzv. pseudoinverzni funkce, kterd je definovana v definici 11.

Definice 11. Nelsen (2006) Necht ¢ je spojitd klesajici funkce z [0, 1] do [0, 00]
takovd, Ze p(1) = 0. Pseudoinverzni funkce k funkci ¢ je funkce =1 : [0, 00] —
0, 1] definovand jako

%0[71] (t) _ 90_1@)’ 0<t< 90(0)7
0, t > ¢(0).
V pifpadé, ze je ¢(0) = oo, je =1 = 1.
Archimédovské kopule jsou symetrické, tedy plati pro né vztah

C(u,v) = C(v,u),

tuto vlastnost je tfeba brat v potaz pri pouzivani archimédovskych kopuli pii mo-
delovani zavislosti.
Nyni si uvedeme priklady zakladnich archimédovskych kopuli.

Claytonova kopule

Generatorem kopule je pro Claytonovu kopuli funkce

1

p(u) = ] (U_e - 1) ;

pomoci které nasledné vznikne v dvourozmérném pripadu kopule

9

_ _ -1/0
Ot (ur, ug) = [ule +uy? — 1Lr
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kde 0 € [—1,00] \ {0}.
—1 ziskdme kopuli dolni Fréchetovy meze a pro € blizici se nekonecénu ziskdme

Pro hodnoty parametru 6 blizici se k nule ziskame kopuli nezavislosti, pro § =
kopuli horni Fréchetovy meze. Na obrazku 3.1 jsou zobrazeny hustoty kopule

pro rizné hodnoty parametru 6.
Claytonova kopule, 6=3

Claytonova kopule, 6=-0,9

Claytonova kopule, 6=100

Claytonova kopule, 8=1

6
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Obrézek 3.1: Znazornéni hustoty Claytonovy kopule pro rizné parametry 6.

Gumbelova kopule
Generator pro Gumbelovu kopuli je funkce
p(u) = (—logu)”.

V dvourozmérném pripadu vznikne kopule
1/6

Cy™(u1,up) = exp § — {(—loglh)e + (_1Ogu2)9}
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kde 1 <0 < 0.
Pro hodnotu parametru § = 1 prechazi Gumbelova kopule do tvaru kopule
nezavislosti — viz obrazek 3.2.

Gumbelova kopule, 6=1 Gumbelova kopule, 6=10

ST
SR
R N

Obrazek 3.2: Znazornéni hustoty Gumbelovy kopule pro rtizné parametry 6.

3.2 Miry zavislosti

Miru zavislosti mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami je mozné vyjadrit riaznymi
zpusoby. Jako zakladni koeficient, ktery popisuje linearni zavislost, si uvedeme
Pearsontiv korelac¢ni koeficient. Déle definujeme poradové korelace a koeficienty
zavislosti chvostii, coz jsou hodnoty odvozené na zakladé kopuli, proto postihuji
i jiné nez linedrni zavislosti. Vzhledem k tomu, ze kopule zachycuje zavislost mezi
nahodnymi veli¢inami, je izce spjata s pojmem korelace, a proto zde uvadime dvé
miry zavislosti, které jsou odvozeny pomoci kopule danych nahodnych veli¢in.

3.2.1 Pearsonuv korelacni koeficient

Zékladni korelac¢ni koeficient pro zachyceni linearni zavislosti je definovan jako
hodnota korelace mezi nahodnymi velicinami X; a Xo

cov(Xy, Xs)
X17X2 = )
4 ) \/var(Xl) var(Xs)

kde rozptyly nédhodnych veli¢cin X; a X, jsou konetné. Casto tento korelaéni
koeficient také byva oznacovan jako linedrni korelacni koeficient. Korela¢ni koe-
ficient nabyva hodnot [—1, 1], kde hodnota —1 znadi perfektni negativni korelaci
a hodnota 1 perfektni pozitivni korelaci. Pro vzajemné nezavislé ndhodné veli¢iny
X1 a Xy je korelace nulova. Pokud je vSak korelace mezi ndhodnymi veli¢inami
nulova, nemusi to nutné znamenat, ze jsou vzajemné nezavislé.

Linearni korelace zavisi jednak na kopuli dvourozmérného rozdéleni, protoze
se v definici korelacniho koeficientu vyskytuje vzajemnd kovariance nahodnych
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veli¢in, a jednak na marginalnim rozdéleni nahodnych veli¢in X; a X, protoze
vyuzivame rozptyl téchto nahodnych velicin.

3.2.2 Poradové korelace

Na rozdil od linearni korelace poradové korelace zavisi pouze na hodnotach
dvourozmérné kopule a nejsou zavislé na marginalnich rozdélenich nahodnych
velicin X7 a X,. Jak jiz nazev napovida, pro vyjadieni poradovych korelaci bu-
deme vyuzivat poradi v sefazeném nahodném vybéru. Uvedeme si dvé poradové
korelace, Kendallovo tau (nékdy téz oznacovdno jako p,) a Spearmanovo rhé
(oznacovano pg).

Abychom mohli vyjadrit vyznam Kendallova tau, zavedeme si nejprve dva
pojmy — konkordance a diskordance.

Definice 12. Body (x1,2) a (71, 72) z R? jsou konkordantni, pokud
(IL‘l —Z,E\i) (ZEQ - i’vg) > 0.

Pokud plati opacnd nerovnost, tak rekneme, Ze tyto dva body jsou diskordantni.

Kendallovo tau

Kendallovo tau je mirou konkordance ndhodnych vektoru (X, X3) a (le, 5(;),

kde néhodny vektor (3{} 5(5) je nezévislou kopif ndhodného vektoru (X, Xs) —
jejich rozdeéleni je stejné, ale jsou navzajem nezavislé.

Cim vice jsou hodnoty slozek ndhodnych vektori provazany ve stejném sméru
(se zvétsujici se hodnotou ndhodné velic¢iny X; se zvétsuje i hodnota ndhodné
velid¢iny X5), tim vétsi jsou hodnoty Kendallova tau.

Definice 13. Pro nahodné veliciny X1, Xo je hodnota Kendallova tau definovana
jako - -
pT(Xl,XQ) =E [szgn |:(X1 — Xl) (XQ — XQ)H s

kde (/X\I,/X\;) je nezavisla kopie ndhodného vektoru (X, Xs)

Kendallovo tau je mozné vyjadrit jako rozdil pravdépodobnosti konkordance
ndhodnych vektorn (X7, X5) a (Xl, Xg) a diskordance téchto vektoru

pr(X1, X0) = P(X1 = X1) (X2 = X5) > 0] = P[(X1 = X)) (X2 — X3) <0

Spearmanovo rhé

Spearmanovo rhé je mozné také definovat pomoci pojmii konkordance a dis-
kordance, ale vhodnéjsi je definice uvedena v definici 14.

Definice 14. Pro ndhodné veliciny X, a Xy s marginalnimi distribucnimi funk-
cemi Fy a Fy je Spearmanovo rhé definovano jako

ps(X1, Xo) = p (F1(X1), Fa(Xy)),

kde p(-,-) je linedrni korelacni koeficient.
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Vlastnosti poradovych korelaci

V obou pripadech hodnoty korelaci jsou z intervalu [—1, 1]. Hodnoty 1 nabyvaji
pro komonoténni ndhodné veli¢iny a hodnoty —1 pro kontramonoténni veliciny.
Pokud jsou dvé ndhodné veli¢iny nezavislé, tak hodnota korelaci je 0, zatimco
opacna implikace neplati, tedy nulovost korelaci neimplikuje nezavislost.

Pro obé korelace také plati, ze pro spojita marginalni rozdéleni lze poradové
korelace vyjadrit pomoci jednoznacéné urcené kopule. Pro spojité nahodné veliciny
s kopuli C' plati

1 rl
pT(Xl,XQ) = 4/ / C(Ul,U,Q> dC(Ul,Ug) - 1, (33)
0 JO
1 r1
ps(Xl,Xg) = 12/0 /0 (C(U,l,UQ) — Ux Ug) du1 dUQ. (34)

Drukaz téchto tvrzeni je mozné najit naptiklad v McNeil (2005) na strané 207.

3.2.3 Koeficienty zavislosti chvosta

Koeficienty zavislosti chvostt méri zavislost mezi dvéma nahodnymi veli¢inami
pouze pomoci kopule. Tyto koeficienty meéri zavislost na chvostech dvourozmér-
ného rozdéleni.

Definice 15. (McNeil (2005)) Necht X1 a Xy jsou ndhodné veliciny s margi-
ndlnimi distribucnimi funkcemi Fy a F5. Koeficient horni zavislosti chvostu je
definovdn jako

Ao (X1, Xo) = lim P [X > Fy (o)X > Fr ' (g)]

q—1—

pokud limita Ay € [0, 1] existuje.
Koeficient dolni zavislosti chvostu je definovan jako

AL(X1, Xz) = lim P[X, < F; Y (g)| X1 < Fy ' (g)],

q—0t
pokud limita Ar, € [0, 1] existuje.

Pokud jsou Fi a F; spojité distribucni funkce, je mozné vyjadrit koeficienty
Ay a Ar, pouze pomoci jednoznacéné urcené kopule dvourozmérného rozdéleni

N = lim J@9
q—0t q

o = lim @9
q—0t q

kde @(q, q) je kopule preziti prislusna kopuli C'(q, q).
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3.3 Odhad parametrd kopuli

Mame k dispozici d-rozmérné vektory dat X, ..., X,,, kde X; = (X 1, ...
X q)',t=1, ..., n. Pfedpoklddame, Ze viechny vektory maji stejnou distri-
buéni funkei F(xq, ..., xq).
Odhad parametrii kopule je mozné provést napriklad pomoci maximalné vé-
rohodného odhadu nebo pomoci poradovych korelaci.

3.3.1 Poradové korelace

Odhad Spearmanova korela¢niho koeficientu je mozné vyjadrit nésledujicim
zpusobem

n

1 1
ps(Xe i, Xi ) = Z {rank (Xe:) — i(n + 1)} {rank(Xw-) — §(n +1)|,

tf

kde jsme vyuzili faktu, ze poradi rank (X; ;) ma diskrétni rovnhomérné rozdéleni

n+1 (n2—1)

na mnoziné {1, ..., n} se stfedni hodnotou a rozptylem

Odhad Kendallova tau lze pomoci pozorovanl vyjadrit jako

-1
—~ n .
pr( Xty Xt j) = < ) > sign[(Xy — Xo0) (Xy; — X, )]

2 1<t<s<n

Nésledné je mozné odhadnuté poradové korelace dosadit do rovnice 4.2 nebo
3.4, odkud pak ziskdme odhad parametri kopule.

3.3.2 Maximalné vérohodny odhad

Mame kopuli Cy s vektorem neznamych parametrtt 8. Maximalné vérohodny
odhad parametrii @ je ziskan jako argument maxima logaritmu vérohodnostni
funkce, kterda ma v tomto pripadé tvar

log L(6, Uy, ..., U,) = > logco(Uy), (3.5)

t=1

kde cg je hustota kopule Cy a U, jsou pseudo-pozorovani.

Odhady pomoci MLE se doporucuje provadét ve dvou krocich, kdy nejprve
jsou odhadnuty jednorozmérné marginalni distribucni funkce, piipadné se pouzije
empirickd distribucni funkce Fj(z) = n%_l S L[ Xy <. A az v drubhém kroku
jsou odhadnuty parametry kopule Cy pomoci maximalizace 3.5.
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4. Porovnani modeli na
simulovanych datech

V této kapitole si ukdzeme porovnani nékterych modeli z predchozich kapitol
na nami nasimulovanych datech. Nejprve si vygenerujeme radky regresni matice
X znacici jednotlivé pojistky v portfoliu, ze kterych budeme déle simulovat pocty
skod pro dvé riizné garance. Celkovy pocet skod N pro jednu pojistku je souc¢tem
poc¢tit skod z dvou dil¢ich garanci — Nt a N2,

Porovname smérodatné odchylky z nasimulovanych poctia skod pro pripad,
kdy budeme uvazovat nezavislost mezi jednotlivymi garancemi, a pro vzajemné
zavislé garance. Ocekavame, ze vyslednd hodnota pro zavislé garance by méla byt
vyssi nez v pripadé nezavislosti.

Oznacime 7 stfedni hodnotu celkového poctu skod z obou garanci, 7; stfedni
hodnotu poctu skod z prvni garance, 7 stfedni hodnotu poctu skod z druhé ga-
rance, 01, 5 smérodatné odchylky pro dané garance. Mame k dispozici nasledujici
vztahy

o 1 2
N ]EV[J\:]N | 01 = Var N1,
T = ,
vy — N 2= Vvar V% @)
2 — 5
0 =+vvarN.

T = M + To,

4.1 Generovani dat

Pro generovani poc¢t skod pouzijeme v nule modifikované dvourozmérné Pois-
sonovo rozdéleni. Nasledné porovnani vypocteného pojistného provedeme pomoci
poissonovskych modelii a za pomoci kopuli.

Nejprve budeme generovat regresni matici. Zvolime nésledujici popisné veli-
¢iny: pohlavi, vék a typ vozidla. Pro pohlavi uvazujeme hodnoty muz a zZena,
pro typ vozidla uvazujeme tii typy vozidel — osobni automobil oznacovany jako
OA, nékladni automobil oznacovany jako NA a motorku oznacovanou jako MO.
Pro popis pohlavi pouzijeme jednu tarifni faktorovou proménnou vy, jejiz hodnota
1 oznacuje Zenu a hodnota 0 muze. Vék nabyva hodnot od 18 do 75 let a je zazna-
menan v proménné vy, nebudeme uvazovat mozné fidi¢e motorek od 15 do 18 let.
Pro popis typu vozidla pouzijeme dvé tarifni faktorové proménné vs, vy, pokud
je v rovna 1, jednd se o OA, pokud je vg rovna 1, jedna se o NA a v ostatnich
pripadech se jedna o motorku. Tarifni proménna vy je intercept, ktery zachycuje
muze ve veku 18 let s typem vozidla motorka.

Budeme predpokladat, ze pravdépodobnost vyskytu jednotlivych hodnot po-
pisnych veli¢in je stejna. Pravdépodobnost vyskytu Zeny je tedy stejna jako prav-
dépodobnost vyskytu muze, a to 1/2, pravdépodobnost pro kazdy typ vozidla je
1/3 a pravdépodobnost jednotlivych véka je 1/58.

Velikost datového souboru oznacime n a budeme predpokladat, ze méame k dis-
pozici 1000 pozorovani, tedy n = 1000. Regresni matice X ma rozméry 1000 x 5.
V tabulce 4.1 je vidét prvnich 8 radki regresni matice X. Prvni radek matice
popisuje pojistku, kde je pojistnikem zena ve véku 19 let, ktera si pojistuje mo-
torku. V druhém pozorovani, mame k dispozici taktéz zenu ve véku 59 let, ale
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pojisténé vozidlo je nakladni automobil. Takto méame celkem 1000 tadkt matice.

Radek w9 v1 w2 w3 w4
1 1 1 19 0 0
2 1 1 589 0 1
3 1 0 25 0 1
4 1 0 74 0 O
5 1 1 33 0 1
6 1 0 62 1 0
7 1 0 68 1 0
8 1 0 50 0 1

Tabulka 4.1: Prvnich 8 radk regresni matice pozorovani X.

K zavedenym tarifnim proménnym zafixujeme vektory hodnot koeficientii,
podle kterych nasledné sestrojime pocty skod. Budeme uvazovat dva typy garanci,
nadhodny vybér N = (N}, ... Nly,) o velikosti 1000 bude zaznamendvat pocty
skod z povinného ruceni a ndhodny vybér N? = (N7, ..., Niy,) o velikosti 1000
bude zaznamenavat pocty skod z ostatnich garanci.
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Obrazek 4.1: Polty skod pro dané dvojice hodnot (N!, N?) s rozliSenim zastoupen{
jednotlivych hodnot dle velikosti puntikii.

Budeme generovat data z dvourozmérného Poissonova rozdéleni pomoci spo-
lecnych Soki, jak bylo uvedeno v (1.4). Pouze s tim rozdilem, ze jako tii nezavislé
vektory Yy, Y1, Yo vyuzijeme ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim, které je
v nule modifikované. Zvolime nasledujici vektory regresnich parametru

B = (85,80, 85, B7) = (=1,00; 0,30; 0,015; 0,25; 0,33),
B = (BB 55,85, 81) = (1,205 0,50; 0,03; 0,70; 0,40) ,
B> = (5,81 63 53, 87) = (~0,80; 0,40; 0,02; 0,40; 0,20) .
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Vektory parametrit A%, A, A? dostaneme pro j = 0, 1, 2 pomoci vzorce
N = exp{X B},

kde exp{X B’} oznacuje exponencidlu provedenou na slozky vektoru X 3.

Prvni ¢tyfi fadky hodnot parametri A, A, A2 i = 1, ..., n jsou zobrazeny

v tabulce 4.2.

A0 b
0,66 0,87 0,98
1,67 4,35 2,66
0,74 0,95 0,90
1,12 2,77 1,97

=~ W DN |~

vybérovy pramér 1,11 2,79 1,88

Tabulka 4.2: Prvni ¢tyfi hodnoty parametri A, j = 0,1,2 a jejich vybérové
prameéry.

0

Pomoci parametrii A, A}, A? budeme generovat pocty $kod nahodnych vektort

Yy, Y1, Y5 z v nule modifikovaného Poissonova rozdéleni s parametrem modifikace
v nule p = 0,34. Nésledné pocty skod z uvazovanych garanci N a IN? dostaneme
ze vztahu (1.4).

Charakteristika N!' N?
Minimum 0 0
Maximum 17 15
Median 2 2
Vybérovy priameér 3,09 2,60

Smérodatna odchylka 2,69 2,07

Tabulka 4.3: Zakladni charakteristiky ndhodnych vybéra Nt a N2

Zakladni charakteristiky ndhodnych vybértt N a N? jsou uvedeny v tabulce
4.3. Na obrazku 4.1 jsou zobrazeny po¢ty §kod pro dvojice poétii skod Nt a N2.

Mezi ndhodnymi veli¢inami N* a N? jsme pomoci ndhodné veli¢iny Yy vytvo-
fili zavislost. Na obrazku 4.2 je vyobrazen vztah mezi N a N2 spolecné s regresni
piimkou, ktera popisuje linedrni vztah mezi N1 a N2, V tabulce 4.4 jsou uvedeny
priimérné vybérové korelaéni koeficienty pro dvojice N' a N2

Néazev Oznaceni Hodnota
Pearsontiv korelac¢ni koeficient p 0,3273
Spearmanuv korela¢ni koeficient pg 0,2953
Kendallovo tau Pr 0,2322

Tabulka 4.4: Riizné korela¢ni koeficienty pro vzdjemnou korelaci mezi N! a N2.
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Obréazek 4.2: Zavislost N na IN? spole¢né s regresni pifmkou zachycujici linedrni
zavislost mezi ndhodnymi vybéry.

4.2 Porovnani poissonovskych modeld na datech

Nasimulované pocty skod N a IN? zdroven s regresni matici X pouZijeme
na odhady parametrii. Porovhame modely, které uvazuji vztah mezi N! a N2 —
dvourozmérny Poissontiv model BPD a na diagonale modifikovany dvourozmérny
Poissontiv model DIBPD, a modely, které tento vztah neuvazuji, resp. predpokla-
daji nezavislost mezi N! a N? — dvojity Poissontiv model DPD a dvojity na di-
agonale modifikovany Poissontiv model DIDPD. Ocekavame, ze nejlepsi odhad
dostaneme pro model dvourozmérného na diagonale modifikovaného rozdéleni,
protoze jsme pri vytvareni dat vyuzili modifikaci v nule.

Odhady provedeme pomoci funkci Im.bp a Im.dibp z balicku bivpois v soft-
waru R. Obé funkce pro odhad parametri vyuzivaji EM algoritmus, ktery je
popsan v poznamce 3. Omezime béh algoritmu na maximalni pocet 300 iteraci
nebo piesnost 107% podle toho, co nastane difve.

Poznamka 3 (EM algoritmus). Pro tuto ¢ast je ¢erpano ze zapiska k prednasce
NMST434 - Moderni statistické metody, Omelka (2019). EM algoritmus je zkrat-
kou pro Fxpectation-maximization algorithm.

EM algoritmus se pouziva pro odhad neznamych parametri v pripadé, kdy
nejsou vsechny nahodné veli¢iny pozorovany. Pozorovana data jsou brana jako
realizace ndhodnych vektort (X1, Z, )", ..., (X, Z))", kde X = (X, ..., X,)
jsou pozorované hodnoty a vektory Zi, ..., Z, nejsou pozorovany a oznacuji se
za chybéjici pozorovani. Predpoklada se, ze rozdéleni nepozorovanych nahodnych
vektort nezavisi na odhadovanych parametrech pozorovanych ndhodnych velic¢in.

Vérohodnostni funkce je sdruzena distribu¢ni funkce X a Z, jelikoz vsak
nejsou znamé hodnoty Z, neni mozné pouzit obycejnou metodu maximalni veé-
rohodnosti. Pro hledani argumentu maxima se vyuziva logaritmus vérohodnostni
funkce. Postupuje se iteracné, kdy v kazdé iteraci probéhnou dva kroky.

V (k + 1)-ni iteraci v prvnim kroku je spocitdna stfedni hodnota vzhledem
k nepozorovanym nahodnym vektorim z logaritmické vérohodnostni funkce sdru-
zeného rozdéleni za podminky, Ze jsou zndmé pozorované hodnoty X, a ta je
oznacena (),

Q(0,6%) = E g, [10)IX],
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kde 0 je vektor neznamych parametri, " je hodnota odhadnutych parametri
v k-tém itera¢nim kroku, se kterou se pracuje ve stfedni hodnoté.

Druhy krok je maximalizac¢ni, kdy je spocitana nova lepsi hodnota odhadu
parametri a je oznacena jako §(k+1),

6"+ = argmaxy.o Q (0, é(k)) .

V iteracich se pokracuje, dokud neni splnéna jedna z ukoncovacich podmi-
nek, a to bud je prekroc¢en maimalni pocet iteraci, nebo je dosazena pozadovana
presnost. Iteracni algoritmus dokonverguje k maximalné vérohodnému odhadu
parametri.

Odhady parametri uvazovanych modela jsou zobrazeny v tabulce 4.5. Pro
modely, které jsou na diagondle modifikovany, budeme uvazovat za modifikujici
rozdéleni postupné diskrétni rozdéleni s jednim parametrem (v nule modifikované
rozdéleni), diskrétni rozdéleni s dvéma parametry (rozdéleni na dvou bodech —
(0,0) a (1,1)) a Poissonovo rozdéleni. Pro kazdy z téchto modelt dostavame
navic odhad parametri modifikujictho rozdéleni a odhad parametru p. Para-
metr jedno-parametrického diskrétniho rozdéleni oznacime 6y, parametry dvou-
parametrického diskrétniho rozdéleni oznacime 6y a 6, parametr Poissonova roz-
déleni oznacime 6. V pripadé, ze dany parametr neni soucéasti rozdéleni, tak jeho
hodnota neni uvedena.

Koef. DPD DIDPD-D2 BPD DIBPD-D1 DIBPD-D2 DIBPD-PO

Xo 0,73 0,68 0,68 0,68
A 3,16 3,33 243 2,62 2,63 2,63
A2 2,53 2,65 1,80 1,94 1,95 1,95
0o 0,41 0,40 0,59
0, 0,11

D 0,06 0,04 0,06 0,04

Tabulka 4.5: Porovnani odhadt parametri pro rizné modely.

DPD DIDPD-D2 BPD DIBPD-D1 DIBPD-D2 DIBPD-PO

AIC 8296,17 8162,64 8180,94 8089,89 8091,80 8090,53
BIC 8352,18 8235,45 8242,55 8162,70 8170,22 8163,34

Tabulka 4.6: Informacni kritéria AIC a BIC pro uvazované modely — nejnizsi
hodnoty jsou vyznaceny tucné.

V tabulce 4.6 jsou shrnuta informacni kritéria AIC a BIC pro vSechny uva-
zované modely. Jak jsme ocekavali, tak jako nejlepsi model bylo zvoleno na di-
agonale modifikované dvourozmérné Poissonovo rozdéleni s jednim parametrem.
Tento model zachycuje jak modifikaci v nule, kterou jsme pri tvorbé dat pouzili,
tak zavislostni vztah mezi slozkami vektort N a N2,

Nyni se zaméfime na porovnani souctu ocekavaného poctu skod 7 a smé-
rodatné odchylky 6 pro odhadnuté modely. Vyuzijeme vzorcti uvedenych v 4.1.
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Pokud uvazujeme nezdvislost mezi slozkami ndhodnych vektortt N!' a N2, tak
dostavame vzorce

T = m+m=EN'+E N2

0 = /var(N!+ N2) = v/var N! 4 var N2,

Pro odhady stfedni hodnoty a rozptylu pouzijeme vyjadieni zédkladnich cha-
rakteristik prislusného rozdéleni. Pro dvojité Poissonovo rozdéleni dostavame z ta-
bulky 1.3 a pouzitim prislusnych odhadt parametri vyjadreni

aPIPD — X 4 X,
= VAL + X

Pro rozdéleni DIDPD, tedy na diagonéle modifikované dvojité Poissonovo roz-
déleni ma ocekavany pocet skod a smérodatna odchylka tvar

é\DIPD

#DIDPD — (1 _5) X, + (1 — ) ha,
gpIDPD  _ \/(1_ﬁ)j\\l—l—ﬁ(l—]3)5\\14-(1—13)5\;4‘13(1_]3)5‘;'

Budeme-li uvazovat dvourozmérné rozdéleni, které bere v potaz zavislost mezi
jednotlivymi slozkami, tak mame vyjadreni

T = m+m+=EN'+EN?
0 = \/var(N1+N2):\/Vaer+varN2+200v(N1,N2).

Pro rozdéleni dvourozmérné Poissonovo rozdéleni BPD dostavame z tabulky
1.3 vyjadreni 7 a 8 ve tvaru

= (A + )+ Az + Xo),
APPP = /(N + o) + (a4 Ao) + 200

%BPD

Pro v nule modifikované rozdéleni DIBPD-D1 dostavame z tabulky 1.4 vyja-
dreni

#PIBPD=DL — (1 —p) (M +X0) + (1= 5) (o + X)),
9Pt = (0= 5) (N4 30) + 5 (=) (W Jo) + (1= 5) (R + ho) +
S (e ) 20 e () e )]
—2(1-5)? (A + o) (a+X).

Hodnoty stfednich hodnot celkovych pocti skod a smérodatnych odchylek
jsou zobrazeny v tabulce 4.7. Jak je vidét v tabulce 4.7, tak smérodatna odchylka
pro modely, které uvazuji nezavislost jednotlivych slozek poc¢tt skod, je nizsi nez
u modela, které zavislost zachycuji. Coz odpovida presné tomu, co jsme ocekavali,
protoze v pripadé, kdy nebudeme pri tarifovani uvazovat kladnou zavislost mezi
pocty skod z riznych garanci, tak je riziko, ze se pri jedné nehodé bude plnit
z obou garanci, nizsi.

V dalsi ¢asti budeme modelovat zavislosti mezi garancemi pomoci kopuli a po-
rovname, kterd kopule je k tomuto tcelu na nasich datech nejvhodnéjsi.
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DPD DIDPD-D2 BPD DIBPD-DI
T 5,692 5,632 5,602 5,673
0 2,386 2,441 2,675 2,816

Tabulka 4.7: Porovnani stfedni hodnoty poc¢ti skod a smeérodatné odchylky
pro rtizné modely.

4.3 Modelovani pomoci kopuli

V této Casti pouzijeme na vygenerovana data po¢tl skod modely kopuli. Vyu-
zijeme k tomu balicek Copula implementovany v softwaru R. Nejprve z pozorova-
nych poc¢tt skod vytvorime takzvana pseudo-pozorovani popsana v Schepsmeier
(2018) jako '

j_ T

u = ,
on41

kde rf je poradi hodnoty Nij mezi vSemi hodnotami nahodného vektoru N7 =

NI, ,N7), n je celkovy pocet pozorovani, ktery mame k dispozici — v nasem
pripadé n = 1000, d je pocet vektorti pozorovani, tedy d = 2, protoze mame
skody ze dvou typt garanci.

Charakteristika pseudo-N! pseudo-N?2
Minimum 0,062 0,057
Maximum 0,999 0,998
Median 0,575 0,452
Vybérovy primeér 0,500 0,500
Smeérodatna odchylka 0,286 0,284

Tabulka 4.8: Zékladni popisné charakteristiky pseudo-pozorovani vytvorenych
z poc¢tu skod.

Hodnoty pseudo-pozorovani, které jsme nyni dostali v podstaté odpovidaji
pouziti empirické distribu¢ni funkce na hodnoty poctt skod, které mame k dis-
pozici a naslednému preskalovani faktorem -7 Zékladni charakteristiky pseudo-
pozorovani jsou shrnuty v tabulce 4.8.

Pomoci metody maximalni vérohodnosti pro pseudo-pozorovani odhadneme
parametry kopuli na nasich vygenerovanych datech. Budeme uvazovat nésledu-
jici kopule: gaussovskou kopuli, Claytonovu kopuli a Gumbelovu kopuli. Kopule
popisuje pouze jeden parametr, odhady parametru téchto kopuli jsou uvedeny
v tabulce 4.9.

Kopule Parametr
gaussovska 0,348
Claytonova 0,605
Gumbelova 1,259

Tabulka 4.9: Odhady parametra riznych kopuli pro simulovand data pocti skod.

Nasledné jsou spocitany hodnoty Akaikeho kritéria pro vSechny odhadnuté
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kopule. Pro kopuli ¢ s vektorem parametru @ hodnota Akaikeho kritéria odpovida

AIC = —Qilog (c ('zﬁ u2]0)) + 2k,

Rt
i=1

kde k je pocet parametra kopule.

Kopule AIC
gaussovska 3 296,49
Claytonova 3 154,58
Gumbelova 3 404,04

Tabulka 4.10: Hodnot AIC pro ruzné kopule popisujici zavislostni strukturu poc¢ta
skod z povinného ruceni a z ostatnich garanci.

Pro porovnani hodnot smérodatné odchylky pro rizné kopule si uvedeme tvr-
zeni z Pfeifer (2004).

Tvrzeni 2. Necht (X,Y)" je dvourozmérny ndhodns vektor s kopuli C a mar-
gindlnimi distribucnimi funkcemi F a G takovgmi, Ze E |X| < oo, E Y] < oo,
E|XY| < co. Potom kovariance mezi X a'Y mize byt vyjddrena pomoci kopule
jako

cov(X,Y) = [~ [T [C(F@).Gy) - N(F@).G)drdy. (42

Vzhledem k tomu, Ze zname marginalni rozdéleni, ze kterych jsme data ge-
nerovali, tak pouzijeme jako distribuc¢ni funkce F' a G distribuc¢ni funkce v nule
modifikovaného dvourozmérného Poissonova rozdéleni.

Pro diskrétni Poissonovo rozdéleni prejdou dvojné integraly ve dvojné sumy.
Smérodatnou odchylku souctu skod 6 nasledné ziskame pomoci kopuli jako

gkopule _ \/vaer + var N2 + 2 cov(N1, N?),

kde se hodnoty rozptylu a kovariance lisi pro rizné kopule vzdy podle pouziti
dané kopule ve vzorci (4.2).

gaussovska Claytonova Gumbelova
0 1,892 1,931 1,727

Tabulka 4.11: Hodnoty smérodatné odchylky souc¢tu pocti skod pri pouziti riz-
nych kopuli.

V tabulce 4.11 jsou uvedeny hodnoty smérodatnych odchylek pro gaussov-
skou, Claytonovu a Gumbelovu kopuli. Nejvyssi hodnota smérodatné odchylky
je pri modelovani Claytonovou kopuli. Claytonova kopule tedy zachycuje nejvetsi
rizikovost.
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali popisu vicerozmérnych model poc¢tt skod. Nej-
prve jsme zobecnili jednorozmérné Poissonovo rozdéleni na vicerozmérna Pois-
sonova rozdéleni tak, aby byla zachycena vzajemna zavislost mezi jednotlivymi
slozkami ndhodného vektoru. Uvedli jsme definice pro dvou- a trojrozmérna Po-
issonova rozdéleni, zakladni charakteristiky danych rozdéleni spoleéné s odhady
parametri a rizné modifikace téchto rozdéleni. Dale jsme zobecnéni do vice roz-
meért provedli pro negativné binomické rozdéleni, kde jsme se vénovali prevazné
trojrozmérnému pripadu. Nejobecnéjsi model zachycujici zavislosti mezi jednot-
livymi slozkami je model kopuli, kdy zavislostni struktura je popsana kopuli d-
rozmérného rozdéleni. Uvedli jsme zakladni kopule spolecné s jejich vlastnostmi,
mirami zavislosti a odhady parametrii kopuli.

V posledni kapitole jsme na simulovana data vyzkouseli pouzit modely uve-
dené v teoretické ¢asti prace. Ukézali jsme na hodnotach smérodatné odchylky
souctu poctu skod ze dvou riznych garanci, ze pri existenci zavislosti mezi sloz-
kami je dilezité pouzivat modely, které tuto zavislost zohlednuji. Smérodatna
odchylka byla u modelti, které nezachycuji vzajemnou zavislost, vyrazné mensi
nez u vicerozmérnych modeli, které vzajemnou zavislost zachycovaly. Pokud se
rizikovost klienta popisuje pomoci néjakého nasobku smérodatné odchylky nebo
rozptylu, tak je potom potfeba pouzivat vicerozmérné modely zachycujici zavis-
losti mezi jednotlivymi slozkami.
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Seznam pouzitych zkratek

MLE ... maximéalné vérohodny odhad z anglického Maximal Likelihood Esti-
mate

PD ... Poissonovo rozdéleni z anglického Poisson distribution

BPD ... dvourozmérné Poissonovo rozdéleni z anglického Bivariate Poisson
Distribution

DPD ... dvojité Poissonovo rozdéleni z anglického Double Poisson distribution

DIBPD ... na diagonale modifikované dvourozmérné Poissonovo rozdéleni z an-
glického diagonal inflated bivariate Poisson distribution

ZIBPD ... v nule modifikované dvourozmeérné Poissonovo rozdéleni z anglic-
kého zero inflated bivariate Poisson distribution

DIDPD ... na diagonale modifikované dvojité Poissonovo rozdéleni z anglic-
kého diagonal inflated double Poisson distribution

TPDCC ... trojrozmérné Poissonovo rozdéleni se spolec¢nou kovarianci z ang-
lického Trivariate Poisson Distribution with Common Covariance

TPDFC ... trojrozmérné Poissonovo rozdéleni s iiplnou kovarianci z anglického
Trivariate Poisson Distribution with Full Covariance

NBD nebo NB ... negativné binomické rozdéleni z anglického Negative Bino-
mial Distribution

TBNCC ... negativné binomické rozdéleni se spolec¢nou kovarianci z anglického
Negative Binomial Distribution with Common Covariance

TBNFC ... negativné binomické rozdéleni s tplnou kovarianci z anglického
Negative Binomial Distribution with Full Covariance

Ran(-) ... obor hodnot funkce z argumentu
AIC ... Akaikeho informacni kritérium

BIC ... Bayesovo informac¢ni kritérium
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