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Abstrakt: V této prace se zabyvame vypoctem ekonomického kapitdlu pro celko-
vou ztratu vzniklou souctem dil¢ich zavislych ztrat, jejichz zavislost je popsana
archimédovskymi a hierarchickymi archimédovskymi kopulami. Nejdiive se zavadi
pojem ekonomického kapitalu a zptsoby jeho agregace. Poté se uvadéji zakladni
definice a vlastnosti kopul, také definujeme miry zavislosti. Potom se zabyvame
archimédovskymi kopulami a jejich simulaci, uvadime také nejrozsitenéjsi rodiny
archimédovskych kopul. Dale jsou definovany hierarchické archimédovské kopuly
spolu s algoritmem na jejich simulaci. Na zavér uvadime metody odhadu parame-
tri kopul a rekurzivni algoritmus odhadu struktury hierarchické archimédovské
kopuly. V posledni kapitole provadime simulac¢ni studie vybranych modeli s po-
uzitim hierarchickych archimédovskych kopul.
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Abstract: In this thesis we are interested in the calculation of economic capital
for the total loss which is the sum of partial dependent losses, whose dependence
structure is described by Archimedean and hierarchical Archimedean copulas.
Firstly, the concept of economic capital and the ways of its aggregation are in-
troduced. Then the basic definitions and properties of copulas are listed, as well
as the dependence measures. After that we work with definition and properties
of Archimedean copulas and their simulation. We also mention the most popular
families of Archimedes copulas. Next, hierarchical Archimedean copulas are defi-
ned, as well as the algorithm for their sampling. Finally, we present methods for
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the hierarchical Archimedean copula structure. In the last chapter we perform
simulation studies of selected models using hierarchical Archimedes copulas.
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Uvod

Ekonomicky kapital je dilezitym nastrojem ftizeni rizik v pojistovnach. V
Solventnosti II je vypocet solventnostniho kapitdlového pozadavku a minimal-
niho kapitdalového pozadavku postaven na zakladé teorie ekonomického kapitalu.
Timto je inspirovan vyvoj internich modelt pro vypocet ekonomického kapitalu.
V této préaci se budeme zabyvat modelovanim mnohorozmérnych rozdéleni, jejichz
zavislostni struktura je dana archimédovskymi a hierarchickymi archimédovskymi
kopulami, a aplikujeme je na vypocet ekonomického kapitalu pro celkovou ztratu
vzniklou souc¢tem dil¢ich zavislych ztrat.

Prvni kapitola této prace bude vénovana pojmu ekonomického kapitalu a pro-
blematice agregace kapitalu. Budou uvazovany nékteré standardni metody agre-
gace kapitalu: agregace souctem a agregace korela¢ni matici. Nasledné prodis-
kutujeme jejich nedostatky. Pri vykladu o definici a vlastnostech ekonomického
kapitalu budeme vychéazet z|McNeil a kol.| (2005).

V druhé kapitole bude definovan pojem kopuly, uvedeme také vlastnosti ko-
pul, které budeme potiebovat pro dalsi praci. V této kapitole se budeme drzet
textu [McNeil a kol. (2005); Nelsen (2006), odkud budeme ¢erpat potfebné in-
formace. Definujeme také poradové koeficienty zavislosti, napt. Kendallovo tau,
Spearmanovo rho a chovstovou zavislost. V dalsi préci se k popisu zavislosti budou
uvazovat zejména archimédovské kopuly a hierarchické archimédovské kopuly.

Treti kapitola bude vénovana archimédovskym kopulam. Nejdiiv definujeme
dvojrozmeérné archimédovské kopuly a uvedeme jejich vlastnosti, pak tuto struk-
turu zobecnime pro vicerozmérny pripad. Uvedeme nutnou a postacujici pod-
minku, kterd zarucuje, aby dand struktura byla kopulou. Na konci kapitoly uve-
deme Marshaltv-Olkintiv simula¢ni algoritmus, ktery budeme potiebovat pro
dalsi praci. V posledni c¢asti kapitoly se sezndmime s nejrozsitenéjsimi rodinami
kopul a jejich explicitnim zapisem pro vicerozmérny piipad, ktery ¢erpame z|Che-
rubini a kol.| (2004).

Ve ¢tvrté kapitole se sezndmime s pojmem hierarchickych archimédovskych
kopul a dvéma jejich typy. Stejné jako v predchozi kapitole, na konci uvedeme
algoritmy, které dovoluji simulovat tyto kopuly.

Samostatnou kapitolu zaslouzi odhad parametri a struktury kopul podle Che-
rubini a kol.| (2004)). V této kapitole uvedeme nejpouzivanéjsi algoritmy odhadu
parametri marginalnich rozdéleni a parametrt kopul, diskutujeme jejich vyhody
a nevyhody. Druhd c¢ast kapitoly je vénovana algoritmu odhadu struktury HAC,
ktery cerpame z Okhrin a kol.| (2013a) a |Okhrin a kol.| (2013b)).

V posledni kapitole provedeme simula¢ni studie vybranych modeli s pouzitim
hierarchickych archimédovskych kopul. Simula¢ni studie uskutec¢nime v softwaru
R.



1. Ekonomicky kapital

V této kapitole pripomeneme pojem ekonomického kapitalu a zptsoby jeho
vypoctu na zékladé dil¢ich clenti. Budeme vychazet z|McNeil a kol.| (2005)); Ngu-
yen a Molinari (2011)); [Tang a Valdez (2009). Nejdiiv bude uvedena zakladni
metoda, kterd nevyzaduje zadné informace o zavislostni strukture dat. Dale pre-
jdeme na druhou metodu, kterd pouziva odhad korelaci mezi diléimi ¢leny na
zakladé historickych dat.

1.1 Vypocet ekonomického kapitalu

Ekonomicky kapital (Economic Capital, EC') je jadrem financniho fizeni bank
a pojistoven a je néstrojem pro Fizeni rizik. Utelem ekonomického kapitélu je po-
skytnout finanéni podklad pro neptiznivé situace, pokud ztraty prekroci ocekava-
nou hodnotu. Tento finanéni polstar nadéle udrzuje schopnost pojistitele pokra-
covat ve splaceni svych zavazkl a ve vétsiné pripadu také pokracovat v sjednavani
novych obchodu. Pojistovny méri a 1idi kapital na Siroké skéle rtiznych rizik. Exis-
tuje tedy potreba agregace ztrat, kde se rozdéleni rizik lisi. Vseobecné je dilezité
znat strukturu zavislosti mezi riznymi riziky a pojistnymi produkty nad ramec
linearni zavislosti.

V dalsich ¢astech této kapitoly se budeme zabyvat otdzkou stanoveni agre-
govaného ekonomického kapitalu pojistovny s nékolika riziky, pokud ztraty jsou
zavislé v urc¢itém smyslu.

Necht X je realnd ndhodna veli¢ina popisujici celkovou ztratu za urcité ob-
dobi a X = %, X;, kde X1,..., X, jsou diléf ztraty na jednotlivych rizicich.
Pak ekonomicky kapital predstavuje rozdil mezi mirou souhrnného rizika p(X) a
oc¢ekavanou celkovou ztratou E (X), tj.

EC(X) = p(X) — E (X). (1.1)

V praxi nejvic pouzivanou mirou rizika je hodnota v riziku (Value at Risk,
VaR).|Solventnost 11 (2009) pouziva VaR jako méfitko rizika k urceni trovné ka-
pitalového pozadavku. Obecné VaR je jednostranny kvantil pravdépodobnostniho
rozdéleni celkové ztraty X. t.j.

VaR,(X) =inf{l: Fx(l) > a} = Fx'(a), (1.2)

kde a € (0,1) je pozadovana hladina spolehlivosti a Fx je distribucni funkce
ndhodné veliciny X.

Pozadovanou hladinu spolehlivosti mtizeme stanovit rovnou z textu smérnice
evropského parlamentu [Solventnost 11 (2009):

ySolventnostni kapitalovy poZadavek odpovidd hodnoté v riziku primdrniho ka-
pitdlu pojistovny nebo zajistovny na hladiné spolehlivosti 99,5% v casovém hori-
zontu jednoho roku.*

Muzeme si vSimnout, ze [Solventnost II (2009) nepracuje piimo se ztratou.
Nahodné veli¢iny ve smyslu Solventnosti I predstavuji pokles kapitdlu v roénim
horizontu, coz muze byt zptsobeno nartistem zavazki nebo poklesem hodnoty
aktiv. AvSak nadale v nasi praci budeme pracovat s nahodnymi veli¢inami X,
X1, ..., Xy predstavujicimi ztraty, které jsme zavedli vyse.
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Existuje nékolik metod, které umoznuji vyjadrit celkovy ekonomicky kapital
EC(X) na zakladé jeho dil¢ich ¢lenu EC(X,),. .., EC(Xy). Nejjednodussi meto-
dou je metoda agregace souctem.

1.2 Agregace souctem

Prvni a nejjednodussi zptisob vypoctu celkového ekonomického kapitalu je
zalozen na souctu dil¢ich ¢lenti, ekonomickych kapitala pro jednotliva rizika. Ma-
tematicky se odhad EC(X) d4 zapsat jako:

e d

EC(X) =Y EC(X)). (1.3)

Pouzijeme-li vztah ze vzorce (1.1 a zvolime-li za miru rizika VaR, dostaneme:
. d d
=1 i=1 ‘
D4 se ocekdvat FC(X) < Y% | EC(X;). Rovnost nastava v piipadé komonotén-
nich veli¢in (viz. [McNeil a kol.| (2005), Tvrzeni 6.15, str. 250).

Definice 1. Rekneme, Ze ndhodné veliciny X, . .., Xy jsou komonoténni, pokud
existuje nahodnd velicina Z a neklesajici funkce tq, ..., tq tak, Ze

(X1,.... X0) 2 (L(2), ... td(2)).

Tato metoda agregace kapitalu nebere v tvahu zavislostni strukturu rizik,
odhad vyjadiuje situaci, kdy vSechny nejhors{ scénaie nastanou najednou. V
ekonomickém sveété se nemuize predpokladat, ze jsou vSechna rizika komonoténni,
proto tato metoda neni dostacujici k popsani aktualni rizikové situace spolecnosti.

1.3 Agregace korelacni matici

Dalsi zpusob agregace kapitalu je agregace korelacni matici, kdy se pfi vypoctu
celkového ekonomického kapitalu bere v iivahu linearni korelace mezi jednotlivymi
riziky.

Necht X, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny, oznac¢me

cov(X;,X;)

Pij = .
’ \JvarX; - varX;

Koeficient se nazyva Pearsoniv korelac¢ni koeficient a méti linearni zavislost
mezi nahodnymi velicinami. Pokud je |p; ;| = 1, mizeme fikat, Ze ndhodné velic¢iny
X; a X; jsou dokonale linearné zavislé, t.j. X; = o + 8X; skoro jisté, kde o € R
a 3 #0.

S pouzitim korelac¢nich koeficienti se celkovy ekonomicky kapital da odhad-
nout jako:

(1.5)

EC(X) =

d Zd:pm FEC(X;) - EC(X;). (1.6)

J=1

(2



Odhad je roven EC(X), kde jako miru rizika zvolime VaR, pokud vektor
(X1,...,X3)" m4 d-rozmérné eliptické rozdéleni.

Solventnost 11| (2009) pouziva pouze linedrni korelace pro popis struktury za-
vislosti. Linearni korelace jsou prirozenou mirou zavislosti za predpokladu elip-
tického rozdéleni, jako je naptiklad mnohorozmérné normalni rozdéleni. Zatimco
jsou vypocetné nenarocné, v realném pojistném svéte sdruzené rozdéleni ztrat
obvykle neni mnohorozmérné normélni, ¢asto je rozdéleni pojistnych ztrat zesik-
mené a ma tézké chvosty. Navic je Pearsontv koeficient korelace definovan jen
pokud smérodatné odchylky nahodnych veli¢in X; a X; z definice jsou ko-
necné a nenulové, toto omezeni muze zpusobit problémy pfi uvazovani veli¢in s
tézkymi chvosty. Linearni korelace téz nedokazou zachytit celou strukturu zavis-
losti, kterd existuje mezi ztratami.

1.4 Pouziti kopul pro vypocet ekonomického ka-
pitalu

Existuje flexibilnéjsi zptisob modelovani zavislosti nez pomoci kovarianéni ma-
tice - kopuly. Pouziva se velké mnozstvi kopul, které se lisi svymi matematickymi
vlastnostmi, jako je napriklad symetrie, chvostova zavislost apod. Kopuly také
umoznuji vytvaret modely, které vic odpovidaji realité, umoznuji modelovat nejen
struktura nam umozni prozkoumat dopad zavislosti rizik na celkovy pozadovany
ekonomicky kapital.

V této préaci se zamérime na modelovani vicerozmérnych distribuc¢nich funkei
zejména pomoci archimédovskych a hierarchickych archimédovskych kopul. Ale
pred tim, nez se budeme podrobnéji zabyvat modelovanim zavislosti, je tieba
uvést zakladni matematické vlastnosti kopul, které budeme potiebovat v dalsi
praci.



2. Uvod do kopul

Nésledujici definice a vlastnosti ¢erpame z|McNeil a kol.| (2005); Nelsen| (2006]).

2.1 Zakladni definice a vlastnosti

Definice 2. d-rozmérna kopula je sdruzend distribucni funkce, jejiz margindlni
distribucni funkce jsou distribucni funkce rovnomerného rozdéleni na intervalu

0,1].

Déle budeme oznacovat kopulu jako C(u) = C(uy,...,uq). Alternativné se
kopula da definovat nasledujicim zptsobem:

Definice 3. Necht C je zobrazeni ve tvaru C : [0,1]¢ — [0,1]. C je kopula prdvé
tehdy, kdyz plati:

(i) C(uy,...,uq) je rostouct pro kazdé u;;

(it) C(1,...,u;1,..., 1) =u; proVi € {1,...,d} awu; €[0,1];

iii) pro viechna (Ui, ..., uq1), (Ui, ..., uq2) € [0,1]¢, kde u; 1 < u;o mdme
p ’ ’ ’ ’ ) )
2 2 . A
Z e Z (_1)21+...+1d0(u1,i17 s aud,id) 2 0. (21)
'lA1:1 id:1

Nyni uvedeme Sklarovou vétu, kterd byla poprvé publikovana v [Sklar| (1959).
Tato véta 1iké, ze kazdda mnohorozmérnd distribuéni funkce obsahuje kopulu, a
pomoci kopuly a jednorozmérnych distribu¢nich funkei lze zkonstruovat mnoho-
rozmérnou sdruzenou distribuc¢ni funkci.

Véta 1. (Sklar, 1959)
Necht F je sdruzenou distribucni funkci vektoru X = (Xi,...,Xq)", Fi je
distribucni funkce X; pro vsechna i € {17;‘ ., d}. Pak ezistuje kopula C : [0,1]* —

[0,1] takovd, Ze pro vSechna xy,..., x4 2 R = [—00, +0]
Flar, ..., 24) = C(By(wy), ..., Fu(a). (2.2)
Pokud funkce Fi, ..., Fy jsou spojité, funkce C' je urcend jednoznacné, jinak
je C' jednoznacné definovand na Fi(R) X --- x Fy(R). Naopak, pokud C' je kopula
a Fy,..., Fy jsou jednorozmeéerné distribucni funkce, pak funkce F definovand ve
vztahu (2.2)) je sdruZend distribucni funkce mnohorozmérného rozdéleni s margi-
nalnimi distribucnimi funkcemi Fy, ... Fy.

Dukaz véty (1| 1ze najit v préaci Nelsen| (2006) str. 18.
Sklarova véta umoznuje vyjadrit kopulu rovnou jako:

Cluy, . ua) = F (F7 (w), . Fy (ua)) un, . ua €[0,1), (23)

kde Fy'(-), ..., Fy'(+) jsou kvantilové funkce odpovidajici margindlnim distribuc-
nim funkeim Fy(-), ..., Fy(-) .



Pokud distribuéni funkce F' je distribu¢ni funkei eliptického rozdéleni (napf.
normélniho rozdéleni nebo t-rozdéleni), pak je vysledkem eliptickd kopula. Jeji ne-
vyhodou je, ze kopula (2.3) nemuze byt vyjadrena explicitné, protoze distribuc¢ni
funkce F' a jednorozmérné marginalni funkce F; maji jen integralni reprezentaci.
Jako dusledek vznikla tiida archimédovskich kopul, jejichz konstrukce nevychazi
ze Sklarovy véty. Podrobnéji tato tfida bude rozebrana v dalsi kapitole.

Déle definujeme kopulu nahodného vektoru.

Definice 4. Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodnyj vektor se sdrufenou distribucni
funkei F a F; je distribucni funkce ndhodné veliciny X; pro vsechna i € {1,...,d},
pak kopulou F (nebo X ) je distribucni funkce C vektoru (Fy(X1),..., Fy(Xq))".

2.1.1 Invariantni vlastnosti kopuly

Jednou velmi uzitecnou vlastnosti kopul pro aplikace ve finanénim svété je
invariance kopuly vidi ryze rostouci transformaci uvedend v McNeil a kol.| (2005)
i s dikazem.

Tvrzeni 2. Necht X = (Xl,...,Xd)T je ndhodny vektor se spojitymi margi-
ndlnimi distribucnimi funkcemi a kopulou C'. Necht Ty, ..., T, jsou ryze rostouci
funkece. Potom vektor T(X) = (T1(X1), ..., Ty(X4))" md také kopulu C.

2.1.2 Hustota kopul

Zatim jsme se setkali s teorii kopul ve smyslu distribuc¢nich funkei, ale obcas
budeme pottebovat hustotu kopul, naptiklad, kdyz budeme chtit prolozit kopulou
data pomoci metody maximalni vérohodnosti. Hustota kopuly je ddna vztahem:

CO(uy, ..., u
c(ug, ... ug) = 0 ;fl .1’. : 81;dd)' (2.4)
Hustotu kopuly ¢ absolutné spojité sdruzené distribuc¢ni funkce F' s ryze ros-
toucimi spojitymi margindlnimi distribu¢nimi funkcemi Fi, ..., F; mizeme zapsat
jako
_ f(Fl_l(ul)v""Fd_l(ud»
C(Ul, c. ,Ud) = 1 1 ) (25>
S(ET (w)) - - fa(Fy (uq))

kde f je sdruzena hustota distribuc¢ni funkce F', f1, ..., f; jsou marginalni hustoty

a FTh, ... F;! jsou odpovidajici kvantilové funkce.

Taktéz pro spojité nahodné veli¢iny sdruzenou hustotu f mtzeme zapsat po-
moci kanonické reprezentace:

d
f(z1,. ., 2q0) = c(Fi(z1), ..., Fu(za)) - T fi(zy), (2.6)
j=1
kde ¢(-) je hustota dand vztahem (2.4) a f; jsou marginalni hustoty
dF;(x;)
fila;) = C;T]J



2.2 Fréchetovy—Hoeffdingovy meze
Nyni uvedeme dilezité Fréchetovy—Hoeffdingovy meze pro kopuly.

Véta 3. Pro kazdou kopulu C(uy, ..., uq) mdme meze:

d
max (Z“i_"l —d,O) < Clug, ..., ug) <min(ug, ..., uq) . (2.7)

=1

Podrobny dikaz této véty se dd nahlédnout v McNeil a kol.| (2005), tvrzeni
5.16.
Horni hranice
M(uy, ..., ug) = min (u, ..., uq) (2.8)

se nazyva kopula komonotonie, ktera je sdruzenou distribuc¢ni funkei vektoru U =
(Uy,...,Us)7, kde U; = Fy(X;) pro komonoténn{ ndhodné veli¢iny z definice [1]
Dolni hranice

W(uy, ... ,uq) = mazx (Xd: u; +1—d, O) (2.9)

=1

se nazyva kopula kontramonotonie jen pro dvojrozmérny pripad, tj. pro d = 2.
Tato kopula je sdruzenou distribuéni funkcf vektoru U = (U,1 —U) ", kde U m4
rovnomérné rozdéleni na [0, 1].

Jesté jednim specidlnim ptipadem kopul je kopula nezavislosti. Jedna se o
kopulu navzajem nezavislych ndhodnych veli¢in, kterd je dana nésledujici funkci
na [0,1]¢:

d
Clug, ... uq) =[] u (2.10)
j=1

2.3 Miry zavislosti

Miry zavislosti se ve financich a pojistovnictvi pouzivaji ke kvantitativnimu
vyhodnoceni struktury zavislosti mezi dil¢imi ztratami. Rozeznavame tii nejuzi-
vanéjsi typy mér zavislosti. V kapitole (1] jsme se jiz setkali s Pearsonovym ko-
relacnim koeficientem, ktery méri linearni zavislost. Druhym typem je poradova
korelace, nasleduje ji chvostova zavislost. V této podkapitole uvedeme definice
dvou zbyvajicich mér zavislosti a také uvedeme jejich vyjadreni pomoci kopul.

2.3.1 Poradova korelace

Potradovy korelacni koeficient méri uroven, do které se ma tendenci zvyso-
vat jedna veli¢ina, pokud roste druha, na rozdil od Pearsonova koeficientu tato
zavislost nemusi byt linearni. Nejpouzivanéjsi koeficienty poradové korelace jsou
Spearmanuv korelacni koeficient a Kendalltiv korela¢ni koeficient.



Spearmanuv koeficient poradové korelace

Meéjme ndhodné veliciny X; a X5 s margindlnimi distribu¢nimi funkcemi Fj
a Iy. Spearmanuv koeficient poradové korelace je roven

ps(X1, Xo) = p(F1(X1),F2(Xa)), (2.11)

kde p znac¢i Pearsonuv korela¢ni koeficient dany vztahem ((1.5)).

Kendalltv koeficient poradové korelace

Nejdriv uvedeme definice konkordantnich a diskordantnich dvojic pozorovani.
Definice 5. Rekneme, e (21,75) a (21,22) body v R? jsou:

1. konkordantni, pokud (z1 — Z1)(xy — 2) > 0,

2. diskordantni, pokud (zq — &1)(xe — Z2) < 0.

Uvazujme néhodny vektor (X1,X,) a jeho nezavislou kopii (X1, X,). Pokud
nahodna veli¢ina X, ma tendenci riist s rostouci X, predpokladame, ze pravdépo-
dobnost konkordance je vyssi vzhledem k pravdépodobnosti diskordance. Klesa-li
X, srostouci Xy, predpokladame opacnou situaci. Toto je motivaci pro Kendalluwv
korelacni koeficient (nebo Kendallovo tau).

Definice 6. Pro ndhodné veliciny X; a X, Kendallovo tau je definovdno jako
pr(X1,X5) = Elsign((X; — X1)(X — X)), (2.12)
kde (X1,X5) je nezdvisld kopie ndhodného vektoru (X1,Xs).

Neparametricky odhad Kendalova tau zaloZzeny na nahodném vybéru X; =

(X14,Xa4), t €1,...,n se dd napsat pomoci nasledujictho vztahu:
o\
Prn = <2> Yo sign (Xui — X)) (Ko — Xa3,)) (2.13)
1<ii<ia<n

V McNeil a kol.| (2005)); Hofert a kol.| (2012) bylo ukazano, ze pro dvojrozmeér-
nou kopulu se daji odvodit nésledujici vztahy.

Véta 4. Necht X| a Xy maji spojité margindlni rozdeleni a kopulu C', kterd je
dany jednoznacné, pak koeficienty poradové korelace jsou dané vztahem:
1 1
pT(Xl, X2> == 4A /0 C(Ul,UQ)dC(Ul, UQ> - 1, (214)
1 1
ps(Xl, X2> = 12/0 /0 (C(Ul, Ug) - U1U2) duldUQ. (215)
Rozsiteni Kendallova tau a Spearmanova rho na méfeni vicerozmérné zavis-

losti neni primocaré ani jednoznacné. Vicerozmérna verze téchto mér zavislosti se
dé najit v pracich Okhrin a kol.| (2013a); [Joe (1997)); Nelsen| (2006)).
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2.3.2 Koeficienty chvostové zavislosti

Pro srovnani pouzitelnosti rtiznych rodin kopul pii modelovani vyskyti ex-
trémnich udélosti, musite znat charakteristiky zavislosti chvosti, tedy méreni
sily zavislosti v chvostech dvojrozmérného rozdéleni.

Definice 7. Necht (X1, Xs) je dvojrozmérny ndhodny vektor s margindlnimi dis-
tribucnimi funkcemi Fy a F5.

1. Koeficient zavislosti dolnich chvostt Ay je limitou (pokud ezistuje) podmi-
néné pravdepodobnosti, Ze ndahodnd velicina Xy je mensi nebo rovnd nez
(100 - q)%-ni kvantil distribucni funkce Fy za podminky, Ze X je mensi
nebo rovnd nez (100 - q)%-ni kvantil distribucni funkce Fy pro q jdouci k 0O
zprava, tj.:

A= lim P(X < Fy (@l < F (o), (2.16)

V pripade, kdyz \p, € (0,1], pak je pritomna zavislost dolnich chvostii.

2. Koeficient zavislosti hornich chvostti Ay je limitou (pokud existuje) podmi-
néné pravdépodobnosti, Ze ndhodnd velicina X, je vétsi nez (100 - q)%-ni
kvantil distribucni funkce Fy za podminky, Ze X1 je vétsi nez (100 - q)%-ni
kvantil distribucni funkce Fy pro q jdouci k 1 zleva, tj.:

Ay = lim P(Xy > Fy ()| X1 > FyYq)). (2.17)

q—1—
V pripade, kdyz Ay € (0,1], pak je pritomna zdvislost hornich chvostii.

Stejné jako poradkové korelacni koeficienty koeficient chvostové zavislosti méri
parové zavislosti, které zavisi pouze na kopule dvojice nahodnych velicin X; a X,
se spojitymi margindlnimi distribu¢nimi funkcemi F; a F5. Pro pripad, kdyz jsou
funkce I} a Fy spojité, plati:

C(q,9)

)\L = qli)r(I)l_‘_ q 5 (218)
1 —
Mo = 2— tim L= C20) (2.19)
¢—=1- 1—g¢q

kde C' je kopula nahodného vektoru (X, X5).
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3. Archimédovské kopuly

Jednou z nejvice rozsitenych tiid kopul jsou archimédovské kopuly. Na rozdil
od eliptickych kopul (napf. gaussovskych kopul nebo t-kopul) archimédovské ko-
puly se nekonstruuji ze znamého sdruzeného rozdéleni na zakladé Sklarovy véty.
Pri konstrukei archimédovskych kopul spise zaciname s funkci, tak zvanym ge-
nerdtorem, ktery musi splnovat urc¢ité podminky. Disledkem takové konstrukce
je, ze archimédovské kopuly maji explicitni tvar, coz je jednou z mnoha vyhod
tyto tfidy kopul. Archimédovské kopuly naleznou sirokou skalu aplikaci, hlavnim
divodem je snadnost, s jakou je lze postavit, velké mnozstvi rodin kopul, které
patii do této tridy, a také mnoho uziteénych vlastnosti, které maji ¢lenové této
tridy.

V této kapitole bude predstaven tvod do archimédovskych kopul, ktery cer-
pame z prace [McNeil a kol (2005)); Nelsen (2006)); Hofert (2010). Nejdrive se
budeme kratce zabyvat dvojrozmérnym pripadem a pak se zamérime na viceroz-
mérné archimédovské kopuly.

3.1 Dvojrozmeérné archimédovské kopuly

Nejdrive definujeme generdtor archimédovské kopuly.

Definice 8. Nerostouci a spojitd funkce ¢ : [0,00) — [0,1] splriujici ¥(0) = 1,
P(00) 1= limyooth(t) = 0 a ryze klesajici na intervalu [0,inf{t : (t) = 0}] se
nazyvd archimédovsky generator. MnoZinu vsech generdtori oznacime W.

Pak dvojrozmérna archimédovska kopula C' je dana vztahem
Cur,uz; ) = ¥ (¥ (w) + 7 (ua)) (3.1)

kde (u1,uz) € [0,1]%, funkce 9 je generator z definice[§] ¢~ : [0,1] — [0, 00) je
inverze generatoru v, 1 (0) = inf{t : ¢(t) = 0}.

Nékteri autori vyuzivaji i jiné definice archimédovské kopuly, tuto definici
uprednostnujeme kvili jednodussimu zapisu vyrazu a rozsiteni do vicerozmérnych
pripadi, které budou nasledovat v dalsi praci.

Aby funkce C' dana vztahem byla kopulou, potfebujeme urcita omezeni
kladena na generator ¥. V [McNeil a Neslehova| (2009)) byla stanovena nutna a po-
stacujici podminka pro dvojrozmérny a vicerozmérny pripad. Ve véteé |p| uvedeme
podminku pro dvojrozmérny pripad:

Véta 5. Necht ¢ je archimédouvsky generdtor ve smyslu definice [§ Pak funkce
dand vztahem (3.1)) je kopulou prdvé tehdy, kdyz i je konvezni.

D4l uvedeme nékteré dulezité vlastnosti archimédovskych kopul. Pro jednodu-
chost oznac¢me kopulu C(-;9) jako C(-). Archimédovské kopuly jsou symetrické,
tj. pro u,v € [0,1] plati:

C(u,w) = C(vyu), (3.2)

a asociativni, tj. pro z € [0,1]

C(u,C(v,2)) = C(C(u,v),z). (3.3)
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Pro archimédovskou kopulu C' s generatorem v ze vztahu (3.1) muzeme vy-
jadrit koeficient chvostové zavislosti, ktery byl uveden v kapitole pomoci
generatoru 1 a jeho inverze ¢~! nasledujicim zptisobem:

o Y@YT) L Y(2e) L Y (22)
Av=lim =i Ty T2 (3.4)
a
NP EIC )
t—1- 1-—1t (3 5)
L l-@) () '
ST T T )
\Y a uvazujeme substituci x = ¢ 71(t) jako vMai a Scherer| (2012), str.
65.

3.2 Vicerozmeérné archimédovské kopuly

Pro praci s vicerozmérnymi archimédovskymi kopulami budeme pouzivat stej-
nou definici generatoru archimédovské kopuly ¢ jako v pripadé dvojrozmérnych
archimédovskych kopul (definice [g).

d-rozmérna archimédovskd kopula s generatorem v je dana vztahem

Clw ) = (¥~ (ur) + - + ¥ (ua)), (3.6)

pro u = (uy,...,uq) € [0,1]%, ¥ € ¥ s inverzn{ funkei =1 : [0,1] — [0, 00), kde
G1(0) = inf{t : b(t) = 0},

Konstrukce vsak nemusi tspésné definovat spravnou distribucéni funkci
pro libovolnou dimenzi d. Proto podobné jako pro dvojrozmérny ptripad budeme
pottebovat nezbytnou a postacujici podminku, aby konstrukce byla kopulou
pro d > 2. Nutnd a postacujici podminka pro ¥ € ¥ pro vSechny dimenze d byla
uvedend v McNeil a Neslehovd| (2009).

Véta 6. Necht v € W a d > 2. Pak funkce je kopulou prave tehdy, kdyz
Y je d-monoténni na intervalu [0,00), t.j. md derivaci aZ do rddu d — 2 a pokud
plati (—1)9®(t) > 0 pro viechna i € {0,1,...,d — 2}, z € (0,00) a pokud
(=1)%2@=2)(1) je nerostouci a konvexni na (0, 00).

Ve vétsiné pripadi uvazujeme silnéjsi predpoklad a to, ze ¥ je kompletne
monotonni.
Véta 7. (Kimberling, |197/)

Necht ¢ € W. Funkce C : [0,1]™ — [0,1] definovand vztahem (3.6)) je kopulou,
kdyz i je kompletné monotonni na intervalu [0,00), tj. ¥ md derivace vsech Tddi
splrugict (—1)’“%1&(15) > 0 pro libovolné t € (0, 00).

Pak tfida vhodnych generdtoru je v praci Kimberling (1974) definovana jako:

U, ={yY € ¥: 9 je kompletné monoténni}. (3.7)

Tedy je zfejmé, ze generator ¢ € W, generuje archimédovskou kopulu libovolné
dimenze d. Pomoci véty [§] kterd se také nazyva Bernsteinova véta, mizeme spojit
tfidu vhodnych generdtoru a Laplaceovou-Stieltjesovou transformaci z definice [9

13



Definice 9. Laplaceova-Stieltjesova transformace distribu¢ni funkce F(t) je de-
finovand jako

LS[F|(t) = /O " eap(—tz)dF(x), t € [0,00). (3.8)

Véta 8. (Bernstein, |1929)
Funkce 1) : [0,00) — [0, 1] je Laplaceova-Stieltjesovou transformace distribucni
funkce F' na intervalu [0,00) prdvé tehdy, kdyz 1 je kompletné monoténni na

[0,00) @ (0) = 1.

Z véty [§ plyne, ze kazdé ¢ € ¥, je Laplaceova-Stieltjesova transformace
néjaké distribuéni funkee, tj. pro ¢ € ¥, a néjakou distribuéni funkci F' méame
vztah

Y = LS[F) (3.9)

nebo ekvivalentné

F = LS '[y]. (3.10)

Reprezentace archimédovskych kopul pomoci Laplaceovy-Stieltjesovy trans-
formace je velmi uzitecna pro simulac¢ni ucely, kterymi se budeme podrobnéji
zabyvat v nésledujici kapitole.

3.3 Simulovani archimédovskych kopul

Archimédovské kopuly mizeme simulovat metodou podminéné distribuce, po-
drobnosti o této metodé se daji naleznout v praci |Cherubini a kol.| (2004) v
kapitole 6.3. Tato metoda vyzaduje velmi efektivni vypocet derivaci generatoru
archimédovské kopuly, coz je obvykle velmi vypocetné narocné, zvlast ve vyssich
dimenzich. Tyto nedostatky vedly k vyvoji Marshallova-Olkinova algoritmu pro
simulace archimédovskych kopul danych vztahem s generatorem v € W,
ktery byl uveden v praci Marshall a Olkin/ (1988]). Tento algoritmus se da rozsitit
na simulaci vnorenych archimédovskych kopul.

Marshalliv-Olkiniv algoritmus

1. Simulujme nédhodnou veli¢inu V' z rozdéleni s distribu¢ni funkci F, jejiz
Laplaceova-Stieltjesova transformace se rovné generatoru ¢, tj. V ~ F' kde

LS[F] =1,

2. Simulujme nezévislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny X, které maji rov-
nomérné rozdéleni na intervalu [0, 1] pro j = {1,...,d}, nezavislé na V,

3. Vysledkem algoritmu je vektor U, kde pro kazdou slozku U; polozime U; =
v (—25), et d)

3.4 Priklady vicerozmeérnych archimédovskych
kopul

V literature se uvadi nékolik zndmych parametrickych generatorti archimé-
dovskych kopul, které také nazyvame rodiny archimédovskych kopul. V préacich
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Nelsen| (2006); |Cherubini a kol.| (2004); Hofert a kol.| (2012) bylo uvedeno zobec-
néni nejrozsitenéjsich rodin archimédovskych kopul s jejimi generatory a omezeni
na jejich parametry pro vicerozmérny pripad. V této ¢asti kapitoly shrneme zmi-
néné vysledky.

Claytonova kopula
Necht 9(-) je generator dany vztahem:

Yty =(1+1)77,0>0, (3.11)

pak
P ) =t —1 (3.12)

je jeho inverze, 1 je kompletné monoténni na [0, 00). Potom d-rozmérnou Clay-
tonovou kopulu mizeme zapsat nasledujicim zptisobem:

1
C(u;w):(uf9+u§9+---+u;9—d+1) ’ (3.13)
Frankova kopula
Mame generator
et — 1 9

t)=—I 0 3.14
o) =—in (=1 )00 (3.14)
(3.15)

pak inverze je dana vztahem

1

W) = —in (14 (e =1)e). (3.16)

Nelsen| (2006]) ukazal, ze 1(t) je kompletné monoténni na [0, o). Potom pro § > 0
d-rozmérné zobecnéni Frankovy kopuly miizeme zapsat jako:

e 0u _ V(e 0u2 _1)..... (e 0w _
Cuy, ..., ug ) = —;ln (1 + ( D = _11))d_1 ( 1)> . (3.17)

Gumbelova-Hougaardova kopula

Dalsim ptikladem, ktery uvadi [Nelsen (2006)) je kopula s generdtorem 1) (-),
ktery je dan nésledujicim vztahem:

Y(t) =exp (—t7),0> 1. (3.18)
Inverzi mizeme napsat jako

() = (~In(D))". (3.19)

Y(-) je kompletné monoténni funkce, pak d-rozmérnou (d > 2) Gumbelovou-
Hougaardovou kopulu pro 6 > 1 vyjadiime nasledujicim zptisobem

C(u;1) = exp <— [(—ln(ul))e + (—in(u))? + -+ + (—ln(ud))e} é) . (3.20)

15



V tabulce [3.1] uvedeme hodnoty parovych Kendallovych koeficienti zavislosti
tau pro tyto rodiny kopul, kde D(:) je Debyeova funkce D(0) = %foe mdt.
Vsimnéme si, ze vicerozmérné archimédovské kopuly jsou vzdy positivné zavislé,
tedy Kendallovo tau vzdy lezi v intervalu (0, 1) pro tyto kopuly.

Rodina Rozsah dosazitelného p, Pr
Claytonova (0,1) %
Gumbelova 0,1) -1
Frankova (0,1) 1+ 4%

Tabulka 3.1: Hodnoty Kendallova tau pro znamé jednoparametrické archimédov-
ské generdtory.

Vyse uvedené vicerozmérné zobecnéni archimédovskych kopul je velmi
omezujici. VSimneme si, ze archimédovské kopuly jsou symetrické vzhledem k
permutaci proménnych, také ke své konstrukci pouzivaji pouze jeden generator
nezavisly na uvazované dimenzi a pouze jeden parametr tohoto generatoru. Pro
zajisténi vétsi flexibility byla navrzena ttida hierarchickych archimédovskych ko-
pul, ktera bude diskutovana v dalsi kapitole.
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4. Hierarchické archimédovské
kopuly

Jak jsme zminili v kapitole [2] eliptickd kopula ve vétsiné pripadi nemuze byt
vyjadiend explicitné a obvykle méa integralni reprezentaci. Jedna z tiid, ktera
prekonava tuto nevyhodu, je tiida archimédovskych kopul z predchozi kapitoly,
kterd je vsak velmi omezujici pro pouziti ve vyssich dimenzich. K odstranéni ne-
dostatkt archimédovskych kopul, byla zavedena trida vnorengch archimédoskijch
kopul, kterou kvili jeji hierarchické struktufe mnozi autori nazyvaji hierarchické
archimédovské kopuly. Tato kapitola vychézi z publikaci (Okhrin a kol.| (2013a));
Hofert a Machler| (2011)); [Hofert| (2010); Okhrin a Ristig) (2014)).

Hierarchické archimédovské kopuly (HAC) zobecnuji koncept jednoduchych
archimédovskych kopul tim, Ze nahrazuji marginalni rozdéleni dalsi hierarchickou
archimédovskou kopulou. Matematicky se da tato struktura popsat vztahem

C(C('LLLl, L 7u1,d1;¢1)7 o 7C(UJ,17 .. 7uJ,dJ;77Z}J>;77Z}O)‘ (4]‘>

Zapis kopuly je zalozen na J + 1 generatorech: generatoru 1y pro wvnéjsi
archimédovskou kopulu s parametrem 6, a generatorech 1; pro vnitini (do ni
vnofené) kopuly s pfislusnymi parametry 6;, j =1,...,J.

V této praci budeme také pouzivat terminy zavedené v |Hofert a Machler
(2011) pro oznaceni jednotlivych kopul v rdmci jedné zavislostni struktury. Ar-
chimédovskou kopulu nazveme rodicovskou kopulou (angl. parent copula), kdyz
aspon jedna hierarchicka archimédovska kopula je jeji komponentou. Tuto kom-
ponentu nazveme ditétem (angl. child copula).

Pouziti hierarchickych kopul umoznuje zahrnout sirokou skalu zavislostnich
struktur pri zachovani flexibility modelu v modelovani vicerozmérnych distribuci.
Rozlisujeme dva typy vnorenych archimédovskych kopul: pinée vnorené a castecné
vnorené.

4.1 Plné vnorené archimédovské kopuly

PlIné vnorenymi archimédovskymi kopulami se nazyvaji hierarchické (vnorené)
kopuly, kde na kazdé tirovni hierarchie agregujeme jeden novy element. Pricemz
na kazdé drovni hierarchie vznika jen jedna nova kopula. Vnorené hierarchické
archimédovské kopuly jsou modelovany pomoci dvojrozmérnych archimédovskych
(d = 2) kopul.

Necht C(uy,u2;v) je dvojrozmérnd archimédovska kopula s generatorem
dana vztahem , oznacime C(uq, Ug, . .., Ug; Yo, Y1, . . ., Yg_o) hierarchickou ar-
chimédovskou kopulu s generatory )y, ...,%4_2. Potom tvar ¢tyfrozmérné plné
vnorené hierarchické kopuly se dé napsat nasledujicim zptisobem:

C(“l, U, U3, Ug; Yo, - - - 7¢2) = OO(U47 01(U3, Co(uy, ug; 1hs); %)Q 1/10)
= ho(¥y ' (wa) + g (Wr (W1 (ug) + 9y (o ey (wn) + 43 (u2))))))

t.j. w1 a uy jsou spojeny pomoci kopuly C(+; 1), us je s C'(uq,us;12) spojen pomoci
funkce C'(+;¢1) a uy je s C(us, C(uq,uz;102);11) spojen pomoci kopuly C(-; ).

(4.2)
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Tim padem, ¢tyfrozmérny pripad vyzaduje tii dvojrozmérné kopuly s generatory
Yo, Y1, Po. Tuto strukturu kopuly muzeme predstavit pomoci stromu z obrazku
41

Pro d-rozmérny pripad plati nasledujici rekurzivni vztah:

Clur, ..., ug; o, ..., a—2) = o(vy " (ua)

4.
+ g (Clug, .. g3 1, - Ya2))). (4.3)

C(+wg)
C(-.v))
Cle.wy)
u, u, u, u,

Obrazek 4.1: Struktura plné vnotfené archimédovské kopuly pro ¢tyfrozmérny
pripad.

Chceme-li ziskat d-rozmérnou kopulu s pouzitim této vazebné metody, jsou
vyzadovana omezeni kladend na generatory. V |Joe (1997) a v [McNeil (2008),
véta 4.4 je uvedena postacujici podminka vnoreni kladend na generatory vno-
fené archimédovské kopuly: je poZadovana kompletni monotonie (1)} Yo Vi)
(pro rodi¢e j a dité j + 1) pro j = 0,...,d — 3, coz obvykle udava urcitd ome-
zeni na parametry 6y, ...,0,_o. Véta 4.4 v McNeil (2008) rika, ze pokud jsou
Y, eW proj=0,...,d—-2a ij_l o 141 maji kompletné monoténni derivace
proj=0,...,d—3, pak C' dana vztahem je kopulou pro d > 2. Generatory
1; Vj mohou pochazet bud ze stejné rodiny generatort nebo z riznych rodin ar-
chimédovskych generatori. Pokud v;,Vj patii do stejné rodiny archimédovskych
generatoru, podminky véty 4.4 jsou splnény, pokud 0y < --- < 0;3_5 pro kazdou z
rodin Claytonovu, Frankovu a Gumbelovu s generatory 1)y, . .., ¥4 o s parametry
0o, . ..,04-2, nebo ekvivalentné pro Kendallovo tau musi platit p,, < --- < p,, ..
Pokud generatory pochézeji z riznych rodin kopul uvnitt jedné hierarchické ar-
chimédovské kopuly, podminka kompletni monoténie se méa pro kazdy pripad fesit
zvlast. Podrobnéji jsou omezeni pro ptipad, kdyz generatory pochézeji z riznych
rodin, diskutovana v Hofert| (2010)); McNeil (2008]).

4.2 Castecné vnorené archimédovské kopuly
Cdstecné vnotené archimédovské kopuly agreguji dva nebo vice prvki na kazdé

urovni, a proto na kazdé trovni hierarchie, s vyjimkou vnéjsi, mohou vzniknout
vice nez dvé kopuly. Tato tiida kopul byla poprvé navrzena v [Joe (1997)).
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= v)

C(e.wy) C(e.wy)

Obrazek 4.2: Struktura c¢astecné vnorené archimédovské kopuly pro d = 4.

Obecné se takova kopula da zapsat nasledujicim zptsobem:

C(u7 7/’0;"%; s 71/}5') =

C<C(u1,1a ceey Ul dys ¢1)7 sy O(“S,l) <y, US dgs ¢S>7 ’lvbO)?
(4.4)

kde w = (Up 1, oy Ut dy, Uals s Undyy -« US1, - Usds) - V ([4.4) se vyskytuje S
vektoru dimenze d, pro s € {1,...,S}, Zsszl ds = d. Napriklad pro ¢tyfrozmérnou
castecné vnorenou archimédovskou kopulu danou strukturou na obrazku 4.2 plati:

C(Ul,u2,u37u4;¢o,¢17¢2) = C(C(Ulauz;%),c(u&w;1/)2);%)
= Po(thy (W1 (1 (wr) + 91 (u2))) + g (Va3 ' (us) + 3 (ua))))

t.j. v prvnim kroku spojime dvojice bodu (uq, us) a (ug, ug) pomoci kopul C(-; 1)
a C(+;19). Tyto dveé kopuly jsou spojeny pomoci tieti kopuly C(-; ).

Abychom dostali d-rozmérnou kopulu s pouzitim této metody, jsou vyzado-
vana omezeni podobnda tém, ktera byla diskutovana vyse pti konstrukei plné vno-
fenych archimédovskych kopul.

(4.5)

4.3 Simulovani hierarchickych archimédovskych
kopul

Ve zbyvajici casti kapitoly se zamérime na algoritmy simulovani vektoru U =
(U, ...,Uy)" se sdruzenym rozdélenim C, kde C' je hierarchickou archimédovskou
kopulou danou vztahem (4.3)) nebo (4.4). Algoritmus byl navrzen v[McNeil (2008)
na zakladé Marshallova-Olkinova algoritmu, ktery jsme uvedli v kapitole [3.3]

Myslenka spociva v aplikaci Marshallova-Olkinova algoritmu rekurzivné tak,
ze v kazdém kroku rekurze simulujeme veli¢inu z rozdéleni s distribuc¢ni funkci,
ktera je vzorem urcitého generatoru vy, v Laplaceové-Stieltjesové transformaci.

Zavedeme také jednotnou notaci. Nazveme Fy = LS [y] vnéjsi distribucni
funkci odpovidajici vnéjsimu generdtoru o a Fy,; = ES_l[woﬂ-] nazveme vnitrni
distribucni funkci odpovidajici vnitinim generdtorim, LS[-] zna¢i Laplaceovou-
Stieltjesovou transformaci z definice [9] Tyto funkce hraji dilezitou roli pti kon-
strukci a simulaci vnorenych archimédovskych kopul.
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Obecny algoritmus simulovani hierarchickych archimédovskych kopul

D4l uvedeme rekurzivni algoritmus pro simulace vektoru U = (Uy,...,Uy)" z
kopuly dané vztahem (4.3)) nebo (4.4) s vnéjsim generatorem 1y za predpokladu
splnéni postacujici podminky vnoteni.

N<
@)

(1) Simulujme nédhodnou veli¢inu V; z rozdéleni s distribucni funkei Fj tak,
Laplaceova-Stieltjesova transformace Fy se rovna generatoru vy, tj. LS[Fp]

Yo-

(2) Pro vSechny komponenty u;, které nejsou kopulami, pokrac¢ujme druhym kro-
kem Marshallova-Olkinova algoritmu, t;.

(¢.) Simulujme nahodnou veli¢inu X;, kterd ma rovnomérné rozdéleni na
intervalu [0,1],

_log0)).

(¢1.) Pro j-tou slozku vektoru U polozime U; = )y ( W

(3) Pro kazdou vnorenou kopulu s generatorem v; provedeme nasledujici kroky:

(¢.) Simulujme ndhodnou veli¢inu Vy; z rozdéleni s distribuéni funkel Fp,
pro kterou plati LS[Fp,;] = to.(; Vo), kde funkce g ;(-;Vp) je déna

vztahem
Vo,i(t; Vo) = exp (Vo - g o (1)) = eap (—Vo - v ' (¥i(t))) . (4.6)

(73.) Ma-li uvazované kopula do ni vnotené kopuly, postupujeme rekurzi na
dalsi tdroven hierarchie, pro kterou v; je nyni vnéjsim generatorem.
Pokracujme krokem (1) tohoto algoritmu, kde oznacime Vg = V4, a

Yo = ;.
Pro aplikaci tohoto algoritmu je tfeba umét simulovat Vo ~ Fy = LS [¢)]

a Voi ~ Fo; = LS by i(+; Vo)]. Podrobné byly simula¢ni strategie pro Fy a Fp,
diskutovany v |Hofert| (2010).
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5. Odhad parametra a struktury
kopul

Chceme-li agregovat rizika pomoci kopul, méli bychom je umét odhadnout
z dat. V pripadé archimédovskych kopul, odhadujeme pouze jeden parametr 6
pro generéator v(-). Ale v ptipadé hierarchickych archimédovskych kopul chceme
odhadnout strukturu HAC a parametry kazdé vnorené archimédovské kopuly.

Existuji parametrické, semiparametrické a meparametrické metody odhadi.
Neparametrické metody, napriklad momentovy odhad na zédkladé poradovych ko-
relaci (Kendallova tau a Spearmanova rho), jsou vypocetné jednodussi, pro jejich
pouziti neni tfeba volit margindlni rozdéleni ani odhadnout jejich parametry. Ob-
zvlast snadna je aplikace téchto metod na odhad parametru dvojrozmérnych ar-
chimédovskych kopul, kde mame explicitné vyjadreny vztah parametru kopuly a
Kendallova tau (viz. tabulka. Avsak kdybychom chtéli odhadovat parametry
i hierarchickych archimédovskych kopul, které maji vic nez jeden parametr, pou-
ziti této metody by nebylo vhodné. Mezi v praxi nejpouzivanéjsi metody, jejichz
vysledkem je konzistentni a asymptoticky eficientni odhad, patii metoda maxi-
malni vérohodnosti. Pomoci této metody odhadneme vSechny parametry mar-
ginalnich rozdéleni a kopuly najednou. Takovy pristup je ale velmi vypocetné
narocny hlavné ve vyssich dimenzich. Tento problém fesi dvojkrokovd metoda
maximalni vérohodnosti navrzena v Joe a Xu (1996)). Nakonec semiparametricka
metoda, metoda kanonické maximalni vérohodnosti, je jakymsi kompromisem
mezi parametrickymi a neparametrickymi metodami odhadu.

V této kapitole uvedeme rizné metody odhadu parametri, jejichz podrob-
nosti se daji nahlédnout v|Cherubini a kol.| (2004). Ve vSech popsanych metodéach
predpokladame, ze struktura a rodina kopul je jiz znamé. Odhadnout struk-
turu hierarchickych archimédovskych kopul nam umozni Okhrintiv algoritmus,
ktery uvedeme v druhé ¢asti kapitoly. Tento algoritmus ¢erpame z Okhrin a kol.
(2013b)). Posoudit, zda ndmi vybrand kopula je vhodnd, muzeme pomoci testu
dobré shody pro kopuly, ktery je podrobné popsan v pracich Fermanian| (2005);
Panchenko (2005)).

5.1 Metoda maximalni vérohodnosti (ML)

V praci |Cherubini a kol.| (2004) je problém modelovani kopul rozdélen na dva
kroky: volba marginalnich rozdéleni a definice vhodné kopuly.
Vzpomenme kanonickou reprezentaci mnohorozmérné sdruzené hustoty ([2.6))

d
flz1,... xq) = c(Fi(z; 000), .., Fa(zg; q); 0) - H filz; o), (5.1)

j=1

kde c(-) je hustota kopuly s vektorem parametri n = (87, a')" dani vztahem
[2.4) a f; jsou margindlni hustoty s parametry a = (e, ..., )"
Necht X = (X3,...,Xy) je matice pozorovani v ¢asech t = 1,...,T, X; =
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(zj1,2j2,...,7;7)" . Pak logaritmickd vérohodnostni funkce je
T T d
l(n) = Zln c(Fi(zpa;on),. .., Fy(ri g 0a); 0) + Z

t=1 t=1j

filzegi04),  (5.2)

1

kde n = (07,a")" je vektor vech parametri, kde té% a je vektor parametrit
marginalnich rozdéleni a 0 je vektor parametrii kopuly.

Pokud jsou dana margindlni rozdéleni a kopula C', odhad 7,,,p dostaneme
maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce:

NyLe = arg:’nax l(n)- (5.3)

V préci |Cherubini a kol. (2004)) je ukazano, ze tento odhad je konzistentni a
asymptoticky normalni. Tato metoda je dost vypocetné narocna pro vyssi rady,
hlavné kvili tomu, ze odhadujeme soucasné parametry kopuly a parametry mar-
ginalnich rozdéleni.

5.2 Dvojkrokova metoda (IFM)

ReSenim problému vypocetni naro¢nosti metody maximalni vérohodnosti je
dvojkrokova metoda, navrzenda v|Joe a Xu| (1996), ktera odhaduje mnozinu para-
metri = (07, a’)" zvlast ve dvou krocich:

1. Pomoci metody maximalni vérohodnosti odhadujeme mnozinu parametra
jednorozmeérnych marginalnich rozdéleni a:

T d
o= argmaxz Z fi(ze 5 ) (5.4)

t=1j=1

2. S pouzitim odhadu &, ktery jsme ziskali v prvnim kroku, odhadneme pa-
rametry kopuly 6:

T
0 = argmax Zln c(Fi(xpa;60), ..., Fa(xpqg; 6): 0) (5.5)
6 t=1

Potom odhad celé mnoziny parametri mizeme zapsat jako ) = (&, @)
V Joe (1997) je ukdzano, ze dvojkrokova metoda je vysoce eficientni srovna-
telné s metodou maximalni vérohodnosti, zaroven je vypocet o mnoho rychlejsi.

5.3 Kanonickd maximalni vérohodnost (CML)

V této podkapitole uvedeme semiparametrickou metodu odhadu parametri
kopul. Tato metoda se spociva ve transformaci dat X = (2 )i=1,... 17,j=1,....a d0 rOV-
nomérné rozdélenych pseudoveli¢cin U = (Uy, ..., Uy), kde U; = (ujq,...,u;7) ",
nasledné budeme odhadovat jenom parametry kopuly. NiZe popiSeme cely postup

odhadu parametru:
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1. Empiricky odhadneme marginalni rozdéleni (bez predpokladu jejich para-
metrického tvaru)
— 1L
Fi(z) = T > I(w; < ). (5.6)
t=1
Matici U dostaneme transformaci X jako u,; = Fj(x,,) pro j € {1,...,d}
ate{l,...,T}.

2. Pomoci metody maximalni vérohodnosti odhadneme parametry kopuly 6

T
0 = argmaz ) In c(Fi(x1), ..., Fy(20q); 0). (5.7)

0 t=1

Tato metoda se ¢asto povazuje za alternativni metodu maximéalni vérohodnosti.
Protoze neodhadujeme parametry marginalnich rozdéleni, tato metoda je méné
vypocetné narocna. |Genest a kol.| (1995)) ukézal, ze odhad je sice méné eficientni
nez v pripadé metody maximalni vérohodnosti, ale je nestranny a konzistentni.

5.4 Odhad struktury HAC

V predchozich kapitolach jsme se seznamili s pojmem hierarchickych archi-
médovskych kopul, jejich moznou strukturou a podminkami, které zarucuji, aby
dana struktura byla spravnou kopulou.

Je-li znama struktura hierarchické archimédovské kopuly, jeji parametry se
daji odhadnout jednou z metod, které jsme uvedli v predchozich c¢astech kapi-
toly. Avsak ve vétsiné pripadu struktura neni znama, a musi se také odhadnout.
Existuje nékolik pristupt k odhadovan struktury hierarchickych archimédovskych
kopul. Jednim z nich je uré¢it vsechny mozné struktury pro dany vektor X, od-
hadnout parametry a kvalitu odhadu posoudit pomoci testu dobré shody pro
kopuly uvedené v Fermanian| (2005)); [Panchenko| (2005]), potom vybrat nejlepsi.
Ve vyssich dimenzich tento ptistup neni efektivni vzhledem k velkému mnozstvi
moznych struktur kopuly. V |Okhrin a kol.| (2013b)) byl navrzen rekurzivni algo-
ritmus, ktery dovoluje efektivné stanovit strukturu a odhadnout parametry hie-
rarchické archimédovské kopuly. Metoda je zalozena na tvrzeni 1 z Okhrin a kol.
(2013al), které 1ikd, Ze pokud mnohorozmérné sdruzené rozdéleni F' je zalozené na
hierarchické archimédovské kopule, pak F' mize byt jednoznacné zkonstruovano
z marginalnich distribu¢nich funkci a pouze dvojrozmérnych kopul. To znamena,
ze namisto odhadovani vSech moznych vicerozmérnych struktur staci odhadovat
pouze vsechny dvojrozmeérné kopuly a pouzit je ke konstrukei sdruzené distribucni
funkce. Dtikaz tohoto tvrzeni se da najit v |Okhrin a kol.| (2013a)).

Rekurzivni algoritmus odhadu struktury a parametri HAC

Rekurzivni algoritmus umoznuje odhadnout strukturu kopuly pro pseudove-
liciny U = (Uy,...,Uy), kde U; = (ujq,...,ujr)", t =1,2,...,T. Madme-li data
X = (Xi,...,Xyq), kde X; = (x1,%j2,...,2jr) prot = 1,...,T, pseudove-
liciny ziskame aplikaci parametrickych marginalnich distribu¢nich funkci nebo
empirickych margindlnich distribu¢nich funkci na Xy, ..., Xy.
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Mgjme pseudoveli¢iny Uy, . .., Uy, polozime I} = {1,2,...,d}, potom k-ty krok
rekurzivniho algoritmu vypada nasledovneé:

(1) Odhadneme parametr 6 dvojrozmérné archimédovské kopuly C(-;) pro
kazdou dvojici proménnych (U;, U;) pro i,j € I, kde Ij, je mnozina indext
v kroku k a 1 je archimédovsky generator s parametrem 6.

(¢7) Vybereme dvojici (U, Uj) s nejsilngjsi zavislosti.

(#7i) Oznacime odhad parametru kopuly pro vybranou dvojici 6}, a mnozinu in-
dextt vybrané dvojice Sy = {7', 5'}.

(1v) Definujeme novou pseudoveli¢inu Uy, = C (({i/, Uj/;zz;), kde ¢ je archimé-
dovsky generator s odhadnutym parametrem 6.

(v) Pro novou mnozinu indexu plati [ = I \ Sp U{d + k}.

(vi) Prejdeme k (k + 1). kroku rekurzivniho algoritmu.

Vsimnéme si, ze v kroku () muzeme uvazovat jen dvojice (U;,U;) pro i <
7, jelikoz je archimédovska kopula symetricka, snizime tak pocet odhadovanych
kopul.

Timto algoritmem dostaneme kopulu s d — 1 parametry slozenou pouze z
dvojrozmérnych archimédovskych kopul. Pro obdrzeni struktury, ktera je slozena
z vicerozmérnych archimédovskych kopul, se ma provést agregace hierarchické
archimédovské kopuly. Agregaci uvazujeme, pokud absolutni hodnota rozdilu pa-
rametru rodicovské kopuly 6; a parametru kopuly do ni vnofené 6, je mensi nez
pevné dand mald hranice €, tj. plati |6; — 6,| < e pro 0 <i < j < d — 2. Mizeme
si zvolit jeden z nékolika pristupt uvedenych v |Okhrin a kol. (2013b) k volbé
parametru 6 v agregované kopule.

Parametry kopul odhadneme metodou maximalni vérohodnosti pro parame-
trickd marginalni rozdéleni, anebo metodou kanonické maximalni vérohodnosti
pro neparametrickd marginalni rozdéleni. Pti odhadu parametri musime pama-
tovat na omezeni, které klademe na parametry (viz. kapitola. V|Okhrin a Ristig
(2014); Okhrin a kol. (2013b) se téz diskutuje rekurzivni metoda maximalni vé-
rohodnosti k ziskani presnéjsich vysledkti pro odhady parametri.
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6. Modelovani mnohorozmeérnych
distribucnich funkci

V této kapitole se budeme zbyvat modelovanim vicerozmérnych rozdéleni s
aplikaci na vypocet ekonomického kapitalu. Predpokladejme, ze mame pét riz-
nych dil¢ich ztrat Xy, ..., X5 a chceme stanovit vysi ekonomického kapitalu pri
volbé raznych zavislostnich struktur a rtiznych zpiisobi agregace. Budeme pred-
pokladat, ze v datech je pritomna hierarchicka zavislost mezi jednotlivymi dil¢imi
¢leny, tj. skuteéna zéavislostni struktura je ddna vnorenou (hierarchickou) archi-
médovskou kopulou. Déale zvolime marginalni rozdéleni a pro ilustrac¢ni ucely v
dalsi prace budeme predpokladat, ze jsou znamé.

Vétsina dat v pojistném svété je zeSikmend doprava, tj. maji tézsi pravy
chvost. Proto vétsina rozdéleni s touto vlastnosti vyhovuje k modelovani vyse
pojistnych ztrat. V této casti budeme predpokladat, ze nase ztraty pochazeji z
nasledujicich rozdéleni: Lognormalni, Gamma, Weibullovo a Paretovo rozdéleni.
Hodnoty parametru jsou uvedeny v tabulce [6.1 Tvar a zdkladni vlastnosti téchto
rozdéleni muzete nahlédnout v kapitole [Prilohy]

Rozdéleni Parametry
X Paretovo rozdéleni a=26 A= 3800,00
X, Weibullovo rozdéleni a=0,73 B = 2450,00
X; Gama rozdéleni a=13 pB= 3050,00
X, | Logaritmicko-normalni rozdéleni | p =6,8 o = 0,78
X5 | Logaritmicko-normélni rozdéleni | u =6,7 o = 0,90

Tabulka 6.1: Volba margindlnich rozdéleni a jejich parametri.

K analyze jsme zvolili ti¥f riizné struktury zévislosti vektoru (Xi,...,X5)",
které se daji popsat hierarchickou kopulou. Pro kazdy z pripadt simulujeme
40 000 vektort (Uy,...,Us)", kde U; pro j = 1,...,5 jsou pseudoveli¢iny majici
rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1], a pro které plati, Ze (Uy,...,Us)" ~ C,
kde C' je uvazovana hierarchickd archimédovska kopula. Pro ilustraci algoritmu z
kapitoly [5.4] zpétné odhadneme strukturu a parametry kopuly na simulovanych
datech. Z pseudovelic¢in ziskdme ztraty X; aplikaci piislusné kvantilové funkce na
Uj, tj. X; = Fj_l(Uj) proj=1,...,5 kde Fy,..., F5 jsou marginalni distribu¢ni
funkce rozdéleni X, ..., X5 s parametry uvedenymi v tabulce [6.1] Ekonomicky
kapital dostaneme pomoci vzorce , kde jako miru souhrnného rizika volime
VaR na hladiné spolehlivosti 99,5%. Tedy z obdrzenych dat spocteme 99,5%
kvantil a stfedni hodnotu souc¢tu nahodnych velicin.

V dnesni dobé jsou velmi vyuzivané interni modely na vypocet ekonomic-
kého kapitalu zalozené na gaussovské kopule, proto na simulovanych datech téz
odhadneme parametry gaussovské kopuly a simulujme 40 000 vektorti pseudove-
licin (Uy,...,Us)" z ni pochazejicich. Stejné jako v piedchozim piipadé spocteme
ztraty pomoci vztahu X; = Fj_l(Uj) pro j = 1,...5. Po ziskani 99,5% kvantilu a
stfedni hodnoty souc¢tu nahodnych veli¢in, celkovy ekonomicky kapital dostaneme

pomoci vztahu (1.1).

Vsechny vypocty a simulace budeme provadét pomoci statistického softwaru
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R. Simulace dat vychézejicich ze zvolené zavislostni struktury dané hierarchickou
archimédovskou kopulou budeme provadét pomoci algoritmu z kapitoly [4.3] ktery
je implementovan v balicku copula a vyuzivan v balicku HAC. Odhad parametrii a
struktury kopuly algoritmem z kapitoly dostaneme také pomoci balicku HAC.
Pro odhad parametri gaussovské kopuly pomoci metod popsanych v kapitole
pouzijeme balicek copula. Pro simulaci gaussovské kopuly s korela¢ni matici R
budeme vychazet z algoritmu, ktery pouziva Choleského rozklad korela¢ni matice
pro ziskani dolni trojihelnikové matice L tak, aby R = LL". Algoritmus uvedeme
nize.

Algoritmus simulace Gaussovské kopuly

1. Najdeme dolni trojuhelnikovou matici L tak, aby pro korela¢ni matici platilo
R = LL" (Choleského rozklad),

2. Generujme Z; ~ N(0,1) ze standardniho normélniho rozdéleni s distribu¢ni
funkci @, j =1,...,d,

3. Spocitejme S; = S, L7, j=1,....,d,
4. Vracime U; = ®(S5;), j =1,...,d.

6.1 Castecné vnorené archimédovské kopuly

V této casti kapitoly se zamérime na ¢astecné vnorené archimédovké kopuly
se dvéma a tfemi irovnémi vnoteni.

HAC se dvéma trovnémi hierarchie

Predpokladejme, ze mame ztraty Xy, ..., X5, a zavislost mezi nimi se da po-
psat kopulou, jejiz struktura je zobrazend na obrazku [6.1] Necht jsou parametry
Oy = 1,86,0, = 5,74, 05 = 2,92, a vSechny vnorené archimédovské kopuly pochazeji
z Frankovy rodiny. Pro vétSinu archimédovskych kopul vétsi hodnota parametru
znamena silnéjsi zavislost mezi veli¢inami. V dané strukture nejsilnéjsi zavislost
je mezi Xy a X5, které jsou agregované pomoci kopuly s nejvétsim parametrem
0, = 5,74. Méjme simulované pseudoveliciny Uy, ..., Us pochézejici z této kopuly.

Zacneme s internim modelem s pouzitim hierarchickych archimédovskych ko-
pul, budeme pokracovat podle postupu, ktery jsme uvedli na zacatku kapitoly.
Nejdriv zpétné odhadneme strukturu a parametry kopuly z pseudoveli¢in pomoci
algoritmu z kapitoly 5.4} Pfipomenme si, Ze jeho vystupem je kopula s d — 1
parametry, ktera je vytvorena z dvojrozmérnych archimédovkych kopul. Pro ob-
drzeni struktury, ktera je slozena z vicerozmérnych archimédovskych kopul, se
ma provést agregace hierarchické archimédovské kopuly. Parametry agregované
kopuly se daji ziskat pomoci jednoho z nékolika pristupt, které byly uvedené v
publikaci (Okhrin a kol.| (2013b)). V této préaci za parametr v agregované kopule
zvolime priamér parametrii, pokud absolutni hodnota jejich rozdilu je mensi nez
e =0,1.

Na obrazku|6.2]je zohlednénd odhadnuté struktura hierarchické archimédovské
kopuly na nasich datech obdrzend pomoci funkce estimate.copula z balicku
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Obrazek 6.1: Struktura c¢astecné vnorené archimédovské kopuly se dvéma trov-
némi hierarchie.

HAC. Strukturu na obrézku obdrzime, pokud neuvazujeme agregaci kopuly,
a struktura je vysledkem algoritmu, kdyz uvazujeme agregaci pro ¢ = 0,1,
tj. kdyz pro parametr ¢; néjaké rodicovské kopuly a parametr 6; kopuly do ni
vnorené plati |6; — 6;] < ¢, kde e = 0,1.

(a) bez agregace parametru (b) s agregaci parametru

Obrazek 6.2: Odhadnuta struktura a parametry HAC pomoci algoritmu

Dalsim krokem je ziskani ztrat z simulovanych pseudovelicin Uy, ..., Us. Jak
jsme jiz uvadéli, slozky vektoru X se dostanou jako X; = Fj_l (U;), kde U; jsou ele-
menty kopuly a Ffl jsou prislusné kvantilové funkce k marginalnim distribu¢nim
funkcim pro j = 1,...,5. V levém rohu na obrazku zobrazime bodové grafy
(X;, Xj)proi < j,i,j =1,...,5, nadiagonale jsou marginalni hustoty X, ..., X;
a nad diagonalou vidime hodnoty koeficienti poradové zavislosti Kendallova tau
pro dvojice (X;, X;), kde i < j, 4,7 = 1,...,5. V ptvodni struktufe jsme volbou
nejvétsiho parametru 6; = 5,76 predpokladali nejsilnéjsi zavislost mezi promén-
nymi Xy a X5, coz odpovida obdrzenym hodnotam Kendallova tau na obrazku
6.0l

Abychom ziskali vySe ekonomického kapitalu spocteme 99,5% kvantil a ode-
¢teme od néj stredni hodnotu rozdéleni souctu Xy, ..., X5. Tyto a jiné zakladni
popisné statistiky celkové ztraty budou uvedeny v tabulce [6.2] spolu s hodnotami
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Obrézek 6.3: Bodové grafy pro slozky vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Ken-
dallova tau obdrzené pomoci modelu s pouzitim hierarchické archimédovské ko-
puly se dvéma trovnémi hierarchie.

pro ostatni pristupy k vypoctu ekonomického kapitalu.

Dalsi uvazovany model je interni model popisujici zavislost mezi ztratami po-
moci gaussovské kopuly. Gaussovska kopula se ¢asto pouziva na vypocet solvent-
nostniho nebo ekonomického kapitalu ve mmnoha pojistovnach. Odhadneme na
nasich simulovanych datech gaussovskou kopulu pomoci semiparametrické me-
tody kanonické maximalni vérohodnosti (kapitola . Odhadnuté koeficienty
gaussovské kopuly uvedeme v matici (6.1]).

1.00
0.29
0.42
0.41
0.28

0.29
1.00
0.29
0.28
0.66

0.42
0.29
1.00
0.42
0.29

0.41
0.28
0.42
1.00
0.28

0.28
0.66
0.29
0.28
1.00

(6.1)

Simulujeme 40 000 krat pseudoveliciny Uy, ..., Us z gaussovské kopuly s od-
hadnutou korelaé¢ni matici (6.1) pomoci algoritmu, ktery jsme uvedli na zacatku
kapitoly. Slozky vektoru X = (Xi,...,X5)" ziskdme jako X; = F; '(U;), kde U
je j-ta slozka kopuly a Fj_1 je prislusné kvantilova funkce k marginalni distribuc¢ni
funkci F; rozdéleni s parametry z tabulky Obdrzené bodové grafy ztrat jsou
zobrazeny na obrazku na diagonale jsou zobrazeny hustoty Xi,..., X5, nad
diagonalou vidime hodnoty Kendallova tau.

V tabulce [6.2] jsou uvedeny zédkladni popisné statistiky celkové ztréaty ziskané
souctem dil¢ich ztrat. Empirické distribucni funkce celkové ztraty obdrzené po-
moci gaussovské kopuly a hierarchické archimédovské kopuly jsou zobrazené na
obréazku [6.5

Spocitejme nyni ekonomicky kapital pomoci odhadnutych kopul, vyse eko-
nomického kapitdlu pro kazdy piipad jsou také obsazené v tabulce [6.2] Vidime,
ze vysSe ekonomického kapitalu a kvantilii ziskaného pomoci odhadu na zakladé
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HAC jsou docela blizko skutecnym hodnotdam. Pouziti gaussovské kopuly dava
podobné hodnoty pro stfedni hodnotu a 95% kvantil, v pripadé 99,5% kvantilu se
hodnoty docela lisi. Volbou gaussovské kopuly dostaneme vétsi hodnotu kvantilu,
tim se zvétsi i celkovy ekonomicky kapitdl.

V dalsi ¢asti uvazujme slozitéjsi zavislostni strukturu.

X1 X2 X3 X4 X5
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Obrézek 6.4: Bodové grafy slozek vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Kendallova
tau obdrzené pomoci modelu s pouzitim gaussovské kopuly.
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Obrézek 6.5: Empirické distribu¢ni funkce pro celkovou ztratu obdrzenou pomoci
hierarchické archimédovské kopuly se dvéma tirovnémi hierarchie a pomoci gaus-
sovské kopuly.
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Pivodni data Odhad HAC Odhad HAC Gaussovska

bez agregace parametri s agregaci parametru kopula

Stfedni hodnota 10267.73 10241.39 10276.75 10225.13
Smér. odchylka 8686.51 8625.95 9303.62 8688.41
VaRgsy 26095.91 25875.22 25868.92 26164.05
VaRgy 5% 45737.58 46728.95 46096.01 49132.00
EC 35469.85 36487.56 35819.26 38906.87

Tabulka 6.2: Popisné statistiky celkové skody a celkovy ekonomicky kapital ob-
drzené z odhadnuté vnorené archimédovské kopuly a gaussovské kopuly.

HAC se tfemi urovnémi hierarchie

Nyni predpokladejme, ze se zavislost mezi X1, ..., X5 da popsat kopulou, jejiz
struktura je zobrazend na obrazku [6.6] Budeme také predpokladat, Ze vSechny
archimédovské generatory pochazeji z Gumbelovy rodiny kopul, ktera se casto po-
uziva k modelovani financ¢nich a pojistnych dat, nebot umoznuje simulovat asyme-
trické zavislosti. Zvolime nasledujici parametry kopuly: 6y = 1,11, 6, = 65 = 1,25,
f; = 2. Na nejnizsi trovni hierarchie parametr kopuly ma byt nejvétsi kvili
podmince vnoreni, vétsi hodnota parametru urcuje silnéjsi zavislost mezi pro-
ménnymi. V ndmi vybrané struktufe na nejnizsi drovni hierarchie agregujeme
proménné X3 a Xy. V uvazovaném modelu se parametry 6; a 6, rovnaji. Rovnost
parametri implikuje stejné hodnoty Kendallova tau, které miizeme odvodit po-
moci vzorce z tabulky pro Gumbelovou kopulu. Tedy predpokladame stejnou
poradovou zavislost mezi X; a X5 a mezi X, a kopulou spojujici dvé zbyvajici
veli¢iny.

Stejné jako v predchozim pripadé méjme k dispozici simulované pseudove-
li¢iny Uy, ..., Us pochézejici z hierarchické archimédovské kopuly z obrazku [6.6]
Cilem je spocitat ekonomicky kapital pomoci HAC a s vyuzitim internitho modelu
zalozeného na gaussovské kopule.

Obrézek 6.6: Struktura vnorené archimédovské kopuly se tfemi trovnémi hierar-
chie.

Nejdiiv zpétné odhadneme strukturu a parametry hierarchické archimédov-
ské kopuly. Po aplikaci algoritmu z kapitoly na nase simulovana data rovnou
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dostaneme pozadovanou strukturu bez potireby agregace kopul, nebof skutecna
zavislostni struktura je tvorena _pouze dVOJrozmernyml archlmedovskyml kopu-
lami. Odhady parametrii jsou 6, = 1.112248, 6; = 1.254438, 0, = 1.247522,
f; = 1.996275. Bodové grafy dat, hustoty a hodnoty Kendallova tau jsou vi-
dét na obrézku [6.8f Na nejnizsi trovni hierarchie jsme agregovali veli¢iny X3 a
X4, ¢emu odpovida i nejvyssi koeficient Kendallova tau na obrazku [6.8 Nejnizsi
zéavislost je obdrzend mezi dvojici (X1, X3) a dvojici (X;, X4). Tato struktura hi-
erarchické archimédovské kopuly by odpovidala situaci, kdy ztraty X3 a X, maji
mezi sebou silnou zavislost, ale jsou malo ovlivnéné ztratami X; a Xj

Dalsim krokem je odhad parametri gaussovské kopuly na simulovanych da-
tech, po aplikace semiparametrické metody odhadu obdrzime matici . Z
gaussovské kopuly s odhadnutou korela¢ni matici simulujeme pseudoveli¢iny Uy,

, Us, slozky vektoru X = (Xi,..., X5)" opét dostaneme aplikaci kvantilovych
funkci na pseudovelic¢iny. Bodové grafy, hustoty a parové koeficienty Kendallova
tau pro dil¢i ztraty X, ..., X5 ziskané z gaussovské kopuly jsou vidét na obrazku
6.9) Empirické distribu¢ni funkce pro celkovou ztrdtu z modelu s pouzitim hi-
erarchické archimédovské kopuly a z modelu pouzivajictho gaussovskou kopulu

najdeme na obrazku

1.00 0.09 0.08 0.08 0.32
0.09 1.00 0.31 0.32 0.08
0.08 0.31 1.00 0.70 0.09 (6.2)
0.08 0.32 0.70 1.00 0.08
0.32 0.08 0.09 0.08 1.00

Tabulka 6.3: Odhadnuté parametry gaussovské kopuly.
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Obrazek 6.7: Empirické distribuc¢ni funkce pro celkovou ztratu obdrzenou pomoci
hierarchické archimédovské kopuly se tfemi drovnémi hierarchie a pomoci gaus-
sovské kopuly.
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Obrazek 6.8: Bodové grafy slozek vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Kendallova
tau obdrzené pomoci hierarchické archimédovské kopuly se tfemi trovnémi hie-
rarchie.
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Obrazek 6.9: Bodové grafy slozek vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Kendallova
tau obdrzené pomoci modelu s pouzitim gaussovské kopuly.

Nyni se zaméfime na vypocet ekonomického kapitalu za predpokladu, ze data
pochézeji ze zavislostni struktury z obrazku [6.6] Zakladni popisné statistiky cel-
kové ztraty a vyse ekonomického kapitalu jsou znazornéné v tabulce [6.4] pro in-
terni modely s pouzitim HAC a gaussovké kopuly. Z tabulky vidime, ze stiedni
hodnota a 95% kvantil celkové ztraty, jejiz zavislost je dand gaussovskou ko-
pulou, jsou velmi blizko skuteénym hodnotam, vétsi rozdily se zacinaji tvorit v
pravém chvosté. 99,5% kvantil, ktery ma velky vyznam pro vypocet solventnost-
niho kapitalového pozadavku a ekonomického kapitdlu, se v modelu zalozeném
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na gaussovské kopule lisi o 8 075 tis. K¢ od skutené hodnoty (o 15,5%). Tento
rozdil zpusobi 19,4% zménu v ekonomickém kapitalu, tj. zasadné ovlivni jeho vysi
(33 764.56 tis. K¢ v pripadé gaussovské kopuly oproti 41 909.00 tis. K¢ na zakladé
skute¢nych hodnot).

Pivodni data Odhad HAC Gaussovska kopula
Stredni hodnota 10153.16 10181.82 10222.47
Smér. odchylka 8530.46 8798.59 7798.98
VaRgs9 24681.03 25096.09 24568.37
VaRgy 5% 52062.16 51961.37 43987.03
EC 41909.00 41779.55 33764.56

Tabulka 6.4: Popisné statistiky celkové skody a celkovy ekonomicky kapital ob-
drzené z odhadnuté vnorené archimédovské kopuly se tfemi irovnémi hierarchie
a z gaussovské kopuly.

6.2 Plné vnorené archimédovské kopuly

Poslednim ilustra¢nim prikladem jsou data pochazejici z plné vnorené ar-
chimédovské kopuly, kterd je definovana vztahem . Opét méjme pét dilc¢ich
ztrat oznacenych Xy, Xs, ..., X5, potom plné vnorena archimédovska kopula bude
mit 4 drovni hierarchie. Na nejnizsi tirovni hierarchie se agreguji veli¢iny s nejsil-
nejsi zavislosti, vyssi stupen hierarchie implikuje slabsi zavislost. Predpokladejme,
ze vsechny archimédovské generatory pochazeji z Gumbelovy rodiny, uvazovand
struktura hierarchické archimédovské kopuly je zobrazena na obrazku s pa-
rametry 6y = 1.1236, 6, = 1.3699, 6, = 1.6667,05 = 2.1277, které by odpovidaly
hodnotam Kendallova tau p,, = 0.11, p,, = 0.27, p,, = 0.40, p,, = 0.53. Simu-
lujme pseudovelic¢iny Uy, ..., Us z této kopuly pomoci algoritmu v kapitole

eo\l

~
T =

Obrézek 6.10: Struktura plné vnorené archimédovské kopuly.
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Obrézek 6.11: Bodové grafy slozek vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Kendallova
tau obdrzené pomoci modelu s pouzitim plné vnorené archimédovské kopuly.

Na téchto simulovanych datech zpétné odhadneme strukturu kopuly a jeji
parametry. V tomto pripadé opét mame hierarchickou archimédovskou kopulu
tvorenou dvojrozmérnymi archimédovskymi kopulami, tim padem algoritmus z
kapitoly vrati spravnou strukturu bez potieby uvazovat agregaci kopul. Od-
hadnuté parametry jsou 8y = 1.1222, ; = 1.3732, 8, = 1.6759, A5 = 2.1301. Hod-
noty Xi,..., X5 dostaneme pomoci inverzi marginalnich distribuc¢nich funkei, jak
bylo popsané v postupu na zacatku kapitoly. Vysledek miizeme vidét na obrazku
[6.11] Na diagonale jsou zobrazené marginalni hustoty X;, nad diagondlou vidime
hodnoty parovych Kendallovych tau.

Pokud bychom se rozhodli stavét nejpouzivanéjsi interni model, ktery je zalo-
zen na zavislostni strukture popsané gaussovskou kopulou, mame nejdriv odhad-
nout jeji parametry. Odhad parametri provedeme semiparametrickou metodou
pomoci balicku copula. Odhadnuté koeficienty jsou uvedeny v matici (6.3)).

1.00 0.18 0.18 0.17 0.18
0.18 1.00 0.59 0.42 0.73
0.18 0.59 1.00 0.42 0.59 (6.3)
0.17 042 042 1.00 0.42
0.18 0.73 0.59 0.42 1.00

Tabulka 6.5: Odhadnuté koeficienty gaussovské kopuly

Simulujeme pseudovelic¢iny Uy, ..., Us z gaussovské kopuly s odhadnutou kore-
la¢ni matici , slozky vektoru X jako i v minulych prikladech ziskame aplikaci
marginalnich kvantilovych funkeci na pseudoveli¢iny, tj. X; = Fj’l(Uj), kde U; je
j-ta pseudoveli¢ina simulovana z gaussovské kopuly a Fj_1 je prislusna kvanti-
lové funkce k marginalni distribu¢ni funkei F;. Obdrzena data jsou zobrazena na
obrazku [6.12] spolu s hodnotami Kendallova tau. Rozdéleni celkové ztraty dosta-
neme souctem slozek vektoru X. Empirické distribuc¢ni funkce pro celkovou ztratu
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vzniklou pomoci gaussovské a hierarchické archimédovské kopuly jsou zobrazené

na obrazku [6.13]
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Obrazek 6.12: Bodové grafy slozek vektoru X, jejich hustoty a hodnoty Kendallova
tau obdrzené pomoci modelu s pouzitim gaussovské kopuly.
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Obrézek 6.13: Empirické distribuc¢ni funkce pro celkovou ztratu obdrzenou pomoci
modelu s pouzitim plné vnotrené archimédovské kopuly a gaussovské kopuly.

Jelikoz nasim primarnim zajmem je vypocet ekonomického (resp. solventnost-
niho) kapitélu, po ziskani celkové ztraty muzeme spocitat statistiky, které potie-
bujeme k jeho vypoctu. Hodnoty pro model pouzivajici gaussovskou kopulu a
model pouzivajici hierarchickou archimédovskou kopulu jsou demonstrovany v
tabulce [6.6] Vyse stfednich hodnot jsou si docela blizké, opét jako v minulém
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Piavodni data Odhad HAC Gaussovska kopula
Stredni hodnota 10196.64 10194.82 10228.91
Smér. odchylka 10040.63 10218.68 8651.93
VaRgs9 26473.73 26842.18 26388.55
VaRyg 59 58068.08 57900.73 48570.24
EC 47871.44 47705.91 38341.33

Tabulka 6.6: Popisné statistiky celkové skody a celkovy ekonomicky kapital ob-
drzené z odhadnuté vnotrené archimédovské kopuly a normalni kopuly.

pripadé si mizeme vsimnout, ze gaussovska kopula nedostatecné zachycuje za-
vislost v pravém chvostu: 99,5% kvantil pro puvodni data je 57 477,34 tis. K¢, v
pripadé kdyz uvazujeme gaussovskou kopulu kvantil je roven 47 744,84 tis. K¢.
Tim padem volba internitho modelu na zakladé gaussovské kopuly zasadné ovlivni
vysi ekonomického kapitalu.
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Z.aver

Cilem této diplomové prace bylo modelovani vicerozmérnych rozdéleni s apli-
kaci na vypocet ekonomického kapitalu na zakladé dilé¢ich ztrat. V ramci tohoto
vypoctu jsme se setkali s nutnosti agregovat diléi kapitalové pozadavky. V prvni
kapitole jsme uvedli nékteré z pristupi, které se pouzivaji k jejich agregaci.

Jelikoz nasim hlavnim zajmem byla moznost agregovat dil¢i ztraty pomoci
zejména archimédovskych a hierarchickych (vnotenych) archimédovskych kopul,
v kapitole [2] jsme uvedli zdklady teorie kopul. V kapitole |3| jsme se detailnéji
zabyvali archimédovskymi kopulami, jejich konstrukeci, omezenimi a simulaci. Na
konci kapitoly jsme uvedli nejpouzivanéjsi parametrické rodiny archimédovskych
kopul. Archimédovské kopuly jsou symetrické, tim padem se nehodi k modelovani
asymetrickych zavislosti. V pojistném svété predpoklad symetrie neni vzdy nutné
splnén.

Asymetrie, kterd umoznuje charakterizovat realistictéjsi zavislosti, je dosazena
vnorenim jedné archimédovské kopuly do druhé. Kopuly tvorené timto zptisobem
se nazyvaji hierarchické (nebo vnotrené) archimédovské kopuly. A pravé této tridé
kopul byla venovéna kapitola [4

V paté kapitole jsme se zabyvali moznostmi odhadu parametri kopul. V pfi-
padé hierarchickych archimédovskych kopul je nutné odhadnout nejen hodnoty
parametri, ale i samotnou strukturu kopuly. Pro tyto ucely jsme v této kapitole
uvedli efektivni rekurzivni algoritmus, ilustraci jeho pouziti jsme uvedli v posledni
kapitole této prace.

V posledni kapitole je aplikace teorie na simulac¢ni data. V této kapitole jsme
provedli studie jednotlivych pristupu k modelovani ekonomického kapitdlu za
predpokladu pritomnosti hierarchické zavislosti v datech. K analyze jsme vybrali
t11 odlisné struktury zavislosti. Vypocet ekonomického kapitalu jsme provadéli na
zakladé internich modelu s pouzitim hierarchickych archimédovskych kopul, které
berou v tvahu hierarchickou a asymetrickou zavislost dat. Téz jsme se zabyvali
stanovenim ekonomického kapitalu pomoci gaussovské kopuly, ktera je v dnesni
dobé velmi vyuzivana mezi pojistovnami.

Pti pouziti interntho modelu zaloZeného na gaussovské kopule problém na-
staval pri uvazovani vice aroviové hierarchie. Na nizsich trovnich hierarchie jsou
agregovany veli¢iny se silnéjsi chvostovou zavislosti, a tato zavislost vyrazné ovliv-
nila vysi kapitalu. Tato zména nebyla zachycena gaussovskou kopulou.

Nespornym zavérem je, ze hierarchické archimédovské kopuly jsou velmi uzi-
tecnym nastrojem v pojistovnictvi. Zatim se tato struktura v pojistné praxi ne-
vyuziva v plném rozsahu, avsak vidime prostor k jejich pouziti.
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A. Prilohy

A.1 Pravdépodobnostni rozdéleni

A.1.1 Gama rozdéleni

Necht ndhodna velicina X ma gama rozdéleni, pak jeji distribu¢ni funkce je
dana vztahem:

T 1 oy
F(w,aﬁ):/o F(away“‘le “dy, (A1)

kde  se nazyva parametr méritka, o se nazyva parametr polohy, o, 3,z > 0 a
funkce I'(+) je definovina vztahem:

(z) = / T ettt (A.2)
0
Stredni hodnota a rozptyl jsou néasledujici:
E(X) = ab, (A3)
Var(X) = af*. (A.4)

A.1.2 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Méjme ndhodnou veli¢inu X s normalnim rozdélenim, pak ¥ = exp® m4
logaritmicko-normalni rozdéleni. Distribuc¢ni funkce F' lognormalniho rozdéleni je
dana vztahem:

Fly, o) = ® (”y)‘“) (A.5)

g

= /Oo ! eié(ln(zv)w) dx, (A.6)
0

2rox

kde p je stfedni hodnota, o je smérodatna odchylka veliciny X a @ je distribuc¢ni
funkce standardniho normélniho rozdéleni s y,0 > 0 a u € R.
Stfedni hodnota lognormalniho rozdéleni je:

E(X)= e, (A.7)

rozptyl se da napsat:
2

var(X) = e+ (&7

—1). (A.8)

A.1.3 Paretovo rozdéleni

Paretovo rozdéleni se da definovat mnoha zptisoby, uvedme ten, ktery budeme
pouzivat v této praci. Necht X ma paretovo rozdéleni, pak distribuc¢ni funkce F
je dana vztahem:

Atz

F(x,a,A)zl—( A ) (A.9)
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kde a > 0 je parametr polohy, A > 0 je parametr méritka a x > 0. Stredni
hodnota a rozpty ndhodné veli¢iny X na zakladé této parametrizaci se da napsat
nasledujicim zpiisobem:

E(X) = , a>1, (A.10)

a)?
var(X) = e -1)a=2) a> 2. (A.11)

A.1.4 Weibullovo rozdéleni

Necht nezaporna nahodna velicina X ma weiullovo rozdéleni, pak distribuc¢ni
funkce je:

Flz,a,8)=1—¢5)", (A.12)

kde o > 0 je parametr polohy, S > 0 je parametr méritka a x > 0.
Stredni hodnota je dana vztahem:

E(X)zﬂ-F(lJr;), (A.13)

a rozptyl se rovna:
2
var(X) = B2 [P(l + i) - (F(l + 1)) 1 , (A.14)

kde I'(+) je gama funkce dana vztahem |A.2|
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