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Uvod

Ireducibilita polynomu je ¢asto zkoumané téma. Predevsim nad konecnymi
telesy se poznatky mohou vyuzit naptiklad v kryptografii a jinych oblastech.

Uvedme clanek autora Evan M. O’Dorney, Visibly irreducible polynomials
over finite fields [I], ve kterém se na prokazovani ireducibility polynomu podivali
odlisnym zpusobem. Misto testovani ireducibility hrubou silou se snazili najit
takovy rozklad, ze kterého je ireducibilita vidét okamzité. Tato prace ze zmino-
vaného c¢lanku vychazi, zobecnuje jimi pouzivanou definici a rozsifuje tak nékteré
véty a lemmata, které se ve ¢lanku nachézi.

Nejdiive ukazme, jak takové rozklady vypadaji. Uvedme jako piiklad 22 42+1,
coz je ireducibilni kvadraticky polynom nad télesem [Fy. Polynom prepiseme do
tvaru

file)=2*4+xz+1= () +(z+1)

Kvadraticky polynom je ireducibilni, pokud neni délitelny zadnym linearnim
polynomem, tedy pokud nemé zadny koren. Nad Fy miizeme mit konkrétné dva
koreny 0, 1. Hned vidime, zZe 0 je kofenem prvniho s¢itance, ale nikoli druhého a
naopak 1 je kofenem druhého, ale neni korenem prvniho.

Pro stejny polynom muzeme takovychto vyjadieni napsat vice.

fi(z) = (z +1)% + ()
filz) = (@)(x +1) +1

Opét 0, 1 jsou kofeny pouze jednoho ze s¢itanci, tedy celkové nemohou byt ko-
feny polynomu fi(x).

vvvvvv

fle)y=2*+2+1=(2)'+ (z+1)

Je sice vidét, ze polynom nemé zadny koren, ale to ndm ireducibilitu jesté nezaru-
¢uje, protoZze fo(z) se muze rozklddat na dva ireducibilni kvadratické polynomy.
Pfedpokladejme, Ze vime, Ze 2%+ + 1 je jediny ireducibilni polynom nad F,.

for)=xx+1) (22 +2+1)+1

Nyni uz vidime, 7Ze ani zddny kvadraticky polynom nedéli f(x) a tedy, ze fo(z)
je skutecné ireducibilni.

Jako dalsi ptriklad zminime opét kvadraticky polynom, ale tentokrat nad teé-
lesem Fy = {0, 1, o, v + 1}.

)=+’ +r+1=z(z—a)+alz—1)(z—a—1)



7 rozkladu je patrné, ze 0, a jsou kofeny pouze prvniho séitance a 1, o + 1
jsou koteny pouze druhého sc¢itance, tedy celkové polynom nemad zadny koren a
je ireducibilni.

Takovymi péknymi rozklady, ze kterych lze snadno vy¢cist ireducibilitu, se
bude tato prace zabyvat.

Jak uz vypovida nazev, celd prace se zaméruje polynomy nad koneénymi té-
lesy, proto prvni kapitolu budeme vénovat pravé jim. Ze skript Konecna télesa
[2] a ze skript Zaklady algebry [3], zminime par definic a tvrzeni, které budeme
nadale v praci vyuzivat.

Ve druhé kapitole zminime pojem viditelné ireducibilni rozklad VID, coz bude
presné rozklad motivovany priklady vyse. Déale uvedeme vétu, ktera bude urcovat
pro které polynomy rozklady VID existuji.

Hned v dalsi kapitole vyrazné omezime parametry polynomi, pro které mo-
hou rozklady VID existovat. Parametry polynomi tady myslime jejich stupné a
télesa nad kterymi jsou polynomy definovany.

P1i nachazeni rozkladi VID se budeme snazit rozdélit polynomy do skupin,
aby se dokazovani existence VID zjednodusilo. Budeme k tomu vyuzivat cast al-
gebry zabyvajici se plisobenim grupy na mnoziné. V nasem pripadé ptijde o grupu
regularnich matic na mnoziné homogennich forem. Homogenni formy jsme zvolili
proto, ze pusobeni se na homogennich formach se 1épe zkouma.

Treti kapitola se proto zabyva homogennimi formami a jejich korespondenci
s polynomy v jedné proménné.

Ve ¢tvrté kapitole se zamérime na grupu regularnich matic a nasledné jeji fak-
torgrupu I'. Ukézeme, ze k hledani rozkladu VID nam sta¢i zkoumat pravé jen
pusobeni faktorgrupy. Zjistime, ze rozdéleni polynomi, respektive homogennich
forem, do vyse zminénych skupin odpovida nalezeni I' orbit.

Posledni ¢ast bude vénovana nalezeni a sestavovani rozkladt VID. Budeme se
snazit postupovat co nejvic obecné a vyuzivat k tomu vSech poznatki z predcho-
zich kapitol.



1. Konecna telesa

V prvni kapitole ze skript Koneéna télesa [2] shrneme zdkladni pojmy a tvr-
zeni, které budeme v této v praci dale pottebovat.

1.1 Konecna télesa a jejich podtélesa

Tvrzeni 1 (O existenci a jednoznacnosti kone¢nych téles).
e Kazdé konecné teleso ma p" proki, kde p je prvocislo a n je prirozené cislo.
e Pro kazZdé prvocislo p a prirozené cislo n existuje téleso s ¢ = p™ prvky.
e Libovolnd dvé telesa s p™ prvky jsou izomorfni.

Poznamka. Téleso s g prvky znacime [Fy.

Definice 2 (podtéleso). Teéleso K nazgvime podtélesem télesa F, pokud K je
podmnozinou F a operace +,- se v telesech K a F shoduji. Znacime K < F.

Tvrzeni 3. [O podtélesech konecnijch téles|KazZdé podtéleso telesa Fpn md p™
proki pro néjaké m délici n. Pro kaZdé m|n existuje pravé jedno podtéleso télesa
Fpn, které md p™ proki (a je tvoreno prdvé proky a € Fyn pro néZ a?” = a).

Uvedme jeden priklad, ktery tvrzeni [3] pfimo vyuziva.

Priklad 4. Vsechna podtélesa Fazo jsou Fo, Foz, Fos, Fos, Fos, Faio, Fois, Faso.

1.2 Algebraicky uzavér

V této sekci zminime pojmy algebraické rozsiteni, uzaviené téleso a alge-
braicky uzaver.

Definice 5 (algebraicky uzaviené téleso). Teéleso F je algebraicky uzavrené, pokud
kazdy polynom € F[x] md v F koren.

Poznamka. Indukei 1ze snadno dokazat, ze pokud je [F algebraicky uzaviené téleso,
potom se kazdy nekonstantni polynom nad F rozklada na linearni cleny.

Priklad 6.
o R nend algebraicky uzavrené téleso, protoZe polynom x*>+1 nemd v R koren.
o Ze zakladni véty algebry plyne, Ze C je algebraicky uzavrené.

e Zddné konecné téleso nemiize byt algebraicky uzaviené.
Oznacime-li ay, . .., a, jeho proky, pak polynom (x —ay)----- (r —a,) + 1
nemd v tomto télese koren.

Pokud k télesu pridame pridame jakykoliv prvek, dostaneme obecné jeho roz-
siteni. Nas dale budou zajimat ty pripady, kdy pridame pouze algebraické prvky.



Definice 7 (algebraické rozsiteni télesa). Méjme télesovd rozsiveni S > F. Rek-
neme, ze S je algebraické rozsireni F, pokud vsechny prvky v S jsou algebraicky
nad F. (tj. kazdy prvek v S je korenem néjakého polynomu z Fx]).

Definice 8 (algebraicky uzavér). Algebraickym uzdvérem télesa F rozumime jeho
algebraické rozsirent, které je navic algebraicky uzavrené.

Pozndmka. Algebraicky uzaveér télesa F znacime F.
Priklad 9.
e C je algebraickym uzdvérem R.

e C neni algebraickym uzdvérem Q, protoZe napr. prvek m nent korenem Zad-
ného polynomu nad Q.

Pozndmka. Algebraicky uzavér existuje pro kazdé téleso F a zaroven kazdé jeho
dva algebraické uzavery jsou F- izomorfni.

Konkrétné nas bude zajimat algebraicky uzavér konecéného télesa.

Tvrzeni 10. Necht I, je konecné téleso a m je prirozené cislo. Pak existuje
ireducibilni polynom f(z) € F,lx] stupne m.

Tvrzeni 11. Korenové rozsireni konecného télesa I, urcené ireducibilnim poly-
nomem f(z) je rozkladovym rozsirenim I, urcenym f(x). Specidlné Fm je rozkla-
dové rozsireni IF, urcené libovolnym ireducibilnim polynomem f(z) € F,[z] stupné
m.

Dausledek 12. Pro kazdé m € N a téleso I plati, Ze Fym < IF_q.

Priklad 13. M¢jme télesa Fy, Rz, ..., Fym. Diky disledku vime, Ze to jsou pod-
télesa télesa Fy. Polozme N = NSN(1,..., m). F,~ je opét podtéleso Fy a diky
tvrzem’@ vime, Ze pro vsechna t = 1,...,m plati, Ze Fy je podiéleso Fn.

Dale budeme potfebovat spocitat velikost sjednoceni téles.

Poznamka. Diky lemmatu télesa Fy, Fpe, ..., Fom umime mezi sebou usporddat ve
vztahu podtéleso, nadtéleso. Pti pocitani velikosti sjednoceni mé cenu uvazovat
jen télesa, které jsou maximalnimi prvky tohoto usporadani, protoze prvky vsech
jejich podteéles jsou v nich uz obsazeny.

Nyni budeme postupovat podle principu inkluze a exkluze. Vezmeme télesa,
ktera jsou maximalnimi prvky zminéného usporadani a secteme pocty prvku
téchto téles. Dale odec¢teme prvky, které lezi v pruniku kazdych dvou z nich,
protoze jsme je zapocitali dvakrat. Potom pricteme prvky které lezi v priniku
kazdych trech z nich atd.

Uvedme konkrétni priklad.
Priklad 14. Méjme télesa Fy, Fpe, ... Fes. Spoctéme, Ze N = NSN(1,..., 6) =
60. UZ vime, Ze proi=1,...,6 jsou F, podtélesa Fyey. Z tvrzem’@ také vime, Ze
Fy, < {Fp, Fp, Fp}, Fp <{Fpu, Fp}, Fis < Fpo. Velikost sjednoceni spocteme
podle predchozi pozndmky.

6
U ]F2’i
=1
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2. Viditelné ireducibilni tvar
polynomu

Jak jsme uz naznacili v ivodu, nasim cilem bude elegantné prokazat ireduci-
bilitu polynomu. Pro dany polynom f se budeme snazit najit vhodny rozklad na
soucet jinych polynomt, aby z rozkladu bylo vidét, ze f je skutecné ireducibilni.

Konkretni priklad takového rozkladu jsme uz ukazali v ivodu, uvedme obec-
nou definici.

Definice 15 (viditelné ireducibilni rozklad). Necht g je mocnina prvocisla, r > 2,
f je polynom stupné d > 2 nad konecnym télesem F,.

Potom soucet fi(x) + ... + fr(x) = f(x), kde deg f; < d, f; € F,[z], nazveme
viditelné ireducibilni rozklad (VID), pokud je splnéna ndsledujici podminka:
(VID-1) Kazdy ireducibilni polynom p(x) stupné nejvyse d/2 deéli vSechny aZ na
prave jeden f;(x).

Pozndmka. Z definice pfimo plyne nékolik pozorovani:

 pro vsechny p(z) z podminky (VID-1) plati, ze p(z) 1 f(z) , neboli f(z) je
ireducibilni polynom

e aspon jeden z polynomu f; musi byt stupné pravé d, jinak by ani soucet
f=/fi+- -+ f, nemohl byt stupné d

e definice [15| pripousti, ze soucet f;+---+ f,. je VID, jen pokud i tento soucet
je stupné prave d.

Jestlize aspon maji dva polynomy stupen pravé d, pak presto mize miize na-
stat, Ze jejich soucet bude stupné < d (protoze soucet jejich vedoucich koeficientt
se muze rovnat 0).

Priklad 16. Pocitejme nad télesem Zs.

o filz) + folz) = 3z(z + D)(x +2) + 2(z + 3)*(z + 4).
Po rozndsobent fi(z) + fo(z) = 3% + 4a? + x4+ 22° + o + 2 = 42 + 22 +
2 dostaneme polynom stupné 2. Tedy deg(fi + fo) < deg fi1,deg fo. Tedy
fi(z) + fo(z) nent VID.

o f3(x) + faulz) =3z(x+ 1)(z +2) + (z + 3)*(z + 4).
Nyni po rozndsobeni f3(x) + fi(x) = 32° +4a* + x + 2% + 30+ 1 = 42 +
42? + 42 + 1 dostaneme polynom stupné 3. Navic vidime, Ze f3(x) + fi()
splniuje podminku VID-1, Tedy fs(x) + fi(x) je VID.

Obecné tedy neni zaruceno, ze soucet f; + ---+ f,., kde deg f; < d, prestoze
splinuje podminku (VID-1), je skuteéné VID. Proto se v ivodu ¢lanku [I] uvadi
druha definice, ktera sice pripousti rozkladtt méné, ale stupen vysledného souctu
f je vidét okamzite.



Definice 17 (silny viditelné ireducibilni rozklad). Necht je ¢ mocnina prvocisla,
r > 2, f je polynom stupné d > 2 nad konecnym télesem FFy.

Potom soucet fi(x) + ...+ fr(z) = f(z), deg fi < d, fi € F,[z], nazveme silny
viditelné ireducibilni rozklad (VID-S), pokud jsou splnény ndsledujici podminky:
(VID-1) Kazdy ireducibilni polynom p(z) stupné nejvyse d/2 déli vsechny aZ na
prave jeden f;(x).

(VID-2) Prdvé jeden polynom f;(x) ma stupen d. Ostatni cleny maji stuperi mensi
nez d.

V této préci se ovSem zamérime na definici[15] Nésledujici véta je zobecnénéjsi
verzi véty 1 z ¢lanku [I] pravé proto, Ze se odkazuje na obecnéjsi definici VID a
rika nam, pro které polynomy dokazeme jejich viditelné ireducibilni rozklad najit.
Dtikaz nasledujici véty bude jednim z hlavnich vysledkt této prace.

Véta 18.

(a) Pokud (q,d) je jedna z nasledujicich dvojic, potom pro kaZdy ireducibilni
polynom nad konecnym télesem F, stupné d existuje VID,
* (22), (32), (4,2)

(2,3), (3,3), (4:3), (5,3)

(2.4)

(2,5)

(2,6)

(2,7)

(b) Pro (q,d) = (3,5) plati, Ze prdvé poloviné ireducibilnich polynomi stupné 3
nad télesem Fy odpovida VID.

(¢) Pro vsechny ostatni dvojice (q,d) plati, Ze Zddny ireducibilni polynom stupné
d nad F, nemd odpovidajici VID.



3. Omezeni dvojic (q,d)

V dokazovani véty [18| zacneme ¢asti ¢). Pomocich nasledujicich lemmat uka-
zeme, ze seznam dvojic (q,d), pro které existuji polynomy s rozkladem VID, je
omezeny. Lemmata jsou obdobou lemmat z prvni kapitoly ¢lanku [I], avsak pro
nasi obecnéjsi definici maji trochu odlisné znéni .

Lemma 19. Necht je ¢ mocnina prvocisla, r > 2 a fi(z) +---+ f. = f(z) je
VID stupné d nad konecnym télesem F,. Potom:

ld/2]

dr > (r—1) U]F (3.1)

Pozndmka. Sjednoceni koneénych téles uvazujeme v algebraickém uzavéru F, Y
prvni kapitole jsme uvedli poznamku a priklad, jak velikost sjednoceni spocitat.

Diikaz. Necht £ € Fpn, 1 < n < |d/2] a m¢ jeho monicky minimdlni polynom
nad F,. Stupen minimdlniho polynomu je roven algebraickému stupni rozsiteni,
tedy:

deg(me) = |Fy(§) : Fy| < n < |d/2]

Z definice minimalniho polynomu musi byt me ireducibilni, tedy podle pod-
minky VID-1 musi délit vSechny az na pravé jeden z polynomu fi,...,f.. Odtud
¢ je minimalné (r — 1) ndsobny kofen polynomu f; - - f,.

Uvazujme vsechny mozné n a véechny mozné prvky § € Fyn, potom f;--- f,
m& minimélné (r — 1) ’UW 2R -+ f, je podle de-
finice VID maximalné d - r.

Protoze stupen polynomu je vétsi nebo roven poétu korent polynomu, dosta-
vame nésledujici nerovnost: dr > ( ‘UW 2R

O

Pokud pro polynom stupné d nad télesem F, existuje rozklad VID, potom ¢, d
musi spliiovat nerovnost (3.1). Nésledujici lemma udava, pro které dvojice (g,d)
nerovnost plati.

Lemma 20. Necht q je mocnina prvocisla, r > 2. Zddné jiné dvojice (q,d), ne?

které urcuje véta[18(a),(b), nerovnost

dr > (r—1)

U]F

ld/2] ‘

nesplnugi.

Diikaz. Nerovnost prevedeme do tvaru:

(=) 2

Ld/2]

U Fye

n=1




Po vynechéni ¢lent ve sjednoceni az na ¢len, kde n = |d/2| dostaneme:

r
d <7“ — 1) > ‘]thd/ﬂ

Necht r; < ry, potom rf—il > 7,27"—31 Protoze zaroven r > 2:

2 r
d d<2—1)—d<r—1>—q

= 2d > ¢l¥% (3.2)

- qLd/2J

Protoze ¢ je mocnina prvocisla, mame ¢ > 2 a plati:
2d > gl¥/2 > old/2l (3.3)

Nyni dokazeme urcit zakladni odhad pro d.
Polozme d = 2k +¢, k € N, € € {0,1}

2d > 214/2]
2(2k + ) > 2F
e e=0,4k>2"=>k<4=d<8
e e=1,4k+2>2=k<4=d<9
Odtud vidime, Ze nerovnost je splnéna pouze pro d < 9.
Vsimneme si, ze par moznosti miuzeme hned vyloucit. Detailnéji si rozepiseme
dva pripady.

» Pripad d = 9.
18=2d > |Fs UFs| = ¢+ ¢* — ¢ > 8+ 16 — 2 = 22. Coz je spor, proto
d+9.

e Stejnym zptisobem rozvedeme pripad d = 8.
16 =2d > [Fs UFu| = ¢* 4+ ¢* — ¢ > 8+ 16 — 2 = 22. Opét spor, d # 8.

= 2 <d <7 (z definice VID d # 1).
Z rovnice (3.2)) vyjadiime ¢, ¢imz dostaneme podminku pro ¢ v zavislosti na

d. 1
q < dlir]

Dosadime jednotlivé hodnoty d a spocitame konktrétni vyhovujici dvojice
(¢.d).

d q<2d77 g

2 g<A 2,3.4
3 ¢<6' 23456
4 g<8: 2

5 ¢<102 2,3

6 <123 2

7 ¢<143 2

9



Moznost d = 3, g = 6 je neplatna, protoze ¢ znaéi velikost kone¢ného télesa, coz
musi byt vzdy p¥, pro p prvoéislo, k € N. Dostali jsme pfesné dvojice jako ve vété
18

O
Timto je dokdzana Cast c¢) véty (15| protoze lemma nam vsechny ostatni dvojice,
nez které jsou uvedeny v ¢astech a), b) véty [18| vylucuje.

10



4. Homogenni formy

Od polynomi jedné proménné prejdeme k homogennim formam. Jak uz jsme
zminovali v ivodu bude s nimi 1épe pracovat pri zkoumani ptisobeni grupy regu-
larnich matic.

Déle ukazeme jakym zptisobem si polynomy a homogenni formy odpovidaji a
jak lze mezi nimi prechazet.

Definice 21 (Homogenni forma). Nechtn, d, r € N. Rekneme, Ze F je homogenni
forma stupné d v n promennych X1, ..., X,, jestlize

F= ZEJ
=1

kde F; = konst [ X%, deg(Fy)) => kj=d,Vi=1,...r.

j=1 j=1

Neboli, homogenni forma ma vSechny nenulové ¢leny stejného stupné d.

Pfiklad 22. X* + 3XY? + Y* je homogenni forma ve dvou proménnych, kterd
md stupen 4.

K dikazu véty [15] budeme vyuzivat homogenni formy ve dvou proménnych,
proto se nadale budeme zabyvat pouze jimi.

Definice 23 (Ireducibilni homogenni forma). Homogenni forma F(X,)Y) je ire-
ducibilni, jestlize nelze rozlozit na soucin jinych homogennich forem stupné aspon
1.

Pozndmka. Forma F(X\Y) = 3(X +Y) je ireducibilni, protoze ji déli pouze
konstanta.

Mezi polynomy jedné proménné a homogennimi formami ve dvou proménnych
dokazeme snadno prechazet pomoci nasledujicich zobrazeni.

Definice 24 (Homogenizace). Necht d € N. Potom homogenizace polynomu po-
lynomu f(x) na homogenni formu stupné d je zobrazeni:

flz) = F(X,Y) = Yif (if)

Pozndmka. 7 definice vyplyva, ze polynom f(z) musi byt stupné nejvyse d, jinak
by totiz vyslednd homogenni forma méla v nékterych c¢lenech jako proménné
zlomky.

Definice 25 (Dehomogenizace). Dehomogenizace homogenni formy na polynom
f(z) je zobrazeni: F(X)Y) — f(z) = F(z,1)

Poznamka.

o Stupen f(x) je roven nejvyssi mocniné u proménné X v F(X,Y).
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» Kazdy polynom f(z) stupné nejvyse d se homogenizaci zobrazi na homo-
genni formu F(X,Y) stupné praveé d. Tato forma se naslednou dehomoge-
nizaci zobrazi zpatky na polynom f(z).

o Obé zobrazeni jsou dobfe definovand, tedy jednoznacna.

Odtud vidime, ze homogenizace a dehomogenizace jsou navzajem inverzni
zobrazeni a mezi homogennimi formami stupné d a polynomy v jedné proménné
stupné nejvyse d existuje bijekce.

Homogenizace, ktera zachovava stupen, tedy polynom stupné d zobrazi na
formu stupné d, zachovava dokonce ireducibilitu.

Lemma 26. Necht polynom f(x) stupné d se homogenizaci se zobrazi na formu
F(X,Y) také stupné d. Potom f(z) je ireducibilni < F(X,Y) je ireduciblni.

Diikaz. '=" Predpokladejme, ze f(x) neniireducibilni, f(z) = fi(x)--- f.(z). Po-
tom F(X\)Y)=F(X)Y) - F.(X)Y), kde F;(X,Y) vznikne homogenizaci f;(x).
'«<" Necht F'(X.Y) neni ireducibilni, tedy F(X.,Y) = Fi(X,Y)--- F.(X,Y). Po-
tom f(x) = fi(x)--- fi(x), kde f;(z) vznikne dehomogenizaci F;(X,Y"). Nyni by
mohlo pro néjaké i nastat, ze fi(x) = 1. Potom by nebylo jasné, Ze f(z) neni
ireducibilni. JenZe to nastane jen v piipadé, %e nékterd z forem Fy(X,Y) = Y%,
tedy pokud Y|F(X,Y). Potom by ale v F(X,Y) neexistovala forma X?¢ a tedy
f(z) by nebylo stupné d.

0

Predpoklad, Ze homogenizace zachovava stupen je nezbytny, protoze by forma
F(X,Y) byla délitelnd Y.

Ve druhé kapitole jsme zavedli rozklad VID, pro homogenni formy definujme
ekvivalentni rozklad HVID.

Definice 27 (homogenni tvar HVID). Necht q je mocnina prvocisla, v > 2,
F(X)Y) je homogenni forma stupné d > 2 nad konecnym télesem F,.

Potom soucet Fi(X)Y) + ...+ F.(X)Y) = F(X)Y), F;, € F (X)Y), degF, = d,
nazveme homogenni tvar viditelné ireducibilni rozkladu (HVID), pokud je splnéna
ndsledugjici podminka:

(HVID-1) Pro kazZdou ireducibilni homogenni formu P(X)Y) tz. P(X,)Y) # Y
stupné nejvyse d/2 existuje pravé jedno j tZ. P(X)Y) { F;(X.)Y) a zdroven pro
vsechna i # j plati, Zze P(X,)Y) | F;(X,Y).

(HVID-2) Linedrni forma Y {1 F(X,Y)

Pozndmka. 7 definice piimo vyplyva, ze P(X,Y) 1 F(X,Y) pro vSechny P(X)Y)
ireducibilni homogenni formy stupné nejvyse d/2. Tedy HVID je skuteéné iredu-
cibilni homogenni forma.

Linearni forma P(X,Y) = Y se dehomogenizaci zobrazi na p(x) = 1. Po-
kud forma Y déli F; stupné d, znamena to, ze po dehomogenizaci F; dostaneme
polynom f;(x) stupné < d.

Pokud by i linearni forma Y musela splnovat podminku HVID-1, potom by
rozklad fi+-- -+ f. = f(z) nutné spliioval podminku VID-2. To ale v nasi definici
VID nevyzadujeme, proto i P(X,Y) =Y v podmince HVID-1 chybi.

Odtud plyne uzitecné lemma.
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Lemma 28. Méjme homogenni formu F(X)Y), ktery dostaneme homogenizact
polynomu f(z). Definice HVID je stavéna tak, aby VID polynomu f(x) odpovidalo
po homogenizaci HVID formy F(X,Y) a naopak.

Ve druhé kapitole jsme také zminili definici VID-S, ve 2. kapitole ¢lanku [I]
je k ni uvedena ekvivalentni definice HVID-S pro homogenni formy.

Definice 29 (homogenni tvar HVID-S). Necht q je mocnina prvocisla, r > 2,
F(X)Y) je homogenni forma stupné d > 2 nad konecnym télesem F,.

Potom soucet F1(X)Y) + ...+ F.(X)Y) = F(X)Y), F;, € F (X)Y), degF; = d,
nazveme homogenni tvar viditelné ireducibilni rozkladu (HVID-S), pokud je spl-
néna ndsledujici podminka:

(HVID-S1) Pro kaZdou ireducibilni homogenni formu P(X,Y") stupné nejvyse d/2
ezistuje prave jedno j tZ. P(X)Y') t F;(X,Y) a zdroven pro vSechna i # j plati,
ze P(X)Y) | Fi(X)Y).
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5. Grupové pusobeni na mnozinu
homogennich forem

V této kapitole se zamérime na grupu regularnich matic GLy(FF,) a predevsim
jeji faktorgrupu PG Lo (F,). Budeme zkoumat jeji pusobeni na mnozinu homgen-
nich forem, coz ndm pomuze ke zjednoduseni dikazu véty [I8

5.1 Puasobeni faktorgrupy PGLy(F,)

Zacneme zminénim definic z algebry.
Definice 30 (Pusobenim grupy G na mnoziné X). rozumime homomorfismus

G — Sx,
kde Sx je permutacni grupa na mnozine X .

Neboli homomorfismus 7 pritadi kazdému prvku g € G néjakou permutaci o,
kde o je permutace na prvcich mnoziny X.

Poznamka. Hodnotu permutace m(g) na prvku z € X (neboli 7(g)(x)) obvykle
znac¢ime kratce g(x).

vvvvv

matice, kterd mé vsSechny sloupce linearné nezavislé .

Definice 31 (Linearni grupa GL,(F,)).
GLy(F,) = ({M : M je requldrni matice n X n nad télesem F,}, -, 7, I,,).

Konktrétné nas bude zajimat jeji faktorgrupa.

Definice 32 (Faktorgrupa I').
['= PGLy(F,) = GLa(F,)/Z(F;), kde Z(F}) je multiplikativni grupa skaldrnich
matic {aly, o € Fr}.

Pozndmka. Velikost grupy I' dokdzeme spocitat.

Nejprve vyjadifme pocet prvka grupy GLo(F,), coz jsou reguldrni matice nad
F, o rozmérech 2 X 2. Pro prvn{ sloupec mdme ¢*> — 1 moznosti, protoZe prvni
sloupec nesmi{ byt nulovy. Pro druhy sloupec ndm zbyva ¢ — ¢ moZnosti, protoze
aby matice byla regularni, nesmi byt druhy sloupec g-nasobkem prvniho. Odtud
|GLy(F,)| = (¢* — 1)(¢* — q). Déle vime,ze ’Z(FZ)‘ = ¢ — 1. Potom

(¢ = 1)(¢* = q)

I = 1GLa(Fo)l / |2(Fq)] = =— =

=qlg—1(g+1) (5.1)

Vsimneme si, ze dvé matice M, N jsou ve stejné rozkladové tridé této faktor-
grupy, pokud M = aN pro néjaké a € F.
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Definice 33. [Pusobeni grupy GLs(F,) na mnoziné homogennich forem]

Necht M € GLy(F,), M = (?; ?)’ F(X,Y) je homogenni forma. M pisobi na
F(X\Y) ndsledovne:

M(F(X,Y)) = (j ?) (F(X,Y)) = F(aX + Y, BX + 6Y).

Uvedme jesté jednu definici.

Definice 34. [Pisobeni grupy GLy(F,) na mnoZiné proki télesa Fya |
Necht M € GLy(F,), M = (: ?), § €Fpa. M piisobi na & ndsledovné:

M(§) = (3 ?) () = 55

Na prikladé ukazeme jakym zptisobem si obé definice odpovidaji.

4]
formu, kterd md prvek & za koren. Podivame se na pusobeni matici M na formu

F.

Priklad 35. Méjme M € GLy(F,), M = (3 B) a FF = (X —&Y) homogenni

(: ?) (X —€Y) = (aX +7Y — £(5X +6Y)

—(a = EB)X + (7 — Y = (a — EB)(X + 2=2Y)

Vidime, Ze forma F se zobrazila na (o — EB)(X — &Y), kde (o — M (£)B) je
konstanta v Fya. Tedy M(§) je kortenem M (x — £Y'), neboli piisobeni I' zobrazuje
koreny forem opét na koreny jejich obrazi.

Pozndmka.
 Skalarni matice aly zobrazi F'(X,Y) na aF(X,Y).

« Necht M,N jsou dvé matice ze stejné rozkladové tridy faktorgrupy I'. Po-
tom M = aN, pro néjaké a € F;. Necht N(F(X,)Y)) = F(X,Y), potom
M(F(X,)Y))=aF(X)Y).

Disledek 36. Matice ze stejné rozkladové tridy faktorgrupy I' zobrazi homogenni
formu F(X,Y') na skaldrni nasobky jiné formy F(X)Y).

5.2 Mnozina ireducibilnich forem Z(q,d)

Definice 37. Z(q,d) je mnoZina vsech monickyjch ireducibilnich homogennich fo-
rem stupné d nad F,.

Mnozina Z(q,d) zahrnuje vsechny ireducibilni homogenni formy az na jejich
nasobky konstantou z IF,.

Definice 38. M(q,d) je mnozina vsech monickych ireducibilnich polynomi v
jedné proménné stupné d nad F,.
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Lemma 39.
Necht d > 2. Mnozina Z(q,d) je v bijekci s mnozinou M(q,d).

Diikaz. Uvazujme homogenizaci h : M(q,d) — Z(q,d),
tz. f(z)— F(X)Y)=Yf(3).

Homogenizace f(z) — F(X)Y) = Yif (%) je dobfe definovand a ziejmé
F(X,Y) je stupné d. Z lemmatu [26| plyne, ze F'(X,Y) je ireducibilni. Navic pro-
toze f(x) je monicky, tak i F/(X,Y") je monické forma. Odtud plyne, Ze h je dobie
definované.

By # F =YY (35) £ Y (E) = fi(z) # f2(x). Odtud plyne, Ze h je prosté.

Necht F(X,Y) € Z(q,d). Vime, ze F(X,Y) se dehomogenizaci zobrazi jedno-
znané na f(x) stupné nejvyse d. Polynom f(z) je zfejmé monicky a z lemmatu
plyne, Ze pokud je f(z) stupné d, pak je i ireducibilni. Zbyva dokazat, ze f(z)
je stupné prave d. F(X,Y) je ireducibilni forma stupné d > 2, proto nesmi jeji
¢len s nejvyssim koeficientem u X obsahovat Y, jinak by F(X)Y) =Y -G(X,Y).
Protoze F(X,Y) je stupné d, jeji ¢len s nejvys$im koeficientem u X musi byt X<,
proto f(z) je také stupné d, tedy f(z) € M(q,d).

= h je bijekce.
O

Pozndmka. Predpoklad d > 2 je nezbytny, protoze ireducibilni linearni forma Y
se dehomogenizaci zobrazi na polynom 1 stupné 0.

Tohoto lemmatu vyuzijeme pii dokazovan{ véty [I§ Pokud forma F(X)Y) z
Z(q,d) ma tvar HVID, potom zfejmé vSechny jeji skaldrni nasobky Q(X,Y’) maji
také tvar HVID. Podle lemmatu [28 z minulé kapitoly vime, Ze vSechny polynomy
jedné proménné, které vzniknou dehomogenizaci forem Q(X,Y’) maji tvar VID.

Misto toho abychom pro kazdy ireducibilni polynom v jedné proménné stupné
d hledali tvar VID, budeme pro kazdou formu nélezejici Z(q,d) hledat HVID.

Velikost Z(q,d) umime uréit podle tvrzeni ze skript Konecnych téles [2]. Apli-
kaci Mobiovy inverzni formule z 5.kapitoly dostaneme nasledujici vzorec:

2k u(k)g*, d <2

T(q.d)| = 5.2
Z(a.0) {q+1, = 52)
kde u(k) je Mobiova funkce:
1, k=1
(k) =< (=1)™, k je soucin ruznych m prvocisel
0, p?|k pro néjaké p

Z minulé sekce pripomenme faktorgrupu I' = PG Ly(F,), na kterou se mizeme
divat jako na grupu vsech reguldrnich matic az na nasobky konstantou z F}.

V predchozi sekei jsme také vysvétlili, jak grupa G Ly(F,) ptisobi na mnoziné
vSech homogennich forem. Podle dusledku [36] vime, Ze dvé matice ze stejné t¥idy
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faktorgrupy I' zobrazi formu F' na formy F},F3, kde jedna je nasobkem druhé.
Tedy obé jsou nasobkem jediné formy v Z(q,d).Misto ptisobeni G Lo (F,) na Z(q,d)
tedy staci uvazovat pusobeni I' na Z(q,d).

Ukéazeme, kdy I' neméni ireducibilitu forem a zachovava HVID.

Lemma 40. Nechty € I', F(X,Y) € Z(q,d). Potom F(X,Y') je ireducibilni prave
tehdy, kdyz v(F(X,Y)) je ireducibilni.

Diikaz. Necht F(X,Y) neni ireducibilni, tedy F(X,)Y) = G(X,Y)H(X,Y), kde
G(X)Y), HX)Y) € Z(q,d). Potom v(F(X,)Y)) = v(G(X,Y))y(H(X,Y)).
Naopak predpokladejme, ze v(F(X,Y")) neni ireducibilni, tedy (F(X,Y)) =
G(X,)Y)H(X)Y), kde G(X)Y), H(X)Y) € ZI(q,d). Protoze v je reguldrni ma-
tice, existuje k ni inverzni matice v7!. Potom F(X)Y) = v v(F(X)Y)) =
T HGXY ) (HXY)).
0
Pusobeni grupy I' na mnoziné Z(q,d) tedy zachovava ireducibilitu. Se zachova-

vvvvvv

¢lanku [1]. Potom pro pusobeni I" na Z(q,d) plati navic nasledujici lemma.

Lemma 41. Necht v € I', F(X.\Y) € Z(q,d). Potom pro F(X,Y) existuje tvar
HVID-S pravé tehdy, kdyz pro v(F(X,Y)) existuje tvar HVID-S .

Dikaz Necht F(X,Y) ma tvar HVID-S. Tedy F(X,Y) = Fi(X,Y)+--- F,(X,Y)
a plati ze vSechny ireducibilni formy P(X,Y’) stupné nejvyse |d/2], déli vSechny
az na pravé jeden scitanec Fj.

Pusobenim 7 dostaneme, ze v(F(X,Y)) = v(Fi(X,Y)) + -+ - v(F.(X)Y)), a
plati, ze vSechny formy ~(P(X,Y)), déli vSechny az na pravé jeden scitanec
~vF;. Jak vime z predchoziho lemmatu, ptisobeni I' zachovava ireducibilitu, tedy
vP(X,Y) je opét ireducibilni forma stupné nejvyse |d/2]|. Tedy vsechny formy
P(X,Y) spliuji podminku HVID-S1 a tedy opét vF(X,Y) ma tvar HVID-S.

0
Na konci dikazu se vyuziva, ze v(P(X,Y)) opét spliiuje podminku HVID-S1.
Muze sice nastat, ze v(P(X,Y)) =Y, coz ale v pripadé definice HVID-S nevadi.
Pokud bychom uvazovali obecnéjsi definici HVID, potom by pro v(P(X,Y)) =Y
podminka HVID-1 byt splnéna nemusela a v(F(X,Y")) by nebylo HVID.

Pisobeni grupy I' na mnoziné Z(q,d) zachovava tvary HVID-S, z ¢ehoz plyne
dilezity dusledek.

Dausledek 42. Jestlize F(X,Y) € Z(q,d) md odpovidajici HVID-S, pak vsechny
Q(X,Y) € Z(q,d) ndlezejici I'-orbité proku F(X,Y') maji téz HVID-S.

Tim se ndm podstatné zlehcuje dikaz véty Odted vime, ze nam staci najit
HVID-S pro jednu homogenni formu v kazdé I'-orbité. Potom HVID-S existuje
pro vSechny formy v Z(q,d). Zaroven definice HVID je obecnéjsi definice HVID-S.
Tedy pokud pro formu existuje HVID-S, pak jisté existuje i HVID.
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5.3 Pocet I'-orbit mnoziny Z(q,d)

Diky predchozi sekci vime, ze se nam bude hodit uréit orbity I' v mno-
ziné Z(q,d). Prvnim krokem bude zjistit jejich pocet pro konkrétni dvojice (g,d).
Nejdfive zminime dalsi definici z algebry.

Definice 43 (Grupa afinni transformace piimky G A, (F,)).
GA(Fy) ={v:7v(x) =ax +b, a€F;, beF,}, kde v € Fpa,d €N

Lemma 44. Grupa GA,(F,) fizuje linedrni formu Y € Z(q,1) a je podgrupou
grupy I

Diikaz. Necht A je podgrupa grupy I' takova, Ze matice nalezejici do A fixuji

linedrni formu Y. Neboli, A = o p ‘ o f Y =Y5.
vy o)\ 0

Z definice pusobeni grupy vime, ze (?; ?) (F(X)Y)) = F(aX +7Y, X +dY).

Pro F(X.,Y) =Y dostavame podminku X +6Y =Y = =0, § = 1.

= 4={(7 1)}

Méjme libovolnou matici M € A, M = @ 1) Vsimneme si, ze a # 0, protoze
jinak by M nebyla reguldrni. Potom z definice?? vime, ze M(§) = 5?7“’ Polozme
proab e F, a= i, b= —21. Potom a = %, v = —2. (Odtud ziskavame podminku

a € F}). Po dosazeni dostéavame, ze M({) = a& + b. Tedy jsme jednoznacné nasli
g € GA(F,), tz. M(&) = g(&). Odtud GA,(F,) ~ A, protoze matice M i prvek £
jsou libovolné. Tedy GA;(F,) je podgrupa I' fixujici formu Y.

0

Definice 45. Grupa I' pisobi jednoduse tranzitivné na mnoziné X, pokud ¥ a, b €
X dveTl :v(a)=0b.

Specidlné, GA;(F,) pisobi jednoduse tranzitivné na Fp \ F, , jestlize V a, b €
Fpe\F, 39 € GA(F,) : g(a) = .

Lemma 46.
(a) Grupa GA,(F,) pisobi jednoduse tranzitivné na Fp \ F,.

(b) T' pisobi jednoduse tranzitivné na Fps \ T,

Diikaz.
(a) GAL(F,) = {g: g9(z) = av+b,a € F;, b € F,}, tedy vidime, ze |GA, (F,)| =
q (¢ — 1) a zaroven si vSimneme, ze [Fp2 \F)| =¢* —q¢=¢q (¢ — 1) a tedy

|GA1(IFQ)| = ’FqQ \Fq| (5.3)
Nyni dokazeme, ze V€ € Fp2 \ Fy je stabilizator G trividlni, neboli identita.

Necht £ € Fe \F, a g € GA;(F,) lezi ve stabilizdtoru prvku &. Tedy g(§) =
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al+b=¢.
Méjme 7 generator Gal(F,/F,), tedy vime, Ze 7 fixuje vSechny prvky F,.
9(7(&)) = ar(§) + b =7(a)7(§) + 7(b) = 7(a€ + b) = 7(g(¢)) = 7(£)

Odtud vidime, Ze g fixuje také 7(§).
£ # 71(§), protoze £ ¢ F, a zaroven 7 je generator Gal(F,/F,). Afinni zobrazeni,
které fixuje dva rtizné prvky, musi byt identita.

7, algebry vime, ze pro konecnou grupu plati:

GAL(Fy)| = |Gl - [[€]]

kde G¢ je stabilizator prvku &, [£] je orbita obsahujici &.
|Ge| = 1, jelikoz do G¢ nalezi jen identita. Také zfejmeé plati, ze |[&]| < [Fp2 \ Fy|.
Odtud a z rovnosti [b.3] dostdvame:
‘Fq2 \Fy| = |GAL(Fy)| = |[¢]] < |Fq2 \ Fyl
= Hf“ = |Fq2 \]Fq|

Zjistili jsme, ze Fp2 \ F, obsahuje jen jednu orbitu a tedy ze GA;(F,) ptisobi
na Fp \ F, jednoduse tranzitivné.
(b) Z poznamky [5.1] vime, ze |T'| = q(q — 1)(q + 1).
Zéroven [Fs \Fy| = ¢* — ¢ = qlg — 1)(g + 1).
= I = |Fgs \ Fy| (5.4)
Podobné jako v bodé a) dokézeme, ze stabilizator kazdého prvku je pouze idetita.
Necht ¢ € Fs \F,, v €T, v = (Z

definice?? vime, ze _dlfgjfa =7(§) =¢

Méjme 7 generator Gal(F s /F,), tedy vime, ze 7 fixuje vsechny prvky F,.

Cd© - rdH©) -7l [ di—c
)= e~ SOr© T (—bé n )

Z) je stabilizator prvku £. Potom podle

=7(£)-
Stejné se vyjadri:

(€)= T%()
Protoze 7 je generdtor Gal(Fs/F,) a & ¢ Fy, jsou &, 7(€), 72(§) tii rizné prvky.

Nyni dokdZeme, Ze v uz musi byt nutné identita. Necht x € [F s a v fixuje .
Potom

V(x) =4 — g

=cx’+dr—ar—b=0

Tedy x musi byt kofenem kvadratického polynomu. Ty jsou nejvyse dva, ale
fixuje tii rizné prvky, proto polynom cx? +dx — ax — b musi byt trividlné 0. Tedy

1
c=b=0, d=a, zaroven < nélezi faktorgrupé I, proto v = (O 2)

Z rovnice (5.4) a podobné jako v bodé a) dostavame:
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|Fq3 \Fq| =T =[g]] < ’FqS \]Fq|
= |[¢]] = |Fq3 \ Fyl
Zjistili jsme, ze s /F, obsahuje pouze jednu I'—orbitu a tedy I' ptisobi na
F/F, jednoduse tranzitivneé.
O
Pozndmka. Pro vSechny prvky a,b € Fp2 \ F, existuje v € GA;(F,), tz. v(a) = b.
Z lemmatu 44| vime, ze GA;(F,) je podgrupou grupy I'. Tedy zfejmé pro vSechny
ab € Fpe \ Fy existuje v € T, tz. y(a) = b. Neboli také I' psobi na Fpe \ F,
tranzitivné.

Lemma 47. Necht{ € Fa, polynom f € Fy[z], v € I'. Potom & je koren f < ~v(§)
je korenem polynomu ~v(f).

a b

Dikaz. Necht v = (c d) € I'. Z definice ptisobeni I' na mnoziné forem vime,

7e:

V(X —£Y) = (Z Z) (X —&Y) = (aX +¢Y) — £(bX + dY) =

= (a—b)X + (e~ de)Y = (a—b€) (X — (45) Y).

Podle definice (5) = gg__bg a (a — b) je konstanta v Fa. Tedy, (X —&Y) =
(X =7(€)Y), kde c € Fa.

Odtud po dehomogenizaci formy (X — £Y'), dostavame, ze y(z — &) = c(x —
7(€))-

Uvazujme polynom f, ktery ma kofen { € Fpa. Tedy f = (z — &)h, kde
h € F,[z]. Protoze ptisobeni v na polynomy je homomorfismus, v(f) = vy(z —
Ev(h) = c(z —v(£))v(h). Tedy y(£) je kofenem polynomu (f).

Naopak necht (&) je kofenem ~(f). Protoze v je reguldrni matice, existuje
k ni inverzni matice y~1. Uz jsme dokdzali, Ze potom plati v~ 1v(£) je kofenem
v 1y(f). Neboli £ je kofenem f.

O

Lemma 48. Pokud d = 2 nebo 3, pak mnozina Z(q,d) obsahuje jen jednu I'-
orbitu.

Diikaz. Polozme d = 2 nebo 3. Mé&me polynomy f, g € M(q,d). ProtoZe f, g jsou
ireducibilni, nemaji kofeny v F,. Pokud d = 2, pak jejich kofeny lezi v Fp \ F,.
Pokud d = 3, pak jejich kofeny lezi v Fs \ Fy, v F,2 ani lezet nemtizou, protoze
F,2 neni podtélesem Fs.

Uvazujme «, ktera je korenem f, 3, kterd je korenem g¢g. Z lemmatu a
pozndmky za nim vime, Ze I' pusobi na Fg \ F, tranzitivné (protoze d = 2, 3),
neboli existuje v € T, tz. v(a) = .

Z predchoziho lemmatu 47| plyne, Ze v(c) je kofenem 7( f). Potom §3 je kofenem
g a zaroven ~(f). Polynomy ~(f), g jsou ireducibni, tedy oba jsou pro prvek g
minimélni nad F,. Polynomy g,v(f) jsou tedy stejné az na nasobek konstantou.
(9 € M(q,d) je monicky, ale y(f) byt monicky nemusi), tedy v(f) = c.g, kde
c € F,. Odtud vyplyva, ze I' pusobi i na M(q,d) tranzitivne.

Diky Lemmatu |39/ .M (q,d) je v bijekci s Z(q,d). " proto ptisobi tranzitivné i na
Z(q,d). Jinymi slovy pokud d = 2,3, pak Z(q,d) obsahuje pouze jednu I'- orbitu.

0

q
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Lemma 49.
Pokud je d > 3, pak pro kazdou F(X,Y) € Z(q,d) je stabilizator I'r cyklickd grupa
radu deliciho d.

Dikaz. Necht f je polynom, ktery vznikl dehomogenizaci formy F'. Potom stabi-
lizator I'p = I'y. Protoze F' je ireducibilni, je i polynom f ireducibilni. Z tvzeni
z prvii kapitoly vime, Ze rozkladové nadteléso polynomu f je Fa a je rovno ko-
renovému nadtélesu urceného jednim korenem polynomu f. Tedy méjme a koten
polynomu f, pak F = Fy(a).

Nyni uvazujme Galoisovu grupu G = Gal(F,(a)/F,), coz je grupa vsech ho-
momorfismi, ktery permutuji prvky F,(a) a zaroven zachovavaji prvky z F,. Tedy
tyto homomorfismy jsou jednoznacné urceny zobrazenim prvku a.

Vezméme libovolny prvek g € T'f, tedy g(f) = f. Rozlozme polynom f na
linedrni ¢leny nad F¢, neboli f = ¢(z — a1)--- (z — aq). Potom g(f) = g(c(z —
a)---(r—aq)) = ¢(c)(x—¢(ay) - - - (x—p(aq), odtud vidime, ze g musi zachovavat
c € F, a permutovat kofeny nalezejici F,a. Necht BUNO a = a, a polozme
#(a) = ¢(a). Potom ¢ je uréeno jednoznaéné a je prvkem Galoisovy grupy G.

Uvazujme tedy zobrazeni i z grupy stabilizdtoru I'y do grupy G, které prvku
g prifadi pravé zobrazeni ¢. Z¥ejmé ¢ je homomorfismem.

Nyni se budeme snazit overit, ze ¢ je prosté, tedy, ze jde dokonce o vnoteni
do grupy G. K tomu potiebujeme urcit jadro .

Jadro 1 je mnozina viech g € T'y, t7 t(g) = id. Neboli ¥(g) = ¢ = id.
Chceme ovérit, ze takové ¢ je uz nutné pouze jednotkova matice.

Méme tedy, Ze ¢(a) = g(a) = a. Rozepiseme tento vztah podle definice ,

g(a) = fg(;;’a = a. Odtud dostédvdme kvadratickou rovnici 3a? —aa+da—v =
0, neboli, Ze a je korenem kvadratického polynomu. Protoze a je koten polynomu
f, ktery je navic ireducibilni, musi byt f také minimalnim polynomem a nad F,.
Stupen f je miniméalné 3, coz je ve sporu s tim, ze a je korenem kvadratického
polynomu. Tedy Ba? — aa + da — v musi byt trividlné nulovy polynom a tedy
B =~ =0, a=24. Protoze g lezi ve faktorgrupé I', @« = § = 1. Odtud tedy
ziskavame, ze g je jednotkova matice.

Zjistili jsme, ze v jadru 1 lezi pouze identita, tedy 1 je prosty homomorfismus,
aproto I'y >~ Im(¢). Grupa G je cyklicka radu d, potom z Lagrangeovy véty vime,
ze Im(1) a I'y jsou cyklické grupy radu délictho d.

OJ
Lemma nam umoznuje napsat odhad pro velikost I'-orbit. Faktorgrupa I' je
kone¢nd a tedy z algebry vime ze Vf € Z(q,d) plati nasledujici rovnost:

L
Ty = NSD(TT.d)

Nerovnost plyne z toho, ze |I'¢| déli d (z Lemmatu |49)) a zaroven déli |I'|, tedy
Ty < NSD(T . d).

711 (5.5)

Konkrétné rozepiseme dva pripady:

* (Q7d) = (274)
Z rovnosti (5.1) vime ze |I'| = 6. Z odhadu (5.5)) dostavame, ze |[f]| > 3,
Vf € Z(2,4). Podle vzorce p.2] je |Z(2,4)] = 3. Odtud je zfejmé, ze Z(2,4)
obsahuje pravé jednu I'- orbitu.
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° (Q7d) = (275)
Opét |T'| = 6 a z odhadu (5.5) dostdavame, ze velikost kazdé I'- orbity je
nejméné 6. Podle vzorce je |Z(2,5)] = 6. Tedy také Z(2,5) obsahuje
pravé jednu I'-orbitu.

Nyni se zamérime na zbyvajici pripady z véty (18 a), kdy (¢,d) = (2,6), (2,7).
Z vzorce [5.2| dostédvame, ze |Z(2,6)| = 9, |Z(2,7)] = 18. Opét |I'| = 6. Proto plati,
e [Z(26)] > |, [Z2.7)] > [T

Protoze v jedné orbité muze nalezet nejvyse |I'| prvka, musi Z(2,6) i Z(2,7)
obsahovat orbity aspon dvé.
Ptipad (3,5) rozebereme pozdéji.
Celou tuto sekci o poc¢tu I'-orbit mizeme shrnout do nasledujiciho disledku.

Dusledek 50.

(a) Pokud d = 2,3, nebo (q,d) = (2,4),(2,5), mnozina Z(q,d) obsahuje jen jednu
I'-orbitu,

(b) Ve vsech ostatnich pripadech obsahuje mnozina Z(q,d) aspon dvé I'-orbity.

5.4 Plsobeni GA(F,) na Z(q.d)

Na konci sekce 5.2 jsme ukézali, ze ptisobeni I' zachovava rozklady HVID-S.
Ukézeme, ze ptsobeni GA;(F,) zachovava dokonce rozklady HVID.

Podle lemmatu 44| je GA,(F,) podgrupou I', kterd fixuje linedrni formu Y.
Tento fakt ndm umozni upravit lemma (1], aby zahrnovalo definici HVID.

Lemma 51. Necht v € GA(F,), F(X.Y) € Z(q,d). Potom pro F(X,Y) existuje
tvar HVID prdvé tehdy, kdyz pro v(F(X,Y)) ezistuje tvar HVID.

Diikaz. Necht F(X,Y) mé tvar HVID. Tedy F(X,)Y) = Fy(X,)Y)+--- F.(X,)Y) a
az na formu Y, tak pro vSechny ireducibilni formy P(X,Y’) stupné nejvyse |d/2],
plati, ze déli vSechny az na pravé jeden sc¢itanec Fj.

Pusobenim + dostaneme, ze v(F(X,)Y)) = v(F1(X,Y)) + - -y(F.(X)Y)), a
plati, ze kromé formy ~(Y'), tak vSechny formy ~(P(X,Y)), déli vSechny az na
pravé jeden scitanec y(F;). Pasobeni I' zachovava ireducibilitu, tedy v(P(X,Y))
je opét ireducibilni forma stupné nejvyse |d/2|. Zaroven GA, (F,) fixuje formu Y,
tedy v(Y) = Y. Tedy vSechny formy P(X,Y’) kromé Y splnuji podminku HVID-1
a tedy opét v(F(X,Y)) mé tvar HVID.

O
Z lemmatu vime, ze GA;(F,) pusobi tranzitivné na Fp \ F,, neboli podle
dalsitho lemmatu 48] GA;(F,) ptsobi tranzitivné na Z(q,d). Tedy v piipade, kdy
d = 2, plati, ze pokud jsme nasli pro jednu formu HVID, pak pro vSechny formy
lezici ve stejné orbité také existuje HVID.
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6. Konstrukce HVID

V této kapitole popiseme postup jak sestavit HVID (pro pripomenuti VID
pro homogenni formy) pro formy nélezejici Z(q,d), kde (q,d) je jakdkoliv dvojice
z véty [18

Znaceni
V této kapitole budeme vSechny linearni homogenni formy znacit L, kvadratické
formy @ a kubické formy C.

Pro pripomenuti, aby soucet homogennich forem F' = F| +- - -+ F,., kde kazda
forma F; je stupné pravé d, byl HVID, musi byt splnény nasledujici dvé pod-
minky:

(HVID -1) Kazd4 ireducibilni homogenni forma P(X,Y) stupné nejvyse |d/2|
musi délit vSechny az na pravé jednu formu F;. Tuto podminku nemusi splnovat
jedna specidlni forma P(X,Y) =Y.

(HVID-2) Y 1 F.

Nejdrive sestavime HVID pro konkrétni ptripad.
Priklad 52. (¢,d) = (4,3), r=2

e Ireducibini homogenni formy stupné nejvyse |d/2]| jsou vsechny linedrni
formy nad Fy. Téch je pét podle vzorce [5.9. Oznacme je Ly, Ly, Ls,Ly,Ls,
konkrétne to jsou formy X, X+Y, X+aY, X+aY +Y, Y. Predpoklidejme,
ze chceme, aby i forma'Y podminku HVID-1 splrnovala.

e 1 =2, tedy F = Fy + F5. ProtozZe stupen Zidné formy F; nemize prekrocit
3 musime linedrni formy usporddat ndsledovneé:
Fi+Fy=1LiLy+ L3LyLs

e Aby i forma Fy mela stupen prdveé 3, musime do prvniho clenu pridat jeste
jednou Ly, nebo Ly (nikoli Ls,Ly,Ls, protoze potom by nebyla splnéna pod-
minka 1.).

Dostdavdime tvar HVID : cL?Lo + L3LyLs, kde ¢ € F*.

o Nyni staci za L; dosadit konkrétni homogenni formy a za o hodnotu z F*.
Timto dostaneme konkrétni HVID. V dosazovani mame vice moznosti a
tedy timto zpusobem ziskame vice HVID, napr:

F=@+)X*X+Y)+ (X +aV) (X +Ya+Y)Y

Pokud linearni formu Y v nékterych ¢lenech vynechdme, mizeme dostat jiny
tvar rozkladu HVID. Pozdé&ji uvidime, %e cL3Ly + LsL4Ls skutecné neni jediny
tvar HVID pro formy nélezejici Z(4,3).

Pokusime se co nejvice obecné popsat jak pro jakoukoliv dvojici (¢,d) na-
lézt vsechny mozné tvary HVID. Pro tento tcel uvedeme pér definic, které nam
pomizou ve vytvoreni formalniho tvaru HVID.

Nejprve upustime od podminky pro HVID a definujeme obecné formélni tvar
homogenniho souctu.
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Definice 53 (Formélni tvar homogenniho sou¢tu). Formdlni tvar homogenniho
souctu stupné d je suma:

S=> o (1_1 %i,j)
i=1 j=1

produkti formdlnich forem B, ;, kterd spliuje dvé podminky:

1. ke kazdé forme B, ; je prirazen stupen formy degB;; € N, pricemz pokud
maji dvé formy stejny stupen, pak mohou byt ekvivalentni.

2. Z]s;l deg SBZ'J' =d.

Priklad 54. Pro (¢,d) = (2,2), r = 3 mame napriklad tyto formdlni tvary:
S, =Lilo+ Q1+ Qo

6, =L+ Qi+ Q@

S, =L1Ly+ LoLy+ L3

Pozndmka. Dvé homogenni formy nazveme ekvivalentni, pokud jedna je skalar-
nim nasobkem druhé.

Definice 55 (Instance formdlniho tvaru). Instance J formdiniho tvaru & homo-
genniho souctu nad télesem F je suma

I=2 (H Fu)
i=1 j=1

kde F; jsou konkrétni homogenni formy nad F prislusného stupné, které nahrazuji
formdlni formy z formalniho tvaru &.

o ckvivalentni formdlni formy jsou mahrazeny ekvivalentnimi homogennimi
formami

e neekvivalentni formdlni formy jsou nahrazeny neekvivalentnimi homogen-
nimai formamsi

o «; jsou nahrazeny konkrétnimi proky F*.

Priklad 56. Instance od formdlniho tvaru S
T =X+Y)X+(X?+ XY +Y?) + X?
T, =X4+Y)Y +(X?+ XY +Y?) + XY

Definice 57 (Viditelné ireducibilni tvar (VIS)). Viditelné ireducibilni tvar (VIS)
stupné d nad F, je formdlni tvar homogenniho souctu stupné d, ktery navic spl-
nuje podminku:

(VIS-1) Pro vsechny n, n 1 < n < |d/2] obsahuje VIS prave |Z(q,n)| neekvi-
valentnich homogennich forem stupné n. KazZdd z nich se objevuje v kaZdém az
na pravé jednom scitanci. Pouze jedind formdlni forma Ly, kterd reprezentuje
konkrétni linedrni formu Y, nemusi tuto podminku splnovat.

Z definice primo vyplyva, ze kazda forma, jez je HVID, je zaroven instanci VIS.
Naopak kazda homogenni forma, jez je instanci VIS, spliuje podminku HVID-1.
Neni vsSak zaruceno, Ze spliuje také podminku HVID-2. Bohuzel splnéni pod-
minky HVID-2 obecné zarucit neumime a budeme ji muset ovéfovat rucné.
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6.1 Z(q,d) obsahujici jedinou I'-orbitu

V této sekci detailnéji rozebereme Z(q,d), které maji pouze jednu I'-orbitu.
Jde o nejleh¢i pripad, protoze jak ndm ukéze nasledujici lemma staci najit jediny
VIS a jeho instance ndm vytvoii vsechny formy Z(q,d).

Lemma 58. Necht VIS G je tvar, kde forma Ly splnuje podminku HVID-1. Po-
kud jedna instance tvaru VIS & ndlezi I'-orbite o, potom vsechny formy ndleZejici
0 jsou instancemi &.

Diikaz. Necht forma F' =377 [[,o; F ]k je pravé tou instanci tvaru G, ktera lezi v

orbité 0. Potom pro viechny F' € o, plati, Ze existuje g € T, tz. F' = <?; ?) F=
r @ B\ s . C )

>ie1 1Lz v 5 F7. Nyni dokdzeme, zZe posledni vyraz je opét instanci &. K

tomu si stac¢i uvédomit, ze (j; ﬂ) F} je také konkrétni forma stupné stejného jako

)
F; (mtze a nemusi byt ekvivalentni). Mtize nastat, ze F; =Y, coz nevadi, protoze
predpokladame, ze G je tvar, kde forma Ly spliuje také podminku HVID-1.
O

Pozndmka. Pro VIS, kde forma Ly podminku nespliuje HVID-1, lemma platit
nemusi.

Uvedme piiklad takového tvaru. VIS & = Li+L3. Potom & m4 jednu instanci:
(X +Y)?+ X? a vidime, Ze ireducibilni formu Y (X +Y") + X? timto tvarem ziskat
nemiizeme.

Abychom dokézali sestavit tvary VIS pro vSechny dvojice (g,d), musime najit
vSechny formy P(X,Y) (sta¢i monické) stupné nejvyse |d/2].

(¢.d) |Z(g,d)| PXY)

(2,1) 3 X, Y, X+Y

(2,2) 1 X2+ XY +Y?

(2,3) 2 X34 XY 473 X3+ XY24+Y3

(3,1) 4 X, Y, X+Y, X +2Y

(3,2) 3 X2+ XY +2Y% X?42XY 4+2Y?% X?+Y?
(4,1) 5 XV, X+Y, X+aY, X+aY +Y
(5,1) 6 X, Y, X+Y, X +2Y, X +3Y, X +4Y

Nyni uz dokdzeme snadno sestavit vSechny mozné tvary VIS. Definice tvaru
VIS ndm primo udava jak postupovat.

Pripad (2,2)

V tomto pripadé VIS obsahuje tfi linedrni formy L, Lo, Ly. Protoze pocitame
nad Fs, zadné ¢ zde vystupovat nebude. VIS budeme sestavovat postupné pro
rostouci r > 2.

r=2

Formy Li, L, se musi objevovat v kazdém az na pravé jednom sc¢itanci. Nejdrive
predpoklddejme, Ze se objevuji ve dvou riznych. BUNO L, se objevuje v prvnim a
Ly ve druhém. Nyni potfebujme zajistit, aby kazdy sc¢itanec byl stupné 2. Muzeme
bud ptidat formu L3, nebo zvysit stupen forem Lq, Ly. Dostavame nésledujici VIS:
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L12 + L22
Li* + LyLy
LiLy + Ly’ Ly

Hned vidime ze posledni pripad je délitelny Ly, tedy kazda jeho instance je
urcité délitelnd formou Y.

Nyni uvazujme, ze obé formy L;, L, se nachézeji ve stejném, napriklad prvnim
s¢itanci. Potom méame dostavame jediny VIS:

LiLy + Ly?

r=3

BUNO L; umistime pouze do prvniho a druhého ¢lenu a L, umistime do prvniho
a tretiho ¢lenu. Opét do kazdého s¢itance priddme Ly nebo zvysime stupen u Ly
a Lo.Dostavame nasledujici VIS:

LiLy + Li* 4 Ly?
LiLy+ LyLy + Ly?
LyLy+ LiLy + LyLy

r>4

BUNO L; umistime do prvniho, druhého a t¥etiho ¢lenu. Déle potfebujeme umis-
tit do tfech clent také Lo. Potom ale budou minimalné dva ¢leny stejné a to Ly Lo.
Nad télesem I se tyto ¢leny odectou a tim padem nemé cenu je do souctu zahr-
novat. Dostavame tak opét jen soucty, kde r < 3.

Pripad (4,2)

V tomto pripadé VIS obsahuje pét linearnich forem Lq, Lo, L3, Ly, Ly. Pocitame
nad Fy, = {0,1, o, o + 1}. VIS budeme opét sestavovat postupné pro rostouci
r > 2.

r=2

Potfebujeme umistit kazdou z forem Ly, Lo, Ly, L4, do jednoho s¢itance. BUNO
L1, Ly lezi v prvnim a Ls, Ly lezi ve druhém. BUNO ¢ se bude vyskytovat u
druhého sc¢itance. Dostdvame jeden VIS:

L1L2 + CL3L4

Vidime, ze formu Ly uz umistit nelze.
r>3

V tomto pripadé, at uz umistime formy do prvnich dvou sc¢itanci jakkoliv, ve
tfetim se musi objevit vSechny ¢tyti linearni formy, coz nelze, protoze d = 2.

Pro ptipad (4,2) jsme nalezli tedy jediny VIS.
V nésledujici tabulce, jsou uvedeny tvary VIS pro vsechny dvojice (q,d), které

maji podle predchozi kapitoly jednu I'-orbitu.
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(q,d) priklady VIS |Z(q,d)|

(2,2) LiLy+ LoLs + LyLy 2
L+ L3

(2,3) L2Ly + L2Ls + L2, 2
L} + Ly L3

(2,4) L L,Q + Lt 3
LiLZ + Q?

(2,5) L3 + QL3 6
L+ L3Q

(3,2) LlLQ + CL3LY 3
LiLy+ L2

(3,3) L2Ly + cL2L, 8

L%LQ + CgL%Lg + CngLl
(4,2) L1L2 + CL3L4 6
(4,3) L%LQ + CL3L4L5 20
L1L2L3 + 61L2L3L4 + CQL%L4
(5,3) L1L2L3 + CL4L5L6 40

L1L2L3 + CL4L§

Rozepiseme vice uz zminény piipad (4,2). Nalezneme vSechny instance jedi-

ného tvaru Li Ly 4+ cL3L,. Muzeme libovolné dosazovat ¢tyri linearni formy a tri
prvky c € F;. Celkem takto dostaneme 72 instanci, z nichz spoustu se na prvni
pohled rovnaji, protoze LiLs + cL3Ly4 je symetricky vzhledem k dosazeni Li, Lo
a L3, Ly. Instanci tedy mtizeme uvazovat mnohem méné.

e c=1

XX4+Y)+ (X +aY)(X+aY +Y)=Y?
XX+Y)+ XX 4+aY +Y)=(a+1)Y?
XX+aYV +Y)+ X(X+Y)=aY?

c=a+1

XX+Y)+(a+ D)X +aY)( X +aY +Y) =aX?+aXY +aY

XX +aY)+(a+ DX +Y)(X +aY +Y) = X?aXY +aY?
X(X+aY +Y)+ (a+ D)X +Y)( X +aY)=aX?+ XY +V?
(a+DXX+Y)+ (X +aY)( X +aY +Y) =aX?+aXY +YV?

(a+ DX (X +aY)+ (X +Y)(X+aY +Y) = aX?+(a+ 1) XY + (a+1)Y?
(a+DX(X+aY +aY)+ (X +Y)(X +aY) =aX?+ XY + aY?

c=a«
Protoze o, + 1 jsou v F} inverzni prvky, nemusime uz dalsi instance uva-
zovat. Napf. (a+1)(X(X+Y)+a(X+Y)(X+aY +Y)) = (a+1) X (X +
V)+(X+Y)(X+aY +Y)

Vidime, ze nékteré instance nesplnuji pozadovany stupen, ostatni vynasobime
konstantou, aby formy nélezely Z(4,2). Tim dostaneme vSech Sest neekvivalent-
nich forem Z(4,2).

X2+ XY +Y?

X2 +aXY + (a+1)Y?
X2+ (a+1)XY + (a+1)Y?
X2+ XY + (a4 1)Y?
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X2+ aXY +aY?
X2+ (a+ 1) XY +Y?

6.2 Formy stupné 6 nad F,

V této podkapitole detailnéji rozebereme ptipad Z(2,6). Z dusledku [50| plyne,
ze I(2,6) obsahuje vice, jak jednu I'- orbitu.

Z tvrzeni [5.2] spocitame, ze |Z(2,6)| = 1/6(26 — 23 — 22 +2) = 9.

Nyni zjistime, ze ve skutec¢nosti Z(2,6) obsahuje pravé dvé I'- orbity. Prvni
z nich nazveme specidlni a obsahuje tii formy , X® + X°Y + X3Y3 + X2Y* 4
Y6 X6+ X4Y?2 4+ X3Y3 + XY? +Y6 X4 X3Y3 +YC. Druhou orbitu nazveme
obecnou a obsahuje zbyvajicich sest forem X6+ X4Y? + X2Y*4 + XY5+ Y6 X6 4
XY + XY P+ XY +YS XO 4 X0V + X4Y2 + XY +Y6 X604 XY54+Y6 X6+
XY + X1W2+ XY+ Y6, X6+ X5V + X3Y3 + XV5 + V6. K témto vysledkiim
jsme bohuzel prisli vypsanim vsech moznosti.

Nyni potfebujeme najit ke kazdé orbité VIS, spliujici podminku z lemmatu
ktery reprezentuje aspon jeden jeji prvek. Jak uz jsme ukazali v predchozi sekei,
potom tento VIS reprezentuje vsechny jeji prvky. Instance nalezenych tvaria VIS
nam tedy pokryji vSechny formy Z(2,6).

Nejdrive nalezneme vsechny tvaru VIS nad Fy stupné 6. Z tabulky 6.1 vime, Ze
VIS musi obsahovat tti formélni linedrni formy L;,Lo, L3, z nichz jedna je specidlni
forma Ly . Déale obsahuje jednu kvadratickou formu @) a dvé kubické formy C7,C5.

Tvary VIS rozdélime na dva pripady.

1. Linearni forma Ly také musi splnovat podminku HVID-1. Poté se podivame
na tvary VIS podle toho, kde se nachazeji jejich kubické ¢leny.

Pokud C}, Cy le#f ve stejném élenu (BUNO v prvnfm).
Prvni ¢len uz méa stupen 6, ve druhém c¢lenu musi lezet Ly, Lo, L3, Q). Dostavame
tedy nasledujici tvary VIS:

Fr=CCy+ QL*Ly Ly

Instance tohoto tvaru se budou ménit, jen pokud budeme permutovat kon-
krétni dosazeni linearnich forem za Li,Ls,L3. Tento VIS ma tedy 3 instance, a
proto nemuze reprezentovat vSechny prvky v obecné orbité. Podle lemmatu [58| ne-
muze reprezentovat zadny prvek z obecné orbity. Musi tedy reprezentovat prvky
ze specialni a podle lemmatu [58| je reprezentuje vsechny.

Pokud C1, Cs lezi v riznych ¢lenech
Dosadme napriklad do druhého ¢lenu kvadratickou formu @ a zjistime, ze VIS uz
musi nutné vypadat nasledovneé:

Fy=C1L%Ly + QL3

Tento VIS ma 12 instanci, protoze jednotlivé instance se budou lisit, pokud
budeme v dosazovani prohazovat jak linearni, tak i kubické formy. Vidime, zZe in-
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stanci je vice nez spoctena velikost Z(2,6), to znamend, Ze nékteré instance nam
daji stejné homogenni formy:.

VIS nemitize obsahovat vice jak dva s¢itance, protoze ve tretim sc¢itanci by se mu-
selo nachazet vSech Sest formalnich forem, coz by neodpovidalo pozadovanému
stupni VIS.

2. Nyni uvazujme ptipad, kdy forma Ly nemusi spliiovat podminku HVID-1.

Pokud C7,C5 lezi ve stejném scitanci. Potom dostavame dva tvary:
C1Cy + QLy’ Ly, C1Cy + QL Ly°

Vidime, Ze oba dva tvary VIS maji 2 instance.

Pokud C,C, lezi v rtznych séitancich, mame jediny tvar C1QLy + CyLo>. Tento
VIS ma 4 instance.

Vidime, Ze jediny VIS, jehoz instance mizou pokryt vSechny formy Z(2,6) je
Fyu=CyL%Ly + C5(Q) Ls. Pokusime se dokazat, ze tomu tak skutecné je.

Véta 59. Viechny formy ndleZejici Z(2,6) jsou instancemi tvaru Fy = CyLy* Lo+
CoQLs.

Diikaz. Vime, ze VIS F, = C,Cy + QL1*LyLs reprezentuje viechny prvky ve
specialni orbité. Potfebujeme tedy zjistit kolik instanci Fiy = C1L1%Ly + CoQLs
se shoduje s instancemi F;, = C1Cy + QL1*L1Ls. (pozn. tvary VIS jsou pouze
prepsany z predchozich odstavei, ve skutecnosti Ly z tvaru F4 se nemusi rovnat
Ly z tvaru Fp).

Uvazujme tedy tvar Fy = CyL,?Ly + CoQLs a viechny tii variace tvaru Fp,
které nam davaji riizné instance, pricemz nyni si Ly, Lo, L3, C1,Co,Q) uz odpovidaji.

Oznacme FL1 = 0102 + QL12L2L3, FL2 = ClCQ + QL22L1L3, FL3 = ClCQ +
QLs*Ly Ly. Podivame se, kdy tvary VIS déavaji stejné instance.

Piedpokladejme, ze Fy, = Fa. Tedy C1Cy + QL1*LyLs = C1Li*Ly + CyQLs.
Vytknutim nékterych c¢lenti a prevedenim na stejnou stranu dostavame, ze
L1?Ly(LsQ + Cy) = Oy(Cy + LsQ), tedy L1>Ly = Csy, coZ nemiize nastat, protoze
Cs je ireducibilni.

Piedpokladejme, Ze Fy, = F. Tedy C1Cy+QLy*Ly Ly = CyLy* Lo +CoQ L. Opét
vytéenim dostaneme, ze Cy(Li*Ly + Cy) = LsQ(Cy + L1*Ly). Tedy LsQ = O},
coz je opét spor s tim, ze C je ireducibilni.

Predpokladejme posledni moznost, ze Fr, = Fas. Tedy C1Cy + QL3*L Ly =
C1 L2 Ly+C5Q Ls. Po vytéeni dostaneme, ze Ly@Q(Cy+L1LyLs) = Oy (L2 La+Cs).
Protoze Cy + L1LoLs # L1?Ly + Cy musi platit, Ze

a) Co+ L1LoLy = C4

b) LsQ = L*Ly + Cy

Nyni si vSimneme, ze bod a) plati vzdy. Protoze C1, Cy reprezentuji jediné dvé

ireducibilni formy, tedy z predchozi kapitoly vime, zZe maji sviij HVID. Pokud C'
lze naspat ve tvaru HVID, potom si vSimnéme, ze LiLoL3 + C} je stale HVID.
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Protoze LiLoL3 + Cy # C1, musi platit, ze LiLoL3 + C; = Cs. Odtud plyne, ze
pro jakékoliv konkrétni dosazeni do formalnich forem bod a) plati.

Zbyva rozebrat bod b). Chceme zjistit, kdy Cy = L@+ L,%Ly. V¥raz na pravé
strané ma 6 instanci. Zaroven si vsimnéme, ze L3Q + Li°Ls je HVID, ale nemusi
se uz nutné rovnat Cs, protoze se muze rovnat i C;.

Podivame se, co po dosazeni konkrétné dostaneme.

(X +Y)( X2+ XY +Y?) + XY = X? + X?Y +V?
V(X2 + XY 4+Y)+ X2(X+Y)=X3+ XY2+Y3
(X+YV)(X?+ XY +YH 4+ V232X = X34+ XY?4+YV3
X(X?+ XY +V?)+Y3(X+Y)=X34+ X?Y +YV3
V(X2 + XY 4+Y)+ (X +Y)PX =X+ XY +Y?
X(X?+ XY +Y)+(X4+Y)Y = X3+ XY?+Y?

Vidime, Ze v poloviné pifpadit L3Q + Li°Ls se rovna C; a ve druhé poloviné
02.

Shriime si nase pozorovani a vysledky. Pro vSechny instance tvaru Fy =
C1L%Ly + CoQLs plati, Ze se nerovnaji Fy, = C1Cy + QL\*LyLs, ani Fy, =
C1Cy + QLy*Ly Ly. Pro polovinu instanci plati, Ze se rovnaji Fr,, pro druhou
polovinu plati, Ze se Fr, nerovnaji. Tedy 6 instanci lezi ve specidlni orbité a 6 in-
stanci musi lezet v obecné. Podle lemmatu [58| timto dostaneme vSechny instance
obecné orbity.

O

6.3 Formy stupné 7 nad F,

Podobného postupu jako v pripadé Z(2,6) lze vyuzit i v pfipadé zjistovani VIS
pro Z(2,7). Podrobnéji je rozepsan ve clanku [1], tady jen zminime, ze |Z(2,7)| =
18, nachazeji se zde 3 orbity, kazda velikosti 6. Tvrzeni, které potom je potieba
dokéazat zni, ze kazda ireducibilni forma nad Fy je instanci L§L247i01 + L?,QCZ.

6.4 Formy stupné 5 nad F;

Zbyva dokazat posledni c¢ast véty 5, tedy dokazat, ze pro polovinu forem
stupné 5 nad F3 existuje VID.

Nejdiive dosazenim do vzorecku spocitame velikost Z(3,5).
|Z(3,5)| = %(35 —3) =48.
Pro pfipomenuti rovnost ikd, ze |T'| = q(¢—1)(q¢+1). Tedy v nasem pripadé
T|=3-2-4=24.

Déle pripomenme lemma 17, diky kterému vime, zZe stabilizator kazdé formy
je cyklicka grupa radu déliciho d. Vyuzijeme nerovnost za timto lemmatem,
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ze pro kazdé f € Z(3,5) plati:

) L]

1= 15,1 = NsDarT )
24 24

=5 =5

Z nerovnosti vidime, ze I'y < 1. Jelikoz ve stabilizdtoru lezi urcité identita, do-
stavame, ze I'y = 1. Tedy velikost kazdé orbity |[f]| = 24.

Celkem je v Z(3,5) 48 prvki, proto Z(3,5) musi obsahovat 2 orbity, kazdou o
velikosti 24.

Sestavme nyni vSechny tvary VIS. Podle definice tvaru VIS musi obsahovat
vsechny linearni a kvadratické ireducibilni formy. Z tabulky vidime, Ze to jsou
pravé ¢tyti linearni formy Ly, Lo, L3, L4, z nichz jedna je specidlni forma Ly, a
tfi kvadratické Q1, @2, Q3.

Jako obvykle r znac¢i pocet s¢itanci v HVID. Muzeme vyuzit lemma [19] které
nam dava na r omezeni.

Ld/2]

U F,
n=1

5r > (r—1)(9 —3)
r<6

dr > (r—1)

Podrobnym rozebranim vsak zjistime, ze r nemtze byt ve skutecnosti vétsi
nez 2.

Problém rozdélime na dva pripady, podle toho kde se nachéazeji kvadratické

formy @1, Q2, Qs.

Nejdifve uvazujme, Ze jedna z kvadratickych forem BUNO Q; se nachdz{ v
prvnim i druhém sc¢itanci. Potom kviili stupni souctu d = 5 se zbyvajici QQa, Q3
musi nachazet v rtznych scitancich. Celkovy stupen v obou sc¢itancich je nyni
4, tedy kazdy muze obsahovat jesté jednu linedrni formu. Tvar souc¢tu bude vy-
padat napiiklad takto: Q1QsL1 + c1Q1Q2Lo + coF3 + -+ - + ¢,_1 F,., kde ¢; jsou
konstanty v F3. Vidime, Ze ani v jednom z prvnich dvou sc¢itanct se uz nemitze
nachézet forma Ls. Tedy L3 nesplnuje podminku HVID-1 a tento soucet neni VIS.

Ve druhém ptipadé uvazujme, ze se kazda z forem @1, ()2, Q3 nachazi v prv-
nich dvou s¢itancich jen jednou. Potom aby byla splnéna podminka HVID-1, musi
se ve zbyvajicich s¢itancich nachézet vSechny formy @, ()2, Q3 zaroven. Tim byl
ale prekrocen stupen souctu, proto ani tento soucet neni VIS.

Nyni uz vime, ze r = 2.

Pokud Ly také spliuje podminku HVID-1, pak pro VIS mame az na permutaci
indexti u forem L; a forem ; jedinou moznost:

Fy = L1Q2Q3 + cLo L3 L4y
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Rzné instance mtizeme dostat, pokud za L;, (); dosazujeme rizné formy a za c
rizné konstanty. Pro L; mame ¢tyfi moznosti, pro ¢); tfi a pro ¢ dvé moznosti.
Celkem tedy dostaneme nejvyse 24 rtznych instanci.

Zaroven dokazeme, ze VIS F; ma nejméné 24 riznych instanci. Ziejmé F)
reprezentuje aspon jednu z forem z Z(3,5). Protoze také forma Ly spliiuje pod-
minku HVID-1, pro VIS Fj plati lemma 12. Neboli pokud Fj reprezentuje jednu
z forem I'-orbity, pak uz reprezentuje vsechny formy této orbity. Odtud vyplyva,
ze F1 méa pravé 24 instanci .

Odtud také plyne, ze VIS F} reprezentuje vSechny formy v jedné orbité, ale uz
nemuze reprezentovat formy ve druhé orbité. Obé orbity jsou stejné velké, tedy
reprezentuje pravé polovinu forem.

Forma Ly ovsem podminku HVID-1 spliovat nemusi. Pro r = 2 to znamena,
ze Ly se ve tvaru VIS vibec neobjevuje.

Opét az na permutaci indext u forem L; a forem (); mame pro VIS jedinou
moznost.

Fy = L1Q2Q3 + cL3L3L4Qy

Diky podobné tvaze jako vyse vidime, ze pro Ly, méame t¥i moznosti, pro (),
také tii a pro ¢ dvé moznosti.

Tedy celkem muzeme dostat 18 instanci. Nyni je potfeba ovérit, ze kazda z
téchto instanci bud nespliuje podminku HVID-2, nebo dostaneme stejnou in-
stanci jako uz reprezentuje F). Konkrétni instance zde uvadét nebudeme, ale po
vypsani vSech moznosti zjistime, ze zadné dalsi instance uz nedostaneme.
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Z.aver

Obecnéjsi definici tvaru VID jsme dosdhli tvarii VID, které definice ze ¢lanku
[T] nepfipoustéla. Zejména v hlavni vété (1§ pribyla nova dvojice (¢,d) = (4,2).

Na druhou stranu jsme také ztratili nékteré z péknych vlastnosti ptisobeni I'
na Z(g,d). V lemmatu [41] které ifkd, ze T’ zachovava tvary HVID-S jsme museli
pracovat z definici ze ¢lanku [I] a v lemmatu [58] které urcuje, Ze instance tvaru
VIS pokryvaji vsechny prvky I'-orbity, jsme taky museli pridat podminku, ktera
koresponduje s definici HVID-S.

Timto se nam ztizilo hledani rozkladi HVID, protoze jsme u tvaru VIS, které
neodpovidaji definici HVID-S museli podminku HVID-2 ovérovat mechanicky
konkrétnim vypisem vsech instanci.
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