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Uvod

V soucasné dobé dennodenné prichazime do styku s Sifrovanim dat, at uz
pri prihlasovani do banky, nebo pfi bézné komunikaci pres socialni sité. K to-
muto Sifrovani se hojné vyuziva kryptografie zalozena na problému diskrétniho
logaritmu a faktorizace. Tato kryptografie je béznymi pocitaci prakticky nepro-
lomitelna a doposud stacilo na technologicky vyvoj pocitact reagovat pouhym
zvétsovanim cisel, se kterymi kryptografické protokoly pracuji. S o¢ekavanym po-
krokem v oblasti kvantovych pocitact se vSak tento typ kryptografie zda byt
ohrozen. Je proto potifeba nalézt jiny zpusob Sifrovani, ktery by odolal i itokim
vedenym z kvantového pocitace. Jednim z moznych zptisobti se jevi kryptogra-
fie zalozena na mrizkach. K jejimu zavedeni a naslednému pouziti v praxi je ale
potieba kromé jiného definovat kryptografické primitivy, Sifrovaci a desifrovaci
funkce a dokazat jejich bezpecnost. Tato formalizace vyzaduje v dikazech préci
s okruhy Z,[z]/(z™ 4+ 1) v nichz potfebujeme o prvcich rozhodnout, zda jsou
invertibilni.

V této préaci se budeme zabyvat kritériem pro invertibilitu prvka v cykloto-
mickych okruzich (tj. faktorokruhy podle cyklotomickych polynomt) v zavislosti
na jejich délce, kde délku chapeme jako velikost normy daného prvku. Invertibilita
prvka okruhu Z,[x]/(z" + 1) je poté dusledkem véty, kterou dokdzeme na konci
této prace.

Struktura prace bude nésledujici. V prvni kapitole pfipomeneme diilezité po-
jmy a tvrzeni z algebry, kterd budeme v této praci potfebovat. Ve druhé kapitole se
budeme zabyvat existenci nekonec¢né mnoha prvocisel, ktera splnuji predpoklady;,
jez vyuzijeme v nasledujici kapitole. V dalsi kapitole zadefinujeme cyklotomické
polynomy a dokazeme nékteré jejich dilezité vlastnosti. Na konci této kapitoly
uréime, jak presné vypada ireducibilni rozklad ndmi pozadovanych cyklotomic-
kych polynomi s vyuzitim prvocisel z predchéazejici kapitoly. V posledni kapitole
definujeme cyklotomické okruhy. Na zavér dokazeme invertibilitu prvki téchto
okruhii za predpokladu, ze maji malou délku.



1. Zakladni definice a véty

V prvni kapitole ptipomene zakladni pojmy a formulujeme potiebna tvrzeni
z algebry, teorie ¢isel a komutativnich okruht.

Symbolem ¢(n), kde n € N, budeme v celém textu znacit Eulerovou funkci,
jejiz vystupem je pocet nesoudélnych cisel s n.

Grupou rozumime ¢tvetici G = (G,*/,e), kde G je neprazdnd nosnd mnozina,
* je bindrni operace, ’ je unarni operace, e je konstanta a je splnéno V x, vy, z € G:

rx(y*xz)=(r*xy)*z, rTHxe=exxr=umx, rxx' =1 xx=e.

Znacenim G* rozumime grupu G s nosnou mnozinou vSech invertibilnich prvku
z (3, operacemi nasobeni a invertovdnim a konstantou 1. Rddem prvku a rozu-
mime nejmensi kladnou mocninu n takovou, ze a® = e. Pokud takovd mocnina
neexistuje, potom ord(a) = oo. Rddem grupy chdpeme velikost jeji nosné mnoziny.

Generatorem cyklické grupy G je prvek a € G takovy, ze Vg € G 3n € N :
a=g.

Pro grupu G a jeji podgrupu H se mnoziny aH = {ah : h € H} nazyvaji
rozkladové tridy podle podgrupy H.

Podgrupa N grupy G se nazyva normalni pokud spliuje

VaoeG:aH=Ha < VYheHYacG:axhxa € H

(tato ekvivalence plyne z (Stanovsky, 2010, Tvrzeni 18.7)). Pomoci normélni pod-
grupy lze definovat faktorgrupu jejiz prvky jsou rozkladové tiidy (ty jsou zéroven
bloky ekvivalence diky tvaze v (Stanovsky, 2010, s. 120)).

Okruhem rozumime strukturu jenz je aditivni grupou spolu s operaci nasobent,
ktera splnuje distributivitu. Faktorokruhem pak rozumime okruh jehoz prvky jsou
rozkladové t¥idy podle idedlu. Jednd se opét o bloky ekvivalence. Rekneme, Ze
prvky a,b okruhu R jsou kongruentni modulo p € R, pokud plati pla — b.

Generovani hlavniho idedlu I prvkem r budeme znacit I = (r).

Nyni zformulujeme jednoduché lemma o kongruencich, které dokézeme.

Lemma 1. Necht a,a,b,c € Zx], p € Z, a # 0 (mod p). Jestlize plati ab =
ac (mod p) a a = a (mod p), potom b = ¢ (mod p).

Diikaz. Nejdrive vyuzijeme definice kongruence
ab = ac (mod p) = plac — ab = ac — ab = 0 (mod p).

Nyni vyjaddiime rozdil ndsledovné ac — ab = (@ — a)c + (¢ — b)a. Z predpokladu
vime, ze a—a = 0 (mod p) a tedy musi platit (c—b)a = 0 (mod p). Z predpokladu
déle vime a #Z 0 (mod p) a tedy ¢ — b =0 (mod p) = b = ¢ (mod p). O

Zaveden{ pojmil a dikazy nasledujicich vét a tvrzeni 2] az [9| 1ze nalézt v (Sta-
novsky, 2010)).

Véta 2 (Eulerova véta). Pro kazdé a € N an € N splnujici NSD(a,n) = 1, plati
a?™ =1 (mod n),

kde ¢ je Eulerova funkce.



Véta 3 (Lagrangeova véta). Necht H je podgrupa konecné grupy G. Potom

ord(H) | ord(G).

Véta 4 (Cinskd zbytkova véta). Méjme my, ..., m, po dvou nesoudélnd prirozend
cisla. Oznacme M =my -...-my,. Pak pro libovolnd celd c¢isla uy, ..., u, existuje
prave jedno x € {0, ..., M — 1}, které resi soustavu kongruenct

r=u; (mod my), ...,z =wu, (mod my,).

Tvrzeni 5. Podgrupa cyklické grupy je cyklickd grupa.
Tvrzeni 6. Prunik podgrup je podgrupa.
Lemma 7. Bud G = (a) cyklickd grupa. Pak

1 <&k’al> _ <aNSD(k,l)>;.

2. je-li |G| = n, pak <ak> = <aNSD(k’n)>.

Véta 8 (1. véta o izomorfismu grup). Necht G a H jsou grupy a v : G — H je
homomorfismus grup. Potom

G/Ker(v) ~ Im(v).

Véta 9 (1. véta o izomorfismu okruhti). Necht R a S jsou okruhy a v : R — S
je homomorfismus okruhi. Potom

R/Ker(v) ~ Im(vy).

Véta 10 (Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti). Necht h,k € Z,k > 0 a
plati, Ze NSD(h, k) = 1. Potom existuje nekonecné mnoho prvocisel p spliujicich
p=h (mod k).

Dukaz této véty lze nalézt v (Apostol, [1976)).

V této praci budeme déale potrebovat nasledujici poznatky z teorie Komu-
tativnich okruhti. Jestlize R je okruh, potom R-modul M je abelovskd grupa
M = (M, +,—,0) spolu se skaldarnim nésobenim r-m € M pror € R,m € M
spliujici Vr,s € R a Vm,n € M

r-(m+n)=r-m+r-n, r-(ssm)=(rs)-m, (r+s)m=r-m+s-m, l-m=m

Podmnozina X modulu F se nazyva volnou bdzi, jestlize X generuje F' a jestlize
pro kazdy modul M a kazdy vybér prvki a, € M,z € X, existuje homomorfismus
Y o F — M takovy, ze ¥ (x) = a, pro kazdé x € X. Mohutnosti této béze se
rikd hodnost a je jednozna¢né urcena diky (Drapal, 2006, Tvrzeni 1.4.7). Volnou
abelovskou grupu chdpeme jako Z-modul s volnou bazi.

Tvrzeni 11. Méjme Z obor hlavnich idedli, volnou abelovskou grupu A = Z" a
podgrupu B grupy A. Potom existuji jednoznacné urcené idedly Iy 2 I O ... D I,
okruhu 7Z takové, Ze pro nékterou volnou bazi ey, ..., e, grupy A plati

B = ]161 + ]nen



Toto tvrzeni je preformulovanim (Drapal, 2006, Véta 1.6.2). Idedly I; jsou
hlavni a proto je muzeme zapsat pro néjaka r; jako I; = (r;). S timto znacenim
formulujme dalsi tvrzeni jenz je preformulovanim (Drapal, 2006, Dusledek 1.6.3).

Tvrzeni 12. Mejme Z obor hlavnich idedli, volnou abelovskou grupu A = 7™
a podgrupu B grupy A. Poté lze nalézt volnou bazi eq,...,e, grupy A a prvky
Ty.ooyTn € Z takové, Ze ri|ro, ... ru_1|rn a M = Y1 | Zrie;. At k je nejuyssi
takové, Ze r, # 0, kde 0 < k < n. Pak rieq, ..., e, tvori volnou bdzi grupy B.

Disledek 13. Necht A = Z™ je volnd abelovskd grupa hodnosti n a B je jeji
podgrupa. Necht A/B je konecnd grupa. Potom B je hodnosti n.

Diikaz. Diky Tvrzeni [12] staci dokazat k = n. Predpoklddejme tedy pro spor, ze
existuje prvek r; = 0. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme I, = (r,) = (0).
Diky Tvrzenitim padem mame B = [1e;+...+1e, = (r1)er+. . .4+ (rp_1)en_1+
(0)e,,. Vezméme si nyni prvek tie, € A a tae, € A, kde ty,t5 jsou rizné libovolna
prirozend ¢isla. Ve faktorgrupé A/B témto dvéma prvkam piislusi rizné rozkla-
dové tiidy a tedy A/B je nekonend, coz je spor.

]



2. Nekonecné mnoho potrebnych
prvocisel

V hlavni vété této prace (Véta se vyskytuje prvocislo p s konkrétnimi
vlastnostmi. V této kapitole proto dokazeme existenci nekonecné mnoha téchto
prvocisel (Tvrzeni . Zacneme ale nejprve dvéma pomocnymi lemmaty, ktera
k dikazu vyuzijeme.

Lemma 14. Necht a = 1 + 2/ (mod 2/*) pro f > 2. Potom ord(a) v grupé Zs.
pro e > f je roven 2¢71.

Nasledujici dikaz je podrobnym rozepsanim a doplnénim dikazu (Lyubashev-
sky a Seiler], 2018, Lemma 2.4).

Diikaz. Pfedpokldddme, Ze a = 1 + 2/(mod 2/1). To nam implikuje vyjadient
a = 1+2/ +c2/*! pro néjaké ¢ € Z. Tento tvar mizeme dale vytknutim 2/ upravit
na 1+ 27(1 + 2¢). Cislo a 1ze tedy zapsat ve tvaru a = 1 + 27k;, kde k; = 1 + 2¢
je liché celé ¢islo. .

Indukei podle j dokdzeme, 7e a® = 1 + 2/%7 kj;, pro k; € Z liché. Pro j = 1
plati

@ = (1427 k1)* = 1427y + 2207 = 14 277 (kg + 27710]) = 14 27k,

kde ky = ky + 2/71k? € Z a jednd se o liché &islo. _
V indukénim kroku pfedpoklddejme, Ze rovnost plati pro j. Tedy a* = 1 +
2/%9k;, kde k; je liché ¢islo. Nyni dokéZeme, Ze poté rovnost plati také pro j + 1

o =14 2/ I 4 ),

Z indukéniho predpokladu vime, Ze k; je liché ¢islo, naopak 2f+i *114332 je zjevné sudé
a tedy jejich soucet je liché &islo. MiZzeme proto definovat kj,q = (27 H*lk? +k;)
a tedy o' =14 27T+,

Pro volbu j = e — f nyni dostavame a® " =1+ 2°k,_; = 1 (mod 2°).

Zbyva ovétit, ze ord(a) = 2¢7/ v grupé Zs.. Nejprve predpokladejme e = f.
Potom a' =1 (mod 2¢) a tedy fdd a musi byt roven 1 (mensi byt nemiize).

Nynf pro spor necht ord(a) < 2¢7/, kde e > f. Ozna¢me m = ord(a).
Z Lagrangeovy véty (Véta [3) plyne m|2¢7/ a tedy existuje | € N takové, Ze
m = 2!, kde zérovenn | < e — f = f +1 < e. Pro volbu j = [ vime, ze plati
a? =1+ 2/, 7 piedpokladu pro spor mame a2 =1 (mod 2¢) = 2¢[2/+k,. To
je ale spor, nebot 2¢ > 2/+! a k; je liché ¢islo.

O

Lemma 15. Necht p je liché prvocislo.

a) Pokud je g generdtorem grupy Ly, potom bud g nebo g + p je generdtor
v grupé L.

b) Pokud je g generdtorem grupy Ly, potom g je generdtorem grupy Z;k
prok € N, k> 2.



Nésledujici dikaz vychézi z dikazu v (Baker, 2011]).

Diikaz. (a) Necht m = ord(g) v grupé Z:,. R4d této grupy je o(p?) = p(p — 1).
Z Lagrangeovy véty (Véta |3)) plyne m | p(p — 1). Z ¢™ = 1 (mod p?) plyne, Ze
také g™ =1 (mod p). Z pfedpokladu, Ze g je generator grupy Z; plyne p—1 | m.
Dohromady tedy bud m = p — 1, nebo m = p(p — 1).

Uvazujme nyni prvek g +p € Zg, (ten opravdu lezi v grupé Ly, jelikoz
NSD(g + p,p?) = 1) a oznac¢me si m’ = ord(g + p) v grupé Zz, . Opét z Lagran-
geovy vty plyne m' | p(p — 1). Zaroveti (g +p)™ =1 (mod p?) = (g + p)™ =
1 (mod p) a tedy ¢™ = 1 (mod p). O g vime, Ze je generator grupy L, a tedy
z Lagrangeovy véty p — 1 | m’ a proto m’ = p — 1, nebo m’ = p(p — 1).

Pro spor predpokladejme, ze m = m’ = p—1. Vyuzitim toho, ze m’ je ord(g+p)
v grupé Z, ziskavame

(g+p) =(g+p)(g+p)P " =g+p (mod p).
Z binomické véty plyne

p

(g+p)P =g"+pg 'p+ <2> P p+ ...+’ =g (mod p?).

Zaroven také plati
gr =g =1 (mod p2) = ¢* = g (mod pg).

Celkové méme g + p = ¢ (mod p?) = p = 0 (mod p?), coz je spor. Tedy bud
m = p(p — 1) nebo m' = p(p — 1), coZ znamend, Ze g nebo g + p je generatorem
grupy Z.

(b) Tuto ¢ast dokdzeme indukei podle k. Pro k = 2 tvrzeni predpokladame.
V indukénim kroku predpokladejme, Ze g je generatorem grupy Z,. Dokazeme,
7e poté g je generatorem grupy Lipjesr -

Ozna¢me m = ord(g) v grupé Zyy+1- Z toho plyne m|p(pFtt) = (p—1)pk, tedy
g™ =1 (mod p**1), z &ehoz zjevnd g™ = 1 (mod p*). To spolu s predpokladem,
Ze g je generdtorem grupy Z, implikuje o(p¥) = (p—1)p* tim. Dohromady tedy
plati (p — 1)p*Ym a m|(p — 1)p*. Diky jednoznaénosti prvoéiselnych rozkladit
jsou jedinymi kandiddty m = (p — 1)p*~!, nebo m = (p — 1)p*. Pokud by m =
(p— 1)pF~1 znamenalo by to, ze g nen{ generator grupy Z;,M, protoze tato grupa
mé ad p(p"t1) = (p — 1)p". Stadi tedy dokazat g®~VP*"" £ 1 (mod p**?).

Pro spor predpokladejme g(f"*l)pk*1 =1 (mod p*!). Nyni pouZzijeme Eulerovu
vétu (Véta [2) pro n = p*~1 a a = ¢g. K tomu potiebujeme ovéfit nesoudélnost g
a p"~!, tedy g € Z}, = NSD(g,p*) = 1 = NSD(g,p* ") = L.

k—2

Ziskavame tak kongruenci ¢g® V7*"* =1 (mod p*!) a tedy g 1P"" =1 +
ap®~! pro néjaké a € Z. Umocnénim obou stran na p-tou a pouzitim binomické
véty ziskdme

gP P = (1 aph P =14 (?) ap"~! + (g) a?p* (g) a’p?*Y

=1+ ap® (mod p**t).



7 predpokladu pro spor a binomického rozvoje
g P =1 =1 4+ ap® (mod p**1) = ap® = 0 (mod ) = pla.

Kongruenci ziskanou pouzitim Eulerovy véty vyse tedy muzeme diky pla déle
rozepsat jako .
—2
gP P =1 £ apft =1 (mod pP).
To je ale spor s predpokladem indukce, Ze g je generatorem grupy L nebot
jsme nalezli mensi mocninu nez je rad této grupy, pro kterou plati g(p*l)pk_2 =

1 (mod p*). Tedy m # (p—1)p*~! a proto m = (p—1)p* = ord(g) v grupé Liyyosr.-
]

Pro prvodislo p = 2 st (b) v Lemmatu neplati, nebot pro Z3, mame
generator prvek g = 3, ovsem naptiklad pro k = 3 grupa Zg neni cyklicka.

Tvrzeni 16. Necht m =[], p;*, kde p; jsou po dvou riznd prvocisla an,e; € N,
e; > 1. Necht z = ?le{i, kde f; € N splnuje 1 < f; < e;. Navic necht plati
implikace, pokud 8|m, pak 4|z. Potom existuje nekonecné mnoho prvocisel p, které
spliuji p =1 (mod z) a ord(p) = m/z v multiplikativni grupé modulo m.

Nésledujici dikaz je podrobnym rozepsanim a doplnénim dikazu (Lyubashev-
sky a Seiler] 2018, Theorem 2.5).
Diikaz. Zacneme tim, ze pro kazdé prvocislo p; nalezneme a; spliujici a; =

1 (mod pf') a ord(a;) = pf~

v grupé Z;gi, tedy afiz " = 1 (mod p;*). Diky
tomu poté nalezneme a € Z, ne nutné prvoéislo, spliujici zaver veéty.

Uvazujme nejprve pouze lichd prvocisla p;. Protoze grupa Zj je cyklick4,
existuje generdtor g této grupy. Z Lemmatu [I5] vime, Ze potom g, nebo g + p; je
generatorem grupy Z;% Vk € Nk > 2. Oznacme tedy ¢’ tento spolecny generator
grupy Z;ji' V grupé Z;fi plati (g’)(l?z‘—l)pf-ci_1 = 1 (mod p;*), diky Eulerové vété

(Véta , kde (p; — 1)19{“1 je Tad prvku ¢'. Dava proto smysl definovat a; =
i—1 . . , 3 ’ vz €5 — Z

(¢ )(pi‘l)pzf (mod p¢). Stejnou tivahou ziskiame Fad (p; — 1)pfi~" generdtoru ¢’

vV grupeé Z;gi. Nés nyni zajima rad prvku a; v grupé Zzgi. Tedy hledame nejmensi
’ 1y ki : L Ty <

k; takové, ze a¥i = ((g’)(pi_l)f’ 1) = 1 (mod pi). Jiz vime, Ze ad ¢’ v grupé

Zrei je (pi = 1)pi' " a tedy

_ (pi - 1)pfi_1 _ péz‘*fi
Com=ptt

Nyni uvazujme prvocislo p; = 2. Predpoklddejme, Ze 8|m. Pro exponent e;
v rozkladu m na soucin prvocisel tedy plati e; > 3. Ze znéni tvrzeni diky tomu
mame 4|z a tedy f; > 2.

Volme v Lemmatu (14 f = 2 a e = e;. Tim ziskdme prvek 5 = 1+ 22 (mod 23),
pro ktery plati ord(5) = 2472 v grupé Zs., . Zaroven miizeme ale také volit e = fi,
tim ziskdme ord(5) = 2172 v grupé Z;,, . Definujme proto a; = 521 Rad tohoto
prvku v grupé Zi., je potom diky stejné tuvaze jako v ¢asti dikazu pro licha
prvocisla roven
(2 —1)2a71

_9e1—f1
@—1ph4_2 '

ky =
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Tim padem pro prvocislo 2 spliuje prvek a; pro e; > 3 a f; > 2 stejné podminky
jako prvky a; pro licha prvocisla.

Nyni pripad, kdy e; = 2 a tedy f; = 1 nebo f; = 2. Za¢néme s f; = 1. Lze
snadno nahlédnout, ze prvek a; = 3%’ splnuje pozadované podminky, tedy plati
3 =1 (mod 2) a ord(3) = 227! v grupé Z}:. Pro fo» = 2 budeme volit a; = 1,
protoze v tomto ptipadé a; =1 (mod 22) a ord(a;) = 1 v grupé Zss.

Jako posledni zbyva pripad e; = 1 = f; = 1. V tomto pripadé staci volit
a; — 1.

Celkové tedy mame pro vsechna prvocisla p; prvky a;, které spliuji podminky
a; =1 (mod pl*) a ord(a;) = pi 7.

Nyni mizeme pouzit Cinskou zbytkovou vétu (Véta pro nalezeni celého
¢isla a spliujictho a = a; (mod p*) Vi € {1,...,n}. Z této volby plyne a =
a; (mod p!*). My ale vime a; = 1 (mod p!) a tedy a = 1 (mod p/*). Existuji tedy
r; € N spliujici

a—1=nrp'= r2p£2 = ... =r.pln
Navic diky vzajemné nesoudélnosti prvocisel miizeme a — 1 vydélit z beze zbytku
a tedy plati a — 1 = c[[., p{i = cz pro néjaké ¢ € N. Tim méame splnéno
a=1 (mod z2).

Nyni dokdzeme ord(a) = = v grupé Zy,. Prvek a lezi v grupé Z;, diky vztahu
a=a; =1 (mod p;') =1 (mod p;) a tedy vyraz ord(a) v grupé Z! ma smysl.
Za¢neme umocnénim a = a; (mod p;*) na m/z, tedy

" ¢ =1 ei—ri\ L1~ ,';tipe'j_fj
am =" = aZHFlpJ = <afi ) | (mod pf?) (2.1)
Existuji tedy ¢; € N takové, ze
a™r—1= Lpit = ... =t,pin

a tedy opét diky vzajemné nesoudélnosti prvocisel p;, existuje néjaké d € N
pro které plati a™/* — 1 = dm. Pro ovéfeni, ze se skutecné jedna o ¥ad, je potfeba
overit, ze mocnina * je nejmensi takova.

Ozna¢me ¢; = ord(a;) = pfi_fi vV grupé Z;;i. V rovnosti jsme doka-

zali @™* = 1 (mod p$) a vime, e a = a; (mod pf*), tedy dohromady a}”* =

1 (mod p*). Proto m/z musi obsahovat néjaky nasobek ¢; pro kazdé i = 1,... n.
Nejmensi takové ¢islo je NSN(qq, ..., qn) = NSN(pS* ™™, ... pe~), coZ je prave
Nyni pouzijeme Dirichletovu véto o aritmetické posloupnosti (Véta. Je po-
tfeba ovérit predpoklad, ze NSD(a, m) = 1. To ale zjevné plati, nebot a € Z!, <
NSD(a,m) = 1. Tedy diky této vété existuje nekonecné mnoho prvocisel p tvaru
a+ Im, kde [ € N. Tato prvocisla zjevné spliuji p = 1 (mod z). Pro ziskani radu
p v grupé Z* staci ovérit (diky vypoctu tohoto radu vyse), ze p = a; (mod pj’),

coz ale opét zjevné plati.
O

Dtikaz Tvrzeni nam dava navod na presny vypocet prvocisla p ze znéni
tohoto tvrzeni. Pro ilustraci se podivejme na nasledujici ptiklad.



Priklad 1. Necht m =540 =2%2-3%-5 a 2 =90 = 2- 3% - 5. Urcete, jak vypadaji
prvocisla p, pro kterd plati p =1 (mod 90) a ord(p) = 6 v grupé Z?,,.

Reseni. Budeme postupovat pfesné podle diikazu Tvrzenf . Oznacime si m =
S opfaz= ?:lpzf", kde p1 =2, po = 3, p3 = 5.
Nejprve nalezneme pro kazdé prvocislo p; prvek a; takovy, ze a; = 1 (mod p;*)
a ord(a;) = p§ i~ y grupé Z;‘f,-. Konkrétné tedy chceme
a; =1 (mod 2) a ord(a;) =2 v grupé Z;
as =1 (mod 9) a ord(ay) = 3 v grupé Z3;
a3 =1 (mod 5) a ord(asz) =1 v grupé Z:

Prvocislo p; je sudé a proto dle ditkazu mizeme volit a; = 3 pro e; = 2 a
fi1 = 1. Pozadavek ord(3) = 2 v grupé Zj je timto splnén.

Nyni prvocislo ps. To je liché, a tedy dle diikkazu potfebujeme najit generator
g grupy Zj. Tim je napiiklad 2. Potom vime, Ze bud 2 nebo 2+ 3 je generatorem
Z§. Postupnym mocnénim oveérime, ze 2 je generdtorem grupy Zg a tedy mizeme
pomoci néj definovat prvek a; = 10, protoze 25 = 10 (mod 27). R4d 2 v grupé
Z%; je z dikazu roven k = 3 a tedy pozadavek na rad prvku as je splnén.

Zbyva prvocislo ps. Pozadujeme, aby rad prvku as byl v grupé Z; roven jedné.
Takovy prvek je pouze neutrdlni prvek, a tedy az = 1.

Nyni pouzijeme Cinskou zbytkovou vétu pro nalezeni a spliujici

a =3 (mod 4) a =10 (mod 27) a=1 (mod 5).

Toto a je ve tvaru 91 4 540t, kde t € Z. Tedy pro ¢t = 0 definujme a = 91.
Tento prvek opravdu spliuje a = 1 (mod z) a ord(a) = m/z (mod m), konkrétné
91 =1 (mod 90) a ord(91) = 6 v grupé Zy,.

Cislo 91 nenf prvoéislo, oviem diky Dirichletové vété mame nekoneéné mnoho
prvocisel p ve tvaru 9141540, kde [ € N. Prvocislo ziskdme napiiklad pro ! € [1,10]
v pripadech, kdy [ = 1,2,4,5,6,9.

O
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3. Cyklotomické polynomy

V této kapitole se seznamime s cyklotomickymi polynomy, dokdzeme nékteré
potiebné vlastnosti a prvni ¢ast o ireducibilité rozkladu cyklotomického polynomu
z Véty [35] V celé kapitole uvazujeme vSechna télesa komutativni.

3.1 Zakladni vlastnosti

Definice 1. Je-li K libovolné téleso, pak rozkladové nadteleso polynomu x™ —1 €
Kz| nad télesem K se nazjvd n-té cyklotomické téleso nad K a oznacuje se
K™, MnoZina vsech kotent polynomu ™ — 1 v K™ se znaci E™. Proky E™
nazyvame n-té odmocniny z jedné.

Tvrzeni 17. Necht n € N a K je téleso charakteristiky p, kde p je prvocislo
splnujici p fn. Potom x™ — 1 md v K™ jednoduché koreny a E™ je cyklicka
podgrupa radu n multiplikationi grupy <K<")) telesa K™ .

Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v (Barto a Tumay, 2008, s. 23).

Dusledek 18. Protoze koreny ™ — 1 v K™ jsou navzdajem rizné, plati

" —1= ][ (z—9).

geE(n)

Definice 2. Necht n € N a K je téleso charakteristiky 0, nebo p, kde p je prvo-
c¢islo splnugici p fn. Pak libovolny generdtor E™ (neboli prvek radu n) nazgvame
primitivni n-t4 odmocnina z 1 nad K.

Definice 3. Nechtn € N a K je téleso charakteristiky 0, nebo p, kde p je prvocislo
spliiujici p fn. Pak polynom

Qn(z) = 11 (= ¢)

& je primitivni n-td odmocnina z 1
se nazyvd n-ty cyklotomicky polynom nad K.

Méjme tedy & generdtor grupy E™. Kazdy prvek E™ je roven & pro i €
{0,...,n—1}. Berme postupné tyto prvky &'. Diky Lemmavime, ze pokud plati,
NSD(i,n) = 1, potom oba prvky generuji stejnou podgrupu (v tomto pripadé
primo grupu E(")). Prvki, pro které toto plati, je zjevné z Eulerovy funkce prave
¢(n). Tedy cyklotomicky polynom @, miZeme zapsat ve tvaru

©(n)
Qu(z) = [[ (= - &),
i=1
kde &1, ..., &s(n) jsou primitivni n-té odmocniny z 1 v télese K.

Tvrzeni 19. Necht n € N a K je téleso charakteristiky 0, nebo p, kde p je
prvocislo spliugjici p fn. Pak plati

din

11



Diikaz. Diky Tvrzeni [17] vime, Ze existuje n kofentt v grupsé E™. Zaroveri také
vime, Ze existuje prvek & € E™ takovy, Ze &) = E™, a tedy

- I -6

dn 1<i<n,NSD(i,n)=d

S I RS

dln 1<i<Z NSD(i,2)=1

=] Qs () =[] Qu(x).
din

din

3.2 Cyklotomické polynomy nad télesem cha-
rakteristiky p a 0

Znaceni. Oznacme Q° cyklotomicky polynom @, nad télesem Q a QP cykloto-
micky polynom @),, nad télesem Z,.

Dusledek 20. Cyklotomicky polynom Q°(x) md koeficienty v Z, a tedy Q°(x) €
Zx]. Cyklotomicky polynom QF(x) md koeficienty v Z,, a tedy QF(x) € Zy[z].

Nésledujici dukaz je inspirovan dikazem v (Barto a Tuma, 2008 s. 24).
Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze Q°(x) € Q[x]. Diikaz provedeme indukei podle n.
Pro n = 1 plati QV(z) = = — 1 € Z[z]. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati

pro viechna d < n. Z Tvrzeni 19 médme rovnost 2" — 1 = [y, Qy(z) a tedy
mizeme vyjadiit Q° ndsledovné

0 _ " —1
Qn (x) Hd\n,d<n Qg([ﬁ) '

Cyklotomické polynomy QY jsou z indukéniho piedpokladu v Z[x]. Jejich sou-
¢in ma vedouci koeficient 1 a tedy pokud se na zlomek podivame jako déleni se
zbytkem, ziskdme opét polynom z Z[z] se zbytkem 0.

Nyni, ze QP (x) € Z,[x]. Dukaz provedeme opét indukci. Pro n = 1 zjevné
QY () = v — 1 € Zylx]. Nechf pro kazdé d < n tvrzeni plati. Cyklotomicky
polynom QP (x) mizeme opét zapsat jako

» _ " —1
) = )

a diky déleni se zbytkem v Z,|x] ziskavame opét polynom z Z,[z].

Disledek 21. Necht n € N, p je prvocislo splriujici p fn. Poté plati
Qh(z) = Qu(x) (mod p).

12



Diikaz. Dtiikaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot

Qf(z) =2 — 1= Q(z) (mod p).

Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro vsechna d < n, tedy

[I @Qi@)= Il Qailx) (modp).

dln,d<n dn,d<n

Zjevné plati 2™ — 1 = 2™ — 1 (mod p), a proto diky Tvrzeni

Qnz)= [I Qix)=Qu@) [I Qa(z) (mod p).

d|n,d<n dn,d<n

Tim méme splnény predpoklady Lemmatul[l] a tedy QF(z) = Q%(z) (mod p).
O]

Véta 22. Cyklotomické polynomy nad Q jsou ireducibilni.

Dikaz véty lze nalézt v (Weintraub, [2000)).

3.3 Ireducibilni rozklad nad télesem charakte-
ristiky p

Definice 4. Mobiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1}, které je definované

1 pokud n =1
pun) =< (=1  pokud n je soucinem k rizngjch prvocisel
0 pokud p* | n pro néjaké prvocisio p

Lemma 23. Pro libovolné n € N plati

> u(d) =

{ 1 pokud n =1
dln

0 pokud n > 1

Nésledujici diikaz je podrobnéjsim sepsanim na zakladé (Barto a Ttumay, 2008,
s. 29).

Diikaz. Pro n = 1 je lemma ziejmé. Necht tedy n > 1 an = pi* - ... -pfl je
prvociselny rozklad. Plati-li d|n, potom existuji m; € Z, 0 < m; < k; pro i €
{1,...,n} takova, ze

l
d=1[n"
=1

Pokud ale existuje j € {1,...,n} takové, ze m; > 1, potom p(d) = 0, a tedy
takovy délitel celkovy soucet neovlivni. Zajimaji nas proto pouze délitelé tvaru

l
d=]Ir
=1
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kde ¢; € {0,1}. Sumu > ,, p(d) ze znéni lemmatu tedy muzeme rozepsat nésle-
dovné

S uld) = p()+ S+ Y pd 4 Y u<d>+...+u(npi)
dn d i=1

=p; d:-pipj d:]?ipjp@
7] i FkFL

1= ()2 (rco)-veor

Véta 24 (Mobiova inverzni formule). Necht G = (G, - ,7'.1) je multiplikationi
komutativni grupa a H,h : N — G dve zobrazeni. Méjme

Vn e N: H(n) =[] R(d),
dn

]

potom

n p(d)
¥neN: h(n):HH(d) .
din

Nésledujici ditkaz pro multiplikativni grupu vychazi z dikazu pro aditivni
grupu v (Barto a Tamal, 2008, s. 29).

Dikaz.
w(d) w(d)
(o) - 11 (o)

oz cn \d|%

() -

din din

Prvni rovnost jsme ziskali z predpokladu véty a druhou diky pozorovani cd|n <
c|n & d|%. Zafixujme nyni c. Potom lze vyraz

w(d)
(H h<c>)
d|%

za posledni rovnosti rozepsat jako
h(c)Md) . . p(e)rldm) = h(c)zd\% u(d)’

kde pro di, . .., dy, plati d;|%. Z Lemmatu [23| vime, Ze soucet >-y» p(d) = 0 kromé
piipadu, kdy 2 =1 = n = c. Tedy jediny soucin rizny od jedné je soucin pres
c=n, a tedy

u(d)
11 (H h(c)) = h(n).
2

c|n

]

Tvrzeni 25. Necht n € N a p prvocislo, pro néjz plati p fn. Potom lze cykloto-
micky polynom QP (x) zapsat ve tvaru

Qi) =TT (w# - 1)

din
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Dﬁkaz Diky Tvrzeni vime, ze 2" — 1 = []g,, Q% (). Definujme funkce H(n)
a h(n) z Véty 24 H(n) = 2™ — 1 a h(n) = QP (x). Tedy diky této vété ziskavame
presne tvrzeni dusledku

u(d

w =118 (4)"" = @) =TI (= - 1)

dn dn

O
V Prikladu [1] jsem uréili, jak vypadaji prvocisla p. Zvolme tedy jedno konkrétni,
napriklad p = 91 4+ 540 = 631 a spocitejme nasledujici priklad.

Priklad 2. Urcete cyklotomicky polynom Q%3 (x).

Reseni. K feseni tohoto pifkladu vyuzijeme Tvrzeni . 7 néj vidime, ze cyklo-
tomicky polynom miizeme zapsat jako soucin pres vSechny délitele d ¢isla 540 =
22.33.5. OvSem tito délitelé se zaroven vyskytuji jako argument funkce p(d). Tato
funkce z definice nabyva nenulovych hodnot pouze v pripadech, kdy prvek d ne-
obsahuje ve svém prvociselném rozkladu néjaké prvocislo na vyssi mocninu nez 1.
Zajimaji nas proto pouze délitelé 1,2,3,5,2-3 =6,3-5 = 15,2-5=10,2-3-5 = 30.

si0(x) = (35540 — 1)#(1) . (1,270 — 1)”(2) ) (13180 _ 1)#(3) ' <x108 B 1)#(5) .

i (xgo _ 1)#(6) ' (xgﬁ B 1)#(15) ' (x54 _ 1)#(10) . (xls _ 1)#(30)
@0 = 1)- (@~ 1) (2% — 1) - (2% — 1)
(33270 1) - (2180 — 1) - (2198 — 1) - (218 — 1)

M4 126 090 72 54 L 18 |

O
Definice 5. Definujeme funkci
d(n) = 11 P.
pln, p je proocislo
Dusledek 26. Necht n € N an = pit . ... - phm je prvociselny rozklad. Necht

p je prvocislo pro néjz plati p fn. Potom muzeme cyklotomicky polynom QP (x)
prepsat jako
_ P 5]
Qn (@) = Qfny (1‘5( )) :

Diikaz.  Cyklotomicky polynom ¥ prepiseme pomoci Tvrzeni

Qi) = IT (= 1)

dn

Vsimneme si, ze pokud d|n a d fd(n), potom je z definice u(d) = 0, a tedy staci
pocitat pouze s déliteli d(n)

N S KD
IT (-1 =TI ((=™7) 7 =1] =@, («7).

dJé(n) d|é(n)
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Lemma 27. Necht m = HZ 1 P5, kde p; jsou po dvou riznd prvocisla an,e; € N,
i > 1. Necht z =[]}~ 1pZ , kde f; € N splnuje 1 < f; < e;. Potom

Q) =@ (+%) o T = gg)).

Nasledujici dikaz vychazi z dukazu (Lyubashevsky a Seiler, 2018, Lemma
2.2).

Ditkaz. 7 definice funkce § zjevné plati §(m) = 6(z). Vyuzijeme Disledku 26] a
tedy

Qo) = @l (+787) = Qhs (+7) = Qs (%)) = @2 (2.

Cyklotomicky polynom @QP, (z) ma stupeni ¢(m). Cyklotomicky polynom QP (x™/?)
ma stupen (mey(z))/z. Jelikoz jsem jiz dokéazali rovnost mezi nimi, musi platit

m/z = p(m)/e(z).
O

Tvrzeni 28. Necht m = [, p;*, kde p; jsou po dvou riznd prvocisla an,e; € N,
e; > 1. Necht z =[], p{i, kde f; € N spliuje 1 < f; < e;. Pokud je p prvocislo,
pro néjz plati p = 1 (mod z) a ord(p) = m/z v grupé Z,, potom lze vyjadrit
QP (z) jakozto soucin

o(2)

b (z) = H:pm/z—rj
j=1

pro riznd r; € Ly, kde ™% —r; jsou ireducibilng v Z,[z).

Nasledujici dikaz je podrobnym doplnénim a rozepsanim diikazu (Lyubashev-
sky a Seiler] 2018, Theorem 2.3).

Diikaz. Diky Lemmatu 27] ziskdvame

. el
Qu(2) =@ (+%) = [T =% =1,
i=1

kde ry...,7ry() jsou ruzné primitivni 2-té odmocniny z jedné.

Prvky r; lezi v Zy, diky nasledujic{ dvaze. Z ptedpokladu p = 1 (mod z)
vime, ze z|p — 1, a tedy existuje [ = 2— L Grupa 7, je cykhcka s generatorem g,
proto g = 1 (mod p), kde zl je Fad g Oznacme si r = ¢'. Potom ord(r) = 2.
Mame tedy prvek r € Z; radu z, ktery generuje podgrupu G tadu z, ktera je
cyklickd. Vsimneme si, ze prvek 7%, kde i € N, i < z generuje diky Lemmatu [7] I
grupu G praveé tehdy, kdyz NSD(i, z) = 1. Takovych prvku je pravé ¢(z). Celkové
tedy mdme podgrupu G grupy Z,, kterd md z prvki a pocet generatori G je
pravé ¢(z). Nosnd mnozina grupy G je tedy mmnozinou vsech kofenti polynomu
2% — 1, a tedy z definice se jednd o E®). Oznaéime-li si generatory grupy G jako
1, Te(z), JSOU tyto prvky primitivni z-té¢ odmocniny z jedné v grupé Z,.
Zbyva ovéfit, ze x™/* — r; jsou ireducibilni polynomy v Zy|z] pro kazdé i €
{1,...,¢(2)}. Bez 4jmy na obecnosti predpokldadejme i = 1. Pro spor ptedpo-
kladejme, ze 2™* — r; je reducibiln{ a ireducibilni polynom f € Z,[x] spliuje
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f | ™% —7r;. Oznacme d stupeti polynomu f. Plati, Ze d < 7. Polynom f definuje
koTenové nadtéleso Z, stupné d, tedy téleso F 4, které je izomorfni Zy[z]/ (f(x)).
Pro multiplikativni grupu od néj odvozenou plati ord(F;,) = p? — 1, a tedy
vsechny prvky ¢ € Z , spliuji rovnost =1 — 1 = 0. To lze rozsffit na vsechny
prvky Fa. Plati tedy V¢ € Foa : t#" —t = 0. Rovnost #*' — ¢ = 0 plat{ diky izo-
morfismu také v télese Z,[x]/(f(z)), z Cehoz plyne f|a?" — z. Diky predpokladu
aord(p) = ™ v grupé Z:, a d < ™ vime, ze p* = b (mod m), kde b # 1 (mod m).
Mizeme tedy p? zapsat ve tvaru p? = am+b pro néjaké a € Z,, \ {0}. Proto plati

d _
z? —x:x“m+b—x:x<xam+b 1—1).

Polynom f je ireducibilni v Z,[z], a tedy jeho kofenem zjevné neni 0. Tedy
flzem=1 — 1. Odtud plyne, Ze kofen polynomu f musi mit nad Z, ¥ad, ktery
déli am +b— 1. Zaroven byl polynom f zvolen jako délitel 2™/ —ry, a tedy f|QP,.
Pro cyklotomicky polynom (P plati

(m)
an(m) = H T — ¢,
i=1

kde ¢; jsou primitivni m-té odmocniny z jedné nad télesem Z,, a tedy fad kofenti
f musi délit m.
Oznacme v télese k tad libovolného kotene polynomu f. Dohromady pro néj
plati k|m a klam +b — 1, kde b # 1. To je spor, a tedy ™% — r; je ireducibilni.
O

Pokracujme nyni v piikladech [I] a [2]

Piiklad 3. Necht m = 540 = 22-33.5, 2 =90 =2-3%-5 a p = 631. Urcete
ireducibilni rozklad v Zgsi [x] ndsledujiciho cyklotomického polynomu

Qg40(x) M4 126 00 T2 54 18

Reseni. Dikaz Tvrzeni nam opét dava navod jak postupovat. Dle diikazu
definujme [ = (p — 1)/z = 7. Grupa Z{,, je cyklickd (fadu 630), a tedy existuje
jeji generator g. Ten nalezneme postupnym prochéazenim prvki a testovanim, zda
g* # 1 (mod 631), kde k|630. Generdtorem je napiiklad prvek 3.

Oznacme si tedy r = ¢' = 37 = 294 (mod 631). Prvek r generuje 90-ti prvko-
vou podgrupu G grupy Zgs,. Nas nyni zajimaji generdtory této podgrupy. Jedna
se totiz o primitivni 2-té odmocniny z jedné v télese Zg;,. Prvek 1 je generd-
torem G < NSD(i,z) = 1, a tedy generatory grupy G jsou prvky r', kde i €
{1,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41,43,47,53,59, 61,67, 71,73, 77,79, 83,87, 89}.
Oznac¢me tuto mnozinu M. Plati tedy, ze

63L(x) = [ «° — 294" (mod 631)

ieM

je ireducibilni rozklad cyklotomického polynomu QS3} v Zgs: [z].
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4. Cyklotomické okruhy a
invertibilni prvky

4.1 Cyklotomické okruhy a jejich aditivni grupy

Definice 6. Cyklotomickym okruhem rozumime faktorokruh Z[z]/(Q% (x)) re-
spektive Zy|z]/(QF,(2)), kde (QV,(x)) je idedl v okruhu Z[x] generovany cykloto-
mickgm polynomem Q°, (z) respektive (QP,(x)) je idedl v okruhu Zy|x] generovany
cyklotomickym polynomem QP (x).

Znaceni. Vyrazem R, budeme znacit cyklotomicky okruh Z[z]/(Q% (z)). Vyra-
zem R, , budeme znacit cyklotomicky okruh Z,[x]/(Q% (x)).

Pripomenme, ze kazdy okruh lze chapat jako aditivni grupu, pokud se ome-
zime pouze na operace + a —. Zaroven kazdy idedl I v okruhu R je zaroven
normalni podgrupou aditivni grupy od okruhu odvozené.

Znacend. Aditivni grupu okruhu R budeme znadit R*.
Primym dusledkem je poté nasledujici lemma.

Lemma 29. Cyklotomické okruhy lze chdpat jako nasledujici aditivni grupy R}, =
Z[x[*/(Q7,) a RY,, = Zy[x]* /(Qh,).

Uvazujme nyni n € N a aditivni grupu 2" = (Z",+,—,0™). Jeji prvky jsou
n-rozmeérné vektory. V Z" jsou operace + a — definovany néasledovné. Necht a,b €
7" a= (ag,.-,an1),b=(bo,---,bn1).

a—l—b: (a0+bo,a1 +b1,...,an_1 +bn—1)
—a = (—ag,—1,...,—Qp_1)
Lemma 30. Pro aditivni grupy odvozené od cyklotomickych okruhi plati R, ~

28 a RY o~ 78,

Diikaz. Nejprve dokdzeme R} ~ Z#(™ . Méjme polynom g = 37 g;2° € Z[z]™.
Uvazujme nasledujici zobrazeni

Y Zx]t — Zem
g(l’) — (907 cee >ggo(m)—1) .

Pokud je n < ¢(m) — 1, definujeme koeficienty g,4+1 = gnt2 = ... = gpm)-1 = 0.
Toto zobrazeni je zjevné grupovy homomorfismus. Nyni definujme zobrazeni ~
nasledovné

v L]t — 7
f(z) = o (f (mod Q) .
Toto zobrazeni je grupovy homomorfismus, nebot Va,b € Z[z|" plati
y(a+b) =1 (a+b (mod @Q5,)) =¥ (a (mod Q5,) +b (mod Q5,))
=4 (a (mod @5,)) +v (b (mod @5,))
=7(a) +7(b).
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Obraz tohoto homomorfismu je zifejmé na Z#(™) nebot staci volit polynomy

v Z[x]T stupné menstho nez ¢(m). Pro jadro plati v(a) = 0 < a (mod Q%) =
0 ae(QY),atedy Ker(y) = (Q%). Celkové proto miizeme pouzit prvni vétu
o izomorfismu grup (Véta[§), a tedy

RE = 72m),

[zomorfismus R}, =~ Z]f(m) se dokaze obdobné, jen budeme volit homomorfismy
¥ Lplx]T — 28 ay : Lypla]t — 2™,
O

Definice 7. Aditivni diskrétni podgrupa L v R™ se nazyvd miizka, pokud existuji
vektory by, ..., b, € L takové, Ze

Vektory by, . .., b, se nazyvaji bazi mrizky L. Pokud platin = m mluvime o mrizce
plné hodnosti.

Definice 8. Determinantem mrizky L C Z" piné hodnosti rozumime wvelikost
faktorgrupy Z" /L, tedy det(L) = |Z"/L|.

4.2 Invertibilita prvkt z cyklotomického okruhu

V celé této kapitole budeme uvazovat ¢isla m, z, p splnujici predpoklady Tvr-

zeni 28]

Definice 9. Necht Q,, je m-ty cyklotomicky polynom nad Z a &, ...,&m) € C
jsou koreny tohoto polynomu. Potom definujeme matici V,, o rozmérech p(m) x

@(m) jako Vardemondovu matici pro proky &1, ..., Exm)-
&g g
ol 6@ e
o Gy S
Definice 10. Necht w € R, respektive R, ,, w = f:(gl)_lwixi, kde w; € Z

respektive Z,. Za predpokladu, Ze koeficienty w; budeme chdpat jako redlnd cisla,
definujeme ndsledujici dvé normy

lwlloe = o maxfwil el =

Znaceni. Velikost nejkratsitho nenulového vektoru miizky L v normé ||-|| budeme
znacit Ay (L).
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Poznamka. Nenulovy vektor v mrizce zjevné existuje (naptiklad bazové vektory).
Nalezeni nejkratsiho nenulového vektoru je ovsem NP-tézky problém a doposud
neni znam zadny algoritmus, ktery by jej nasel pro obecnou hodnost mrizky. Viz.

(Stanovsky a Barto, 2011, s. 163).
wl < y/e(m) [[w] .

Dikaz. Necht pro j € {0,...,¢(m) — 1} plati ||w|| = |w,|. Potom

Lemma 31. Pro prvek w € R,, , plati

(m)—1 p(m)—1
lwll =] X lwlP< | > hwl?= em)w? =/ e(m) v, .
i=0 i=0

]

Definice 11. Necht'V,, je matice, prislusnad cyklotomickému polynomu @, nad Z.
Potom definujeme o1(m) ndsledovné

Vi
wecem luf|

o1(m) =
Pozndamka. Diky (Barto a Tuma, 2019, Tvrzeni 10.37) je takto definovand hod-
nota o1(m) nejvétsi singuldrni hodnota matice V.
Lemma 32. Necht L je mriZi plné hodnosti v R,,. Potom plati vztah

(1) > VP

1
. pw(@ .
a1(m)

Toto lemma je citaci (Lyubashevsky a Seiler, 2018, Lemma 2.7). Jeho dikaz
vyzaduje hlubsi znalosti teorie komutativni algebry, které jsou nad ramec této
prace.

Tvrzeni 33. Necht m = [, p;*, kde p; jsou po dvou riznd prvocisla an,e; € N,
e; > 1. Necht z =]}, p{i, kde f; € N splnuje 1 < f; < e;. Necht p je prvocislo,
pro néjz plati p =1 (mod 2) a ord(p) = m/z v grupé Z,. Necht y € R, ,. Pokud

0< |yl < pF,

potom y je invertibilni v R, p.

Nasledujici dikaz je podrobnym zpracovanim dikazu (Lyubashevsky a Seiler
2018, Lemma 3.1).

Diikaz. Diky Tvrzeni |28 mame ireducibilni rozklad QF, = ]_[ffl) a™F ;v Ly,
kde r; € Z,.

Pro spor uvazujme, Ze y neni invertibilni. Potom existuje NSD(y, QP ) = f,
kde f € R,,, a f # 1. Pokud totiz NSD(y, QP ) = 1, pak existuji Bézoutovy
koeficienty (diky tomu, ze Z,|z] je Eukleidovsky obor) a,b € Z,[x] takové, ze
1 =ay+bQP, atedy 1 =ay (mod Q7), kde a je inverz. Protoze zname ireduci-
bilni rozklad polynomu Q?,, obsahuje f ve svém ireducibilnim rozkladu z™/* — r;
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pro alespon jedno j. Zvolme tedy jedno takové j a definujme nasledujici dve
mnoziny
L ={u€ Ru 5w (mod p) =0 (mod a™ ~ 1)}

L,= {UGRm7p1u50 (mod xm/z—rj)}.

L je zjevné aditivni grupa. Soucet dvou prvki z L lezi v L, 0 € L a pokud f € L,
potom také —f € L. Navic Vr € R, Vu € L plati ru € L, a tedy L je idedl v R,,.
Obdobné L, je idedlem v R, ,.

7, Lemmatu mame izomorfismus R} ~ Z#(™  Mnozina L je podgrupou
R} atedy také Z#(™). Nés nyni zajima |R,,/L|. K tomu dokdZeme izomorfismus
R, /L~ Ry, ,/L,.

Diky Disledku [21]je zobrazeni R, — Rp.p, [a] — [a (mod p)] homomorfismus
okruhti, a tedy je nasledujici zobrazeni v je taktéz homomorfismem.

Y Ry — Ryp/Ly
la] = [a (mod p)] + L,

Y je zjevné na, nebot kazdy polynom z R,,, lezi také v R,,. Jadro tohoto ho-
momorfismu je rovno L, protoze Ya € R,, plati ¢(a) = [0] + L, < a (mod p) =
0 (mod 2™/ *—r;) < a € L. Tim mame splnény pfedpoklady 1. véty o izomorfismu
okruht (Véta[J), a tedy

Roy/L >~ Ry p/Ly = |Rp/L| = |Rinp/Ly| = |Rinpl/|Lypl,

kde druhé rovnost plyne z Lagrangeovy véty (Véta [3)).

Nyni uréime velikosti R,,, a L,. Diky Lemma plati R;,Cbﬁp ~ Z]f(m), a tedy
zjevné \Zf(m)| = p¥(™). Pro urceni velikosti L, uvazujme h € L,. Pro kazdé
i € {1,...,p(2)} vime, Ze polynomy z™/* — r; jsou ireducibilni v Z,[z]. MiiZzeme
proto vyuzit Cinskou zbytkovou vétu. Tim ziskdme pravé jeden polynom A’ €
R, splijici A/ = h (mod 2™/% — r;) pro kazdé i € {1,...,p(2)}. Diky této
jednoznaénosti miizeme uréit podet vektort h. Vime, ze h (mod z™/* — r;) =
0. Zéaroven Vi € {1,...,p(2)},i # j miZe byt h (mod 2™* — ;) kongruentni
libovolnému polynomu z R, , stupné mensiho nez 7. Téch je p™* . atedy celkové
pocet polynomi h je roven p(#(z)—Hm/z,

(m) N
|Rmpl  p* _ pelm—elm+2 _ 2 2

L] pre@D

| R/ L| =

Diky tomu mizeme vyuzit Disledku , a tedy L je mriizi plné hodnosti ¢(m).
Méame tedy det(L) = p"/*. Diky Lemmatu [32 plati

QO(’ITL) w(12>,

(L) >

- ol(m)

Diky piedpokladu pro spor ze zacitku ditkazu vime, 7e y = 0 (mod z™/% — r;),
a tedy y € L,. Zaroven y je nenulovy vektor, nebot pro néj plati z predpokladu

véty 0 < [ly|| < VA 1/6(2) - Celkové tedy

o1(m)
m 1
Vol )pw(2><)\1(L),

o1(m) N

0 <yl <

21



coz je spor s minimalitou A (L).

[]

Tvrzeni 34. Necht m = [[, p;*, kde p; jsou po dvou riznd prvocisla a n,e; € N,
e; > 1. Necht z =TI}, pzf", kde f; € N splnuje 1 < f; < e;. Necht p je prvocislo,
pro néjz plati p = 1 (mod z) a ord(p) = m/z v grupé Z;,. Necht y € Ry, ,,
pro nejz plati

p(m)—1 .
Yy = Z y;at.
§=0
Pro kazdé 0 <i < @o(m)/p(z) — 1 definujeme
e(z)—1 .
/
Ui = D Yiplm) ela) it
5=0
Potom pokud existuje y; invertibilni v R, ,, potom je y invertibilni v R,, .

Dukaz vychazi z avahy a dikazu z (Lyubashevsky a Seiler, [2018], s. 217, 218)

Dikaz. 7 Lemmatu mame rovnost

p(m) —m

plz) 2
Diky Tvrzeni [28| vime, ze cyklotomicky polynom Q2 (z) se v R,,, rozklada pravé

na ¢(z) ireducibilnich ¢lent, které jsou tvaru z™/% — rj. Necht y lezi v R,,,, a je

tedy tvaru
e(m)—1

Yy = Z inia
1=0

kde Vi € {0,...,p(m) — 1} prvky y; € Z,. Pro 0 < i < ¢(m)/p(z) — 1 mame

definovano
1

e(z)—
Yi= D Yietm/e( i
=0
Pomoci takto definovanych y; mizeme vyjadrit y.

m O\
Yiotm/o(e)i (27/2E)

~

@(m)/p(z)—1 o(m) pm)/e(z)—1 p(z
(55 ' -

Z aze) Z
i=0 =0 Jj=0
p(m)/p(2)=1 ¢(2)-1 . ,
= X Yip(m) oz i’ # O
=0 =0
p(m)-1

= >y
j=0

Diky tomuto vyjadfeni y pomoci y, mizeme snadno spocitat 3 (mod z™/*

kde /% — r; je ireducibilni délitel polynomu QP2 (x). Tedy

_Tj)’

m/z—1
y (modx= —rj) = > yi(ry)a’.
i=0
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Diky uvaze na zacatku dikazu Véty vime, Ze y je invertibilni v R, , pravé
tehdy, kdyz Vj € {0,...,¢(2)} plati y (mod 2™/*—r;) # 0. Diky tomu a vyjadien{
y (mod 2™/% —r;) staci nalézt i takové, ze y}(r;) (mod p) £ 0Vj € {0,...,p(2)}.

Z predpokladu véty mame invertibilitu y; v R, ,. Podivame se na vyjdieni
cyklotomického polynomu Q?(z). Zkombinujeme vyjadieni QP (z) = Hfg)) ™ —
r; a vztah QP () = QP(2™*) z Lemmatu

m

. oz ©(2) ;
() =T () = Tl = (09)%) e
j= i=

12

a tedy
o(2)
Qx) = [z -
=0

Mame tedy ireducibilni rozklad QP. Prvek 7/ je opét diky Cinské zbytkové vétd
invertibilni pravé tehdy kdyz vy, (mod x — ;) # 0 (mod p) Vj € {0,...,¢(2)}.
Coz je ekvivalentni zapisu y;(r;) #Z 0 (mod p).

Nalezli jsme tedy ¢ takové, ze yi(r;) (mod p) Z0Vj € {0,...,¢(2)}, a tedy y
je invertibilni v R, ,.

]

4.3 Hlavni véta

Véta 35. Necht m = [[I-, p*, kde p; jsou po dvou riuznd prvocisla a n,e; € N,
e; > 1. Necht z =T]", pzfi, kde f; € N splnuje 1 < f; < e;. Pokud je p prvocislo,
pro néjz plati p = 1 (mod z) a ord(p) = m/z v grupé Z:,, potom lze vyjadrit
QP (z) jakozto soucin

o(2)

Q) = T =,
j=1

pro riznd r; € L3, kde ™% —r; jsou ireducibilni v Z,[x]. KaZdj pruek y € Ry,
ktery splnuje

5
2

1
0 <yl < P
Iyl < oo

nebo

1
0< |yl < P
Wl < 53

je invertibilni v Ry, p.

Nésledujici dikaz vychéazi z dikazu (Lyubashevsky a Seiler, 2018, Theorem
1.1)

Poznamka. Prvky, jejichz norma spliuje alespon jednu z nerovnosti Véty (35 bu-
deme nazyvat kratkymi vektory.

23



Diikaz. Diky Tvrzeni 28 mame pozadovany rozklad QP (z) na ireducibilni poly-
nomy v Z,|x]. Diky Tvrzeni |33l mame dokdzanou invertibilitu prvka y spliujiciho
prvni vztah ze znéni véty. Zbyva dokazat invertibilitu prkvu y splinujiciho druhy
vztah. Necht tedy y tento vztah spliuje.

Jak jsme si jiz rozmysleli v dukazu Tvrzeni [34] Q2(z) = H;-Pizo) x —r; je iredu-
cibilni rozklad v Z,|x].

Definujme nyni y; stejné jako v Tvrzeni Jelikoz predpokladéame, ze 0 <

vztah ||y|| < VEB 1o tedy

o01(z)

lyllo < ﬁ(z)pl/”(z), plati také podle Lemma

©(2) ;
Iyl < ) pte),

0 < |lyll, a tedy existuje i takové, ze 0 < ||yi||. Zaroven y, € R, ,, coz diky
Tvrzeni [33| znamena, ze y; je invertibilni v R, ,, a tedy diky Tvrzeni [34] je y in-
vertibilni v R, ,.

]
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Z.aver

V préci jsme se vénovali podrobnému doplnéni a zpracovani ¢lanku |Lyuba-
shevsky a Seiler| (2018), jehoz hlavnim pfinosem je pro nas stanoveni kritéria
invertibility prvkl v cyklotomickych okruzich. Tohoto doplnéni jsme dosahli s vy-
jimkou Lemmatu [32] jehoz ditkkaz vyzaduje hlubsi znalosti komutativni algebry,
které jsou nad ramec této prace.

Dokazané kritérium invertibility lze vyuzit k dikazim nékterych vlastnosti
kryptografie na mrizkach (jak je zminéno v motivaci v ivodu). Toto kritérium je
ovsem uzitecné také z vypocetniho hlediska. Staci nam pouze jednou urcit nejvetsi
singularni hodnoty matic V,, a V, a poté lze s velmi malou vypocetni slozitosti
diky Vété [35] o libovolném prvku s malou normou ukazat, Ze je invertibilni.

Celkove jsme v prvni kapitole pripomnéli dilezité pojmy z algebry, teorie ¢isel
a komutativnich okruhi, které jsme déle hojné pouzivali. Celou druhou kapitolu
jsme vénovali otazce existence nekonec¢né mnoha prvocisel, ktera byla volena tak,
abychom je mohli v dalsi kapitole vyuzit. Na zac¢atku tieti kapitoly jsme se se-
znamili s cyklotomickymi polynomy a dokazali nékteré jejich dulezité vlastnosti.
Nésledné jsme se vénovali vztahu cyklotomickych polynomt nad télesy charakte-
ristiky 0 a prvociselné charakteristiky. Na to jsme navazali ukazkou ireducibilniho
rozkladu cyklotomického polynomu se specifickymi predpoklady, pricemz jsme vy-
uzili prvocisla z druhé kapitoly. V posledni kapitole jsme na zacatku definovali
cyklotomické okruhy a dokézali nékteré jejich vlastnosti. Poté jsme ukazali, Ze
neékteré prvky z cyklotomického okruhu majici malou normu, jsou invertibilni. Na-
konec jsme dokazali hlavni vétu této prace, tedy ze prvky cyklotomického okruhu
spliujici alespon jednu z nerovnosti Véty [35] jsou invertibilni.

Nase préace se nevénuje konkrétnimu vyuziti dokédzaného kritéria invertibility
prvki v kryptografii, jak bylo zminéno v motivaci. Toto uplatnéni by mohlo byt
nameétem k dalsimu podrobnéjsimu zkoumani.
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