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Nézev prace: Parronduv paradox a jednoduchy diskrétni model moleku-
larntho motoru

Autor: Viktor Holubec
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Vedouci bakalarské prace: Doc. RNDr. Petr Chvosta, CSc.
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Abstrakt: Jeden z navrhovanych zpiisobti pfenosu materidlu na bunééné
trovni lze principielné popsat difuzi v ¢asové proménném periodickém
potenciélu, jehoz proménlivost je zpusobena hydrolyzou molekul ATP.
Paradoxni chovani tohoto ,,motoru® spociva v tom, Ze tepelné ani po-
tencialni sily nejsou schopny sami o sobé zptisobit usmérnény, makro-
skopicky pohyb ¢astic. Ten vznika az stfidavym zapinanim a vypinanim
potencialu v ¢ase. Tento systém jsme zkoumali pomoci diskrétniho mo-
delu zalozeného na teorii ¢asové nehomogennich Markovskych fetézci.
Dokézali jsme existenci jistych oblasti parametrii modelu, pro které se
lisi smér transportu ¢astic pii deterministickém a pii pravdépodobnost-
nim prepinani potencialu.
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Abstract: One of a suggested ways of a material transport on the cellu-
lar level could be theoretically described as a diffusion process in a time
dependent periodic potential. The time dependence is induced by ATP
hydrolysis. Paradoxical behaviour of this “motor” lies in that the ther-
mal and the potential forces per se are not able to produce directed and
macroscopic transport of particles, however transport arises when we al-
ternately switch on and off the potential in time. We have investigated
this system using a discrete model based on the theory of time inhomoge-
neous Markov chains. We have proved the existence of certain domains of
the model parameters for which the direction of particle movement for the
deterministic and for the probabilistic alternation of the potential differs.
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Kapitola 1

Parronduv paradox

1.1 Uvod

V poslednich letech byla vénovana zvySend pozornost tzv. Brownovym
motoram [1], [2]. Tyto systémy sestévaji z Brownovskych ¢éstic, vykona-
vajicich difazni (termalni) pohyb v asymetrickém potencialu (s nulovym
globalnim sklonem), ktery se st¥idavé zapina a vypina (viz OBR. 1.1).
Jako dusledek téchto dvou vlivi (asymetri¢nosti potencialu a termalni-
ho pohybu) miize vzniknout usmérnény proud ¢astic a to i proti sméru
pusobeni nenulové sily, ktera by, pti absenci jedné z ingredienci Brownova
motoru, zpusobila usmérnény pohyb ¢astic na druhou stranu. Vysledkem
kooperace vyse uvedenych vlivi je tedy moznost globalniho transportu
Brownovskych ¢astic proti odporové sile v situaci, kdy neptsobi zadné
globélni hnacf sily.

Pii analyze popsaného systému je nutno fesit tzv. Langevinovu nebo
ji odpovidajici Fokker—Planckovu rovnici [3]. Pfesné vypocty odpovidaji
zavérum predchoziho odstavce (napft. [4], [5]).

Tento objev se jiz zaradil k zésadnim milniktim pii studiu komplexity
molekularniho svéta. V soucasné dobé, po zhruba desetiletém intenziv-
nim zkoumani, je princip experimentalné provéren v fadé konkrétnich
situaci.

Napriklad byla prokézana existence ,,pump” transportujicich ionty
skrze bunéénou membranu proti pusobeni elektrochemického potencialu
membrany |[6], [7], [8]; molekul pohybujicich se skrze mikrotubuly, prena-
Sejicich rozli¢ny bunéény materiél; nebo molekul schopnych | stahovat®
vlakna a tvorit tak svalovou tkan [7], [8]. Kazdy z téchto systému se-
stava z unikatniho proteinu, schopného ménit svij tvar v prostoru po-
moci hydrolyzy molekul ATP. Tento protein je odlisny pro vSechny vyse
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OBR. 1.1: Jednoduchy néc¢rt funkce Brownova molekularniho motoru.
Brownovské ¢astice, vykonéavajici diftazni pohyb, jsou zachyceny v asy-
metrickém potencialu, ktery se stiidavé zapina a vypina. Jak je vidét na
obrazku, ndhodny difizni pohyb je timto pfepindnim potencidlu usmér-
novan doleva.

popsané systémy (kinesin pii transportu skrze mikrotubuly, myosin pii
tvorbé svalové tkané). VSechny jsou vsak ,motory* schopné uvolhiovat
energii uloZzenou ve vazbach ATP a transformovat ji na energii mecha-
nickou, ptricemz kazdy z téchto déju probihé na skaléch, na kterych hraji
neopomenutelnou roli terméalni fluktuace.

V roce 1997 se povedlo $panélskému profesoru J. M. R. Parrondovi vy-
tvorit jednoduchy diskrétni matematicky model vySe rozebrané situace.
Obéma ingrediencim motoru priradil po jednoduché hie, jejiz pravidla
reflektovala vliv dané ingredience na pohyb Brownovské ¢astice. Pohyb
Brownovské ¢astice potom odrazel vyvoj kapitalu hrace hrajictho dané
hry. K analyze takto zjednoduseného problému se da jednoduse pouzit
teorie Markovskych fetézcii, coz jsme provedli v dalsich kapitolach.

Ptvodni Parrondovu hru popiSeme zevrubnéji v prespiistim ¢lanku
1.3, prozatim jen poznamenejme, Ze z nize zkonstruovanych her odpo-
vidéa vlivu termalniho pohybu Brownovskych ¢astic hra A a vlivu asy-
metrického potencialu hra B. Nyni pfejdéme k popisu obecnych kvalit
her uvazovanych v této praci.

1.2 Obecné vlastnosti uvazovanych her

Vsechny hry, uvazované v této praci, se hraji podle nasledujiciho scénare:
hra¢ vstupuje do hry s pocateénim kapitalem K(0), s jistou pravdépo-



dobnosti vyhraje a jeho kapitél se zvysi na hodnotu K(1) = K(0) + 1,
s dopliikovou pravdépodobnosti prohraje (tj. pravdépodobnost remizy je
nulova) a jeho kapital se snizi na hodnotu K(1) = K(0)—1, pficemz prav-
dépodobnosti vyhry v jednotlivych hrach mohou zéviset jak na kapitalu
hrace, tak na poradovém cisle hry. Do dalsi hry hrac vstupuje s kapitélem,
se kterym ukoncil hru predchozi. Do n-té hry tedy vstupuje s kapitdlem
K(n — 1) a kon¢i ji s kapitalem K(n).

Pokud ozna¢ime hru za vyhravajici resp. prohravajici, myslime tim,
ze hra je vyhravajici resp. prohravajici ve stfednim smyslu, tedy stfedni
hodnota kapitalu po uré¢ité posloupnosti her (dostateéné dlouhé, aby ode-
znély prechodové jevy — viz dale), stfedované pres mnoho realizaci této
posloupnosti, roste resp. klesa s poradovym ¢&islem hry.

Nyni jiz muzeme piejit k popisu paradoxni hry profesora Parronda.

1.3 Puvodni Parrondova hra

Paradoxni hra J. M. R. Parronda (napt. [9], [10]), Feknéme hra C, vznika
vhodnou kombinaci nize popsanych her A a B, kdy v puvodni verzi se
hry kombinuji tak, Ze s pravdépodobnosti v je hrana hra A a s pravdépo-
dobnosti 1 —~ hra B (hra C tedy vznika ,,pravdépodobnostnim st¥idanim®
her A a B). Schématicky je hra C zobrazena na OBR. 1.2. V nasledujicich
kapitolach predstavime jesté dalsi pouzitelné kombinace her, vykazujici
nize popsané paradoxni chovani (hry budeme stfidat ,,deterministicky*,
napf. v kazdém sudém kole budeme hrat hru A, zatimco v kazdém lichém
hru B).

Hra A je velmi jednoduché, pravdépodobnost vyhry a nezavisi na
kapitdlu hrace. Odtud je vidét, Zze jsme na konci ¢lanku 1.1 nefekli celou
pravdu. Hra A bude hrat roli diftize jen v pripadé a = % (nebot difaze
nezvyhodiuje pohyb v zaddném sméru). Pokud bude parametr a mensi
nez %, bude hra A hréat roli diftze za pusobeni konstantni sily proti
kladnému sméru pohybu ¢astice (v pripadé hry ristu kapitalu).
pravdépodobnost vyhry by, pokud neni, je pravdépodobnost vyhry b. Od-
tud vidime, ze hra B je asymetrickd a skutecné hraje roli asymetrického
potencialu z obrazku 1.1 (pravdépodobnost vyhry b se bude uplatiovat
ve dvou stavech kapitalu ze tii, coz odpovida delsimu tiseku potencialu
atd.).

Tzv. Parrondiiv paradox spoc¢iva v tom, Ze je pii vhodné kombinaci
her mozné pravdépodobnosti a, by a b nastavit tak, aby hry A a B byly
prohravajici, zatimco hra C vyhravajici. Hra C tedy hraje roli diftize ¢astic
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ve stiidavé zapinaném a vypinaném asymetrickém potencialu (do pojmu
diftze jiz zahrnujeme i moznou konstantni ptisobici silu, zahrnutou v pa-
rametru hry A), pfi¢emz je jasné, Ze toto ztotoznéni je nedokonalé (ve
hie C se jednotlivé vlivy stfidaji, zatimco v piipadé pohybu v asyme-
trickém potencialu probiha diftze stale, pouze se ,zapind“ a ,,vypind*
potencial). Nékteré hodnoty pravdépodobnosti splijici pozadavek pa-
radoxniho chovani pivodni Parrondovy hry jsou uvedeny v TAB. 1.1.

Na obrazku 1.3 je dale zobrazena simulace téchto her pro pravdé-
podobnosti z TAB. 1.1 (¢ = 1/100, v = 1/2). Z obrazku jsou dobfe patrné
prechodové jevy, které u her B a C znemoziuji pro kratké posloupnosti
her definovat, zda je hra vyhravajici resp. prohravajici, nebot toto pro
kratké posloupnosti zavisi na jejich délce.

TAB. 1.1: Parrondovy pravdépodobnosti, pro které jsou hry A a B pro-
hréavajici, zatimco hra C je (pti vhodné volbé parametru ~y, napt. 1/2)
vyhrévajici; € musi byt kladné a zaroven dostateéné malé (napt. 1/100).

OBR. 1.2: Hra C: 7y resp. 1 — v je pravdépodobnost, ze bude hréana hra A
resp. B. K(n) je kapital hrace, se kterym vstupuje do hry s poradovym
¢islem n + 1, a je pravdépodobnost vyhry ve hie A, by resp. b jsou prav-
dépodobnosti vyhry ve hie B za predpokladu, ze kapital hrace je resp.
neni délitelny tremi.
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OBR. 1.3: Simulace Parrondovych her A, B a C. Na svislé ose je vynesen
kapital K(n) v zavislosti na po¢tu odehranych kol hry n. Jednotlivé hry
byly simulovany pro pravdépodobnosti z tabulky 1.1, kde jsme zvolili
e = 1/100. Hra C byla vytvotfena kombinaci her A a B popsanou vyse a
schematicky zobrazenou na obrazku 1.2, pricemz parametr stiidani her
~ jsme volili roven 1/2. Kiivky vynesené v grafu byly stfedovany pres
108 realizaci her. Z graft her B a C jsou dobie vidét prechodové jevy,
predchézejici ustédleni stfedniho trendu vyvoje kapitdlu v téchto hrach.
Vyrok ,hra je vyhravajici“ ma tedy smysl pouze pro dostatecné dlouhé
posloupnosti her, pro které vymizi prechodové jevy a stfedni trend vy-
voje kapitalu se ustali. O hie potom tvrdime, Ze je vyhravajici resp.
prohravajici, pokud je stfedni trend vyvoje kapitalu rostouci resp. klesa-
jici. Dle této definice je z obrazku patrné, Ze pro dané pravdépodobnosti
jsou hry A a B prohrévajici, zatimco hra C, vznikla jejich kombinaci, je
vyhréavajici.
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Kapitola 2

Markovské retézce

V této kapitole rozvineme matematicky aparat vhodny k analyze vyse
popsanych her.

2.1 Definice Markovskosti a Markovskych re-
tézcu

Mgé&jme na ¢ase t zévislou nahodnou proménnou (pro nase potieby vysta-
¢ime s diskrétnim ¢asem), napt. X(t), kterd muze nabyvat hodnot z uréité
N élenné mnoziny {X;}Y,. Oznaéme p;(t) pravdépodobnost nabyvanf i-
té hodnoty nahodné proménné v case t, tedy p;(t) := Prob {X(¢) = X;}.
Stav nahodné proménné v case t je tedy plné popsan sadou N pravdépo-
dobnosti p;(t) nabyvani N moznych hodnot Xj.

Reknéme, ze pravidla, Fidici ¢asovy vyvoj nasi ndhodné proménné,
zévisi pouze na jejim okamzitém stavu (tedy pravdépodobnosti nabyvani
jednotlivych hodnot v ¢ase t+ 1 zavisi pouze na pravdépodobnostech na-
byvani téchto hodnot v Case ¢, nezavisi tak na zptsobu, jakym se nahodna
proménné do stavu v ¢ase t dostala) a na Case t. Takto definovanou né-
hodnou proménnou nazveme Markovskou a ji prislusnou mnozinu hodnot
nazveme Markovskym fetézcem.

Protoze jednotlivé hodnoty ndhodné proménné v fetézci se nazyvaji
stavy tohoto Fetézce (napf. misto pravdépodobnosti nabyvéani ur¢ité hod-
noty nadhodné proménné se mluvi o pravdépodobnosti obsazeni prislus-
ného stavu jejiho Markovského Fetézce), nebudeme v dalsim uzivat slovo
stav ve smyslu predeslych odstavcii, ale pouze ve smyslu odstavce to-
hoto. V dalsim tedy budeme hovotit pouze o stavech fetézce prislusného
nadhodné proménné a pravdépodobnostech jejich obsazeni.
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V souladu s pfedchozim nyni ozna¢me 7;;(t) pravdépodobnost pfe-
chodu (neboli pFechodovou pravdépodobnost) ze stavu ¢ do stavu j v Case
t. Pro N-stavovy Fetézec bychom tedy méli v kazdém case N? prechodo-
vych pravdépodobnosti. Protoze vSak chceme analyzovat pouze Parron-
dovy hry predstavené v predchozi kapitole, kde roli prechodovych pra-
vdépodobnosti prebiraji pravidla her, mtizeme pro prechodové pravdé-
podobnosti pséat 7;;(t) = 7;11(t), nebot dle pravidel her plati r;;(t) = 0,
pokud | i — j | # 1 (nenulové jsou tedy pouze pravdépodobnosti pre-
chodu mezi dvéma sousednimi stavy). Koneéné ozna¢me r;.1(t) = r;(t)
ary_1(t) =1—=mri(t) (r;(t) je tedy pravdépodobnost prechodu retézce ze
stavu ¢ do stavu i+ 1 v case t, 1 —r; je potom doplitkovou pravdépodob-
nosti k r; a mé vyznam pfechodu ze stavu ¢ do stavu ¢ — 1 ve stejném
¢ase). Tohoto znaceni se jiz budeme v dalsim textu drZet.

S uzitim pfedchoziho definujme jesté posledni dva pojmy tohoto ¢lan-
ku:

Definice 1 (Homogenni Markovsky fetézec) Markovsky retézec na-
zveme homogennim, pokud prechodové pravdépodobnosti mezi jednotli-
vymi stavy Fetézce nezavisi na (diskrétnim) case t, tedy plati-li r;(t) = r;
pro viechna t € Ny, kde Ny = IN U {0}.

Definice 2 (Nehomogenni Markovsky fetézec) Markovsky tetézec
nazveme nehomogennim, pokud prechodové pravdépodobnosti mezi jed-
notlivymi stavy Tetézce zdavisi na (diskrétnim) case t.

V této préaci se setkdme s homogennimi a pozd€ji s jednoduchymi
nehomogennimi fetézci. V dalsich odstavcich vSak provedeme podrob-
nou analyzu pouze pro fetézce homogenni, nebot tato pijde (v nasem
piipadé) snadno rozsifit i na fetézce nehomogenni.

2.2 Nahodna proménna , kapital hrace*

V predchozi kapitole jsme oznacili kapital hrace po n hrach K(n), kde
n € Ny, pricemz K(0) znacilo kapital, s nimz hraé¢ vstupoval do 1. hry.
Aby mohla byt veli¢ina K(n) ndhodnou proménnou, je tieba aby vstupni
kapitadl do hry byl také nahodny. Bez Gjmy na obecnosti vSak mizeme
tvrdit, ze pocatecni kapital K(0) nabyva s pravdépodobnosti 1 hodnoty
K().

Vyse definovana nahodna proménna miize obecné nabyvat nekonecné
mnoha hodnot (vSech celych ¢isel). Pfislusna mnozina piechodovych

14



pravdépodobnosti bude tedy nekonecna, coz je problematické. Diky peri-
odi¢nosti pravidel Parrondovych her v8ak bude pro nase potieby dosta-
¢ujici zkoumat nahodnou proménnou Z(n) = K(n) mod 3, které piislusi
pouze tiistavovy fetézec (mize nabyvat jen hodnot z mnoziny {0, 1,2}).

Je ziejmé, ze roli ,,Casu” t z predchoziho paragrafu prebere v dalsi ana-
lyze ,,poradové ¢islo hry* n. Poznamenejme dale, Ze z pravidel Parrondo-
vych her, ktera urcuji vyse popsané prechodové pravdépodobnosti plyne,
7e tento TFetézec bude Markovsky.

V dalsim se tedy omezme na zkouméni t¥istavového Markovského
fetézce odpovidajiciho ndhodné proménné Z(n).

2.3 Tristavovy retézec

V souladu s ¢lankem 2.1 uzijme nésledujici znaceni: ozna¢me p;(n)
(1 = 0,1,2) pravdépodobnosti, Ze po n hrach bude zbytek po déleni ka-
pitalu t¥emi 4, neboli p;(n) = Prob {Z(n) = i}. Protoze vstupni kapital
hrace do hry je s jistotou Ky, nachazi se fetézec pred prvni hrou s jistotou
ve stavu Z(0) = K(0) mod 3. Odtud plyne pro pravdépodobnosti p;(0)
vztah Z?:o pi(0) = 1, ktery diky zékonu zachovani pravdépodobnosti
plati i pro pravdépodobnosti p;(n) (tj. plati Z?:o pi(n) = 1 pro vSechna

Nyni ozna¢me R tzv. matici pfechodovych pravdépodobnosti [11] hry
R. Pravdépodobnosti vyhry v této hie, pokud Z(n) = i, ozna¢me r;.
Zavedme jesté sloupcovy vektor p(n) = (po(n),pi(n), p2(n))*, kterym
bude dle ¢lanku 2.1 plné popsan stav fetézce v case n.

S takto zavedenym znacenim miizeme popsat vyvoj Fetézce, prislus-
ného hie R, pfi hrani posloupnosti her délky n jednoduchou vektorovou
rovnici. O jeji platnosti se lze pro n = 1 snadno presvédcit jejim roz-
nasobenim, nebot potom fika pouze to, Zze pravdépodobnost obsazeni
napf. stavu 1 po prvni hi‘e spoc¢teme jako soucet pravdépodobnosti obsa-
zeni stavu 0 pfed touto hrou nasobené pravdépodobnosti vyhry v tomto
stavu (pravdépodobnosti pfechodu ze stavu 0 do stavu 1) a pravdépo-
dobnosti obsazeni stavu 2 pred touto hrou nésobené pravdépodobnosti
prohry v tomto stavu (pravdépodobnosti pfechodu ze stavu 2 do stavu
1), pro vétsi n pak dale induket:

0 ]_—7”1 T2

p(n) = R"p(0), R = To 0 1—-ry |. (2.1)
1-— To T1 0
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2.4 Staclonarni rezim retézce

Vyse definovana matice R je tzv. stochastickd matice [12]|. Existuje tedy
tzv. stacionarni vektor p fesici vektorovou rovnici:

p = Rp. (2.2)

Vektor p je tedy vlastnim vektorem matice R, odpovidajici vlastni-
mu c¢islu jedna. Pro specialni tfidu retézci, jejichz matice prechodovych
pravdépodobnosti mé od urcité své mocniny vSechny prvky striktné veétsi
nez nula (tzv. regularni fetézce), lze dokazat [11] ekvivalenci predchozi
rovnice s rovnici

p = lim R"p(0), (2.3)

n—oo
kde p(0) je libovolny vektor popisujici po¢atecni kapital hrace. Tuto ekvi-
valenci, kterd bude v nasi praci vzdy splnéna (budeme se tedy zabyvat
pouze regularnimi fetézci), lze vyuZit pfi numerickém vypoctu vektoru
p a (jak uvidime v dalsim paragrafu) k odvozeni tzv. stacionarniho toku
pravdépodobnosti.

Hledejme nyni feSeni soustavy rovnic 2.2, rozsitené o podminku nor-
movani souctu slozek vektoru p k jedné (coz je soustava tii nezéavislych
rovnic pro tfi nezndmé, nebot soustava 2.2 obsahuje jen dvé lineadrné
nezavislé rovnice). Standardnim postupem obdrzime:

1 1— (]_ — 7”2)7’1
ﬁ:Z 1 — (1 —ro)r ) (2-4)
1— (1 — 7’1)7"0

kde A =2 + rorire + (1 — 7’0)(1 — 7’1>(1 — 7’2) > 0.

Ozna¢me p; i-tou slozku vektoru p udéavajici stacionérni pravdépodob-
nost vyskytu fetézce ve stavu Z(n) =i, i € {0,1,2}. Nyni jiz miuZeme
zavést veli¢inu, jez bude popisovat, zda je hra vyhravajici ¢i prohravajici.
Budeme ji nazyvat ,stfedni pravdépodobnosti vyhry ve hie R ve stacio-
narnim rezimu“ a znacit vg. Jak plyne z jejtho nazvu bude tato veli¢ina
definovana jako stfedni hodnota pravdépodobnosti vyhry ve stacionar-
nim rezimu, tedy vr = ropo + rip1 + ropo.

Po dosazeni do predchozi rovnice z ROV. 2.4 obdrzime:

o 1 + 2T07"17’2 — (1 — 7"0)(1 — Tl)(l — TQ)

7, tohoto vztahu jiz 1ze ziskat analytickou informaci o stfednim trendu
vyvoje kapitédlu ve hie R po odeznéni prechodovych jevi. Hra bude ve
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stfednim smyslu vyhravajici resp. prohravajici, bude-li , pravdépodob-
nost vyhry“ vg veétsi resp. mensi nez % Odtud dostavame néasledujici
podminky pro parametry hry R:

Hra je vyhravajici <= rorire > (1 —r9)(1 —r1)(1 —r2), (2.6)
Hra je prohravajici <= rorira < (1 —19)(1 —r1)(1 —ra). (2.7)

Z predchoziho je zfejmé, ze hra bude férova (vg = 3), pokud budou jeji
parametry spliiovat vztah rorire = (1 — 79)(1 — r1)(1 — r9).

Zde je vhodné poznamenat, ze vySe definovana veli¢ina vir by jiz
byla pro nase potieby (zjisténi, zda bude hra R vyhréavajici ¢i prohrava-
jici) dostacujici. Tato veli¢ina v8ak neméa prilis dobry fyzikalni vyznam.
Zaméime se proto nyni na (jak brzy uvidime) ekvivalentni, avsak fyzi-
kalngjsi popis tiistavového fetézce, prislusného hie R, pomoci tzv. toku
pravdépodobnosti mezi jeho jednotlivymi stavy.

2.5 Tok pravdépodobnosti

V tomto paragrafu jiz upustime od znaceni veli¢in pro jednotlivé hry
spodnim indexem R atd., pficemz z kontextu bude vzdy ziejmé, které
hie dana veli¢ina piislusi.

Pravdépodobnosti obsazeni jednotlivych stavii ndhodné proménné
Z(n) =i (i € {0,1,2}) se méni v zavislosti na po¢tu her n. Muzeme
si predstavit, ze pravdépodobnost obsazeni stavu Z(n + 1) = ¢ se méni
tak, ze do n¢j ,tece a z néj ,,vytékd pravdépodobnost. Pravdépodobnost
obsazeni tohoto stavu p;(n + 1) lze potom spoéist jako soucet pravdépo-
dobnosti obsazeni stavu Z(n) = i (tj. pravdépodobnosti p;(n) obsazeni
daného stavu po predchozi hie) a celkového toku pravdépodobnosti do
daného stavu (tedy rozdilu toku pravdépodobnosti do a toku pravdépo-
dobnosti ze stavu Z(n) = ).

Oznac¢ime-li tok pravdépodobnosti ze stavu Z(n) = i do stavu
Z(n+1) =7 jako J;—;(n) (j = (i + 1) mod 3 — definujeme tedy pouze
tok do sousedniho vyssiho stavu, pricemz vzhledem k periodi¢nosti fe-
tézce uzivame pro indexy toku ¢ a j pravidlo 2 + 1 = 0), mizeme tvahu
z predchoziho odstavce zapsat nasledovné:

Uvazime-li platnost vzorce p;(n+1) = r;_1p;_1(n) + (1 —ri11)piv1(n),

ktery plyne z Rov. 2.1 a definujeme-li vazbu mezi stavy i a j jako pomysl-
nou spojnici mezi témito stavy, zjistime, ze tok J;_;(n), definovany jako
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rozdil pravdépodobnosti prichodu vazbou v kladném smyslu, a prav-
dépodobnosti prichodu vazbou v zaporném smyslu, kde kladny smysl
chapeme jako vyhravajici smér (viz obréazek 2.1), spliiuje vyse uvedenou
rovnici 2.8. Pro tok pravdépodobnosti J;_;(n) vazbou mezi stavy i a j
po n-té hie tak mizeme psat:

Jii(n) = ripi(n) — (1 —r;)p;(n), j = (i+1)mod3. (2.9)

Vyse definovany tok pravdépodobnosti je zavisly na poradovém cisle
hry n. Nas v8ak zajimé chovani fetézce ve stacionarnim rezimu (tj. po
odeznéni prechodovych jevi), jinymi slovy hodnota toku po dostateéné
dlouhé posloupnosti her. Tuto hodnotu nazveme stacionarnim tokem
pravdépodobnosti.

2.6 Stacionarni tok pravdépodobnosti

Stacionarni tok pravdépodobnosti mezi stavy i a j, ktery oznacime sym-
bolem J;_.;, tedy odpovida toku mezi témito stavy v ustalenému rezimu
hry po odeznéni prechodovych jevi a je jiz nezéavisly na poradovém cisle
hry n. Protoze pracujeme pouze s regularnimi retézci, mizeme pro néj
ziskat vyjadieni provedenim limity n — oo na vySe uvedenou rovnost
2.9:

ji_U» = lim J;—j(n) =r; lim p;(n) — (1 —r;) lim p;(n). (2.10)
Dosadime-li do predchozi rovnice ze vzorce 2.3, obdrzime pro stacio-
narni tok pravdépodobnosti vztah:

Je intuitivné jasné, Ze pro stacionarni tok pravdépodobnosti musi
platit Jo_1 = J1_o = Jog. V opacném piipadé by v nékteré z vazeb
dochazelo k hromadéni pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnost nalezeni
fetézce v daném stavu by se ménila. To se ovSem ve stacionarnim stavu
neddje. Po dosazeni z Rov. 2.4 do Rov. 2.11 opravdu obdrzime!:

_ rorire — (L—ro)(1 —ri)(1 — 1)

IPonévad? stacionarni tok pravdépodobnosti nezavisi na indexech vazby, zavedeme
pro néj jednoduché oznaceni J.
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OBR. 2.1: Tok pravdépodobnosti vazbou je definovan jako rozdil pravdé-
podobnosti prichodu vazbou v kladném smyslu (pravdépodobnosti ;) a
v zaporném smyslu (pravdépodobnosti 1 — r;); p;(n) jsou pravdépodob-
nosti, ze se fetézec po n hrach nachazi ve stavu Z(n) =i, i € {0, 1,2}.

Zde je vhodné si povSimnout, Ze pro stacionarni tok pravdépodobnosti
plati (nebot A =2+ rorire + (1 —ro)(1 —r1)(1 —re) > 0):
JZ 0= rorirs 2 (1—1o)(1 —r1)(1 = rp), (2.13)

coz odpovida relacim 2.6 atd. pro pravdépodobnost vyhry ve stacionar-
nim piipadé v. Porovnanim téchto relaci s vySe uvedenymi zjistime, Ze
plati:

Hra je vyhravajici — J>0, (2.14)
Hra je prohravajici = J <0, (2.15)
Hra je férové — J=0. (2.16)

Pristup z ¢lanku 2.4 je tedy v tomto smyslu zcela ekvivalentni pristupu
tohoto clanku.

Abychom mohli stacionarni tok pravdépodobnosti zpracovat graficky,
potiebujeme zredukovat pocet proménnych, na kterych zévisi, na dvé.
Volme tedy r = ro = r = J(ro,r1,r2) = J(ro,r). Toto zjednoduseni
odpovida Parrondovym hram B a C. Stacionarni tok pravdépodobnosti
J(ro,r1,72) = J(70,7) je vykreslen na OBR. 2.2.

Timto je popis matematického aparatu potifebného k analyze hry R,
které odpovidd homogenni Markovsky fetézec, hotov. V dalsich dvou

kapitolach se zamérime na aplikaci tohoto aparatu na konkrétni hry.
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OBR. 2.2: Stacionarni tok pravdépodobnosti J(rg,r). V grafu je dale
vykreslena vodorovné rovina. Na prisecnici této roviny s plochou J (ro,7)
je stacionarni tok pravdépodobnosti pravé nulovy, coz odpovida férové
hte. Vyhréavajici resp. prohravajici jsou hry, jejichz tok je kladny (lezi tedy
nad vodorovnou rovinou) resp. zaporny (tedy pod vodorovnou rovinou).
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Kapitola 3

Pravdépodobnostni stifidani her

V této kapitole se budeme vénovat aplikaci vysledkii kapitoly predchozi
na hru vzniklou pravdépodobnostnim stfidanim her A a B, jak je defi-
nované v ¢lanku 1.3.

3.1 Reprezentace her homogennim retézcem

V ¢lanku 1.3 vznikd hra C pravdépodobnostnim stf¥idanim her A a B.
V kazdém kole je s pravdépodobnosti v hrana hra A a s dopliikovou
pravdépodobnosti 1 — v hra B. To znamend, Ze pro vyvoj piislusného
fetézce dle vztahu 2.1 pouzivime v kazdém kole s pravdépodobnosti ~y
matici prechodovych pravdépodobnosti hry A a s pravdépodobnosti 1—-~
matici prechodovych pravdépodobnosti hry B.

Oznac¢ime-li matice pfechodovych pravdépodobnosti piislusejici hram
A, B a C po fadé A, B a C, miuZzeme dle predchozi definice hry C pro
matici prechodovych pravdépodobnosti C napsat C = vA + (1 — v)B.

Napisme nyni explicitné matice pfechodovych pravdépodobnosti A,
B a C. Jejich tvar ziskdme jednoduse tak, Ze v rovnosti 2.1 zaménime
prechodové pravdépodobnosti obecné hry R za prechodové pravdépo-
dobnosti prislusejici hram A, B a C, tedy pro hru A: rg = r; = ry = a,
pro hru B: ro = by, r1 = ro = b, pro hru C: rg = ya + (1 — )by = co,
r1 =1y =vya+ (1 —7)b = c. Kone¢né pisme:

0 1—a a

A= a 0 1—-a |, (3.1)
1—a a 0
0 1—-0 b

B = bo 0 1-0 |, (3.2)




0 1—c¢ c
C=7A+(1—-79)B= Co 0 1—c |. (3.3)
1—1¢o c 0

7 predchoziho je zfejmé, Ze vySe uvedené matice prechodovych prav-
dépodobnosti nezavisi na poradovém ¢isle hry n. Prislusné Markovské
fetézce jsou tedy homogenni a je mozné plné vyuzit analyzu her pomoci
stacionarniho toku pravdépodobnosti definovaného v predchozi kapitole.
Tok pro jednotlivé hry spocteme podobné jako jsme spocetli jejich matice
prechodovych pravdépodobnosti (dosadime za parametry obecné hry R
v rovnosti 2.12 definujici tok parametry hry, o jejiz tok se zajiméame).

3.2 Analyza hry C

Dosadime-li do nerovnic 2.13 parametry her A, B a C a uvazime-li, ze
realizace Parrondova paradoxu vyzaduje, aby hry A a B byly prohrévajici
(J < 0) a zaroven hra C byla vyhravajici (J > 0), obdrzime nerovnosti
( v dalsim budeme tok pfislusejici jednotlivym hram rozliSovat pomoci

jeho proménnych, tedy napf. tok pro hru A zapiSeme jako J (a)):

Ja) <0 <= a< %, (3.4)
J(bo,b) <0 < bob> < (1 —by)(1—b)?, (3.5)
J(co,c) >0 <= co®> (1—co)(1—c)% (3.6)

Jak je vidét z nasledujici tabulky, hodnoty parametri a,b a by z TAB.

1.1 (e = 100) samoziejmé uvedené nerovnice spliuji.

twa] A | B | C |
| J | —0.007 | —0.006 | 0.002 |

TAB. 3.1: Pravdépodobnosti z tabulky 1.1 (€ = ) spliiujf nerovnosti 3.4
az 3.6, jejichz platnost je nutna k realizaci Parrondova paradoxu. Para-
metry hry C jsme spocetli ze vzorce 3.3, kde jsme volili vy = % Cisla jsou
zaokrouhlena na t¥i desetinna mista.

Mohli bychom jesté uvést explicitni vzorec pro stacionarni tok pravdé-
podobnosti piislusejici hie C, tento je vSak znacné dlouhy a neprehledny.
Misto toho si povSimnéme zavislosti toku na parametru stiidani her
pro prechodové pravdépodobnosti her A a B z TAB. 1.1 (pro nékolik hod-
not parametru €), vynesené v nasledujicim obrazku 3.1. Z grafu je vidét,
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poznatkem vsak je moznost optimalizace hry C pomoci vhodného nasta-
veni parametru v tak, aby tok dosahl svého maxima, coz odpovida nej-
rychlejsimu moznému rustu kapitalu pro dany scénar hry (pfi zvolenych
parametrech her A a B), konkrétné pro hodnoty parametru € z OBR. 3.1
(e € {&, 155, 125, 555 1) dostévame po radé v € {0.388,0.402, 0.406, 0.408}
(¢isla jsou zaokrouhlena na tii desetinna mista).

0.01

0.005]

\“‘
—0.01[ &
R
!

—0.015

OBR. 3.1: Stacionarni tok pravdépodobnosti J v zévislosti na parametru
stfidani her v pro pravdépodobnosti z TAB. 1.1, kde jsme zvolili ¢tyti
rizné hodnoty parametru e (pro kiivky od shora e = ﬁ, ﬁ, 1—(1)0, %) Z
grafu je vidét, ze v8echny kiivky vykazuji pro ur¢itou hodnotu parametru
v maximalni hodnotu toku, a tedy nerychlejsi rist kapitalu pro dany
scénér. Rychlost riastu kapitalu pro hru C lze tedy optimalizovat pomoci
parametru . Z grafu je také vidét, ze pro prilis velké hodnoty parametru
€ (napf. € = %) je tok, pro vSechny mozné hodnoty parametru stiidani
her, zaporny — Parrondiv paradox se tedy nerealizuje.

Nyni jiz prejdéme k analyze deterministickych scénéii her.
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Kapitola 4

Deterministické stridani her

Jak jsme uvedli v ¢lanku 1.3 myslime deterministickym stiidanim her
scénar, kdy je presné urceno, kterd hra se ma hrat v ur¢itém kole (napft.
v kazdém sudém kole hra A, zatimco v kazdém lichém hra B). Pravidla
hry tedy v tomto piipadé budou zaviset na potradovém c¢isle hry n a
prislusny Markovsky retézec bude nehomogenni.

Pro nase potieby bude dostacujici zkoumat scénare, ve kterych se
periodicky opakuje ur¢ita sekvence her (napt. sekvence AB — prvni hra-
jeme hru A, potom hru B, dale opét A atd.). Konkrétné prozkouméame
sekvence (periody) her AB, AAB a ABB. Za¢néme nejjednodussi z nich,
na jejimz pripadé zavedeme aparat vhodny také k analyze ostatnich.

Protoze konkrétni vztahy pro nize uvedené veli¢iny, které samoziejmé
zévisi na prechodovych pravdépodobnostech her A a B, jsou velice dlouhé
a nepiehledné, nebudeme je zde uvadét a spokojime se s uvedenim vzorcti,
ze kterych se daji ,snadno” spoéist (napiiklad v nékterém z programu
pro symbolické vypoc¢ty — v naSem pripadé ,Mathematica 4.1“).

4.1 Hra AB

Stejné jako v predchozi kapitole se budeme vénovat zkoumani hry po
dostatecném poctu kol, tedy po odeznéni prechodovych jevi. Odtud je
ziejmé, ze vyznamnou roli v analyze hry AB bude hrat matice BA (je
to matice, popisujici vyvoj fetézce prislusného ndhodné proménné Z po
dvou kolech hry — nejprve hrajeme hru A, tj. v rovnici 2.1 dosazujeme
za matici R jeji matici pfechodovych pravdépodobnosti, po té hrajeme
hru B a postupujeme stejné ).

Matice BA je sou¢inem dvou regularnich stochastickych matic, odkud
je zfejmé, ze je sama regularni stochastickou matici. Podle ¢lanku 2.4 tedy
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existuje ,,stacionarni vektor, ktery oznac¢ime p), splitujici rovnice (p(0)
opét znadi vektor popisujici libovolny pocatecni stav fetézce):

p¥ = BAP?, (4.1)
p@ = lim (BA)"p(0). (4.2)

Vektor p@ je tedy ,stacionarnim“ vektorem po sudém poétu her.
Aplikujeme-li na néj matici A (pokracujeme-li ve hie dalsim kolem),
ziskame , stacionarni vektor po lichém poé¢tu her, ktery ozna¢ime p).
Zapisme jesté jeho definici matematicky:

pM = Ap©. (4.3)

Je dobré povSimnout si faktu, Ze aplikaci matice B na predchozi vektor
(pokracovani ve hie daliim kolem) ziskame vektor p(® atd. Ttistavovy
Markovsky fetézec prislusejici hie BA tedy po odeznéni pfechodovych
jevi nenabyva zadného stacionarniho stavu. Existuji viak dva stavy p(®
(suda n) a pM (licha n), které budeme nazyvat asymptotickymi stavy
po lichém resp. sudém poctu kol, mezi nimiz tento retézec osciluje. Po-
vSimnéme si, ze horni index vyse uvedenych stavovych vektoru je roven
zbytku po déleni poradového ¢isla hry n délkou zkoumané sekvence her
(tedy dvéma). Zdiraznéme jesté, ze matice prechodovych pravdépodob-
nosti fetézce po sudém resp. lichém poctu kol je matici hry A resp. B
(neb v lichém kole se hraje hra A a v sudém hra B).

Ozna¢me nyni toky pravdépodobnosti v téchto stavech retézce J©
(suda n) a JU (licha n) a ve shodé s predchozim je nazvéme asympto-
tickymi toky po lichém resp. sudém poctu kol. Na rozdil od stacionar-
niho toku definovaného v ¢lanku 2.6 budou tyto toky obecné zaviset na
indexech vazby, nebot pravdépodobnost obsazeni jednotlivych asympto-
tickych stavii obecné zavisi na poradovém c¢isle hry n. Oznac¢ime-li ]3?
(j € {0,1,2}) slozky vektorit p@ (i € {0,1}), mtizeme, podobné jako ve
vztahu 2.11, pro asymptotické toky psat:

0 _ =0 ~(0) .
Jio; = ap; — (1 —a)p;’, j=(i+1)mod3, (4.4)
T = bV — (1 —b)p,  j=(+1mod3,  (45)

kde a a b; (j € {0,1,2}) jsou pfechodové pravdépodobnosti her A a B,
plati tedy b; = b (j € {1,2}).

Protoze pravé zavedené asymptotické toky zavisi na indexech vazby
(tedy napt. tok ze stavu 1 do stavu 2 muze byt kladny, zatimco tok ze
stavu 2 do stavu 3 zaporny atd.), nelze z nich pfimo usoudit, zda bude
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hra v daném kole (toky po lichém poétu kol se mohou lisit od tokt po
sudém poctu kol) vyhréavajici ¢i prohravajici. Z tohoto divodu zavedme
tzv. integrované toky JO (1 € {0,1}), které jsou definovany jako soucet
piislusnych asymptotickych toku pres vSechny vazby. Je jasné, Ze tato
veli¢ina bude kladna, pokud bude v prislusném case kladny primérny
tok a tedy pokud bude hra v tomto case vyhravajici. ZapisSme nyni vyse
uvedenou definici:

JO = J(Ql + (71(22 + (72(20:
J = J(gl—q + J1(22 + J2(1—)>0'

Konec¢né hra bude celkové po velkém poctu kol vyhravajici resp. pro-
hravajici, bude-li primérna hodnota toku pres jednu periodu (sekvenci
her) v&tsi resp. mensi nez nula. Ozna¢me proto stfedni hodnotu integro-
vanych toki pres jednu periodu Ia piSme:

i %(i@ + o, (4.8)

Vyse popsana analyza byla provedena pro sekvenci her AB. Lze vsak
jednoduse nahlédnout, Ze stejné vysledky obdrzime pii analyze hry BA
(staci v rovnici 4.2 misto pocateéniho stavu popsaného vektorem p(0)
uvazovat pocateéni stav popsany vektorem Ap(0) a brat jako pocatecni
hru v sekvenci hru B — takto lze ,,zapomenout” libovolny kone¢ny pocet
her). Obecné pokud budeme analogicky zkoumat delsi sekvence her (ana-
lyza bude naprosto stejné, jen obdrzime vice obecné riznych asympto-
tickych toka pravdépodobnosti atd.), ziskdme stejné vysledky pro ty sek-
vence her, které mohou vzniknout cyklickou zaménou pofadi her v dané
sekvenci. Prozkoumame-li tedy napt. sekvenci her AAB, budeme mit
prozkoumany i sekvence BAA a ABA.

Poznamenejme na tomto misté, Ze stejnou analyzu je mozno provést
pro hru C vzniklou pravdépodobnostnim stiidani her. Pro ni jsou ovsem
asymptotlcke toky vSemi vazbami a v kazdém kole stejné, plati tedy
JO = JO = 3] T = 3J, kde J bylo zavedeno v Rov. 2.12 (v nfz je
samoziejmé, stejné jako v ¢lanku 3.1, nutno za prechodové pravdépodob-
nosti hry R dosadit prechodové pravdépodobnosti hry C). Tyto vztahy
vyuzijeme pozdéji pro srovnani her vzniklych pravdépodobnostnim a de-
terministickym sti¥idanim.

Aplikujme nyni vyse zavedenou analyzu na dalsi slibené sekvence her.
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4.2 Hry AAB a BBA

Stejnou roli, jako hrala pii analyze hry AB matice BA, bude zfejmé hrat
pii analyze této hry matice BAA. Ta bude opét regulérni stochastickou
matici. Zcela analogicky jako vySe mizeme zavést asymptotické vektory
(nyni jiz budou t¥i — horni index oznacuje zbytek po déleni pofadového
¢isla hry n délkou zkoumané sekvence, tedy tfemi). ZapiSme nyni rovnice
pro asymptotické vektory:

p©® = BAAP®Y, (4.9)
p = Ap", (4.10)
p? = apW. (4.11)

Samoziejmé opét plati vztah p© = lim, _.(BAA)"p(0), kde p(0) je
opét libovolny vektor popisujici pocatecni stav fetézce. Podobné jako v
rovnicich 4.4 a 4.5 definujme asymptotické toky v jednotlivych asympto-
tickych stavech:

0 ~0) ~0) -
Jio; = ap; —(1—a)p;’, j = (i+1)mod 3, (4.12)
T = ap) —(1-ap’,  j=(i+1)mod3,  (4.13)
T2 o — (1 —0)pY,  j=(i+1)mod3,  (4.14)

kde a a b; (j € {0,1,2}) jsou pfechodové pravdépodobnosti her A a B,
plati tedy b; =0 (j € {1,2}).
Déle zapisme integrované toky J@, i € {0,1,2}:

JO = jégl + ‘71(92 + ‘72(907 (4.15)
JW = Jél_)d + J1(1—)>2 + J2(1—)>Oa (4.16)
J? = JSZ—)J + J1(2—)>2 + J2(2_)>07 (4.17)

a kone¢né primérnou hodnotu toku pfes jednu periodu I:

[ = %(,7“3) +JO 4 JO), (4.18)
Podobné jako vyse bude hra vznikla deterministickym stiidanim sek-
vence her AAB (a dle vyse uvedeného i sekvenci BAA a ABA) vyhra-
vajici, bude-li tato veli¢ina kladné.
Nyni bychom méli zopakovat vyse uvedeny postup pro hru BBA. Pro-
toze je vSak témér stejny, zopakujeme ho jen velice strucéné (v podstaté
provedeme ve vySe uvedenych rovnicich zamény a < b a A «— B).
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Dulezitou matici pri analyze hry BBA je regularni stochasticka matice
ABB. Zapisme rovnice pro asymptotické vektory (opét plati také vztah
P = lim,,_(ABB)"p(0), kde p(0) je znovu libovolny vektor popisujici
pocatecni stav Tetézce):

p® = ABBp©®, (4.19)
pM = BpO, (4.20)
p? = BpW. (4.21)

Dale zapisme vzorce pro asymptotické toky v jednotlivych asymptotic-
kych stavech:

T = b = (1= b,

o ¢ j=(i+1)mod3,  (4.22)
T = bp” — -0, j=(i+1)mod3,  (4.23)
S _ ) @) S
Jiop = ap; — (1 —a)p;”, j=(i+1)mod3, (4.24)

kde a a b; (j € {0,1,2}) jsou prechodové pravdépodobnosti her A a B.
Jako vzdy tedy plati b; = b (j € {1,2}).

Vzorce pro integrované toky J @ i€ {0,1,2} a pro pramérnou hod-
notu toku pfes jednu periodu I jiz uvadét nebudeme, nebot jsou naprosto
shodné se vzorci 4.15 az 4.18. Znovu podotknéme, ze hra BBA (stejné
jako hry ABB a BAB) bude vyhravajici, bude-li ptislusny tok I kladny.

Timto jsme tedy provedli analyzu vSech sekvenci délky dva a tri.
Uvedme jesté, ze analogickou veli¢inou vySe definované veliciné I pro
pravdépodobnostni stiidani her je opét I = 3J, kde J bylo zavedeno v
RovV. 2.12 (v niZ je samoziejmé, stejné jako v ¢lanku 3.1, nutno za pre-
chodové pravdépodobnosti hry R dosadit prechodové pravdépodobnosti
hry C).

Pokusme se nyni pomoci téchto vztahi porovnat deterministické a
pravdépodobnostni stiidani her.
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Kapitola 5

Diskuze a zaveér

5.1 Diskuze vysledki

Jak vime z ¢lanku 3.2, Parrondiiv paradox nastavé, pokud pro parame-
try her A resp. B plati nerovnosti 3.4 resp. 3.5 (hry jsou prohravajici),
zatimco jejich kombinace je vyhravaji (coz je dle predchozi analyzy ekvi-
valentnf tvrzeni, Ze pifslusny tok I je kladny).

Nasim cilem nyni bude ukéazat, Ze existuji parametry her A a B,
pro které se paradox pfi jistém deterministickém st¥idéani her realizuje,
zatimco u hry vzniklé paravdépodobnostnim stiidanim her nenastava.

Vzhledem k jiz predeslané slozitosti vztaht 4.8 a 4.18, pokud je vyjad-
fime v parametrech her A a B, je obtiZzné fesit tento problém analyticky.
Pouzili jsme proto metodu ,,hrubé¢ sily*, kdy jsme pomoci pocitace zkou-
mali znaménka toku pravdépodobnosti ptislusného hie C I = 3J a toku
pravdépodobnosti pfislusného deterministickému stiidani her (nebot dle
predchoziho jsou tyto dvé veli¢iny ekvivalentni), pro parametry hry A
spliujici NEROV. 3.4 a parametry hry B splhujici NEROV. 3.5.

Zde je jesté nutné podotknout, ze parametr stiidani her v, ktery ur-
¢uje zastoupeni jednotlivych her ve hie C (pfipomenme, Ze pro matici
prechodovych pravdépodobnosti hry C plati vztah 3.3), jsme volili tak,
aby odpovidal procentualnimu zastoupeni her v zékladni sekvenci po-
rovnavané deterministicky utvorené hry (tedy pfi srovnavani smési her
se hrou AB jsme volili v = 1/2, pii srovnavani se hrou AAB v = 2/3
atd.).

Vy8e popsanou analyzou jsme zjistili, Ze pro hru AB (tedy i pro hru
BA) se paradox nerealizuje pro zadnou kombinaci parametri a, by a b, za-
timco u pravdépodobnostniho st¥dani her s parametrem v = 1/2 paradox
nastéava.
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Tento vysledek je pomérné intuitivni. Paradox se totiz realizuje v
dusledku nesymetri¢nosti pravidel hry B (ve stavech, kdy kapital neni
délitelny tfemi, je pravdépodobnost vyhry vétsi nez 1/2, téchto stavi
je 2x vice nez stavi, kdy kapital délitelny tfemi je a pravdépodobnost
vyhry je mensi nez 1/2). Hra A, ve které je pravdépodobnost vyhry jen
o malo mensi nez 1/2, zptsobi, ze se kapital s témérf stejnou pravdépo-
dobnosti zvysi i snizi. Pokud tedy hraji hru A a muj kapitél je délitelny
tfemi, potom, pokud prohraji, hraji hru B a s velkou pravdépodobnosti
vyhraji. Nasledné hraji opét hru A a pokud vyhraji, nasleduji dva stavy
(ve vyhréavajicim sméru), kdy je velka pravdépodobnost vyhry. Pokud by
se ted hrala 2x hra B, pravdépodobné by se muj kapital zvysil o dvé.
Protoze se v8ak hraje jen jednou, nasleduje hra A. Stfidanim sekvence
her délky dva se tedy paradox nerealizuje, protoze se mélo vyuziva ,vy-
hravajici ¢asti hry* B. Odtud je také vidét, ze pomoci hry A se prekonéava
,,silné prohréavajici ¢ast hry B ve stavech, kdy je kapital délitelny tfemi.

Dale jsme zjistili, Ze realizuje-li se paradox pro hru AAB, realizuje
se i pro hru C s parametrem v = 2/3, pfi¢emz u pravdépodobnostniho
stiidani her paradox nastavi pro vétsi mnozinu parametri a, by a b.

Kone¢né realizuje-li se paradox u pravdépodobnostniho stiidani her
s parametrem v = 1/3, realizuje se i u hry BBA, prficemz pro hru B5BA
nastava pro obsahlejsi mnozinu parametri a, by a b. Pro tento jev existuje
jednoduché intuitivni vysvétleni. Jak plyne z popisu vyse, sekvence her
BBA je pro realizaci paradoxu velmi vyhodna. Ve hie C se vsak zaroven
s touto vyhodnou sekvenci objevuji i jiné, méné vyhodné, sekvence. Je
tedy pravdépodobné, Ze existuji néjaké , hrani¢ni* parametry, pro které se
paradox jesté realizuje u vyhodného scénare BBA, pficemz u odpovida-
jictho pravdépodobnostniho scénére her, ktery obsahuje ,,méné” sekvenci
tipu BBA, paradox nenastava. Zduraznéme jesté, ze realizuje-li se para-
dox u scénaie BBA i u pravdépodobnostniho scénare, je rust kapitalu pii
deterministickém st¥idani her vZdy rychlejsi. Budeme-li tedy chtit opti-
malizovat scénar hry pro maximalni rychlost ristu kapitalu, je vhodné
hledat nejvyhodnéjsi deterministickou sekvenci her. Fyzikalnim disled-
kem je moZnost optimalizace vykonnosti Brownovych motortu (rychlosti
transferu ¢astic), popsanych v ¢lanku 1.1 nalezenim vhodného determi-
nistického scénéare prepinani asymetrického potencialu (viz OBR. 1.1).

Na obrazku 5.1, uvedeném nize, jsme zobrazili mnozinu parametri
her, pro které nastava paradox jen u hry vzniklé deterministickym stii-
danim. Nékteré konkrétni parametry, reflektujici vy$e popsanou situaci,
jsou také uvedeny v nésledujici tabulce 5.1.

Konec¢né na obrazku 5.2 je zobrazen vysledek Monte Carlo simulace
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(o [ W [ b [ A [ B [ € [BBA
0.25 | 0.02 | 0.87 || —0.500 | —0.002 | —0.084 | 0.008
0.40 | 0.09 | 0.76 || —0.200 | —0.001 | —0.035 | 0.009
0.49 | 0.18 | 0.67 || —0.020 | —0.012 | —0.005 | 0.011

TAB. 5.1: Nékteré z parametrii, pro néz paradox u pravdépodobnostniho
stfidani her s parametrem y = 1/3 nenastava (hra C), pficemz pro hru
BBA nastava. Pod znackami her jsou vyneseny konkrétni hodnoty toku
I zaokrouhlené na tii desetinné mista.

her A, B, C a BBA pro pravdépodobnosti z posledniho fadku predchozi
tabulky. Tato simulace potvrzuje vySe popsané zavéry.

5.2 Zavér

Pomoci standardniho matematického aparatu jsme popsali hru vzniklou
pravdépodobnostnim stfidanim her A a B. Dale jsme tento aparat roz-
sifili i na jednoduché hry vzniklé deterministickym stfidanim jisté kon-
krétni sekvence her. Tim jsme ziskali analyticky nastroj k porovnani obou
tipl scénafi.

Vyuzitim tohoto néstroje jsme zjistili, ze oba pristupy nejsou ekvi-
valentni (tedy realizuje-li se paradox u hry vzniklé deterministicky, ne-
musi se jesté realizovat u prislusného pravdépodobnostniho scénéie a
naopak). Dale jsme zjistili, ze nejlepsi optimalizace scénare vzhledem
k rychlosti ristu kapitdlu dosdhneme nalezenim vhodné deterministické
sekvence her.

Fyzikalné, v fe¢i Brownovych motort, jsou ziskané vysledky nésle-
dujici (fraze ,motor funguje znamend, ze dochéazi k transportu c¢astic
bez pusobeni makroskopické sily ve sméru jejich pohybu viz OBR. 1.1 —
dochéazi tedy k realizaci paradoxu):

1. Funguje-li motor pro né&jaké hodnoty parametra systému (velikost
difuze, odporové sily a tvar asymetrického potencialu) pii determi-
nistickém scénaii prepinani potencialu, nemusi jesté fungovat pii
nahodném (pravdépodobnostnim) piepinani potencialu a naopak.

2. Vykonnost motoru (rychlost posunu ¢astic, pocet prenesenych ¢as-
tic v Case atd.) lze nejlépe optimalizovat nalezenim vhodného de-
terministického scénéare prepinani potencialu.
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OBR. 5.1: Oblast parametrii, pro které se Parronduv paradox pro pravdé-
podobnostni stiidani her s parametrem v = 1/3 nerealizuje, zatimco pro
hru vzniklou deterministickym stiidanim her o zakladni sekvenci BBA,
ano. Pravy i levy obrazek zobrazuji stejnou mnozinu bodi, pouze jsou
vudi sobé trochu pootoceny, aby byl lépe vidét jeji tvar. Obréazek jsme
ziskali nasledovné: Pomoci pocitace jsme vygenerovali mnozinu bodi o
soutadnicich [a, b, bg|, pro které plati vySe uvedena podminka. Na zis-
kané soufadnice jsme nasledné do grafu vynesli znacky (). Je tieba si
uvédomit, ze ziskany objekt zakresleny v grafu je trojrozmérny a v prin-
cipu bychom byli schopni napsat nerovnice, podobné nerovnicim 3.4 a
3.5, kterymi by byl plné definovan. Tyto vsak jsou, na rozdil od vyse
zminénych, velice slozité a nepiehledné.

Pokud je nam znamo, tento vysledek jesté nebyl v odborné literatute
publikovén.
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OBR. 5.2: Simulace Parrondovych her A, B, C (oznacuje hru vzniklou
pravdépodobnostnim stfidanim her) a BB.A (ozna¢uje hru vzniklou de-
terministickym st¥idani her o zékladni sekvenci BB.A), pro parametry
her A a B z posledniho tadku predchozi tabulky 5.1 (tedy a = 0,49,
bo = 0,18 a b =0,67). Parametr st¥idani her « jsme volili roven 1/3, coZ
odpovidé procentuelnimu zastoupeni hry A ve hie BBA. Z grafu je vidét,
ze pro tyto parametry jsou hry A, B a C prohravajici, zatimco hra BB.A
je vyhravajici. Parrondiv paradox se tedy u pravdépodobnostniho stii-
déani her pro tyto parametry nerealizuje, zatimco pro ,ekvivalentni* (se
stejnym procentuelnim zastoupenim her A4 a B ve scénéfi) hru vzniklou
deterministickym stfidanim her ano. Kfivky vynesené v grafu byly stie-
dovany pies 10° realizaci her.
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