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Autor: Maria Wolfova
Katedra: Katedra didaktiky matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Antonin Slavik, Ph.D., Katedra didaktiky
matematiky

Abstrakt: Diplomova prace ve své teoretické Casti shrnuje zakladni poznatky ty-
kajici se permutaci. Kromé zptisobli reprezentace permutaci a urcovani jejich
zakladnich charakteristik se teoreticka c¢ast zaméruje predevsim na vysledky ty-
kajici se rozkladu permutace na nezavislé cykly a hledani po¢tu permutaci s urci-
tou vlastnosti. Je zavedena takzvana zakladni bijekce uzitecna pti feseni mnoha
problému tykajicich se permutaci. Dale je odvozen pocet permutaci bez pevného
bodu, Eulerova c¢isla vyjadiujici pocet permutaci s danym poctem sestupii a po-
¢et permutaci s danym poctem prekroceni, Stirlingova ¢isla 1. druhu vyjadiujici
pocet permutaci s danym poc¢tem cykli a Catalanova ¢isla vyjadiujici pocet per-
mutaci, které neobsahuji zvoleny vzor délky tri. Pozornost je vénovana rovnéz
Gilbreathovym permutacim a jejich vlastnostem. V praktické casti je prezento-
vano 14 motivac¢nich tloh. Pfi feseni téchto tloh jsou vyuzity poznatky z teo-
retické casti a odvozeny nékteré dalsi zajimavé vysledky tykajici se nahodnych
permutaci.

Klicova slova: nahodna permutace, nezavislé cykly, pevné body, Eulerova ¢isla,
Stirlingova ¢isla, vzory, Gilbreathovy permutace.
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Title: Combinatorial problems on permutations
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cation

Abstract: In its theoretical part, this thesis sums up the basic knowledge concer-
ning permutations. Besides the representation of permutations and determination
of their fundamental characteristics, the theoretical part is, first of all, aimed at
results concerning the decomposition of permutations into disjoint cycles and at
finding the number of permutations with a certain characteristic. We introduce
the fundamental bijection that is useful for solving many problems concerning
the permutations. Further on, we focus on the number of permutations without
a fixed point, Eulerian numbers expressing the number of permutations with a gi-
ven number of descents, and the number of permutations with a given number
of excedances, Stirling numbers of the first kind expressing the number of per-
mutations with a given number of cycles, and Catalan numbers representing the
number of permutations avoiding a chosen pattern of length three. Attention is
also paid to the Gilbreath permutations and their characteristics. The practical
part consists of 14 solved problems. The solutions rely on the results presented
in the theoretical part, and there are deduced some further interesting results
concerning random permutations.

Keywords: random permutation, disjoint cycles, fixed points, Eulerian numbers,
Stirling numbers, pattern avoidance, Gilbreath permutations.
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Uvod

Tato diplomova prace si klade za cil shromazdit a na vhodnych prikladech
ilustrovat zajimavé elementarni poznatky o permutacich, z nichz mnohé nebyvaji
soucasti zakladnich univerzitnich kurzi, avsak k jejich pochopeni neni zapotiebi

Vv

Prace je sepsana tak, aby zpristupnila téma Sirsimu okruhu zdjemcti o kombi-
natoriku, af uz z rad studentii matematiky, stredoskolskych uciteli, ¢i talentova-
nych stredoskolskych studentii. Predpoklada pouze predchozi znalosti na trovni
stredoskolské matematiky. Tam, kde se v préaci vyskytuji pojmy presahujici tuto
uroven, je uvedeno i potfebné vysvétleni, pripadné odkaz na literaturu, ve které
je lze dohledat.

Préace je rozdélena na dveé c¢asti, teoretickou a praktickou. V teoretické ¢ésti
jsou shrnuty zakladni pojmy a poznatky tykajici se permutaci. Mimo jiné jsou
zde zminény i rizné zpusoby reprezentace permutaci, jako je napriklad zapis po-
moci nezavislych cykli nebo reprezentace permutace pomoci permutacni matice
¢i mrizky. Déle je teoreticka ¢ast zamérena predevsim na hledéani poctu permutaci
s urcitou vlastnosti, jako je napriklad dany pocet pevnych bodi, cykla ¢i prekro-
¢eni nebo vyskyt urcitého vzoru. Ve své teoretické ¢asti prace vychazi predevsim
ze zdroju [1], [2], [3], [ a [5]. Ceské pojmy jsou pouzity ve shodé se zdroji [5]
a [6]. Jsou zde vsak zavedeny i nékteré pojmy, které se v Ceské literatuie bézné
nevyskytuji anebo jejich pouzivani neni jednotné. V takovém pripadé jsou pouzity
ekvivalenty pojmi pouzivanych v anglické literature.

V praktické casti prace predklada nékolik uloh, pfi jejichz feseni se vyuzivaji
poznatky ¢asti teoretické. Ve velké ¢éasti tloh je tikolem urcit pravdépodobnost,
ze nahodné zvolena permutace bude mit urcéitou vlastnost. Dale jsou zde tlohy
zameérené na hledani sttedni hodnoty urcité charakteristiky nahodné permutace,
¢i nalezeni (optimalni) strategie feseni zadaného problému. Nékteré z tloh, jako
naptiklad problém 100 vézni nebo patndctka, patii mezi znamé tlohy rekreacni
matematiky. Jiné byly vytvoreny pro ucely této prace, aby demonstrovaly typy
problémil, které je mozné tesit pomoci znalosti o permutacich. Konkrétné to jsou
ulohy: vyménené doklady, vanocni, roztrZity prodavac, Saty pro princezny, pro-
hlidka ZOO a podulohy II a IIT tlohy satndrka.



1. Teoreticka cast

1.1 Permutace

Pojem permutace mizeme definovat vice zptisoby. Ve stfedoskolské matema-
tice zavadime permutaci nejcastéji jako specialni pripad variace. Permutaci mno-
ziny M obsahujici n prvki pak rozumime kazdou usporadanou n-tici sestavenou
z téchto prvku tak, ze kazdy prvek se v ni vyskytuje pravé jednou.

V této praci vsak pouzijeme definici, kterd permutaci definuje jako specialni
pripad bijekce. S pojmem bijekce se v této praci setkdme jesté mnohokrat, proto
si jej zde pripomeneme.

Definice 1.1.1. Vzdjemne jednoznacnym zobrazenim, neboli bijekct mnoziny A
na mnozinu B, budeme rozumeét takové zobrazeni f z mnoZiny A do mnoziny B,
pro které plati, Ze ke kazZdému prvku b € B existuje prdve jeden prvek a € A
takovy, Ze f(a) =b.

Pripomeneme si i nasledujici vétu, ktera primo plyne z definice bijekce. Tuto
vétu mnohokrat vyuzijeme pri ur¢ovani poctu prvka mnozin.

Véta 1.1.2. Ezxistuje-li mezi konecnymi mnozZinami A a B bijekce, potom maji
tyto mnoZiny stejny pocet prokii.

Definice 1.1.3. Permutaci mnoziny {1,...,n} (nebo také n-permutaci) na-
zveme kaZdou bijekci mnozZiny {1,... n} na mnoZinu {1,... n}. MnoZinu vsech
permutaci mnoziny {1,...,n} budeme znacit S,,.

Poznamka 1.1.4. V sirsim smyslu lze permutaci zavést i na libovolné jiné ko-
necné mnoziné, naptiklad na mnoziné zaka ve tiidé. Pti vysettovani permutaci
je vsak lhostejné, jak prvky mnoziny oznacime, a proto muzeme bez jmy na
obecnosti pracovat s mnozinou {1,... n}.

Zakladnim zpusobem zapisu konkrétni permutace je takzvany dvourddkovy
zapis. Permutaci m mnoziny {1, ... ,n} zapisujeme schématem

(1 2 ... n)
= ,
ay az ... Qp

kde pro kazdé i € {1,...,n} je a; = 7(7).

Permutace skladame stejné jako jind zobrazeni. Mame-li tedy dvé permutace
71 a e, jejich slozenim rozumime zobrazeni myom (zkracené mom ), které kazdému
¢islu @ € {1,...,n} prifadi ¢islo mo(m (7). O slozeni permutaci mizeme mluvit
také jako o jejich soucinu.

Jak vime, slozeni dvou bijekci je opét bijekce, proto i slozeni dvou permutaci
je opét permutace.



Priklad 1.1.5. Jsou-li dany permutace

(1 2 3 4 (1 2 3 4
=41 2 3 =114 2 3)
mizZeme jejich sloZenim ziskat permutace:
(1 2 3 4 (1 2 3 4
=y 31 2 M= 14 2)

Jak dosveédcuje i priklad sklddani permutaci neni obecné komutativni.

Horni tadek n-permutace je pro pevné zvolené n neménny a proto jej lze
vynechat. Tim vznika takzvany zdpis jednorddkovy. Namisto

(1 2 ... n)
m = ;
a; az ... Qp

T=ay a4y ... Qy.
Priklad 1.1.6. Namisto zapisu

pak miizeme psat pouze

muzZeme pouzit zapis

T=451326.

Jesté pripomeneme vétu, kterou zname ze stfedoskolské matematiky:.
Véta 1.1.7. Pocet n-permutaci je n!.
Priklad 1.1.8. Urcete pocet permutaci triprokové mnoZiny {1, 2, 3}.

Permutaci této mnoziny miizeme najit celkem 6. Konkrétné jsou to permu-
tace: 123, 132, 213, 231, 312 a 321.

Déle definujeme dva pojmy, které vyuzijeme pozdéji.

Definice 1.1.9. Necht m = pips...p, je n-permutace. Potom rekneme, Ze per-
mutace ppPmn-1)---p1 je k permutaci m opacnd. Ddle Tekneme, Ze permutace
(m+1—=p1) (n+1—=pa)...(n+1—p,) je k permutaci = doplrikovd.

Priklad 1.1.10. Najdéte opacnou a doplnkovou permutaci k permutaci
T=451326.

Opacnou permutaci k permutaci 7 je permutace 623154.

Doplnkovou permutaci k permutaci 7 je permutace 326451.

Ke kazdé permutaci existuje vzdy pravé jedna permutace opacna a prave jedna
permutace doplnkova.



1.2 Matice permutace

Dalsi moznosti, jak mizeme zapsat permutaci, je zapis pomoci permutacni
matice.

Definice 1.2.1 (matice permutace). Necht w je permutace mnozZiny {1,... n}.
Rekneme, Ze matice A vddu n je matici permutace © pravé tehdy, kdy? plati:

a“:{l, W(i>:j
" 0, m(i) #j

Priklad 1.2.2. Najdete matici permutace m = 54312.

Podle definice je matici této permutace matice:

00001
000T1O0
A= 0 0 1 0 O
10000
01 00O

V dalsich kapitolach se nam nékdy bude hodit také znazornéni permutace
pomoci miizky o n x n polich, kterou ziskdme z permutacni matice nahrazenim
jednicek Sedymi a nul bilymi policky tak, jak to vidime na obrazku Takové
miizce budeme fikat mrizka permutace.

010000

000100

100000 \
T=241356  A:=| . 01 0 0 0

000010 ]

000001 .

Obrazek 1.1: Reprezentace permutace pomoci mrizky permutace.



1.3 Pevné body permutace

Definice 1.3.1. Necht 7 je permutace mnoziny {1, ... ,n}. Pak rekneme, Ze prvek
z € {l,...,n} je pevngm bodem permutace 7, pokud plati: w(x) = x.

Priklad 1.3.2. Urcete vsechny pevné body permutace
T=4835761209.

Pevnymi body jsou prvky 3, 6 a 9, které permutace 7 zobrazuje samy na sebe.

P1i teseni nejednoho kombinatorického problému se hodi védét, kolik je per-
mutaci, které maji dany pocet pevnych bodi. Na tuto otazku brzy odpovime,
predtim si ale polozime nékolik otazek jednodussich.

o Kolik existuje n-permutaci, pro néz jsou zvolené prvky ay,as,...,a; €
{1,...,n} pevnymi body?

o Kolik permutaci ma alespon jeden pevny bod?

o Kolik je n-permutaci bez pevného bodu?

Zvolime-li z mnoziny {1,...,n} k raznych prvka, které maji byt pevnymi
body, zbyva ndm (n — k) prvki, které 1ze usporadat (n — k)! zptsoby. Snadno na-
hlédneme, ze vysledny pocet nezavisi na konkrétni volbé pevnych bodt. Miizeme
tedy formulovat nasledujici vétu.

Véta 1.3.3. Pro kazdé n € N a navzdjem rizné proky ai,as, . ..,ar € {1,...,n}
plati, Ze pocet m-permutaci, pro néz jsou prvky ai,as,...,ar pevnymi body, je
roven (n — k)!.

Priklad 1.3.4. Urcete pocet permutaci 30 proka takovich, Ze prvky 1,8,10 a 17
jsou pevnymi body.

Hleddme pocet permutaci, pro néz jsou zvolené 4 prvky pevnymi body. Tento

pocet bude roven
(n—Fk)! = (30 —4)! =26!.

Déle zjistime, kolik n-permutaci mé alespon jeden pevny bod. Oznacime-li
jako A; mnozinu vsech n-permutaci, pro které je prvek i € {1,...,n} pevnym
bodem, bude pocet n-permutaci s jednim a vice pevnymi body roven mohutnostﬂ
mnoziny

ATUA UL LA,

Nyni se nam bude hodit nasledujici véta oznacovana jako princip inkluze a ex-
kluze, jejiz vysvétleni i diikaz mizeme najit napiiklad v [6].

'Mohutnosti kone¢né mnoziny rozumime pocet jejich prvki. Mohutnost mnoziny A zna-
¢ime |A].



Véta 1.3.5. [Princip inkluze a exkluze]

n

Jal= > )N Al

i=1 o£JC{1,2,..n} ieJ

Lze tedy tici, ze mohutnost sjednoceni n mnozin dostaneme tak, Zze urcime
mohutnosti vSech jejich myslitelnych priniki a tyto mohutnosti se¢teme s tim,
ze pred mohutnostmi priniki lichého poé¢tu mnozin bude znaménko plus a pred
mohutnostmi prunikt sudého poc¢tu mnozin bude znaménko minus.

Vybereme-li z mnozin A; az A, k riznych mnozin, bude jejich prinik roven
mnoziné permutaci s k vybranymi pevnymi body a jeho mohutnost tedy podle
véty([1.3.3|bude rovna (n—k)!. Pocet zptisobt, jak vybrat k mnozin, jejichz priniky
budeme tvorit, je roven & Pocet permutaci s alespon jednim pevnym bodem
potom bude podle véty [1.3.5) roven

" n

|A1UA2UAR| :Z(—l)k_l (n—k:)‘
k=1 k

Odsud uz snadnou tpravou dostaneme nasledujici tvrzeni.

Véta 1.3.6. Pocet n-permutaci s alespon jednim pevnym bodem je roven
" n!
k1T
k;( A

Pokud se budeme ptat naopak na pocet n-permutaci bez pevného bodu, staci
pocet permutaci s alespon jednim pevnym bodem odecist od poc¢tu vsech permu-
taci.

Véta 1.3.7. Pocet n-permutaci bez pevného bodu je roven

n n

n! — Z(—1)’HZ§ = Z(—1)’“Z;.

k=1 k=0



1.4 Znaménko permutace

Definice 1.4.1. Necht m = a; .. .a, je permutace mnoziny {1,... n}. Pak rek-
neme, Ze dvojice prvki (a;,a;) je inverze permutace m, pokud i < j a zdroven
a; > Qj.

Definice 1.4.2. Rekneme, Ze permutace je sudd/lichd, pokud md sudyj/lichy
pocet inverzi.

Definice 1.4.3. Necht 7w je permutace mnoziny {1,...,n}. Znaménko permu-
tace znacime sgnm a definujeme jej vztahem

sgnm = (—1)"™",
kde inv 7 znaci pocet inverzi permutace .
Poznamka 1.4.4. Je ziejmé, ze liché permutace maji znaménko —1, sudé +1.

Priklad 1.4.5. Najdéte vsechny inverze ndsledujici permutace a rozhodnéte, zda
se jednd o permutaci sudou ¢i lichou. (Urcete znaménko permutace.)

T=31542

Inverze permutace 7 jsou dvojice: (3, 1), (3, 2), (5, 4), (5, 2), (4, 2). Permutace
7 je tedy liché. (Jeji znaménko je —1.)

Véta 1.4.6. Jsou-li m a o permutace mnoziny M, potom

sgn(mo) =sgnm - sgno.

Diikaz. Oznacéme jako K mnozinu vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny M.
Mnozinu K muzeme vyjadrit jako sjednoceni disjunktnich podmnozin K7, ..., K4
takovych, ze

Ky ={{i,j}i <j,o(i) <o(j),mo(i) <mo(j)},
Ky = {{i,j};i < j,0(i) < o(j),mo(i) > ma(5)},
Ky ={{i,j};i <j,0(i) > o(j),mo(i) < mo(j)},
Ky ={{i,j};i <j,oi) > o(j),mo(i) > mo(5)}-

Mnozina K3 U K, je mnozina vSech inverzi permutace o.
Mnozina K, U K4 je mnozina vsech inverzi permutace 7o.

Jelikoz je permutace o bijekce z mnoziny M do M, pak také plati, Zze pocet
inverzi permutace 7 je roven poc¢tu prvkt mnoziny Ky U K.

Nyni jiz snadno ukazeme, ze

inv(ro) = |Ky| + | Ky| = | Ko| 4+ | K| + | K3| + | Ky| — 2| K3] = inv 7w+ inv o — 2| K3,

a tedy

SgH(T('O') — (_1)inv7r+inv072\K3\ — (_1)inv7r . (_1>invo' — sgn 7 - sgno.



1.5 Rozklad permutace na nezavislé cykly

Dalsim zptisobem, jak miizeme permutace zapisovat, je zapis pomoci cykli.
Definice 1.5.1. n-permutaci ™ nazyvame cyklus, jestlize existuje m > 1 a proky
T, .., Tm € {1,... 0} takové, Ze

m(x;) = i1 pro kazdéi=1,...,m—1,

() = 21,

m(x) =x pro kazdé x € {1,... n}\{z1,...,2n}.

Zapisujeme T = (21, T2, ..., Ty). Cislo m se nazjvd délka cyklu. Cyklus délky

2 se nazyvd transpozice.

Priklad 1.5.2. Permutace
(1 2 3 45
=124 135

je cyklus a graficky ji mizZeme zndzornit tak, jak vidime na obrdzku [1.2]

Obréazek 1.2: Grafické znazornéni cyklu 7.

Lze ji zapsat také ndsledujicim zpiusobem.:
= (1, 2,4, 3).

Poznamka 1.5.3. Zapis cyklu mizeme zacit od kteréhokoli v ném zapojeného
prvku (dalsi poradi uz je pak jednozna¢né dané). Pro cyklus délky m tedy existuje
m ruznych zapisu, které vzniknou takzvanou cyklickou zaménou. Naptiklad:

(1,2,4, 3)=(2,4,3,1) = (4,3, 1,2) = (3,1, 2, 4).

Obvykle vsak vsechny cykly pro prehlednost zapisujeme od jejich nejnizsiho,
nebo nejvyssiho prvku. Pristup mizeme volit podle situace.
Definice 1.5.4. Dva cykly (1,22, ...,xm) a (Y1,Y2, - - . ,Yn) Nazveme nezdvislé,

jestlize {x1, o, ... .xm} a {y1,v2, ..., yn} jsou disjunktni mnoZiny.

9



Véta 1.5.5. Soucin dvou nezdvislych cykli nezdvisi na jejich porads.

Diikaz. Necht m = (21,22, ...,xm) am = (Y1, Y2, - - . ,¥n) jSOU permutace mnoziny
{1,...,n} . Pokud jsou m; a my nezavislé, potom m; zobrazuje samy na sebe prvky
Y1, Y2, - - - ,Yn & Ty zobrazuje samy na sebe prvky xy,xs,...,r,. Potom plati, Ze
mma(x) = momy(x) pro kazdé z € {1,... n}.

U

Véta 1.5.6. KaZdou permutaci lze rozloZit na soucin mezdvislych cykli. Tento
rozklad je aZ na poradi ciniteli jednoznacny.

Dukaz. Myslenka dikazu této véty je pomérné jednoducha. Stacéi si uvédomit,
jak budeme postupovat, kdyz budeme hledat rozklad na nezavislé cykly libovolné
permutace 7.

Vybereme libovolny prvek p permutace m a zacneme postupné psat cyklus, ve
kterém se tento prvek nachdzi, ve tvaru (p, 7(p), m(mw(p))...), kde poslednim prv-
kem v zapisu cyklu bude prvek, ktery permutace 7w zobrazuje na p. Po uzavieni
prvniho cyklu budeme obdobné tvotit dalsi cykly, pricemz vzdy zacneme libovol-
nym prvkem, ktery neni soucasti zadného z dosud vytvorenych cykli. Skonc¢ime
ve chvili, kdy vycerpame vsechny prvky permutace. Ze timto postupem vzdy zis-
kdme nezavislé cykly permutace 7 vyplyva primo z definice permutace. Je ziejmé,
ze rozklad na nezavislé cykly je az na poradi jednoznacny.

U

Poznamka 1.5.7. Jednotlivé nezavislé cykly rozkladu permutace budeme ozna-
covat jako cykly této permutace.

Priklad 1.5.8. Je ddna permutace

Rozlozte tuto permutaci na cykly.

Permutace je tvorena tfemi cykly:

m = (1, 4, 3),
T = (2, 5),
Ty = (6)

Muzeme tedy psat m = (1,4,3)(2,5)(6). Rozklad na cykly dobfe ilustruje
grafické zndzornéni permutace, viz obrazek [1.3]

Jak vidime, zapis permutace pomoci nezavislych cykli neni jednoznacny. Na-
priklad permutaci 7 z pfedchoziho prikladu bychom mohli zapsat také jako m =
(6)(3,1,4)(5,2). Nékdy se vSak hodi jednozna¢ny zdpis permutace mit. Je vice
zpusobi, jak toho dosdhnout. My to udélame nasledujicim zptisobem, ktery se
nam bude pozdéji hodit pti feseni nékterych probléma.
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Obrazek 1.3: Grafické znazornéni permutace .

Definice 1.5.9. Rekneme, Ze zdpis permutace pomoci nezdvisljch cykli je stan-
dardnt, pokud zdpis kazZdého cyklu zacind jeho nejuyssim prvkem a cykly jsou
serazeny vzestupné podle pocdatecniho proku.

Priklad 1.5.10. Je ddna permutace
(123456
"\451326)

Zapiste tuto permutaci pomoci standardniho zdpisu.

DO Ot

Nejprve najdeme cykly permutace. Poté je zapiseme tak, aby zacinaly svym
nejvyssim prvkem, a sefadime vzestupné podle prvniho prvku. Tedy

=4, 3, 1)(5, 2)(6).

Piiklad 1.5.11. Jaky je pocet cykli délky n permutujicich mnoZinu {1,... n}?
Cyklus je dan svym zépisem. Ruznych (cyklickych) zapist cykla n prvki mu-
zeme vytvorit n!. Jak uz ale vime, n riznych zapisit urcuje vzdy jeden cyklus.

Pocet ruznych cykli n danych prvki je tedy

n!
— =(n-1).
" (- 1)

Véta 1.5.12. Kazdy cyklus lze rozlozit na soucin transpozic.
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Diikaz. Kazdy cyklus délky s 1ze rozlozit napriklad nasledujicim zptisobem:

T =(ay, ..., as) = (a1, as)(ai, as_1) ... (a1, as).

Disledek 1.5.13. KazZdd permutace se dad rozloZit na soucin transpozic.

Rozklad permutace na cykly dokaze znac¢né usnadnit ur¢eni znaménka per-
mutace. Vyuzijeme nasledujici tvrzeni.

Véta 1.5.14. Kazda transpozice je lichd.

Diikaz. Necht (7, j) je transpozice. Muzeme psat

oo (12 .09 a1 .0 j—=1 5 ...n
(Z’])_<1 2 ... G i+l ... j—1 4 n>
Lze nahlédnout, zZe inverze této transpozice jsou dvojice
{i,i+1} {i,i+2} ... {i,j—1}.

Téchto inverzi je 2(j — i) — 1, tedy lichy pocet, a proto transpozice (i, j) je liché.
O

7 véty [1.4.6|vime, Ze slozime-li dvé permutace, vysledné znaménko bude souci-
nem znamének téchto permutaci. Nyni, kdyz jsme dokézali, ze kazd4 transpozice
je licha, ziskavame dalsi zptisob, jak urcit znaménko libovolné permutace pomoci
rozkladu permutace na transpozice.

Véta 1.5.15. Necht m je permutace, kterou muzeme rozloZit na m transpozic.
Potom plati, Ze sgnm = (—1)™.

Poznamka 1.5.16. Je tfeba si uvédomit, ze rozklad permutace na transpozice
neni jednoznacny. Jednu permutaci mtizeme rozlozit na transpozice riznymi zpt-
soby. Téchto transpozic muze byt pokazdé jiny pocet, avsak sudou permutaci
muzeme vzdy rozlozit pouze na sudy pocet transpozic a lichou jen na lichy pocet
transpozic.

Véta 1.5.17. Jestlize md permutace © € S,, prdvé k cykli, je sgnm = (—1)""*.

Dikaz. Predpokladejme, ze rq, ..., jsou délky cyklt permutace 7. Potom plati
1+ ...+ 1 = n. Z dukazu véty vime, Ze cyklus délky s lze rozloZit na
s — 1 transpozic. Pokud podobnym zptisobem rozlozime vsechny cykly permutace
m, pocet transpozic tohoto rozkladu bude

(m—1)+...+ (g —1)=n—k.
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Priklad 1.5.18. Urcete znaménko permutace

(12 6
=13 2 1)
Permutace m = (2)(5,4)(6,1,3) je slozena z jednoho cyklu délky jedna, jed-
noho cyklu délky dva a jednoho cyklu délky tri.

= Ot

3 4
6 5

sent = (—1)7? = —1.

Jedna se tedy o permutaci lichou.

Definice 1.5.19. Necht 7 je permutace mnoziny {1, ... n}. Rddem permutace
rozumime nejmensi prirozené c¢islo k takové, Ze m zobrazi kaZdy prvek sdm na
sebe.

RAd permutace nam ifké, kolikrat musime permutaci slozit samu se sebou,
abychom ziskali identitu. Skladanim identity se sebou samou ziskdme opét identi-
tu, a tedy zfejmé je-li k fad permutace 7w, potom 7™ je identita pravé tehdy, kdyz
m = nk pro néjaké n € N.

Snadno nahlédneme, Ze je-li permutace 7 cyklus délky [, potom [ je i Tadem
této permutace.

Je-li permutace 7 slozena z vice nezavislych cykla 7, ..., m, délek I1,..., [,
potom 7% bude identita pravé tehdy, kdyz k bude délitelné ¢&isly 1y, . .., l,. Nej-
mensim takovym ¢islem a tedy radem permutace bude nejmensi spoleény nasobek
c¢isel Iy, ..., 1. Mzeme tedy formulovat nésledujici vétu.

Véta 1.5.20. Rdd permutace je roven nejmensimu spolecnému ndsobku délek
cyklu této permutace.

Vime, ze kazdou permutaci lze rozlozit na nezavislé cykly. Odtud pak vyplyva,
ze pro kazdou permutaci lze urcit jeji rad.

Priklad 1.5.21. Urcete rdd permutace
T=3854176 2.

Permutaci rozlozime na cykly
m=(4)(5, 1, 3)(7, 6)(8, 2).

Rozklad obsahuje jeden cyklus délky 3, dva cykly délky 2 a jeden cyklus délky 1.
R4d permutace je tedy 2 -3 = 6.
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1.6 Zakladni bijekce

V této kapitole definujeme zobrazeni, které se pozdéji ukaze byt velmi uzitecné
pri feseni tloh tykajicich se permutaci.
Véta 1.6.1. Necht f : S, — S, je zobrazeni, které¢ kazdé permutaci m privadi

takovou permutact, jejiz jednoradkovy zapis vznikne tak, Ze ze standardniho zdpisu
permutace T vypustime vsechny zdvorky. Potom zobrazeni f je bijekce.

Dikaz. Je zfejmé, Ze predpis [ definovany ve vété kazdé permutaci T € S,,
pritazuje pravé jednu permutaci o € S,,. Zbyva tedy ukazat, ze také pro kazdou
permutaci o € S, najdeme pravé jednu permutaci = € S,, tak, ze f(7) = o.
Necht 0 = s155...5, je libovolna n-permutace. Podivejme se na to, jak muze
vypadat permutace 7, pro niz f(7) = o. Budeme prvek po prvku prochézet
jednoradkovy zapis permutace ¢ a hledat mista, na ktera vlozime zavorky tak,
abychom tim vytvorili standardni zapis permutace 7. Prvek s; musi zfejmé byt
i prvnim prvkem prvniho cyklu permutace 7, tedy pred néj vlozime zavorku ,,(“.

Pokud déle narazime na prvek, ktery je nizsi nez prvni prvek cyklu, ktery prave
tvorime, zaradime jej do tohoto cyklu, protoze v standardnim zapisu nemuze byt
prvnim prvkem nového cyklu.

Pokud narazime na prvek, ktery je vyssi nez prvni prvek cyklu, ktery zrovna
tvorime, je naopak zrejmé, Ze tento prvek do cyklu jiz patrit nemize a musi tak
byt prvnim prvkem cyklu nového. Proto pred néj vlozime dvojici zavorek ,))(“.

Tento postup opakujeme, dokud nedojdeme na konec permutace o. Za po-
sledni prvek pak vlozime zavorku ).

Ukazali jsme, ze postup, jak k jakékoli permutaci o € S, najit permutaci
T €Sy, pro kterou f(m) = o, je jednoznacny, a tedy zobrazeni f je bijekce.

L]
Definice 1.6.2. Zobrazeni f zavedené ve vété|[1.6.1] nazveme zdkladni bijekc)

Priklad 1.6.3. Je ddno zobrazeni f (zdkladni bijekce) zavedené v predchozi véte,
permutace 1 = (4,3,1)(5,2)(6) a permutace m = 241653.

1. Najdéte f(my).
2. Najdéte f~(my).
1. Odstranime zavorky z cyklického zapisu permutace m;. Dostaneme

f(m)=431526.

2. Doplnime zavorky na zacatek a konec zapisu a vlozime dvojici zavorek ,)(“
pred kazdé maximum zleva doprava, ¢imz rozumime kazdy takovy prvek,
pred kterym neni zadny vétsi prvek. Dostaneme

f71<772) = (2)(47 1)(67 9, 3)'

2V angli¢tiné: fundamental bijection.
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1.7 FEulerova cisla

Definice 1.7.1. Necht 7 = ajay...a, je permutace mnoZiny {1,... n}. Rek-
neme, Ze 1 je sestugﬂ permutace w, pokud a; > a;1. Pokud a; < a;y1, pak
rekneme, Ze 1 je vzestu]ﬂ permutace .

Priklad 1.7.2. Urcete sestupy a vzestupy permutace m = 21453.

Podle definice oznacuji sestupy/vzestupy pozice prvku, které jsou v jed-
noradkovém zapisu néasledovany prvkem nizsim/vyssim.

e sestupy permutace 7 jsou: 1 a 4

e vzestupy permutace 7 jsou: 2 a 3

Definice 1.7.3. Pocet permutaci mnoziny {1,...,n} s k — 1 sestupy znacime
A(n, k). Tato ¢isla se nazgvaji Eulerova éisla ridu (n, k). Navic dodefinovdvdime
A(0,0) = 1.

Muze byt zarazejici, pro¢ parametr k Eulerova ¢isla neni roven radéji poctu
permutaci s k sestupy. Toto znaceni bylo zvoleno tak, aby parametr odpovidal
poctu tsekt, ve kterych permutace roste.

Priklad 1.7.4. Urcete Eulerovo cislo A(3,2).

Mezi Sesti permutacemi tii prvkl najdeme pravé 4 takové, které maji jeden
sestup. Jsou to permutace: 132, 312, 213, 231. Tedy A(3,2) = 4.

Je zfejmé, ze ma-li néjakd permutace k — 1 vzestupi, ma permutace k ni
opacna pravé k — 1 sestupti. Mizeme tedy formulovat néasledujici vétu.

Véta 1.7.5. Pocet permutaci mnozZiny {1,... n} s k—1 vzestupy je roven A(n, k).

Eulerova ¢isla nizsich radi mtizeme pomérné snadno pocitat pomoci rekurent-
niho vztahu uvedeného v nasleduji véte:

Véta 1.7.6. Pro vsechna n.k € N, k < n, plati vztah

Anyk+1)=(k+1D)An—1,k+ 1)+ (n—k)A(n — 1,k).

Dikaz. Na permutaci se nyni budeme divat jako na usporadani prvkia. Permu-
taci mnoziny {1,...,n} s k sestupy pak muzeme ziskat z permutace mnoziny
{1,...,n — 1} vlozenim prvku n dvéma zpusoby.

Za prvé muzeme vlozit prvek n do jedné z A(n—1, k+1) permutaci s k sestupy
tak, aby zadny novy sestup nevznikl, tedy na konec nékterého z k + 1 tsekt, kde
permutace roste.

3V angli¢tingé: descent.
4V angli¢tiné: ascent.
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Druhou moznosti je vlozit prvek n do jedné z A(n — 1, k) permutaci s k — 1
sestupy tak, aby novy sestup vznikl, tedy jinam nez na konec nékterého z tseki,
kde permutace roste. Takovych pozic je n — k.

U

Nyni si staci uvédomit, ze A(0,0) = 1 a pro libovolné n € N plati: A(n,n) =1
a A(n,0) = 0. S vyuzitim véty pak muzeme vypocitat libovolné Eulerovo
cislo.

Priklad 1.7.7. Urcete Eulerova cisla pro n od nuly do péti.

A(0,0) =1

A(1,0) =0 A(1,1)=1

A(2,0)=0 A2,1)=1 A(2,2)=1

A(3,0)=0 A(3,1)=1 A(3,2)=4 A(3,3)=1

A(4,0) =0 A(4,1)=1 A(4,2) =11 A(4,3) =11 A(4,4) =1

A(B,0)=0 A(5,1)=1 A(5,2) =26 A(5,3) =66 A(5,4) =26 A(5,5) =1

Pro vypocet Eulerovych cisel vyssich fadi muzeme pouzit tteba nasledujici
jednoduchy program v jazyce Python.

n=20
while n > -1:
n = int(input("n: "))
k = int(input("k: "))
def A(n, k):
if n == k:
return 1
if k¥ == 0:
return O
if n < k:
return O
return kxA(n-1, k) + (n-k+1)*A(n-1, k-1)

print ("A(n,k)=", A(n,k))

Tabulku Eulerovych ¢isel do n = 10 najdete v priloze této prace (viz pri-

loha |A.1)).
Véta 1.7.8. Pro vsechna n,k € N, kde k < n, plati

Alnk) = Y (~1) (” + 1) (k— i)

i=0 ¢

Dikaz této véty je pomérné zdlouhavy, zajemci jej vSsak mohou najit v praci
[1, str. §].
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1.8 Stirlingova cisla

Definice 1.8.1. Pocet n-permutaci tvorengch k cykly znacime s(n, k). Tato cisla
se nazyvaji Stirlingova ¢isla 1. druhu. Dodefinovdvime s(0,0) = 1.

Priklad 1.8.2. Urcete Stirlingovo cislo 1. druhu s(5,3).

Pokud méa permutace péti prvka obsahovat t¥i cykly, musi byt sloZzena z jed-
noho trojcyklu a dvou pevnych bodi, nebo z dvou dvojcykli a jednoho pevného
bodu. V prvnim pripadé je takovych permutaci 2( ), ve druhém pak %(;) (3)

2
Celkem tedy plati
5 1/5\(3
s(5,3) <3> + 5 <2> <2> 35

Stirlingova ¢isla 1. druhu mizeme snadno pocitat pomoci rekurentniho vztahu
uvedeného v nasledujici véteé.

Véta 1.8.3. Pro vsechna Stirlingova cisla 1. druhu plati vztah
s(nyk)=s(n—1,k—1)4+ (n—1)s(n — 1,k).

Diikaz. Uvazujme permutaci mnoziny {1, ... ,n}. Prvek n je budto pevnym bodem
permutace, nebo je soucasti vétsiho cyklu.

V prvnim piipadé existuje s(n— 1,k — 1) zpusobt, jak mohou byt usporadany
ostatni prvky do k — 1 cyklu.

Ve druhém pripadé mize byt prvek n zarazen za libovolny z n—1 prvki, které
mohou byt do k cykli usporadany s(n — 1, k) zptsoby.

UJ

Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné n € N plati: s(n,n) =1 a s(n,0) = 0.

Priklad 1.8.4. Urcete Stirlingova cisla 1. druhu pro n od nuly do péti.

5(0,0) =1

s(1,0)=0 s(1,1)=1

5(2,00=0 s(2,1)=1 s(2,2)=1

s(3,00=0 s(3,1)=2 s(3,2)=3 s(3,3) =1

s(4,00=0 s(4,1) =6 s(4,2) =11 s(4,3)=6 s(4,4)=1

5(5,0) =0 s(5,1) =24 5(5,2) =50 5(5,3) =35 s(5,4) =10 s(5,5) =1

vvvvvv

naprlklad nize uvedenym jednoduchym programem v Jazyce Python.
n=20
while n > -1:

n = int(input("n: "))
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k = int(input("k: "))

def s(n, k):
if n ==
return 1
if k == 0:
return O
if n < k:
return O
return s(n-1, k-1) + (n-1)*s(n-1, k)

print("s(n,k)=", s(n,k))

Tabulku Stirlingovych ¢isel 1. druhu do n = 10 najdete v piiloze této prace (viz

priloha [A.2]).
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1.9 Prekroceni

Definice 1.9.1. Necht 7 = aiay...a, je permutace mnoZiny {1,... n}. Rek-
neme, Ze 1 je p'f'ek'r'ocvenﬂ permutace m, pokud a; > i. Rekneme, e i je slabé
prvek:rocvenﬁ permutace w, pokud a; > 1.

Priklad 1.9.2. Urcete vsechna prekroceni permutace m = 624153.

Jako prekroceni oznacujeme takovou pozici permutace, na které je prvek vyssi
nez je pozice sama. Pro zadanou permutaci jsou to pozice 1 a 3.

Jako slabé prekroceni oznacujeme takovou pozici permutace, na které je prvek
vyssi nebo roven pozici samotné. Pro zadanou permutaci jsou to pozice 1, 2, 3 a 5.

Pokud si sestavime permutacni matici ¢i mrizku nékteré permutace, snadno si
uvédomime, Ze prekro¢enim permutace odpovidaji jednicky/Sedd pole nad hlavni
diagonélou. Slabym prekrocenim odpovidaji jednicky /Seda pole lezici nad hlavni
diagondlou a na ni. Viz obrazek [1.4]

[l e e e M)
O OO o= O
_— o O O o o
S oo~ OO
SR O O OO
S OO oo

Obrazek 1.4: Matice a mrizka permutace 624153 z prikladu [1.9.2]

S vyuzitim drive ziskanych poznatkti muzeme nyni dokézat véty, které nam
umozni urcit pocet permutaci, které maji dany pocet slabych prekroceni/prekro-
¢eni. Zacneme vétou tykajici se prekroceni slabych.

Véta 1.9.3. Pocet permutaci mnoziny {1,....n} s k slabymi prekrocenimi je
roven A(n, k) [

Diikaz. Dokéazeme, Ze pocet permutaci s k slabymi prekrocenimi je stejny jako
pocet permutaci s k— 1 vzestupy, tedy A(n, k). Pouzijeme k tomu zakladni bijekci
formulovanou ve vété [L.6.1

Necht
W:(plv ---ypl)(lerl; )(pmu "'7pn)

je standardni zapis n-permutace 7w a f je zakladni bijekce. Potom

f(m)=p1 ... ips1 - Pm - Dn

5V angli¢ting: excedance.
6V angli¢tiné: weak excedance.
TA(n, k) je Eulerovo &fslo fadu (n, k) uréujicf pocet n-permutaci s k — 1 vzestupy, viz defi-

nice @
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Ukazeme, ze plati i # n a p; < 7(p;) (coz znamend, ze p; je slabé prekroceni
permutace w), pravé kdyZ p; < p;+1 (coZ znamend, Ze i je vzestup permutace
f(m).

Pokud je p; na konci cyklu permutace 7, potom pifimo z vlastnosti standard-
niho zapisu plyne, ze prvek p; < 7(p;) (rovnost nastava v piipadé, ze i je pevny
bod permutace 7). Zaroven plati, ze pokud i # n, potom p; < p;11 a to opét
primo z vlastnosti standardniho zapisu permutace.

Pokud je prvek p; jinde nez na konci cyklu permutace m, potom plati 7(p;) =
Piy1, a proto (pi < pir1) & (pi < w(pi)).

Nyni si jiz stac¢i uvédomit, ze posledni prvek p,, posledniho cyklu v cyklickém
zapisu permutace 7 je vzdy slabym prekro¢enim permutace 7. Oproti tomu pozice

n permutace f(m) vzestupem nikdy neni, protoze za prvkem p, jiz dalsi prvek
nenasleduje.

UJ

Tento pomérné naroény diikaz se stane ziejmym, kdyz si na prikladé ukazeme,
jak zakladni bijekce proméni vsechna slaba prekroceni, dané permutace rizna od
7~ (n) ve vzestupy permutace f ().

Napriklad permutaci

(1 234567289
39147826 5)’

kterou pomoci standardniho zépisu zapiseme jako
= (3, 1)(4)(8, 6)(9, 5, 7, 2),
zékladni bijekce zobrazi na

F(r)=314869572.

V permutaci 7 jsou zvyraznéna jeji slaba prekroceni. V permutaci f(7) jsou
zvyraznény prvky na pozicich vzestupli. Mizeme tak snadno vidét, jak si tyto
dvé charakteristiky odpovidaji.

Nyni, kdyz umime urcit pocet permutaci s danym poctem slabych prekrocent,
odvodime dalsi vétu, kterd nam umozni urcit pocet permutaci s danym poctem
prekroceni.

Véta 1.9.4. Pocet permutaci mnoZiny {1,...,n} s k — 1 prekrocenimi je roven
poctu permutaci s k slabymi prekrocenimi, a tedy je roven A(n, k).

Dukaz. Necht n € N, M} je mnozina vsech n-permutaci, které obsahuji prave k
slabych prekroceni a Nj_; je mnozina vSech n-permutaci obsahujicich praveé £ —1
prekroceni.

Definujeme zobrazeni f, které kazdé permutaci 7 = bz € M
pP1 P2 .- Dn
v e . (1 2 ... n—1n
pfifadi permutaci f(m) = (2 s . 1) oT.

Permutace f(7) tedy:
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o kazdému prvku i € {1,...,n}, pro ktery p; # n, ptitadi prvek p; + 1,

o prvkui € {1,...,n}, pro ktery p; = n, priradi prvek 1.

Snadno nahlédneme, ze pokud p; # n a i je slabym prekroc¢enim permutace
7, je i také prekrofenim permutace f(m). Pokud p; = n, pak je i vzdy slabym
prekrocenim permutace 7, avSak uz neni prekrocenim permutace f(m).

Zobrazeni f tedy opravdu prifrazuje kazdé permutaci 7 € My pravé jednu
permutaci z mnoziny Ny_;.

Podobné zobrazeni f~! kazdé permutaci o = (Sl 32 S”) € Ny_1 pri-
1 852 ... Sp
1 2 ... n
v ’ . 71 o
fadi permutaci f~'(0) = (n 1 1) oa.

Obdobné jako pfedtim plati, ze f~*(o):

o kazdému prvku i € {1,...,n} pro ktery s; # 1, ptitadi prvek s; — 1,

o prvkui € {1,...,n} pro ktery s; = 1, prifadi prvek n.

Pokud je ¢ prekroc¢enim permutace o, také slabym prekroc¢enim permutace
f~Y(o). Pokud s; = 1, pak i nen{ prekrocenim permutace o, aviak je piekroc¢enim
permutace f~!(o).

Zobrazeni f~1 tedy kazdé permutaci o € N,_; pfifazuje pravé jednu permu-
taci z mnoziny M, coz dokazuje, ze f je bijekci mezi mnozinami M a Ny_q,
a tedy ze tyto mnoziny obsahuji stejny pocet prvki.

U

Tento diikaz snadno pochopime, kdyz si uvédomime, jak z mrizky permutace
7 vznikne mrizka permutace f(m) a opa¢né. Viz obrazek .

Obrazek 1.5: Mrizky permutaci 624153 a f(624153).
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1.10 Vzory

Dalsi vlastnosti permutace, kterd nas muze zajimat, je vyskyt takzvanych
vzort} Pojem vzor si objasnime pomoci definice a naslednych piikladii.

Definice 1.10.1. Necht 0 = s152...5, € Sk je permutace a necht k < n, potom
rekneme, Ze permutace ™ = pips...pp € S, obsahuje vzor o, pokud permutace
m obsahuje proky piq, Dig, - - -, Pip takové, Ze iy < ig < ... < ik a p;, < Dip PTAVE
tehdy, kdyz s, < sp. V opacném pripadé rekneme, Ze permutace ™ vzor o neobsa-
huje.

Na zdkladé definice tedy muzeme Tici, Ze permutace m = 541632 obsa-
huje vzor oy = 312, protoze napriklad prvky 5,1 a 3 jsou v permutaci 7 ve stejném
poradi, jako prvky 3,1 a 2 v permutaci 0; = 312. (Prvni v pofadi je prvek nej-
vyssi, poté nésleduje prvek nejnizsi a posledni v trojici je prvek stfedni.) Naopak
vzor oy = 123 v permutaci 7 nenajdeme, a tedy muzeme ftici, ze permutace
vzOor o, neobsahuje.

Priklad 1.10.2. Rozhodnéte, zda permutace m = 12534 obsahuje vzory o1 = 1423
a o9 = 4321.

Mezi péti Ctvericemi, které muzeme vybrat z prvka permutace m, najdeme
hned dvé, jejichz usporadani odpovida uspotradani prvki v permutaci o;. Jsou to
¢tverice 2,5,3,4 a 1,5,3,4. Ani jedna z péti Ctveric vSak neodpovida vzoru o,.
Permutace 7 tedy obsahuje vzor o; a neobsahuje vzor o,.

V nasledujicich odstavcich se budeme zabyvat otazkou, kolik existuje permu-
taci, které neobsahuji urc¢ity vzor. Pocet n-permutaci, které neobsahuji vzor ¢, si
ozna¢ime jako S,(q) a pokusime se jej urcit alespon pro nékteré pripady. Hned
na uvod je vSak tieba Tici, Ze obecné se nam tento problém vytesit nepodari.

Pro oba mozné vzory délky dva je otazka trivialni. Pokud n-permutace nesmi
obsahovat vzor 12, musi byt klesajici. Pokud nesmi obsahovat vzor 21, musi byt
rostouci. Pro libovolné n tedy plati

S, (12) = S, (21) = 1.

vvvvvv

a tedy i riznych vzortu délky tii, je celkem 6. Uc¢inime vSak nékolik pozorovani,
kterd nam situaci alespon o néco zjednodusi.

Pro tato pozorovani se ndm budou hodit pojmy opacna a doplikova permu-
tace z definice [1.1.9, Pripomenme si, ze ke kazdé permutaci existuje pravé jedna
permutace opacna a pravé jedna permutace doplinkova.

e Permutace 7 obsahuje vzor 123 pravé tehdy, kdyz permutace k 7 opacna
obsahuje vzor 321.

8V angli¢tingé: patterns.

22



e Permutace m obsahuje vzor 132 prave tehdy, kdyz permutace k 7 opacna
obsahuje vzor 231.

e Permutace 7 obsahuje vzor 132 pravée tehdy, kdyz permutace k m doplikova
obsahuje vzor 312.

e Permutace m obsahuje vzor 213 pravé tehdy, kdyz permutace k 7 doplitkova
obsahuje vzor 231.

7 téchto ¢tyT pozorovani plyne, ze
Sn(123) = S,(321)

a také
Sn(132) = S,(231) = S,(312) = S,,(213).

Plati i dalsi rovnost, ze které vyplyne, ze pocet n-permutaci, které neobsahuji
zvoleny vzor délky tfi, je stejny pro vSech Sest moznych vzori. Jeji dikaz ale jiz
neni trivialni.

Véta 1.10.3. Necht o je libovolnd permutace mnoZiny Pro kaZdé n € N plati
Sn(132) = S, (123).

Ditikaz této véty pouze naznacime. Tento dikaz vyuziva toho, zZe lze sestrojit
bijekci f, kterd kazdé permutaci neobsahujici vzor 132 priradi permutaci, ktera
neobsahuje vzor 123 a ma v jednoradkovém zapisu stejnd minima zleva doprava
na stejnych pozicich (viz priklad [1.10.4). Tato bijekce je ddna nésledujicim pred-
pisem:

o Permutace f(m) je permutace, kterd vznikne, kdyz v permutaci m neob-
sahujici vzor 132 zachovdme na ptvodnich pozicich vSechna minima zleva
doprava a ostatni prvky seradime sestupné.

Priklad 1.10.4. Pro permutaci m = 67341258 neobsahujici vzor 132 najdéte per-
mutaci, ktera md stejnd minima zleva doprava na stejnijch pozicich a neobsahuje
vzor 123.

Permutace ma tfi minima zleva doprava umisténa nasledujicim zptsobem
6 —3 — 1 — ——. Nyni na volna mista zapiSeme zbylé prvky v sestupném poradi.
Vznikne permutace 68371542. Tato permutace je jedinou permutaci splnujici za-
déni.

Zobrazeni inverzni k f je pak ddno predpisem:

o Permutace f~!(7) je permutace, kterd vznikne, kdyZ v permutaci 7 neob-
sahujici vzor 123 zachovame na puvodnich pozicich vSechna minima zleva
doprava a ostatni prvky zapiSeme na volné pozice tak, ze budeme postu-
povat zleva doprava a na kazdou prazdnou pozici umistime vzdy nejmensi
zatim neumistény prvek, ktery je vétsi nez nejblizsi predchazejici minimum
zleva doprava.
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Priklad 1.10.5. Pro permutaci m = 7562413 neobsahujici vzor 123 najdéte per-
mutaci, kterd md stejnd minima zleva doprava na stejnich pozicich a neobsahuje
vzor 132.

Permutace mé ¢tyfi minima zleva doprava umisténa nasledujicim zptisobem
75—2—1—. Kdyz na volna mista zapiseme zbylé prvky, podle vyse uvedeného pra-
vidla ziskdme permutaci 7562314. Tato permutace je jedinou permutaci spliujici
zadéni.

Zajemci mohou podrobny diikaz najit napiiklad v praci [T, str. 148].

Nyni jiz je zfejmé, ze staci urcit S, (q) pro kterykoli vzor délky tii a budeme
tuto hodnotu znat pro vSech Sest vzoru délky tri.

Stejné jako v knize [2] i my si vybereme S,(321) a formulujeme vétu, kterd
otazku hledani poc¢tu permutaci prevede na otazku hledani poc¢tu monoténnich
cest pravothlou siti. Monotonni cestou siti zde budeme rozumét cestu slozenou
pouze z kroku doprava a dol.

Véta 1.10.6. Euxistuje bijekce, kterd kazZdé mriZce permutace neobsahujici vzor
321 priradi monotonni cestu z levého horniho do pravého dolniho rohu, kterd ne-
prekracuje hlavni diagondlu a odbocuje dolu prdaveé kolem vsech sedyjch poli mrizky,
ktera jsou nad nebo na diagondle.

Priklad 1.10.7. Pro permutaci m = 135624 neobsahujici vzor 321 najdéte cestu
miizkou vyhovujici podminkdm véty [1.10.6

Nejprve sestavime mrizku permutace m = 135624. Poté zakreslime ¢asti cesty

dotykajici se vybarvenych poli na a nad diagonalou. Nakonec prodlouzime tseky
cesty tak, aby vznikla jedna cesta. Viz obrazek

]

Obréazek 1.6: Obrézek k piikladu [I.10.7]

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pro kazdou permutaci neobsahujici vzor 321 existuje
cesta vyhovujici popsanym podminkam a Ze tato cesta je pravé jedna.

Pokud cesta existuje, postup jejiho sestrojeni je jednoznacny. Snadno si uve-
domime, Ze sestrojeni cesty by mohla zabranit pouze situace, kdy by se v mftizce
nad nebo na hlavni diagonale vyskytovala dvé Seda pole, z nichz by dolni bylo dale
vlevo nez horni. Predpokladejme, ze mrizka takova pole obsahuje. Horni z nich
oznac¢me A, dolni B. Pocet radkt pod polem B je vétsi nebo roven poctu sloupct
napravo od B, pricemz jeden z téchto sloupct jiz je obsazen polem A. Potom vsak
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ziejmé pod polem B najdeme pole, které je vzhledem k nému vice vlevo. Takova
situace ale nenastane, ma-li se permutace vyhnout vzoru 321.

Déle ukazeme, ze je-li dana cesta vyhovujici popsanym podminkam, existuje
jednoznacny postup, jak k ni ziskat miizku odpovidajici permutace neobsahujici
vzor 321.

Nejprve musime zaplnit vSechna pole, kolem kterych cesta odbocuje doli. Poté
zaplnime pole v prazdnych sloupcich a fadcich tak, aby kazdé dalsi zaplnéné pole
lezelo pod diagonalou a aby pro kazdou dvojici poli pod diagonalou platilo, ze
pole, které je vyse, je zaroven i dale vlevo. Snadno nahlédneme, zZe to je jediny
zpusob, jak se vyhnout vytvotreni vzoru 321, protoze nad vyse polozenym polem je
vzdy alespon jedno pole, které je dale vpravo. Pocet sloupcii vlevo od kteréhokoli
pole pod diagonalou je totiz mensi nez pocet radki nad nim.

U

Nyni jiz staci najit pocet vSech cest mrizkou o n x n polich, které splnuji vyse
uvedené podminky:.

Pocet cest se nam bude lépe hledat, kdyz umistime miizku do kartézské sou-
stavy souradnic tak, Ze levy horni roh bude mit soufadnice [0,n] a pravy dolni
bude mit soufadnice [n, 0]. Nyni pouzijeme metodu zrcadleni, pouzivanou k feseni
velmi podobného hlasovaciho problému [7].

Nejprve uréime celkovy poc¢et monoténnich cest mrizkou z bodu [0, n] do bodu
[n,0]. Takova cesta bude mit vzdy pravé 2n kroku, z nichz n bude doprava a n
dolti. Pocet rtiznych cest proto odpovida poctu zptsobi, jak z 2n prvka vybrat
n, tedy (2:)

Vsechny tyto cesty miizeme rozdélit na vyhovujici a nevyhovujici podle toho,
zda prekracuji piimku y = —x +n odpovidajici hlavni diagonéle. Viz obrazek [1.7]
Vyhovujici oznac¢ime jako dobré a nevyhovujici jako spatné.

y y
~ |on] | [0.n]

o mo1 “Jmor

Obrézek 1.7: Ukazka vyhovujici (vlevo) a nevyhovujici (vpravo) cesty.

Nyni se zamérime na Spatné cesty. Je zfejmé, ze kazda Spatnd cesta se alespon
dotyka primky y = —x+n—1. Pouzijeme zminované zrcadleni a tisek kazdé spatné
cesty od bodu [0, n] do prvniho bodu leziciho na primce y = —x+n—1 preklopime
podle této primky tak, jak to vidime na obrazku [1.8|
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Obrazek 1.8: Cesta vznikla preklopenim ¢asti Spatné cesty.

Vidime, ze zacétek kazdé z takto upravenych cest je v bodé [—1,n — 1]. Nyni si
jiz stac¢i vS§immnout, ze popsanym zrcadlenim mutzeme ziskat kteroukoli z monoton-
nich cest z bodu [—1,n — 1] do bodu [n, 0]. Popsané zrcadleni je tedy bijekei mezi
mnozinou Spatnych cest a mnozinou vsech monoténnich cest z bodu [—1,n — 1]
do bodu [n,0]. Tyto mnoziny jsou tedy stejné velké.

Monoténnich cest z bodu [—1,n — 1] do bodu [n,0] je celkem (anl) a tedy
pocet vsech dobrych cest je

(?) N <n2—fl> B (333!! (- ﬁvr(by)f:+ -

@2n)!n+1)—-2n)n  (2n)! 1 2n
()

nl(n+1)! nln+1)!  (n+1

Vyraz, ktery jsme ziskali, odpovida n-tému Catalanovu cislu. Catalanova ¢isla
jsou ¢isla, ktera jsou resenim az prekvapivé velkého poctu na prvni pohled nesou-
visejicich kombinatorickych tloh [3]. Tato ¢isla znacime C,,.

Nyni jiz tedy miazeme zformulovat nésledujici vétu o poctu n-permutaci ne-
obsahujicich zvoleny vzor délky tti.

Véta 1.10.8. Nechl q je libovolnd permutace mnoziny {1,2,3}. Potom

(@) = Cn = (n—ll-l) (?)
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1.11 Gilbreathovy permutace

V této kapitole se budeme vénovat mnoziné permutaci, které neobsahuji sou-
casné dva vzory, vzor 132 a vzor 312. Ukazeme si postup, kterym lze vSechny tyto
permutace ziskat, a seznamime se s nékterymi jejich zajimavymi vlastnostmi.

Jako prvni si polozime otézku, kolik existuje permutaci mnoziny {1,...,n},
které neobsahuji ani vzor 132, ani vzor 312. Pocet téchto permutaci budeme znacit
Sn(132,312) a odvodime jej podle [1] (str. 406).

Predpokladejme, ze prvek n je umistén na pozici . Abychom se vyhnuli vzoru
132, musi platit, ze kterykoli prvek stojici v permutaci pred prvkem n je vétsi nez
kterykoli prvek stojici v permutaci za prvkem n.

Cést permutace pred n nesmi obsahovat ani jeden ze zakazanych vzort. Moz-
nych usporadani této ¢asti je tedy S;_1(132,312). Prvky za n musi byt sefazeny
sestupné, abychom se vyhnuli vytvoreni vzoru 312. Existuje pro né tedy jen jedno
mozné usporadani. Z této uvahy plyne, ze

n n—1
S,(132,312) = 375, 1(132,312) = Y S, 1(132,312) + S,,_1(132,312) =
j=1 j=1

=25,1(132,312),
pricemz Sp(132,312) = 51(132,312) = 1.
Odtud plyne pro vsechna n € N

S, (132,312) = 271,

Nyni zavedeme pojem Gilbreathova permutace, ktery muzeme najit napriklad
v [§], a jehoz souvislost s tématem se zanedlouho ukaze.

Definice 1.11.1. Jako Gilbreathovu permutaci budeme oznacovat kazZdou per-
mutaci mnoziny {1,...,n}, pro kterou ezistuji ¢isla 1 < iy < -+ < i < n
al < g <--<Jgm < ntakovd, Ze a; < -+ < ay < aj < --- < aj, @ mMnoziny
{i1, .. ik}, {J1, - Jm} tvort disjunktni rozklacﬂ mnoziny {1,... n}.

Jinymi slovy Gilbreathova permutace je takova permutace, kterou mutzeme
rozdélit na dvé podposloupnosti, jednu rostouci a druhou klesajici, pricemz kte-
rykoli prvek rostouci podposloupnosti je vétsi nez kterykoli prvek podposloupnosti
klesajici. Prikladem Gilbreathovy permutace je permutace 564783921, jejiz mozné
rozklady muzeme vidét na obrazku [[.9) Vsimnéme si, ze rozklad permutace na
podposloupnosti je jednoznac¢ny az na prvni prvek, ktery mizeme zaradit jak do
jedné, tak do druhé podposloupnosti.

9Rikdme, Ze mnoziny M, ..., M, tvoii disjunktni rozklad mnoziny M pravé tehdy, kdyz M
je sjednocenim mnozin My, ..., M, a prunikem mnozin M, ..., M, je prazdnd mnozina.
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Obrézek 1.9: Rozklad Gilbreathovy permutace 564783921.

Predstava rozkladu nam nyni pomiuze i pii urc¢eni po¢tu Gilbreathovych per-
mutaci. Staci si uveédomit, ze Gilbreathovu permutaci délky n muzeme jedno-
znacné zadat tim, ze urc¢ime, které pozice maji byt obsazeny prvky z rostouci
a které z klesajici posloupnosti. Takovych zadani je ziejmé 2". Prvek na pozici
1 mizeme zaradit jak do jedné, tak druhé posloupnosti a tedy vzdy dvé rizna
zadani odpovidaji jedné Gilbreathoveé permutaci. Proto celkovy pocet Gilbreatho-
vych n-permutaci je 2771,

Neni nahoda, ze tento vysledek ziskavame jiz podruhé v této kapitole. Snadno
nahlédneme, ze Gilbreathovy permutace patii do mnoziny permutaci neobsahu-
jicich vzory 132 a 312. Vime-li navic, ze pocet Gilbreathovych n-permutaci je
roven poc¢tu vSech n-permutaci neobsahujicich vzory 132 a 312, mizeme formu-
lovat nésledujici vétu.

Véta 1.11.2. Pro kazZdé n € N je mnoZina vsech Gilbreathovych permutaci proki
mnoziny {1,... n} rovna mnoZiné vsech permutaci proki mnoZiny {1,...,n},
které neobsahuji vzory 132 a 312.

Gilbreathovy permutace maji nékolik zajimavych vlastnosti, které si shrneme
v nasledujici véte.

Véta 1.11.3. Necht © je permutace prvki {1,...n}. Nasledujici ctyri turzend
jsou ekvivalentnd.

1. w je Gilbreathova permutace.

2. Pro kazdé j € {1,...,n} plati, Ze pronich j prvki permutace 7, tedy proky
w(1),...,7(j), tvori mnoZinu po sobé jdoucich prirozenich cisel.

3. Pro kazdé j € {1,...,n} plati, Ze prunich j prvki permutace ™ ddvd po
délent cislem j rizné zbytky.

4. Pro vsechna j.k takovd, zZe jk < n, ddvaji ¢isla m((k—1)j+1), 7((k—1)7+
2), ...,m(kj) rizné zbytky pri déleni cislem j.

Diikaz.

(1) < (2)

Vime, ze Gilbreathovu permutaci lze rozdélit na rostouci a klesajici podpo-
sloupnost. Z definice plyne, ze prvni prvek rostouci podposloupnosti musi byt
pravé o 1 vyssi nez prvni prvek klesajici podposloupnosti a v obou podposloup-
nostech se po sobé jdouci prvky musi lisit pravé o jedna. Pro kazdy prvek tedy
plati, Ze je o jedna mensi nez nejmensi, nebo o jedna vétsi nez nejvétsi z pred-
chozich prvki. Odtud plyne (1) = (2).
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Naopak pokud ma prvnich j prvki tvorit mnozinu po sobé jdoucich ptiroze-
nych ¢isel, musi byt prvek 7(7) o 1 mensi nez nejmensi, nebo o 1 vétsi nez nejvetsi
z predchozich prvki. Ziejmé jej pak mizeme zaradit do klesajici, nebo rostouci
podposloupnosti, které tvori Gilbreathovu permutaci. Vidime tedy, ze i (2) = (1).

(2) & (3)

Implikace (2) = (3) je zfejma.

Implikaci (3) = (2) dokézeme. Predpokladejme, Ze druhy prvek permutace
7(2) neni roven ani m(1) + 1 ani w(1) — 1, tedy existuje néjaké d > 1, pro které
plati 7(2) = 7(1) + d nebo 7(2) = m(1) — d. Zde vSak dochéazime ke sporu s (3),
protoze prvnich d prvka uz by po déleni ¢islem d nedavalo rtzné zbytky:.

Obdobné, pokud prvnich k£ — 1 ¢lenti permutace 7 tvori mnozinu po sobé
jdoucich cisel a budeme predpokladat, ze existuje néjaké d > 1, pro které plati
n(k) = n(k — 1) + d nebo w(k) = w(k — 1) — d, dojdeme ke sporu. Pro d < k by
prvek (k) mél stejny zbytek po déleni k jako néktery z predchazejicich prvku.
Pro d > k by opét jiz nemohlo platit, Zze prvnich d prvka dava rizné zbytky po
déleni cislem d.

(3) & (4)

Implikace (4) = (3) je zfejma.

Dokazeme, ze i (3) = (4). Podle (3) dava prvnich 2j prvkia permutace 7 po
déleni ¢islem 25 rtizné zbytky. Odtud plyne, zZe pro kazdy mozny zbytek po déleni
¢islem j v této mnoziné najdeme pravé dva prvky, které davaji tento zbytek pri
déleni ¢islem j. Jelikoz prvnich j prvka dava po déleni j rizné zbytky, musi rtizné
zbytky davat i prvky z mnoziny {7 (j +1),7(j + 2),...7(2j)}.

Obdobné bychom ukazali, ze ruzné zbytky davaji i prvky mnoziny {m(2j +
1),m(2j +2),...,m(37)} a tak dale.

U
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2. Prakticka cast

2.1 Patnactka

Piiklad 2.1.1 (Patnactka). Hlavolam Patndctka, s jehoZ riznymi obménami se
muzeme setkat i v soucasnosti, se tésil velké oblibé uz v devatendctém stoleti. Tato
hracka se skladd z 15 ocislovanych ctvercovijch dilki a ctvercové krabicky, do které
lze dilky vysklddat tak, jak to vidime na obrdzku [2.1] Vedle 15 dilki je zde jedno
volné misto, které umoznuje presouvdani dilki.

Ukolem je nasklddat dilky ndhodné do krabicky a pak je pomoci dovolengjch
tahu, tedy presuni dilkid vodorovné nebo svisle na volné misto, uwvést do zdkladniho
uspordddnd, viz obrazek [2.1] — vpravo.

8| 2 |5 ]| 4 1 12| 3] 4
116|711 516|738
9 | 10| 15| 12 9 | 10| 11 | 12
3 14| 13 13 | 14 | 15

Obrazek 2.1: Hlavolam patnéctka, vpravo zakladni usporadani.

Vypravi se, Ze jednim z divodu, proc se patndctka tésila velké oblibe, byla od-
meéna vypsand na konct 19. stoleti. Vyrobce tohoto hlavolamu pry prislibil 1000 do-
laru tomu, komu se podari vyresit usporddani zndzornéné na obrdzku [9].

9 | 10| 11| 12

13| 15 | 14

Obrézek 2.2: Usporadani, za jehoz vyteSeni byla vypsdna odména.

Na proni pohled by se mohlo zdat, Ze kol nebude prilis obtiznyj, protozZe oproti
zdkladnimu usporadani jsou zde zameéenény pouze dva dilky. Vypsanou odménu vsak
nikdy nikdo neziskal. Diuvodem byla skutecnost, Ze hlavolam v tomto usporaddni
vyresit nelze. Dokazte, Ze hlavolam v usporddani na obrdzku opravdu neni
resitelny.
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Je zrejmé, zZe Tesitelna jsou pravé ta usporadani, ktera lze ziskat ze zakladniho
usporadani povolenymi tahy. Podivejme se tedy, jaka usporadani takto muzeme
ziskat.

Vyjdeme ze zédkladniho usporadéni, ve kterém pomyslny dilek na prazdném
misté oznac¢ime ¢islem 16. Jednotlivym pozicim v krabicce prifadime rovnéz od-
povidajici ¢isla od 1 do 16.

Chceme-li provést sérii tahu, na jejimz konci bude prazdna pozice opét v pra-
vém dolnim rohu, snadno nahlédneme, zZe celkovy pocet tahti musi byt sudy.
(Pocet posunuti prazdného mista nahoru musi byt stejny jako pocet posunuti
doli a pocet posunuti doprava musi byt stejny jako pocet posunuti doleva.)

Nyni se zamérime na vlastnosti permutace, ktera bude po této sérii tahu Cislu
pozice prirazovat ¢islo dilku. Jelikoz kazdy tah odpovidéd jedné transpozici, bude
tuto permutaci vzdy mozné vyjadrit jako slozeni sudého poctu transpozic. Podle
vty miZeme Tici, Ze tato permutace bude tedy vzdy sudi.

Podivame-li se vsak na zadané usporadani, na prvni pohled vidime, ze jemu
odpovidajici permutace

(12 ... 13 14 15 16
T™=11 92 ... 13 15 14 16

ma pouze jednu transpozici, a proto je licha. Zrejmé tedy neexistuje takova série
povolenych tahti, ktera by zadané usporadani preménila v usporadani zakladni.

P1i teseni této ulohy jsme ukazali, Ze usporadani, ktera odpovidaji lichym
permutacim, nejsou fesitelna. O Tesitelnosti zadani odpovidajicich sudym per-
mutacim toho zatim mnoho nevime. Lze vSak dokazat, ze vsechna tato zadani
fesitelna jsou. Dukaz jiz presahuje ramec této prace, avsak mutzeme jej najit na-
priklad v [9].
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2.2 Vézni a cCepice

Piiklad 2.2.1 (Vézni a éepice). Ve wvéznici je 10 vézidi. Reditel je postavi do
rady tak, Ze kaZdy z veznu vidi pouze na vézné, kteri stoji pred nim. Posledni
tedy vidi na viechny ostatni vézné, pruni naopak nevidi na nikoho. Reditel vezme
11 cepic riznych barev, které vézni predem znaji, a 10 z nich ndhodné posadi
vézrim na hlavy. Jedendctou Cepici ukryje. Ukol, ktery museji vézni splnit, aby
se dostali na svobodu, je ndsledujici: Pocinaje poslednim budou vézni postupné
hadat, jakou barvu cepice maji na své hlave. Vezni stojici pred nimi jejich odpovéd
vidy uslysi. Zddnd barva nesmi byt vyslovena dvakrdt. Pred plnénim ikolu maji
vézni povoleno dohodnout se na spolecné strategii. Pokud vsichni odpovi spravné,
budou propusteni, pokud kdokoli z nich neuspéje, budou vsichni popraveni. Najdéte
nejvhodnéjsi strategii, kterou mohou vézni zvolit.

Uloha pfevzata z [10].

Budeme hledat optimalni feSeni, proto je uziteéné si hned na zacatku uvédo-
mit omezeni tohoto feseni. Prvni hadajici vidi 9 z 11 ¢epic a tedy méa na vybér dvé
barvy, které mohou byt barvou jeho cepice. Neni vSak nic, co by mu mohlo na-
povédét, kterd z nich to je. Jakakoli strategie tedy nemtize mit pravdépodobnost
uspéchu vétsi nez 50%.

Pokud by vézni zadnou strategii nezvolili, zbyvaji kazdému z nich po vylou-
ceni barev, které vidi pred sebou a barev, které uz vyslovil nékdo za nim, dvé
rovnocenné moznosti. Pravdépodobnost tispéchu jednotlivych vézni je tedy %
Pravdépodobnost spole¢ného tspéchu je souc¢inem téchto pravdépodobnosti.

1 10
P— (2) ~08-10*

Nyni se pokusme najit strategii, ktera véznim poskytne vice nadéje. Na pomoc
vezmeme své poznatky o permutacich. Oznacime si osoby v fadé zeptedu dozadu
¢isly od 1 do 10. Navic si predstavime prazdné misto za poslednim vézném, na
kterém je polozena posledni zbyvajici ¢epice, a toto misto oznac¢ime ¢islem 11.
Viz obréazek Cisla od 1 do 11 piifadime i barvam. (Pfedem, nezévisle na
rozmisténi Cepic. )

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Obrazek 2.3: Obrazek k tloze 2211

Ve chvili kdy 10. vézen hada barvu své cepice, vidi ¢epice vsech véznu pred
sebou, ma tedy na vybér dvé moznosti, barvu ¢epice na své hlavé a barvu cepice,
ktera lezi na misté za nim. Kazdé moznosti odpovida jedna permutace mnoziny
{1,...,11}, ktera ¢islu vézné pritazuje ¢islo barvy. Tyto dvé permutace se lisi
prave jednou transpozici a tedy je jedna z nich suda a druhd liché. Strategie, ktera
maximalizuje Sanci na tspéch, spoc¢iva v tom, ze se vézni jiz predem dohodnou,
ze vsadi na jednu z téchto moznosti, a této volbé pak podridi vSsechna rozhodnuti.
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Vysvétleme si nyni, jak strategie funguje. Bez tjmy na obecnosti predpokla-
dejme, ze vézni vsadi na to, ze permutace je lichd. Vézen c¢islo 10 tedy zvoli ze
dvou moznosti tu, kterd odpovida liché permutaci (Sance, zZe je volba spravné,
je 50%). Vézen cislo 9 ma nyni na vybér dvé barvy, které nevidi na hlavich véznu
pred sebou a které jesté nebyly vytceny. Za predpokladu, ze permutace je licha,
a tedy i ze vézen cislo 10 volil spravné, voli vézen cislo 9 opét ze dvou moz-
nosti, které se lisi znaménkem odpovidajici permutace, pricemz zvoli tu lichou.
Obdobna situace nastane pro kazdého dalsiho vézné.

Pokud je permutace opravdu lichda, rozhodli se vSichni vézni spravné a budou
propusténi. Pokud je permutace suda, rozhodl se Spatné jiz prvni vézen, vsichni
budou popraveni a na odpovédich ostatnich véznii pro acely nasi tlohy jiz nezalezi.
Pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend permutace je lichd, a tedy i tspésnost
popsané strategie, je 50%. VySe jsme zduvodnili, Ze tato UspésSnost je nejvyssi
mozna, coz dokazuje, ze toto Teseni je optimalni.
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2.3 Lanovka v Breckenridge

Priklad 2.3.1 (Lanovka v Breckenridge). V coloradském méstecku Breckenridge
je lyzZarska lanovka fungujici ndsledujicim zpusobem: Mezi horni a dolni stanici
lanovky neustdle obihd smycka lana, na které jsou pripevnény sedacky. V horni
stanici je jedno wvystupni misto, kde lyZari opousteji lanovku — sedacky se zde
pohybuji spolu s lanem. V dolni stanici jsou vsak dvé nastupni mista umisténd
nad sebou. VZidy, kdyz do této stanice vjede dvojice sedacek, obé dvé se odpoji
z vlecného lana, lyZari se usadi na sedacky a poté se obé sedacky pripoji na protéjsi
strané smycky vlecného lana, viz obrdzek [2.4) Dojde tedy k ziméné poradi téchto
sedacek. Popsany postup umoznuje, aby lanovka mohla jet rychleji a lyZari stdle
stihali nastupovat do sedacek.[11)

- N W
&
-
—
3
D

6 (n-1)

5 n
=4l D 4 2
1t ——¢t|n 3 | | 1
/—\ N /\

Obrézek 2.4: Obrazek k tloze 2.3.11

Urcete, kolik sedacek musi projet ndstupni stanici, nez se poprvé obnovi vijchozi
pozice sedacek, pokud je celkovy pocet sedacek n.

Uloha pievzata z [12].

Ocislujme sedacky ve vychozi pozici tak, jak je naznaceno na obrazku[2.4] Nyni
najdeme permutaci, kterd odpovida prichodu jedné dvojice sedacek nastupni
stanici. Jedna se o permutaci

(1234 ... n—-2) (n—1) n
W_<3456... n 2 1)'

Ptame se, po kolika provedenich této permutace se obnovi vychozi postaveni
sedacek. Zajima nas tedy rad permutace m. Podle véty [1.5.20] miizeme rad per-
mutace snadno urcit jako soucin délek jejich cykl.

Dalsi postup se bude mirné lisit podle toho, zda je n sudé, nebo liché. Pokud
je n sudé, je permutace 7w tvorena jednim jedinym cyklem délky n a muzeme ji
zapsat takto:

m=(1,3,5, ...,n—1,2 4 ..., n)
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R4d permutace je v tomto pifpadé roven délce tohoto cyklu.

Pokud je n liché, je permutace tvorena dvéma cykly, ¢ili ji 1ze zapsat takto:
m=(1, 3,5 ....,n—2 n)(2, 4, 6, n—3, n—1).

(n+1)
2

Snadno si rozmyslime, ze délka prvniho cyklu je , zatimco délka druhého

cyklu je ("2;1) Jelikoz se jedna o dvé po sobé jdouci a tedy nesoudélna cisla,
ziskdme rad permutace jejich vyndsobenim. Pro n licha je tedy rad permutace 7
roven (tim=1)

4

Jelikoz jedno provedeni permutace m odpovida prichodu dvou sedacek, mu-
sime Tad permutace nakonec jesté vynasobit dvéma. Pro n suda se vychozi po-
staveni sedacek obnovi po projeti 2n sedacek. Pro n licha musi nastupni stanici

projet ("H)Q("*l) = ("2; D sedacek.
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2.4 Problém 100 véznu

Priklad 2.4.1 (Problém 100 véznu). Ve véznici je 100 vézni s pridélenymi cisly
1 az 100. Vsichni jsou odsouzeni k smrti, avsak reditel véznice jim dd posledni
Sanci na zichranu. V jeho kanceldri je 100 zdasuvek (oznacengch ¢isly 1 aZ 100)
a v zdsuvkdch jsou ndhodné umistény karty s cisly vsech vézni. (V kazZdé zdsuvce
je prave jedna karta.) Reditel tekne, Ze kaZdy z vézini smi sdm vejit do kanceldre
a nahlédnout do 50 zdsuvek s cilem najit kartu s véznovym cislem. Vézni musi
vsechny karty v zdsuvkdch nechat a zasuvky po sobé zavrit. Po opusténi mistnosti
uz nesmi komunikovat s ostatnimi vézni. Pokud se vsem podari najit svou kartu,
budou propusténi. Pokud byt jen jediny z nich neuspéje, vsichni zemrou. Jakou
strategii maji vézni zvolit a jakd je jejich sance na preziti?
Uloha pfevzata z [I3, str. 124] a [T14].

Na prvni pohled se muze zdat, ze vyhlidky véznu jsou velmi neveselé. Pokud
by kazdy z nich Sel a oteviel 50 ndhodnych zasuvek, je pro kazdého jednotlivé
pravdépodobnost tspéchu % Jelikoz tspéchy jednotlivych vézni jsou v tomto
pripadé nezavislé jevy, je pravdépodobnost, Ze uspéje vSech 100 vézni, rovna

100
(;) ~8-1073%

Je tu vSak jina strategie, ktera sice nedokaze tspéch vsech véznu zarucit, ale
dokaze jeho pravdépodobnost znacné zvysit. Nejprve si popiseme, jak tato stra-
tegie vypada, a poté si objasnime, jak funguje. Vézni znali kombinatoriky budou
postupovat nasledujicim zptusobem: Kazdy z véznu jako prvni otevie zasuvku
oznacenou svym cislem. Pokud v ni nenajde své ¢islo, otevie jako dalsi zasuvku
popsanou prave tim ¢islem, které nasel. Takto pokracuje, dokud nenajde své ¢islo
nebo nevycerpa svych 50 pokust.

A¢ se nam to tieba nezdd, ma vyse popsand strategie vice nez 30% Sanci na
uspéch. Myslenka je nasledujici: Zobrazeni, které kazdému ¢islu zasuvky pritazuje
¢islo karty v ni obsazené, neni nic jiného nez permutace, ozna¢me ji 7. Snadno
si uvédomime, ze pokud vézni dodrzi popsanou strategii, pak poradi oteviranych
zasuvek odpovida poradi prvki v cyklech permutace 7. Kazdy z véznu pak uspéje
prave tehdy, kdyz cyklus, ve kterém se jeho ¢islo nachazi, méa délku nejvyse 50.
Spolecné tedy vézni uspéji prave v pripadé, kdy permutace m neobsahuje cyklus
delsi nez 50. Pravdépodobnost, ze se vézni timto zptisobem dostanou ven, od-
povida pravdépodobnosti, Zze nahodna permutace 100 prvkia neobsahuje cyklus
délky vice nez 50.

Potiebujeme tedy zjistit, kolik existuje permutaci 100 prvki, které obsahuji
cyklus délky vétsi nez 50. Uvédomme si, ze cyklus takové délky mize byt v per-
mutaci 100 prvkii nejvyse jeden. Délku tohoto cyklu oznacme [. Je (1?0> zpusob,
jak vybrat prvky tohoto cyklu a (I — 1)! (viz priklad zpusobu, jak z nich
vytvorit cyklus. Prvky, které nejsou soucasti cyklu, pak mohou byt usporddany
(100 — 1)! zpusoby. Poc¢et permutaci 100 prvku obsahujicich cyklus délky [ > 50

je pak

(“lm) (= 1)1 (100 — 1)! = l!(l(l)g()il)!(l —1)(100 — 1) = mlo'
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Pocet vSech permutaci s cyklem délky vétsi nez 50, ktery budeme znacit @),
pak ziskdme jako sumu

100 100| 100 1
Q=> —=100"> -
=51 l =51 !

a pravdépodobnost, ze ndhodna permutace bude obsahovat cyklus délky vétsi
nez 50, jako
L Q 1 100 1 100 1
P:—:—-IOO!-Zf:Zf.
100! 100! e
Pravdépodobnost jevu opac¢ného, tedy pravdépodobnost, ze ndhodna permu-
tace neobsahuje cyklus délky vice nez 50, a tedy i pravdépodobnost, ze se vézni
vyse popsanou strategii dostanou na svobodu, je

o 100 1
P=1-P=1-> -~031=31%.
=l
Priklad 2.4.2 (Problém 100 véznu II). Pokud by neprejici reditel znal tuto stra-
tegii, mohl by karty do zasuvek schvdlne usporadat tak, aby permutace obsahovala
cyklus délky vetsi nez 50. Meli by i v takovém pripade vézni Sanci uniknout?

Ano, vézni se mohou predem domluvit na jiném nahodné zvoleném zpusobu
¢islovani zasuvek a tim obnovit ndhodnost permutace a svoji 31% Sanci na preziti.
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2.5 Puntickar v autobuse

Priklad 2.5.1 (Puntickadl v autobuse). Predstavme si mistenkovy autobus o n
mistech, ve kterém jsou vsechny mistenky predem rozproddny. Cestujici, kteri si
predem zakoupili jizdenku, postupne pristupuji do vozu a kaZdy z nich stoji pred
rozhodnutim, zda se posadi na své rezervované sedadlo, nebo se spokoji s libovol-
nym neobsazenym mistem.

Adam, proni osoba, kterd nastoupi do autobusu, prilis nedba pravidel, a tak se
ndhodné usadi na jednu ze sedacek. Ndsledne nastoupi dalsich n — 2 osob, které
se zachovaji stejné jako Adam a sednou si na ndhodné zvolené sedacky, aniz by
se ohlizZeli na cislo své mistenky. Posledni n-ty cestujici je vsak puntickar, a tak
se rozhodne, Ze bude stij co stij sedét prave na misté, které si rezervoval. Pokud
najde misto volné, posadi se. Pokud ale na svém misté najde jinou osobu, donuti
ji, aby mu misto uvolnila a navic trvda na tom, Ze i tato osoba se musi posadit
na své misto. Puntickar kontroluje presouvani cestujicich i naddle a stdle trvd na
tom, Ze kazZdy, kdo se zvedne ze sedacky, se smi posadit pouze na misto, které mu
urcuje jeho mistenka.

Jakd je pravdépodobnost, Ze Adam, ktery nastoupil do autobusu jako proni
a usadil se na nahodné sedadlo, bude otravnym puntickarem donucen toto sedadlo
opustit?

Uloha pievzata z [17].

Cestujicim pritadime ¢isla od 1 do n a stejné oznac¢ime i jim mistenkou pfira-
zena sedadla. Bez jmy na obecnosti miuzeme puntickare oznacit ¢islem 1 a Adama
¢islem 2. Nyni uvazujeme permutaci, ktera kazdému cestujicimu kromé puntickare
posledni volné sedadlo, které zbylo. Snadno nahlédneme, ze takovd permutace
odpovida ndhodné permutaci mnoziny {1,...,n}. Oznaéme tuto permutaci 7.

Nyni se zamyslime nad tim, jak by vypadal rozklad permutace 7 na cykly.
Pokud na puntickare zbude pravé jeho vlastni sedadlo, pak 7(1) = 1. Je zfejmé,
ze prvek 1 se nachazi sam v cyklu délky 1. Pokud vSak 7(1) # 1, nachazi se prvek 1
v cyklu s dalsimi prvky. V takovém pripadé najde puntickar své misto obsazené
a spusti lavinu presouvani, ve které kazdy zucastnény, nenajde-li své misto volné,
zvedne ze sedacky toho, kdo sedi na jeho misté. Lze nahlédnout, ze toto presouvani
se dotkne pravé téch pasazéri, jejichz ¢isla se nachazeji s 1 ve stejném cyklu. Nas
ukol zjistit, jaka je pravdépodobnost, ze Adam bude muset opustit misto, na které
se posadil, tedy mtzeme prevést na otazku: Jaka je pravdépodobnost, ze prvky
1 a 2 lezi v témze cyklu permutace 7?

Vime, ze permutaci n prvku je celkem n!. Nyni najdeme pocet permutaci ob-
sahujicich prvky 1 a 2 v témze cyklu.

1. zptisob reseni

Oznacime k délku takového cyklu. Zirejmé plati 2 < k < n. Pocet moznosti
jak vybrat prvky, které se budou nachéazet s prvky 1 a 2 v témze cyklu délky k, je
(Z:;) Cykla obsahujicich danych k prvka, je (k—1)! (viz priklad |1.5.11)) a pocet
zpusobi, jak usporadat zbylych n — k prvki, je (n — k)!. Pocet vSech permutaci

38



{1,...,n} obsahujicich prvky 1 a 2 v témze cyklu oznaéime @ a vyjadiime jej
jako sumu

Qzé(ZiS)(k znj ”_2)_2) (k — D)l(n — k)!

- — n—1)n nl
=n=-2)!> (k—1)=(n—2)! Z (n —2)! !:f
= = 2 2
Pravdépodobnost, ze prvky 1 a 2 budou v témze cyklu nahodné zvolené per-
mutace, oznac¢ime P a ziskame ji jako podil po¢tu permutaci, které tuto podminku
spliuji, ku vSem moznym permutacim.

|
p_Q_ %1
n! nl 2
2. zpusob reseni
Mnozinu S,, vSech permutaci {1, ... n} rozdélime na dvé podmnozZiny A a B.

Do mnoziny A zatadime permutace, které maji prvky 1 a 2 v rtiznych cyklech.
Do mnoziny B pak zaradime permutace které maji prvky 1 az2v témie cyklu.

Vv

prvkem a budou serazeny podle pocatecmho prvku vzestupné, mizeme psat:
A={meS,:m=(1,...)(2,...)...}.
B={resS,:mn=(1,...2,...)...}.

Nyni uvazujme zobrazeni ¢ : A — B, které kazdé permutaci z A priradi
permutaci z B, kterou ziskdme vymazanim dvojice zavorek ,)(“ stojici pred prv-
kem 2. Zobrazeni inverzni ¢! : B — A naopak pfifadi permutaci z B takovou
permutaci z A, kterou ziskdme vlozenim dvojice zavorek ,,)(“ pred prvek 2.

Napft. pro n = 8:

e((1, 7, 3)(2, 8)(6, 5,4)) = (1,7, 3, 2, 8)(6, 5, 4)

0 (1, 7,3,2,8)(6, 5, 4)) = (1, 7, 3)(2, 8)(6, 5, 4).

Zobrazeni ¢ je bijekce, a proto vime, ze mnoziny A a B maji stejnou mohut-
nost. Mnoziny A a B tvori disjunktni rozklad mnoziny S,,, a proto plati, Ze soucet
jejich mohutnosti je mohutnost S,,, tedy n!. Odtud jednoduchou tivahou plyne

1 n!
41= 1Bl = [, =

Odtud stejné jako v 1. zptisobu feseni dostavame P = %
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Priklad 2.5.2 (Punti¢kar v autobuse II). Pojdme nyni nasi pivodni otdzku tro-
chu rozsirit. Predstavme si, zZe s Adamem nastoupilo do autobusu na proni za-
stavce i nekolik jeho kamarddu, jichz bylo s Adamem celkem k. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze puntickar donuti zménit sedadlo vsech téchto k osob?

Priklad pfevzat z [15].

Podobné jako v predchozi tilloze miizeme cestujicim priradit libovolna ¢isla od
1 do n. Tentokrat pro nas bude o néco pohodlnéjsi, pokud si puntickare oznac¢ime
¢islem n a Adama s jeho kamarady cisly n—1,...,n— k. Analogicky jako v pred-
chozim prikladé se pak muzeme ptat: Jaka je pravdépodobnost, ze se prvky n—k
az n budou nachazet v témze cyklu ndhodné permutace?

I v tomto pripadé nam pomuze bijekce. A sice bijekce definovand ve vété[1.6.1]
Oznaé¢me si ndhodnou permutaci mnoziny {1, ...,n} symbolem 7 a uvédomme si,
jak bude vypadat jeji standardni zapis (viz definice . Prvek n je nejvétsi ze
vSech prvki, a proto standardni zapis bude ve tvaru

n tedy bude vzdy na prvni pozici posledniho cyklu. Nyni se podivejme na permu-
taci, kterou permutaci 7 pritadi zakladni bijekce (véta . Snadno si uvédo-
mime, ze prvky n—k az n—1 se v této permutaci budou nachazet v jednoradkovém
zapisu za prvkem n prave tehdy, pokud patftily vSechny do téhoz cyklu permutace
7 spolu s prvkem n. Diky zakladni bijekci tak mizeme misto pravdépodobnosti,
ze se prvky n—k az n budou nachazet v témze cyklu nahodné n-permutace, poci-
tat pravdépodobnost, Ze v jednotadkovém zapisu nahodné permutace bude prvek
n predchazet prvky n —k az n—1. V ndhodné n-permutaci jsou vii¢i sobé i prvky
n — k az n usporadany nahodné, a tak pravdépodobnost, ze prvek n predchazi
prvky n — k az n — 1, je stejnd, jako ze prvek n stoji na prvnim misté ndhodné
permutace prvka n — k az n. Jelikoz téchto prvku je dohromady k£ + 1 a kazda
pozice je pro prvek n stejné pravdépodobnd, je tato pravdépodobnost rovna

E+1

Pokud za k dosadime 1, dostavame teSeni predchazejici tilohy.
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2.6 Vyménéné doklady

Priklad 2.6.1 (Vyménéné doklady). Karel cestoval na sluzebni cestu do zahra-
nici. Na zpdtecni ceste jeho autobus zastavila hranicni kontrola, pri které ridic
autobusu vybral doklady od vsech n cestujicich. Po prijezdu byl ridic tak unaveny,
ze kdyz cestujicim doklady vracel, rozdal jim je zcela nahodne.

Karel se doma podivd do penéZenky a pokud najde cizi obcansky prikaz, vydd
se na adresu na nem uvedenou. Najde magjitele prikazu a prikaz si s nim vymend.
Pokud stale nebude mit svij vlastni prikaz, vydd se na adresu uvedenou na nove
ziskaném prikazu. Stejne bude pokracovat, dokud nedostane svij vlastni prikaz.

Budeme predpoklidat, Ze se Zadni dva cestujici neznaji a Ze nikdo nedostal
stejny ndpad, jako Karel. Urcete pravdépodobnost, zZe Karel navstivi praveé k < n
osob, nez najde svij obcansky prikaz.

Tak jako vzdy tlohu nejprve prevedeme do fec¢i matematiky. Cestujici a pii-
slusné doklady oznacime ¢isly od 1 do n. Karlovi bez ijmy na obecnosti prira-
dime ¢islo n. Nyni budeme uvazovat permutaci prirazujici ¢islu cestujiciho ¢islo
dokladu. Tuto permutaci oznac¢ime jako 7.

Pocet osob, které bude muset Karel navstivit, je zavisly na délce cyklu per-
mutace 7, ve kterém se nachazi prvek n. Nez se Karel dostane ke svému priikazu,
bude muset navstivit vSechny osoby, které jsou s nim ,v jednom cyklu“. Pocet
osob, které bude muset Karel navstivit, tedy bude vzdy o jedna mensi nez délka
cyklu, ve kterém se nachazi prvek n.

Nase otazka tedy zni: Kolik je permutaci mnoziny {1,...,n}, ve kterych je
prvek n soucésti cyklu délky k + 17

Stejné jako jiz nékolikrat vyuzijeme zakladni bijekci, zavedenou ve vété [1.6.1]
Tuto bijekci budeme znacit f.

Prvek n bude ve standardnim zapisu permutace 7 vzdy prvnim prvkem po-
sledniho cyklu. Snadno si uvédomime, Ze tento cyklus ma délku k+ 1 prave tehdy,
kdyz plati (f(7))(n — k) = n. Pocet permutaci, ve kterych je prvek n soucasti
cyklu délky £+ 1, je proto stejny, jako pocet permutaci, v jejichz jednoradkovém
zapisu je prvek n na pozici (n — k). Téchto permutaci je, jak vime,

(n— 1)L

Na tomto vysledku je zajimavé, ze nezavisi na hodnoté k. Jinymi slovy, pro
vsechny hodnoty k£ < n existuje stejny pocet n-permutaci, v nichz je vybrany
prvek soucasti cyklu délky k.

Vyuzijeme-li ziskané vysledky, mizeme jiz urcit pravdépodobnost, Ze n je sou-
casti cyklu délky k, a tedy ze Karel navstivi pravé k osob. Tato pravdépodobnost

bude rovna
n—1! 1

n! n

a je tedy stejné pravdépodobné, ze Karel dostane sviij prikaz hned pri prvni
navstéve, jako ze bude muset obejit vSech n cestujicich.
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2.7 Vanoc¢ni

Priklad 2.7.1 (Vanocni). V nékterych tridach je zvykem, Ze si Zdci rozddvaji
darky ndsledujicim zpusobem. Kazdy napise své jméno na listek a vhodi jej do
klobouku. Jména v klobouku se zamichaji a ndsledné si Zaci jeden po druhém
vylosuji jméno spoluzaka, kterému pak na vanocni besidku poridi darek.

Neékdy se stane, Ze se takto vytvori dvojice Zdaku, kteri st ddrky vymeéeni mezi
sebou. Urcete, kolik takovijch dvojic miZeme ocekdvat ve tridé o n Zdcich. (Pred-
poklddejme, Ze pokud si nékdo vylosuje své vlastni jméno, opravdu prinese ddrek
sam sobé.)

Uloha inspirovéna [16].

Chceme-li uré¢it ocekdvanou hodnotu ndhodné velic¢iny, hleddme jeji stredni
hodnotu. Pfipomenme, ze stfedni hodnota E(X) diskrétni ndhodné veli¢iny X,
kterd nabyva hodnot x1,xs,...,x; s pravdépodobnostmi py,ps,...,p; se pocita
podle vzorce

k
i=1

Tedy lze tici, ze sttedni hodnota veli¢iny X je vazeny primér hodnot, kterych
veli¢ina X nabyva.

P1i nasich vypoctech vyuzijeme nasledujici vztahy, které plynou z definice
stfedni hodnoty a jejichZ odvozeni mtuZeme najit naptiklad v [17].

Pro diskrétni nahodné veliciny X a Y a pro kazdé a € R plati vztahy

Nynf jiz zpét k FeSeni nasi ilohy. Zaktm piifadime &sla od 1 do n. Permutaci,
kterda prifazuje cislu darce cislo obdarovaného, oznac¢ime jako . Je zfejmé, ze
pocet vzniklych dvojic odpovida poctu cykla délky dva v rozkladu permutace 7
na nezavislé cykly. Pro feseni nasi tlohy tedy potrebujeme urcit sttedni hodnotu
poctu cyklia délky dva ndhodné permutace mnoziny {1,... n}.

V feseni tlohy jsme odvodili, ze pravdépodobnost, ze vybrany prvek
n-permutace je soucasti cyklu délky k, nezavisi na volbé hodnoty k a je rovna %
Tento poznatek nyni vyuzijeme.

Abychom se vyhnuli prili§ abstraktnimu odvozeni, pomuzeme si nazornou
predstavou prevzatou z [18]. Pfedstavme si, Ze vezmeme tuzku a papir a budeme
délat carku za kazdy prvek ndhodné permutace m, ktery je soucasti cyklu délky
k. Vime, ze za kazdy z prvka s pravdépodobnosti % c¢arku udélame a s pravdépo-
dobnosti ”T’l ji neudélame. Stredni hodnota poctu carek za jednotlivymi prvky
tedy bude rovna

Loyttt
n n n
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Stredni hodnota celkového poctu ¢arek za vSemi prvky pak bude rovna

1
—n=1
n

k carek na nasem pomyslném papife odpovida pritomnosti jednoho cyklu
délky k v nasi permutaci. Proto mizeme fici, ze pro k < n je stfedni hodnota
poctu cykli délky £ v ndhodné n-permutaci rovna

1

E.
Muze to byt prekvapivé, ale tato hodnota opravdu nezavisi na poc¢tu prvku
permutace.

Nyni uz se mtizeme vratit k nasi pivodni otazce. Stfedni hodnota poctu cykli
délky dva u ndhodné permutace je rovna % Mizeme tedy Tici, ze na dvé tiidy, kde
si zaci rozdavaji darky zpusobem popsanym v zadani tlohy, pripada primérné
jedna dvojice zaku, ktefi si darky vyméni mezi sebou.
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2.8 Satnaika

Piiklad 2.8.1 (Satnarka). Problém roztriité Satndrky je jednou z klasickyjch tiloh
kombinatoriky. Do divadelni satny prijde 10 pani a kazdy z nich st zde odloZi svij
klobouk. Po skonceni predstaveni vsak roztrZitd satndrka vydd kaZdému z pdani
jeden ndhodné vybrany klobouk. Urcete, jakd je pravdépodobnost, Ze Zadny z pdni
nedostane svij vlastni klobouk.

Uloha pievzata z [6].

Abychom zjistili, jakd je pravdépodobnost, ze zadny z panit nedostane sviij
vlastni klobouk, musime se ptat, kolika zptisoby lze panim klobouky pritadit,
aniz by néktery z nich dostal ten sviij. V fe¢i matematiky zni otdzka takto: Kolik
je permutaci 10 prvki, které nemaji ani jeden pevny bod? Na tuto otdazku nam
primo odpovida véta [1.3.6, Pocet permutaci 10 prvka bez pevnych bodu, ktery
ozna¢ime N, podle ni mizeme spocitat ze vztahu

10 10'
} : k

Pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane sviij klobouk, je rovna

N 10 1
— = —1)*= ~0.37.
o~ 2D 0

Piiklad 2.8.2 (Satnarka II). Nyni si poloZime jinou otdzku. Predstavme si, Ze
satndrka panum ndhodné rozda klobouky, avsak pdnové budou vsimavi a kaZdy,
kdo dostane jing nez svuj klobouk, si vymeny jeste v satne vsimne. Pdnové si mezi
sebou zacnou klobouky ve dvojicich vymeénovat tak, aby nakonec kazZdy z nich odesel
se svym vlastnim. Urcete, na cem zavisi, kolik vymén bude potreba, a spoctéte
pravdepodobnost, Ze jich nebude potreba vice nezZ tri.

Zpusobii, jak si paAnové mezi sebou mohou meénit klobouky tak, aby kazdy do-
stal ten sviij, je samoziejmé mnoho. Néas zajimaji ty z nich, pti kterych je potieba
nejméné vymeén. Vymeéna kloboukt mezi dvéma pany neni v fe¢i matematiky nic
jiného nez transpozice. A tak se tedy vlastné ptame: Kolik nejméné je potieba
transpozic k tomu, abychom z dané permutace vytvorili identitu?

Na permutaci, podle které satnarka pantim pridélila klobouky, se mizeme
divat jako na soucin cykli. Identita, kterou se snazime ziskat, je jedind permu-
tace, kterd je tvorena pouze jednoprvkovymi cykly, a jeji pocet cykla je tedy 10.
Nyni se podivejme na to, jak se pocet cykli zméni, pokud mezi sebou dva prvky
vyménime, tedy pokud ptivodni permutaci slozime s transpozici. Pokud transpo-
zice zaméni dva prvky, které jsou kazdy soucésti jiného cyklu, vznikne z téchto
dvou cykli jeden. Pokud transpozice zaméni prvky téhoz cyklu, cyklus se naopak
rozdéli na dva, viz obrazek

Nejrychlejsi cestou, jak ziskat identitu, je tedy volit transpozice tak, aby se
kazdou z nich pocet cykli o jedna zvysil. Je-li pak pocet cykli ptivodni permu-
tace k, budeme potifebovat pro ziskani identity 10 — &k transpozic. Vratime-li se

44



(a,0) /

a a b

Obrazek 2.5: Slozenim cyklu (a, b, ¢, d, e) s transpozici (a, ¢) vznikd per-
mutace (a, b)(c, d, e) slozend ze dvou nezavislych cykli. Slozenim permutace
(a, b, c)(d, e, f) slozené ze dvou nezavislych cyklu s transpozici (a, d) vznika
cyklus (a, b, ¢, d, e, f).

zpét k pantum a kloboukim, pocet potrebnych vymeén je zavisly na poctu cykla
puvodni permutace.

Nikdo z pant samoziejmé nezna celou permutaci, a tak je nejjednodussi, kdyz
si budou ménit klobouky tak, aby pri kazdé vymeéné alespon jeden z dvojice dostal
zpatky sviij vlastni klobouk. Pti kazdé takové vyméné dojde k tomu, zZe z jednoho
cyklu délky n vznikne jeden cyklus délky 1 a jeden cyklus délky n — 1.

Zajiméa-li nas pravdépodobnost, ze nebudou nutné vice nez tii vymény, bu-
deme pottfebovat znat pocet desetiprvkovych permutaci slozenych ze sedmi a vice
cykli. Zde ndm pomohou Stirlingova ¢isla 1. druhu z definice Stirlingovo
¢islo s(n, k) udéva pocet n-permutaci o k cyklechﬂ Nase pravdépodobnost tedy
bude rovna

s(10,7) + 5(10,8) + 5(10,9) + 5(10,10) 9450 + 870 4 45 + 1
10! a 10!

~ 0,003 = 0,3%.

Priklad 2.8.3 (Satnéfka III). Predstavme si, zZe pdnové i reditel divadla jsou
velmi shovivavi a nevadi jim Satndicina roztriitost. Satndrka tak nedostane vijpo-
ved, ale kaZdy vecer znovu a znovu privitda 10 pdni a provede ndahodnou permutaci
jejich klobouki. Jaka bude stredni hodnota poctu vymeén, které kaZdy vecer probéh-
nou?

Jiz vime, ze pocet potfebnych vymén zavisi na poctu cykli permutace. Ur-
¢ime tedy nejprve stredni hodnotu poctu cykli nahodné n-permutace.

'Hodnoty Stirlingovych &sel 1. druhu jsou uvedeny v piiloze této prace.
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1. zpusob reseni

Jiz. vime, Ze pravdépodobnost, Ze n-permutace bude mit pravé k cykld, je
rovna

s(n, k)
n!

bl

a tedy stredni hodnota poc¢tu cykli n-permutace bude rovna

n

n
z“” — LS s
nz:l

=1

Néas konkrétné zajima stredni hodnota poctu cykli desetiprvkové permutace,
proto za n dosadime 10 a dostaneme

10

—» 5(10,47)i =~ 2,93.
10! &

Proto oc¢ekavany primérny pocet vymén bude roven

10

1
10 — — 10,4)1 ~ )
0 01 2 ( 0,4)i ~ 7,07

2. zpusob reseni

Nyni si ukdzeme jesté jeden zplisob, jak najit stfedni hodnotu poctu cykli
n-permutace, aniz bychom pottrebovali znat hodnoty Stirlingovych ¢isel 1. druhu.
Vyuzijeme vysledek odvozeny v feseni piikladu [2.7.1] ktery ¥ika, ze pro k < n je
stfedni hodnota poctu cykla délky k v nahodné n-permutaci rovna

1

Secteme-li stfedni hodnoty poctu cykli délky k pres vSsechna k od jedné do n,
ziskame stredni hodnotu celkového poctu cyklii nahodné n-permutace. Dostavame

z": 1

e
n

w\»—t

tedy n-ty ¢asteény soucet harmonické rady.

Pro porovnéani dosadime za n hodnotu 10 a ziskame

§1—1+1+1+ +Laoos
~k 23 7100 7T

coz je stejny vysledek jako pfi pouziti 1. zptisobu Teseni.
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2.9 Roztrzity prodavac

Piiklad 2.9.1 (Roztrzity prodavac). Satndrka z predchozi tilohy nend jedind, kdo
ma ve svém zamestnani potize. Jeji bratr Pavel pracuje v internetové prodejneé ko-
berci a ma na starosti rozesilani objedndvek zakaznikim. Jednoho dne si 10 riiz-
nych lidi objednalo jeden a tentyz druh koberce, avsak kaZdy o jiné délce. Pavel
vsech 10 koberci zabalil a vytiskl stitky s adresami zikazniki. Ve své roztrZitosti
ale stitky s adresami pomichal a nalepil je na baliky zcela ndhodné.

Zakaznici, kteri dostali koberec stejné nebo vétsi délky, nez si objednali, byli
spokojeni. KazZdy zdikaznik, ktery dostal kratsi koberec, neZ si objednal, vsak poslal
do prodejny kobercu stiznost. Pokud na Pavla prijdou vice neZ tri stiznosti, bude
propusten ze zaméstndni. Jakd je pravdepodobnost, Ze o misto neprijde?

Seradime zakazniky vzestupné podle délky objednaného koberce a pritadime
jim ¢isla od jedné do deseti. Stejna cisla prifadime i vSem jimi objednanym ko-
berciim.

Nyni se budeme zabyvat nahodnou permutaci pritazujici ¢islu zakaznika ¢islo
odeslaného koberce. Tuto permutaci oznac¢ime 7w. Podle zadani zédkaznik ¢islo ¢
odesle stiznost pravé tehdy, kdyz bude platit, ze 7(i) < 4, tedy v pfipadé, ze i neni
slabym prekroc¢enim permutace 7. V nasem pripadé néas tedy bude zajimat, jaka
je pravdépodobnost, ze ndhodné zvolena permutace m ma alespon sedm slabych
prekroceni.

7, véty vime, ze pocet n-permutaci s k slabymi prekroc¢enimi je roven
A(n,k), a tedy konkrétné pocet desetiprvkovych permutaci s alespon sedmi sla-
bymi prekrocenimi je A(10,10) + A(10,9) + A(10,8) + A(10,7). Nyni jiz snadno
urcime, ze pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend permutace deseti prvkl ma
alespon sedm slabych prekroceni, a tedy i pravdépodobnost, ze prodejce Pavel
nebude propustén, je rovna

A(10,10) 4 A(10,9) + A(10,8) + A(10,7)
10!

141013 4 47840 4 455192 504046
a 10! 10!

Pavel by se tedy mél zacit poohlizet po jiné praci.

~ 0,14 = 14%.
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2.10 Futurama theorem

Priklad 2.10.1 (Futurama theorem). Zajimavou tlohu tykajici se permutaci mai-
zeme najit také ve zndmém americkém animovaném seridlu Futurama. V 10. dile
6. série nazvaném The prisoner of Benda jedna z hlavnich postav profesor Farn-
sworth sestroji pristroj, ktery dokazZe dvema lidem vymenit téla, a sim si hned
vymeni télo s postavou jménem Amy. Zpocitku se to zdd jako viyborny ndpad,
ale po case, kdyzZ chteji sva téla dostat zpét, se ukdzZe, Ze pristroj muze vymeénu
s kazdou dvojici tél provést pouze jednou.

Je jasné, Ze pokud se md problém vyresit, bude nutné do vymeny zapojit dalsi
osoby. Drive nezZ se podari najit resent, pouziji pristroj i dalsi postavy a tim se
situace jesté zkomplikuje. V jednu chvili je ve vymeénée zapojeno 9 postav, z nichz
Zadnd nemd své vlastni télo, viz tabulka 2.1 VSe nakonec vyresi dvojice mate-
maticky zdatnych basketbalisti, kteri prijdou s tvrzenim, Ze dokadZi vse uvést do
puvodniho stavu nezdvisle na tom, k jakym vymendm do dané chvile doslo, a Ze
k tomu budou potrebovat pouze dvé osoby dosud nezapojené do vgmen. [19] [20]

mysl télo
Amy (A) Hermes (H)
Bender (B) cisai Nikolai (N)
cisai Nikolai (N) uklidovy kbelik (K)
Fry (F) Zoidberg (Z)
Hermes (H) Leela (L)
Leela (L) profesor Farnsworth (P)
profesor Farnsworth (P) Bender (B)
uklidovy kbelik (K) Amy (A)
Zoidberg (Z) Fry (F)

Tabulka 2.1: Tabulka k prikladu [2.10.1]

Dokazte, Ze se reSeni opravdu dd najit vZdy nezdvisle na poctu zapojenich osob
a zpusobu, jak k promichdni doslo. Najdete konkrétni zpusob, jakym lze vyresit
situaci zadanou tabulkou [2.1].

Nejprve si uvédomime, ze pritadime-li n osobam ¢isla od jedné 1 do n a stejna
¢isla pritadime i jejich téltum, pak predpis, ktery priradi ¢islu osoby ¢islo téla, neni
nic jiného nez permutace mnoziny {1,...,n}. Situaci, kdy kazdd osoba ma své
vlastni télo, odpovida permutace 12...n a vyméné tél mezi dvojici postav odpo-
vida slozeni ptivodni permutace s transpozici zaménujici pozice jim prislusnych
prvki.

Ukazeme, ze plati nasledujici tvrzeni, oznacované v anglictiné nékdy jako ,,Fu-
turama theorem®:

Pro kazdou permutaci m se dvéma pevnymi body z a y existuje posloupnost
navzajem ruznych transpozic, které vzdy zahrnuji alespon jeden z prvka z,y, je-
jichz slozenim s permutaci 7 vznikne permutace 12...n.

Diikaz vyse zminéného tvrzeni najdeme v samotném seridlu Futurama. Tviirce
tohoto dilu Ken Keeler, mimo jiné absolvent oboru aplikovand matematika na

48



Harvardové univerzité, jej vlozil do kratké scény, ve které basketbalisté ukazuji
tento diikaz zapsany na tabuli. Budeme sledovat jejich myslenky. Oproti ptivod-
nimu dikazu vsak provedeme drobné zmény, aby dukaz vice odpovidal tomu, jak
k permutacim v této praci pristupujeme a byl lépe srozumitelny.

Pozorovani 1.

Necht n-permutace 7 je cyklus délky k& > 2. Bez ijmy na obecnosti miizeme
prvky preznacit tak, abychom mohli psat

(1 2 ... k k+1 ... n
™=\k 1 ... k=1 k+1 ... n)

Pridame-li dva dalsi prvky x a y, které se budou zobrazovat samy na sebe,
ziskame permutaci

o 1 2 ... kK k+1 ... n x vy
Pk 1 .0 k=1 k+1 ... n z y)°
Zavedeme permutaci ¢ mnoziny {1,...,n,z,y} slozenou z navzijem raznych

transpozic

o=(x, k)...(z, 2)(y, (y, k)(z, 1)
Ukazeme, ze plati
12 ....n x vy
*
00?1_(1 2 ... ny ZL‘>
Nahlédneme, ze slozenim permutaci 7} a transpozic (y, k)(z, 1) se prvky x a y
zacleni do cyklu. Slozenim vzniklé permutace s transpozicemi (z, k) ... (z,2)(y, 1)

se pak prvky 1 az k z cyklu vycleni a zobraz{ samy na sebe, viz obrazek 2.6] Permu-
tace o tedy vratila prvky 1 az k na ,,ptivodni mista“ a zaménila pozice prvkia x a y.

Pozorovani 2.

Necht n-permutace 7 je cyklus délky k > 2. Bez jmy na obecnosti muzeme
prvky preznacit tak, abychom mohli psat

(1 2 .. k k+1 ... n
T™=\k 1 .. k=1 k+1 ... n)

Pridame-li k 7 dalsi dva prvky x a y, které se zobrazi na sebe navzajem,
ziskame permutaci

N 12 ... k k+1 ... n x y
= :
2 E1 ... k=1 k+1 ... n y x
Zavedeme permutaci ¢ mnoziny {1,...,n,z,y} slozenou z navzijem ruznych

transpozic:
o= (z, k)...(z, 2)(y, D)(y, k)(z, 1).

Ukézeme, ze plati
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O*_12...nxy
7°T =12 oz oy

Lze nahlédnout, Ze sloZzenim permutaci 7} a transpozice (z, 1) se prvky z a y
zacleni do cyklu. Slozenim vzniklé permutace s transpozici (y, k) se cyklus rozdéli
na dva cykly, v jednom z téchto cykli se nachazi prvek x a v druhém prvek y.
Slozenim vzniklé permutace s transpozicemi (x, k) ... (z, 2)(y, 1) se pak vSechny
prvky zobrazi samy na sebe, viz obrzek 2.7, Permutace o tedy vrétila vSechny
prvky na ,ptavodni mista“.

Nyni uvazujme libovolnou permutaci n prvka a pridejme k ni dva prvky z, y,
které se zobrazuji samy na sebe. Kazdou takovou permutaci mizeme rozlozit na
nezavislé cykly. Jak jsme ukazali, kazdy z téchto cykli lze pomoci navzajem riiz-
nych transpozic, splnujicich podminky zadani, rozlozit na cykly délky jedna tak,
ze budeme stridaveé aplikovat poznatky pozorovani 1 a pozorovani 2. V ptipadé,
ze méla permutace na zacatku sudy pocet cykla délky vétsi nez jedna, vratime
vyse naznacenym postupem vsechny prvky na sva mista. V pripadé, ze méla per-
mutace na zacatku lichy pocet cykla délky vétsi nez jedna, provedeme na zaveér
jesté transpozici prvkla z a y.

Nyni popsany postup pouzijeme na konkrétni situaci feSenou v seridlu. Uspo-
radame osoby do kruht odpovidajicich cyklim permutace a pridame dvé samo-
statné stojici osoby X a Y

(A,H,L,P,B,N,K)(F,Z)(X)(Y).

Jako prvni se budeme zbavovat kruhu délky dva, Zvolime vymeény (X, F')
a (Y, Z), ¢imz osoby X a Y zaclenime do kruhu

(X, F)Y,Z)(A,H,L,P,B,N,K)(F,Z)(X)(Y) =
=(A,H,L,P,B,N,K)(F,Y, Z,X).

Nyni provedeme vymeény (X, Z) a (Y, F) ¢imz se téla Frye a Zoidberga navrati
svym puvodnim majitelim

(X, 2)(Y,F)(A,H,L,P,B,N,K)(F,Y,Z,X) =
=(A,H,L,P,B,N,K)(Y,X)(F)(Z).

Pokracujeme cyklem délky 7. Provedeme vyménu (X, A), ¢imz se osoby X
a Y zapoji do cyklu

(X, A)(A,H,L,P,B,N,K)(Y, X)(F)(Z)=(X,Y,A,H,L,P,B,N,K)(F)(Z)

a vyménu (Y, K), ¢imz se kruh rozdéli na dva, z nichz jeden obsahuje X a druhy
Y
(Y,K)X,Y,A H,L,P,B,N,K)(F)(Z) =

=(K,X)(A,H,L,P,B,N,Y)(F)(Z).
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Obrazek 2.6: Postupné slozeni permutace 77 s transpozicemi tvoricimi permu-
taci o.

1 k y 1 X k
2 X 2
g k-1 k k k-1
\ (z, 1) (y, k) / \
| | —_— 2 i \‘
| ; . k-1 ,\ ,
X y

| 0 Q,.. O
(v, 1) \\ ! e

k

Q. O,
a, O,

Obrazek 2.7: Postupné slozeni permutace 7} s transpozicemi tvoficimi permu-
taci o.
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Pak uz jen postupné provedeme vymeény (X, K), (Y, N), (Y, B), (Y, P), (Y, L),
(Y,H) a (Y, A), ¢imz navratime vSem osobam jejich puvodni téla

(Y, A)(Y, H)(Y, L)(Y, P)(Y, B)(Y, N)(X, K)(K, X)(A, H, L, P, B, N,Y)(F)(Z)

(A)(H)(L)Y)(P)(B)N)(K)(X)(F)(Z).
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2.11 Saty pro princezny

Piiklad 2.11.1 (Saty pro princezny). Krdl md sedm dcer, vsechny jsou stihlé,
ale Zadné dvé nejsou stejné vysoké. Vsechny sestry se tési, aZ prijde jejich den
a ony se provdaji za krasného prince. Tatinek krdl je Setrny, a tak rozhodl takto:
Krdlovsky krejci usije Saty na miru princezné, kterd se provdd jako pruvni. Pokud
se bude vdavat jako dalsi princezna, kterd bude mensi, sama si zkrati saty po své
sestre a vda se v nich. Pokud bude vyssi neZ predchozi princezna, krdl Saty prodad
a za utriené penize nakoupi ldtku, ze které krejci usije saty nové. Obdobné se bude
postupovat i pred svatbou kazZdé dalsi princezny. Jakd je pravdépodobnost, Ze krejci
bude sit prdvé troje svatebni Saty?

Snadno domyslime, ze krej¢i bude sit troje Saty pravé tehdy, kdyz pravé dva-
krat dojde k situaci, ze po nizsi princezné se bude vdavat princezna vyssi. Jak uz
to nejen v realném svété, ale i v pohadkéch nékdy byva, v feSeni problému nam
opét pomohou permutace. Sefadime sestry vzestupné podle vysky a pritadime
jim ¢isla od jedné do sedmi a problém tak prevedeme na otazku: Kolik permutaci
sedmi prvkit mé dva vzestupf]?

Kdo pozorné cetl teoretickou c¢ast prace, ten jiz vi, ze o poctu takovych per-
mutaci mluvi Eulerova ¢isla zavedend v definici[1.7.3] Konkrétné pocet permutaci
sedmi prvki se dvéma vzestupy urcuje ¢islo A(7, 3)H JelikoZ pocet vSech permu-
taci 7 prvku je 7!, bude vysledna pravdépodobnost rovna

A(7,3) 1191

= ~ 0,24 = 24%.
7! 5040 ’ %

2Vzestup je takova pozice v jednorddkovém zapisu permutace, na které je prvek, ktery je

bezprostiedné nasledovan prvkem vyssim. Viz definice
3Hodnoty Eulerovych é&isel jsou uvedeny v pifloze této prace.
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2.12 Prohlidka ZOO

Priklad 2.12.1 (Prohlidka ZOO). Pavel s Jitkou rddi navstévuji zoologickou
zahradu. Dokonce zde maji i svou oblibenou trasu, kudy vZdy chodi. Kdyz dnes
prisli ke vchodu, zjistili na informacni ceduli, Ze do konce oteviraci doby se na
jejich trase bude konat krmeni peti ruzniych druhu zvirat, kaZdé v jiny cas. Pavel
s Jitkou by radi navstivili co nejvice z nich, ale zaroven se chtéji driet své trasy
a nechtéji se vracet. Cekdnd jim nevadi. Jakd je pravdépodobnost, Ze se jim podari
vidét krmend alespon tri druhi zvirat?

Jednotlivym zvitatim pritadime ¢isla od jedné do péti tak, jak jsou jejich
vybéhy postupné umistény na pozadované trase. Casy, kdy jsou krmeny jednotlivé
druhy zvirat, setadime a rovnéz jim pritadime ¢isla od jedné do péti. Nyni si staci
uvédomit, ze Jitce s Pavlem se podaii napldnovat vychazku tak, aby na své trase
postupné zhlédli alespon troje krmeni pravé tehdy, kdyz permutace pritazujici
¢islu zviteciho druhu ¢islo ¢asu bude obsahovat vzor 123.

Vime, ze pocet n-permutaci, které neobsahuji vybrany vzor délky tfi, je roven
n-tému Catalanovu ¢islu. Viz véta[1.10.8] Poéet permutaci, které tento vzor obsa-
huji, je tedy roven n! — C,,. Pravdépodobnost, Ze n-permutace obsahuje vybrany
vzor délky tri, je pak rovna

n! —C,
nl

Pavel s Jitkou si budou moci naplanovat vychazku podle svého prani s prav-

dépodobnosti
5l —C5 120 — 42
S 120 - 0,65 = 65%.
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2.13 Razeni vlaku

Piiklad 2.13.1 (Razeni vlaktl). V 7adé problémai matematické informatiky se vy-
uzivaji takzvané tridici algoritmy, které umoznuji seradit dany soubor prvki podle
zadaného kriteria. Nasledujici uloha je inspirovdana radicim algoritmem popsanym
v knize [2])].

Po trati zndzornené na obrazku prijely z pravé strany v nahodném poradi
vlaky oznacené cisly od jedné do n.

Obrazek 2.8: Obrazek k tloze 2.13.1]

Nasim ukolem je vlaky seradit podle cisel vzestupne k odjezdu po levé koleji,
pricemz vlaky se po kolejich smi pohybovat pouze ve sméru sSipek.

Popiste postup, kterym lze seradit co nejuétsi pocet vychozich usporadani viaki
a urcete, jakd je pravdépodobnost, Ze se timto postupem podari seradit n vlaki,
které prijely v nahodném poradr.

Budeme postupovat podle [22]. Z obrazku vidime, ze k sefazeni vlaku
mame k dispozici pouze tii rizné kroky, které muzeme opakované provadét v riz-
ném poradi. Je to

o presunuti vlaku z pravé koleje na slepou kolej,
o presunuti vlaku ze slepé koleje na levou kolej,

o presunuti vlaku z pravé koleje na levou kolej.

Posledni ze zminénych kroki lze plné nahradit slozenim prvnich dvou, proto jej
nemusime uvazovat.

K serazeni pouzijeme nésledujici postup, pri kterém budeme porovnavat cisla
vlakt stojicich na pravé koleji a na slepé koleji nejblize k vyjezdu:

o Pokud je cislo nejblizsiho vlaku na pravé koleji mensi nez ¢islo nejblizsiho
vlaku na slepé koleji nebo pokud je slepa kolej prazdna, presuneme vlak

z pravé koleje na slepou kolej.
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o Pokud je ¢islo nejblizsiho vlaku na pravé koleji vétsi nez ¢islo vlaku na slepé
koleji, presuneme jeden vlak ze slepé koleje na levou kolej.

koleje jeden po druhém na levou kolej.

Postup si ukédzeme na prikladu. Prijede-li po pravé koleji postupné pét vlaki
s ¢isly 3 2 1 5 a 4, setadime je podle popsaného postupu tak, jak znazornuje

schéma na obrazku 2.9

32154 2154 154 5 4

Obrazek 2.9: Ilustrace serazeni vlakt v poradi 3215 4

Snadno nahlédneme, Ze pokud bychom postupovali jinak, tedy z dvojice vlaki
stojicich nejblize na pravé a slepé koleji presunuli ten s vyssim ¢islem, vlaky by
se seradit jisté nepodarilo. Tedy vyse popsany postup je jediny mozny.

Rovnéz ale snadno najdeme takova pocatecni usporadani vlaki, kterd se ani
timto postupem seradit nepodari. Pojdme zjistit, jaka usporadani to jsou a kolik

znacit ™ = pipa. .. pPn.

Nejkratsi permutace odpovidajici usporadani, které neni mozné seradit po-
psanym algoritmem, je permutace 231. Ze vlaky v tomto pocatecnim usporadani
popsanym postupem nesetadime, je zfejmé jiz po dvou krocich. Viz obrazek [2.10]

Obréazek 2.10: Prvni dva kroky razeni usporadani odpovidajiciho permutaci 231.

Ukéazeme, ze k obdobnému problému jako v pripadé permutace 231 dojde
i u kazdé permutace, ktera bude obsahovat vzor 231.
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Pokud permutace 7 obsahuje vzor 231, miZeme najit t¥i prvky pp < p; < p;
takové, ze i < 7 < k. V takovém pripadé vlak p; musi opustit slepou kolej diive,
nez na ni vjede vlak p;, coz ale znamena, zZe vlak p; se uz nemiize dostat na svou
pozici, ktera je pred vlakem p;.

Uvédomme si, ze vlaky na slepé koleji budou serazeny vzdy spravné, a ze
pokud jsou dva vlaky ve spravném potadi na pravé koleji, budou po provedeni
algoritmu ve spravném poradi i na levé koleji.

Nyni budeme uvazovat usporadani, které popsany algoritmus neseradi. Pokud
po provedeni algoritmu stoji dva vlaky ve Spatném poradi, pak tyto dva vlaky mu-
sely stat ve Spatném poradi i na pravé koleji pred provedenim algoritmu. Oznac¢me
je jako p; a pg, kde 1 < k a pp < p;. Vlak p; zfejmé opustil slepou kolej dfive, nez
na ni vjel vlak pg, coz nutné znamend, ze na pravé koleji musel byt mezi vlaky
pi a p néjaky dalsi vlak s ¢islem vétsim nez p; (oznacme jej p;), ktery zpisobil,
ze vlak p; opustil slepou kolej dfive, nez na ni vjel vlak pg. Permutace odpovi-
dajici tomuto uspotradani tedy obsahuje prvky p, < p; < pj, pro které plati, zZe
1 < j < k, a tedy obsahuje vzor 231.

Ukéazali jsme, ze vlaky lze popsanym postupem uspotradat pravé tehdy, kdyz
permutace odpovidajici vychozimu usporadani neobsahuje vzor 231. Jak jiz vime,
pocet n-permutaci neobsahujicich vzor 231 je roven n-tému Catalanovu ¢islu C),.
Pravdépodobnost, ze n-permutace nebude obsahovat vzor 231, a tedy i pravdeé-
podobnost, ze bude mozné ndhodné usporadani n vlaka seradit popsanym postu-
pem, tedy bude rovna

Cn 1 2n\ 1 1 2n
nl (n—i—l)(n)n!_ (n+1)!<n>'
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2.14 Cervena, nebo cerna?

Piiklad 2.14.1 (Cervend, nebo ¢erna?). Na pddium vstoupi kouzelnik a poZddd
publikum, aby zvedl ruku ten, kdo si mysli, Ze umi poznat lhdre. Z lidi, kteri se pri-
hldasi, vybere dobrovolnika, kterého pozZddd, aby za nim prisel na podium. Vytihne
balicek karet a nékolikrat jej promichd tak, Ze rozdéli balicek na dvé cdsti a pu-
vodné spodni cast balicku presune navrch balicku. Poté poZdidd vybraného divika,
aby takto karty zamichal i on. Nakonec kouzelnik vezme karty do ruky a zeptd se
divaka kolik mu je let, naceZ z balicku kartu po karté odpocitd na druhou hromddku
pravé tolik karet, kolik divdk odpovédel. Nakonec kouzelnik uchopi oba dva balicky
a smichd je postupem zndamym jako riffle shufile, ktery je zndzornény na obrdzku

210

Obrézek 2.11: Pii michani riffle shufle tvorime novy balicek tak, ze na néj stridavé
poustime karty z jednoho a druhého balicku. Karty neni nutné poustét pravidelné.

»Myslim, Ze karty jsou zamichdny dostatecne“, vykrikne kouzelnik, ,nyni se
ukdze, kdo z nds umi poznat leZ lépe. “ Balicek, ktery md v ruce, kartu po karte
rozdda na dvé stejné hromddky a vybidne dobrovolnika, aby si jednu z hromddek
vybral. Druhou z hromddek si vezme kouzelnik sam.

»Nyni se podivam na proni kartu své hromddky a povim Vam, zda je karta
cerna, nebo cervend. Vasim ukolem je poznat, zda [Zu, nebo mluvim pravdu, “
rekne dobrovolnikovi a zahledi se na proni kartu. ,Proni karta je cernd, “ ozndmid.
, Verite mi, nebo ne?“ Po divikové odpovedi kouzelnik kartu ukdze publiku a kou-
zelnikova asistentka zaznamend na pripravenou tabuli, zda se divak trefil, ¢i nikoli.
Postupné takto kouzelnik projde deset karet. VZdy se na kartu podiva, rekne barvu
a divdk se snazi urcit, zda mluvi pravdu. Po deseti kartdch asistentka spocitda pocet
spravnych a Spatnych odpovédi a oznami jej publiku.

»Nyni si role vymenime “, rekne kouzelnik a poZada dobrovolnika, aby se tento-
krat on podival na vrchni kartu. Poté, co divak rekne barvu karty, kouzelnik se na
néj dlouze zadivd a urci, zda odpoved byla pravdiva, ¢i nikoli. Dobrovolnik kartu
opét zvedne a vsem ji ukdze. Stejnym zpisobem pak odkryvd i dalsich devét karet
a jeho udiv stdle roste, protoZe kouzelnik ve vsech pripadech s jistotou poznd lez
od pravdy.

Vysvetlete, v cem asi spocivd podstata tohoto karetniho triku.

Uloha pfevzata z [8] a upravena.

V priubéhu tohoto triku neni zapottebi, aby kouzelnik tajné nahlizel do karet,
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mel karty néjak oznacené, ¢i dokonce mél v publiku ,falesného dobrovolnika“.
Jediné, co kouzelnik pottebuje, je predem pripraveny bali¢ek karet a trocha ma-
tematiky.

Balicek, ktery kouzelnik pouzil, je predem poskladany ze sudého poctu karet
tak, aby se v ném po jedné stridaly karty ¢erné a ¢ervené. Pti prvnim michani po-
psaném v zadani, kdy kouzelnik opakované rozdéli balicek na dvé ¢asti a puvodné
spodni c¢ast balicku presune navrch balicku, se na této skute¢nosti nic nezméni.
V balicku se budou stale po jedné stiidat cerné a cervené karty. Viz napriklad

obrazek 2.12

Obrazek 2.12: Rozdéleni balicku karet na dvé c¢asti a presunuti spodni c¢asti ba-
licku navrch zachovava pravidelné stfidani barev.

vvvvvv

s kartami déje, oznacme si je ¢isly od 1 do n tak, jak jsou v teto chvili serazeny
v balicku. Bez Gjmy na obecnosti miizeme nyni predpokladat, ze liché karty jsou
¢ervené a sudé ¢erné, tak jako napiiklad na obrazku [2.13]

ii

Obrézek 2.13: Ocislovani karet - pohled z licové strany, karta ¢. 1 na vrchu balicku.

Kdyz kouzelnik vytvoril druhou hromadku karet tak, ze jednu po druhé od-
pocital urcity pocet karet, karty v nové vzniklém baliéku byly zfejmé v opa¢ném
porad{ nez v balicku pivodnim, tak jako na obrazku 2.14]

i men

Obrézek 2.14: Balicky vzniklé odpocitanim karet.

Poté, kdyz obé hromadky spojil do jedné michanim riffle shuffle, vytvoril
balicek, jehoz piiklad mtZzeme vidét na obrazku [2.15]

Pozorny ¢tenar si jiz nejspis uvédomil, ze permutace, kterda pritazuje ¢islu
pozice v nové vzniklém balicku ¢islo karty, patii mezi Gilbreathovy permutace.
O Gilbreathovych permutacich vime, ze pro jakékoli j plati, ze jak v prvni, tak
i v kazdé dalsi j-tici této permutace bude davat kazdy prvek jiny zbytek po déleni
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Obrazek 2.15: Balicek vznikly michanim riffle shuffle. Karty pochazejici ptivodné
z balicku s odpocitanymi kartami jsou o néco nize nez ostatni.

¢islem j. Pokud za j zvolime ¢islo 2, znamena to, ze pokud permutaci postupné
rozdélime na dvojice, bude v kazdé dvojici jedno ¢islo liché a druhé sudé. Proto
i v hromadce karet vzniklé popsanym postupem bude prvni i kazdéa dalsi dvojice
obsahovat pravé jednu ¢ernou a jednu c¢ervenou kartu.

Tim, Ze kouzelnik rozdal karty po jedné na dvé hromadky, dosahl toho, Ze
v téchto hromadkéach na stejné pozici byly vzdy karty rtznych barev. Viz napri-
klad obrézek [2.16] Proto poté, co prohlédl karty na své hromddce, jiz védél, jaké
barvy maji karty dobrovolnika.

10/ 4| 8

Obrazek 2.16: Vysledné balicky maji na stejnych pozicich karty rizné barvy.
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Tabulka A.1: Tabulka Eulerovych ¢isel.

A(n,0) | A(n,1) | A(n,2) | A(n,3) | A(n,4) | A(n,5) | A(n,6) | A(n,7) | A(n,8) | A(n,9) | A(n,10)
A(0, k) 1
ALK | 0 1
A2, k) | 0 1 1
ABK) | 0 1 1 1
ALK | 0 1 11 11 1
AG.E) |0 1 26 66 26 1
A6k |0 1 57 | 302 | 302 57 1
A7, k) 0 1 120 1191 2416 1191 120 1
A(8, k) 0 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
A(9, k) 0 1 502 14608 | 88234 | 156190 88234 14608 502 1
A(10, k) 0 1 1013 47840 | 455192 | 1310354 | 1310354 | 455192 | 47840 1013 1
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s(n,0) | s(n,1) | s(n,2) | s(n,3) | s(n,4) | s(n,5) | s(n,6) | s(n,7) | s(n,8) | s(n,9) | s(n,10)
s(0, k) 1
s(1, k) 0 1
s,k | 0 1 1
sG.k) | 0 2 3 1
s(A,k) | 0 6 11 6 1
sG.k) |0 24 50 35 10 1
s(6, k) 0 120 274 225 85 15 1
s(7, k) 0 720 1764 1624 735 175 21 1
s(8, k) 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
s(9,k) 0 40320 | 109584 | 118124 | 67284 | 22449 | 4536 046 36 1
s(10, k) 0 362880 | 1026576 | 1172700 | 723680 | 269325 | 63273 | 9450 870 45 1

Tabulka A.2: Tabulka Stirlingovych ¢isel 1. druhu.



	Teoretická část
	Permutace
	Matice permutace
	Pevné body permutace
	Znaménko permutace
	Rozklad permutace na nezávislé cykly
	Základní bijekce
	Eulerova čísla
	Stirlingova čísla
	Překročení
	Vzory
	Gilbreathovy permutace

	Praktická část
	Patnáctka
	Vězni a čepice
	Lanovka v Breckenridge
	Problém 100 vězňů
	Puntičkář v autobuse
	Vyměněné doklady
	Vánoční
	Šatnářka
	Roztržitý prodavač
	Futurama theorem
	Šaty pro princezny
	Prohlídka ZOO
	Řazení vlaků
	Červená, nebo černá?

	Seznam použité literatury
	Příloha

