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Uvod

Linedrna regresia je uzitocnym nastrojom pri skiimani vztahu medzi velici-
nami ndhodného vektoru

X4
Xk
Y

Ciel je najst linearnu kombinaciu Xy, ..., X, ktora by co najlepsie vysvetlovala
velicinu Y, teda koeficienty [y, 81, ..., Bk, pre ktoré

Y =080+ 8 X1+ + B Xk + ¢,

v zmysle minimélneho rozptylu ndhodnej chyby ¢, resp. pre ktoré su € a X; ne-
korelované. Aby sme koeficienty mohli odhadnuf, pozorujeme v praxi realizaciu
vektorov, predpokladdame pre ne linearny regresny model, pripomenuty v kapi-
tole 2,11

Vo finan¢nej praxi chceme najcastejsie pomocou linearneho regresného modelu
vysvelit hodnotu nejakej veli¢iny Y; v ¢ase t pomocou jednej veliciny X;. Ak
pozorujeme X;, mame lepsiu predstavu o Y; v zmysle

Var[Y;| X;] = Var[e;] < Var[Yy].

Pozorovania modelu, o ktory sa zaujimame, st teda vektory {(X;, Y;) "}, kde {Y;}
a {X;} su casové rady. Lindrny regresny model je vSak v praxi neadekvatny, na-
kolko zavislost veli¢in v tychto radoch na ich minulych hodnotach ¢asto znamena,
ze zéavislost existuje aj v ¢asovom rade rezidui {g;}. T by sme mali zohladnit,
aby sme pri danych minulych pozorovaniach naozaj vysvetlili Y; az na neprediko-
vatelné rezidud {u,;}.

Pre {&;} budeme predpokladat nejaky stacionarny model, alebo stacionaritu
ich vhodnej transformacie. Stihrnu potrebnej tedrie ¢asovych radov je venovana
kapitola [l To vedie k definicii linedrneho regresného modelu s autokorelovanymi
reziduami v kapitole 2.2 Za danych predpokladov pre ¢asovy rad rezidui vieme
sformulovat obecny postup pre jeho analyzu. Transformovanie rezidui vyriesime
transformaciou celého regresného modelu a za predpoladu stacionarity vieme pa-
rametre modelu odhadnit metédou maximalnej vierohodnosti v kapitole [2.3]

KItcovym bodom analyzy je posudit, ¢i st rezida nezavislé (za normality ne-
korelované). Budeme testovat hypotézu o nekorelovanosti rezidui, predstavime
Durbin-Watsonov, Ljung-Boxov a Breusch-Godfreyho test. V pripade korelova-
nosti posudzujeme ¢i si stacionarne alebo ich treba transformovat, v stvislosti
s tym uvadzame Dickey-Fullerov test. Rozdiel v porovnani s analyzou ¢asovych
radov je, ze rezidud nemdzeme pozorovat. Problematike sa venuje kapitola [3]

V praktickej Casti prace skimame uvedené statistické testy. Simulovanim sa
presvedc¢ime, ze dodrzuju hladinu a odhadneme ich silu proti vybranym alterna-
tivam. Na zaver ilustrujeme postup z kapitoly na realnych datach. Pomocou
kurzu CZK/USD vysvetlime kurz CZK/EUR.



1. Uvod do &asovych radov

V tejto kapitole zavedieme pojem casového radu, jeho zakladné vlastnosti a
charakteristiky. Definicie 1-10 st prevzaté z prac Cipra| (2008) a [Tsay| (2002]).

Definicia 1. Majme pevne dany pravdepodobnostny priestor (2, A, P). NechT' C
Z. Postupnost ndghodnijch velicin {X;}ier nazgvame casovy rad. Index t je cas,
veliciny X; su pozorovania.

Casovy rad s najjednoduchsou struktirou je postupnost nezéavislych rovnako
rozdelenych (i.i.d.) ndhodnych velic¢in.

Definicia 2. Casovy rad {u;}ier nekorelovanych velicin s nulovou strednou hod-
notou a spolocngm rozptylom o2 sa nazjva slaby biely sum. Ak si {u;} nezdvislé
rovnako rozdelené, hovorime o striktnom bielom Sume, ak u; ~ N(0,02), hovo-

rime o Gaussovskom bielom sume.

1.1 Stacionarita

Uvazujeme iba rady, ktoré su v nejakom zmysle v ¢ase invariantné. Tato vlast-
nost sa nazyva stacionarita, rozlisime striktni a slabi. Neskér budeme predpo-
kladat normalitu pozorovani, pre ktoré definicie splyvaju.

Postupnost je slabo stacionarna ked ma konstantnu strednt hodnotu a kova-
riancia pozorovani sa v ¢ase nemeni, je funkciou vzdialenosti.

Definicia 3. Casovyj rad {X,}ier s konecngmi druhymi momentmi je slabo sta-
cionarny, ked pre kazZdé t, k je

E [Xt] = M,
COV [Xta Xt-i—k’] = Yk-

V striktne stacionarnej postupnosti si rozdelenia vsetkych podvektorov inva-
riantné voci posunutiu.

Definicia 4. Casovyj rad {X,}ier je striktne staciondrny, ked pre kazdé k,n,
t1...t,
£<th e th) - ;C(th+k o th+k).

Pozndamka. Ak Var(X;) < oo potom striktnd stacionarita implikuje slabi. Slaby
(resp. striktny) biely Sum je slabo (resp. striktne) stacionarny a plati

B o2 pre k=0,
k= 0 inak.

Dalej budeme pojmom stacionarita rozumiet slabii stacionaritu. Délezitym
prikladom stacionarneho casového radu je linearny proces. Pozorovanie v case t
v linedrnom procese je (nekonecnou) linedrnou kombinaciou bieleho Sumu do ¢asu
t. Neskor ukazeme, ze vsetky postupnosti, ktoré budeme uvazovat, sa daju za
urc¢itych podmienok previest na tento tvar.
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Definicia 5. Nech {u;}iez je biely sSum. Postupnost { X, }ier je kauzdlny linedrny
proces, ked pre kaZdé t € T je

o0
Xy = Zciut—i
i=0

pre nejaké koeficienty {c;}2,, > |ci| < oc.

Pozndmka. Ak Y |c;| < oo potom Y3°, c;uy—; konverguje P-skoro iste. Linedrny
proces je teda dobre definovany.

Odvodime vlastnosti linearnych procesov. Kedze je {u;} biely Sum, plati
E[X:=E li ciut_i] = i E [c;us—i] =0,
i=0 i=0
podobne pre rozpyl
0% = Var[X,] = Var [i cl-uti] = iVar [ciug—q) = i ¢ Var [u,_;] = o2 i c:.
i=0 i=0 i=0 i=0
Autokovarianéna funkcia

v =E [(Z Ciut—i> (Z Ciut—f—k—i)] =E [Z Zcicjut—iut—i—k—j]
i=0 i=0

i=0 j=0

oo o0 o0 (o)
= Z Z cic; B [u—iupsp—j] = Z cicin E {uf_z} =02 Z CiCisk
=0 1=0

i=0 j=0

nezavisi na t, linedrny proces je teda stacionarny.

1.2 Autokorelacna a parcialna autokorelacna
funkcia

Pre stacionarne postupnosti je mozné zaviest autokorela¢ni a parcialnu auto-
korelac¢nu funkciu.

Definicia 6. Nech {X;}ier je staciondrny casovy rad. Potom definujeme auto-
korelacni funkciu (ACF) pre meskanie k,

o = Cov [ Xy, Xiik] _ Vk
k= 5 — —.
Var [ X] Yo

V praxi pozorujeme usek jednej realizdcie Xi(w)...X,(w), w € Q. To néas
motivuje odhadnuf autokorelacnu funkciu vyberovym korelacnym koeficientom,
N = D AL AED &

i (Xy = X)? ’

(1.1)

kde X, je vyberovy priemer a zdroveni odhad strednej hodnoty j staciondrneho
radu.



Parcidlna autokorelacné funkcia (PACF) je definovana ako parcidlny korela¢ny
koeficient medzi veli¢inami X; a X;_ pri danych X;_ ;... X; ;.. Parcidlny kore-
la¢ny koeficient je zavedeny v knihe |Andel (2007, str. 39-43). PACF pre meskanie
k budeme znacit ¢py.

Ekvivalentne je mozné zaviest ¢y ako koeficient pri X;_, najlepsej linearnej
predikcie X; pomocou X;_1...X;_g,

Xi = X1+ + o Xik e
Odhady ggkk, k=1,2,... sa pocitaju rekurentne. Vezmeme ngSH =pa

A k—1 7 A~
ggkk Pk — 22021 P15 " Pr—j
o k—1 7 A
1= 37000 Gk - Py

pre k > 1,

kde
ékj = ékq,j - ngk . qgk,l,k,j prej=1...k—1.

Podrobne o PACF a jej odhade pise Wei (1990, str. 12-16).

1.3 Modely linearnych c¢asovych radov

Autoregresny model

V kapitole sme definovali linearny proces s netrividlnou kovarianénou
struktirou, ktord je v case invariantnd. To nas vedie k myslienke, ze minulé
pozorovania mozu byt uzitocné v predikcii pozorovania v case ¢t a nasledne aj
k definicii autoregresnej postupnosti.

Definicia 7. Nech {u;}icz je biely sum. {X;}iez je autoregresny proces radu p
(AR (p)), ked pre kaZdé t € Z plati

Xt = Uy + ¢1Xt71 +--+ (ﬁpthp. (12)
Charakteristicky polyndm procesu je ®(z) =1 — ¢1z — ... — ¢, 2P.
Pozndmka. V autoregresnom modeli je X; az na biely Sum vysvetlena veli¢inami

thl e thp- Plati

E[Xy X1 Xy =01 X+ + 0, Xy,
Var [Xt|Xt—1 Ce Xt—p] = 0'3.

Nie kazdy autoregresny casovy rad je stacionarny, existuji postupnosti, ktoré
exploduju alebo st ndhodnou prechadzkou. Stacionarita tizko sivisi s charakte-
ristickym polynémom ®(z).

Veta 1. Nech {X;}iez je proces AR(p). Ak si vsetky komplezné korene charakte-
ristického polynomu vaicsie ako 1 v absolitnej hodnote, potom je { X} staciondrna
postupnost a kauzdlny linedrny proces, t.j. pre kazdé t je Xy = up + Y7201 aitp—;
pre nejaké {a;}, > |a;| < oo.



Dékaz. Dokaz je uvedeny v préci |Praskoval (2007, str. 59-61).

Pozndmka. V staciondrnom autoregresnom modeli je autokorelacna funkcia py
obecne nenulova pre kazdé k. Da sa ukazat, ze plati rekurentny vztah

Pk = P1pr—1 +*+ + OppPr—p, (1.3)

z toho plynie

—k —k
Pr= Q12+ ),

pre nejaké oy ...y, ak si 2y ... 2, rozne korene ®(z). Pretoze |z;| > 1, autokore-
la¢na funkcia konverguje k nule, asymptoticky exponencialne.

Model kizavych siétov

V modeli klzavych suc¢tov st pozorovania konecnou linedrnou kombinéciou
minulého bieleho Sumu.

Definicia 8. Nech {u;}ez je biely sum. {X;}iez je proces klzavijch sictov rddu g
(MA(q)), ked pre kazdé t € Z plati

Xt = U + Qlut_l + -+ unt_q. (]_4)
Charakteristicky polyném procesu je ©(z) =1+ 01z + - -+ + 0,27,

Postupnost M A(q) je z definicie linedrny proces, z toho plynie stacionarita a
nulovéd autokorelacna funkcia p, pre £ > ¢. Hovorime, Ze ¢ je bod useknutia py,.

Uz sme ukézali, ze autoregresnd postupnost sa za urcitych podmienok da
vyjadrit ako linedrna kombinacia bieleho Sumu. Kvoli schopnosti predikovat je
naopak vhodné vyjadrit ¢asovy rad ako nekonecni linearnu kombinaciu minu-
Iych pozorovani. Tato vlastnost sa nazyva invertibilita, postupnost AR(p) je in-

vertibilnd z definicie. Sformulujeme podmienku, kedy je invertibilna postupnost
MA(q).

Veta 2. Nech {X,}iez je proces MA(q). Ak si vsetky komplexné korene charakte-
ristického polynomu ©(z) vacsie ako 1 v absolitnej hodnote, potom je { X} inver-
tibilng proces, t.j. uy = X;+> 501 b; Xy pre nejaké koeficienty {b;}52,, 3= |b;| < 00.

Dékaz. Vid Praskova (2007, str. 71).

ARMA model

Casové rady AR a M A st zobecnené v modeli ARMA.
Definicia 9. Nech {u; ez je biely sum. {X,}1ez spliia model ARMA(p,q), ked
pre kazZdé t € Z plati

P q
Xy =uy + Z GiXi—i + Z Ot (1.5)

=1 =1



Pozndmka. Ak pouzijeme operator spiatného posunutia B, pre ktory plati B*X, =
Xk, k=0,1,2..., dostaneme zapis postupnosti ARM A(p,q) pomocou charak-
teristickych polynémov:

®(B)X; = O(B)w ARMA(p,q),
®(B)X; = u AR(p),
X, =0(B)y MA(q).

Podmienka stacionarity pre ARM A(p,q) je rovnakd ako u AR(p), podmienka
invertibility je za predpokladu stacionarity rovnaka ako u M A(q), viac pise Pra-
skova| (2007, str. 67-72). Autokorelacna funkcia py aj parcidlna autokorelacna
funkcia ¢gx, procesu ARM A(p,q) nemaji bod useknutia. V staciondrnom a inver-
tibilnom ARM A procese konverguji obe exponencialne k nule a pre p; plati od

bodu ¢ vztah (1.3]).

Pozndmka. Definicie [5] [7], [§] a [0] sa daji rozsirit aj pre nenulovi strednd hodnotu,
my vsak chceme procesom ARM A modelovat rezidud linearneho regresného mo-
delu (s interceptom), kde u # 0 stréca zmysel.

1.4 Identifikacia modelu

K identifikacii AR a M A modelov je mozné pouzit korelacné funkcie, ich od-
hady maju za predpokladu normality bieleho Sumu priblizne normélne rozdelenie.

Pri identifikdcii rddu autoregresnych postupnosti je nastrojom PACF. Ak je
{Xi}1ez proces AR(p), potom pre k > p je ¢ = 0. Vychddza sa z aproximacie
(Cipray, [2008], str. 331), ze ak ¢x, = 0 pre vsetky k > ko, potom pre velké n ma
ngk: priblizne normélne rozdelenie s rozptylom 1/n, teda

Vb ~ N(0,1)  pre k> k.

Désledok. Hypotézu, Ze pozorovany rad je realizdciou procesu AR(py), zamiet-
neme na hladine «, ked pre k > py

A

1 o«

\/ﬁ Y

kde ®!(a) je kvantil normovaného norméalneho rozdelenia.

(1.6)

Identifikdciu modelu kizavych stctov M A(q) mbzeme zalozit na odhadnute;j
ACF, ktora je pre k > ¢ dostatoéne mala. Ak p, = 0 pre vsetky k > kg, potom
sa pre rozptyl pp pouziva aproximécia Var [py] = n~'(1+2p7 + - - +2p;, ). |Cipra
(2008, str, 331) uvadza

ko
Vnpr ~ N (0,1 +2Zp§> pre k > k.
1=1

Viac o vlastnostiach vyberovej ACF je v knihe Box a kol. (1994, str. 32-34).
V praxi p; ... pk, nepozorujeme a vezmeme ich odhady.



Daésledok. Testujeme hypotézu, ze pozorovany rad je realizdciou procesu M A(qp).
Model zamietame ako nevhodny, ked pre k > qq je

. . o 1 q0 -
\p| > @ (1—2> —(1+2) p%). (1.7)
n i=1

Pozndamka. Identifikaciu modelu pomocou ACF a PACF by sme chceli zalozit na
celom odhadnutom priebehu, pri rozhodovani sa preto musime zachovat do urcitej
miery subjektivne.

Informacné kritérium

Inym pristupom k identifikacii modelu je informacné kritérium, ktoré roz-
hodne o rddoch procesu ARM A podla pravidla

(p,q) = argmin A(k,l).
kel

A(k,l) je kritérium, v ktorom vystupuje odhadnuty rozptyl bieleho Sumu a pena-
lizacna funkcia, ktora eliminuje prilis velké rady.

Najznédmejsie je kritérium AIC' (Akaike information criterion), ktoré zavadza
Cipra; (2008, str. 342):

N 2(k+1+1)
AIC(k1) =1log (83 ) + =
kde 6Z(k7l) je rozptyl rezidui po odhade v modeli ARM A(k,l). Problematike od-

hadu parametrov modelu sa venuje kapitola [I.5 a [2.3]

1.5 Odhad modelu

Odhad parametrov modelu AR(p) mozeme zalozit na regresii. Plati
Xe=uw+01 X1+ -+ 0 Xop,

pret =p+1,...,n mame pozorované hodnoty ¢asoveho radu a odhadneme
(¢1,...,0p)" metédou najmensich Stvorcov, ktora je pripomenutd v kapitole .
Iny pristup spoc¢iva v momentovom odhade. Vzhladom k je (1, ..,0,) "
rieSenim sustavy

Po -+ Pp-1|P1

Pp—1 ---  Po | Pp
Nahradenim autokorelacii empirickymi profajskami dostaneme momentovy od-
had koeficientov.

Obecne je mozné odhadnit parametre stacionarneho a invertibilného radu
ARM A(p,q) momentovo, v praxi sa vSak na odhadovanie pouziva software s vlast-
nymi procedurami. NajcastejSie s implementované odhady, ako uvadza Cipra
(2008, str. 345), zalozené na podmienenej metéde maximélnej vierohodnosti,
ktort formulujeme v kapitole v kontexte odhadu parametrov linedrneho re-
gresného modelu s autokorelovanymi reziduami.
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2. Linearny regresny model s
autokorelovanymi reziduami

2.1 Zaklady linearnej regresie

V linedrnej regresii, ako popisuje napr. Andél (2007)), vysvetlujeme ndhodnu
veli¢inu Y ndhodnym vektorom X = (1, Xy,..., X;)". Y sa nazyva vysvetlovand
premennd, X je vektor regresorov. Model ma tvar

Y=08+8Xi+ +/hXp+e=8X+e¢,

kde ¢ je spojita veli¢ina s nulovou strednou hodnotou a kone¢nym rozptylom o2,
€ a X su nezavislé. € nazyvame reziduum.
V linedrnom regresnom modeli (LRM) mame pozorovania

X X X,
(}/f)ﬁ(}/j)ﬂ"')(Yn)a Xt:(laXt17'~-7Xt/€)T7

ktoré spliiaji

}/;5:60+51Xt1+"'+6kth+6t7 t:172a"'7n‘ (2]‘)

Predpokladd sa, ze € = {&;}}_; st i.i.d. ndhodné veli¢iny, E [g;] = 0, Var[g;] = o2.
Oznac¢me

1 X ... Xu X/ Y
]
1 Xp o Xk X Y,

Maticovy zéapis linedrneho regresného modelu je potom

Y =XB+e.

Pre odhadovanie parametrov 8 sa pouziva odhad metodou najmensich Stvor-
cov, ktory je konzistentny a za predpokladu g; ~ N(0, 02) je aj odhadom met6dou
maximalnej vierohodnosti. Je zname, ze B sa spocita ako

B=(x'X) XY,
ak ma X plni hodnost k + 1.

« Y = X8 je odhad E [Y|X] a nazjva sa vektor vyrovnangch hodnot odozvy.
« é=7Y —Y je vektor odhadnutych rezidui.

nn

S, = €'¢ je rezidudlny sucet stvorcov.
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o SS. =371 ,[Y; — Y,]? nazyvame celkovy sicet Stvorcov.

e RP=1- % je koeficient determinacie.
c

N -1
Rozptylova matica odhadu je Var [,8} = o? (XTX) . Odhad smerodatnej

N -1

odchylky 5; je teda \/62z;; kde xy; je i-ty diagonédlny prvok (XTX) .

Za normality rezidui je navyse
SSe

2
0¢

2
~ Xn—k—1s

SSe
n—k—1

z toho plynie, Ze 6% = je nestranny odhad ¢2. Dalej t-statistika

ma t-rozdelenie s n—k—1 stupnami volnosti, ¢o sa pouziva na testovanie hypotézy
Bi = ¢o, najcastejsie pre ¢g = 0.

2.2 Autokorelovanost rezidui

Vo finan¢énej ekonometrii je typické, ze pozorovania regresného modelu nemaja
charakter nahodného vyberu, ale st sledované ako vyvoj finanénych veli¢in v ¢ase.
Ak st v modeli ¢asové rady

{Yibe,, {Xul,, i=1...k,

autokorelované, model v praxi ¢asto vykazuje aj porusenie predpokladu nekore-
lovanosti rezidui {e;}} ;.
Cipral (2008, str. 94) uvadza mozné pric¢iny autokorelovanosti rezidui, napri-

klad:

1. Medzi regresormi chybaju niektoré veliciny, ktorych ¢asové rady vykazuju
autokorelovanost, ktora sa potom presunie do rezidui.

2. Medzi regresormi chybaju minulé hodnoty vysvetlovanej premennej alebo
niektorych regresorov.

3. Regresny vztah je nelinearny.

V pripade autokorelovanosti rezidui je vhodnym modelom pre chyby {e;}}",
staciondrny a invertibilny ARM A proces. Dostaneme linearny regresny model s
autokorelovanymi reziduami.

Definicia 10. Casovy rad regresorov a odoziev

() () (3

spliia linedrny regresny model s autokorelovanymi reziduami (LRM s ACR), ked
plati
Y =X3+e,

e ~ ARMA(p,q), € je nezavisld s X.

10



Model je teda zobecnenim ([2.1)) s pouzitim (|1.5). Po zlozkach ma tvar

Y =60+ 51X+ + BeXu
+o16-1 + -+ OpEiyp (2.2)
+uy + 91ut_1 + -+ 9qut_q,

kde {u;}iez je biely $um, e, = Y; — B7X,.
Pozndmka. V LRM s ACR budeme vzdy predpokladaf normalitu bieleho sumu

{us}.

Nasim postupom pri analyze LRM s autokorelovanymi reziduami bude algo-
ritmus naznaceny v knihe |Tsay (2002} str. 71).

1. Linearny regresny model
Y=XB8+¢

odhadneme metodou najmesich stvorcov. Odhadnuté chyby € st predmetom
zadujmu, nakolko ndm pomozu detekovat mozné autokorelacie v €. Checeme
testovat hypotézu Hy : € je biely sSum. K tomu budeme pouzivat Ljung-
Boxov, Durbin-Watsonov alebo Breusch-Godfreyho test, ktoré st popisané
v kapitole |3.1, Testy st navrhnuté na testovanie hypotézy Hy o nekorelo-
vanosti rezidui, testova Statistika a kriticky obor su typicky funkciami € a
poctu regresorov v modeli. Ak hypotézu nemdzeme zamietnut, prijmeme
klasicky LRM , v ktorom je B najlepsi nestranny odhad. Ak hypotézu
zamietame, su €4, ..., &, autokorelované a pokracujeme krokom 2.

2. Aby sme mohli pre rezidua identifikovat a odhadnif vhodny ARM A model,
potrebujeme posudit ich stacionaritu. Okrem prehliadky grafu é;,...,¢,
mozeme aplikovat test na jednotkovy koren. Koren z &~ 1 v autoregresnom
polynéme rezidui sposdbuje nestacionaritu, jeho pritomnost budeme tesovat
Dickey-Fullerovym testom, viac o problematike je v kapitole |3.2] Ak hypo-
tézu o jednotkovom koreni nemozeme zamietnut, vezmeme prvé diferencie
regresorov a odozvy, dostaneme novy model

AY; = Bo+ fiaXy + -+ BedA X+ t=2,3,...,n

a vratime sa na 1. krok. Ak hypotézu o jednotkovom koreni zamietame,
mozno povazovat € za stacionarnu postupnost. Na rezidua € aplikujeme
metody z kapitoly a identifikujeme model ARM A(p,q). Budeme teda
odhadovat model v tvare (2.2)). Prejdeme na krok 3.

3. Parametre modelu fy... 8%, ¢1...¢p, 01 ...0, odhadneme metédou maxi-
mélnej vierohodnosti z kapitoly 2.3} Adekvatnost modelu overime testova-
nim nekorelovanosti rezidui u = (uy, ..., u,)".

Ak bolo potrebnych viac iteracii na stacionarizovanie rezidudlnej zlozky e,
svedci to o pritomnosti viacnasobného jednotkového korena v autoregres-
nom polynéme. Vysledkom anylyzy je odhadnuty model

p q
AY, = BTAX + Y didi+a+ D Oy, t=d+1,...,n. (2.3)

i=1 =1

11



Zo vztahu

d d
A%, =Y, - (1>Y;_1 + (2) Yig— o+ (-1)%ig

dostaneme regresny vztah pre povodné Y;.

2.3 Odhady podmienenou metédou maximalnej

vierohodnosti
O odhade parametrov v modeli ARM A pise |Wei| (1990} str. 137). Predpo-
kladajme, 7e pozorujeme Casovy rad € = (g1,€y,...,&,) generovany modelom
ARMA(p, q),
U = E — ¢15t—1 — ... ¢p€t—p — Glut_l — ... Qqut_q.

Ak st dané pociatocné hodnoty u* = (ug...u;_,)", €* = (g9...€1-p) ", mdZeme
pre dané ¢ = (¢1...¢,)", 0 = (6, ...0,)" spocitat odhad reziduf

u (¢, 0 | u*e*) =u(,0), t=1...n

rekurentne:

ur($,0) = et — dr16r-1 — .. — Gperp — hup1(,0) — ... — Ogu_o($,0).
Ak predpokladdame E [u¢] = E [g¢] = 0 V¢, mézeme vziat napr. ug = -+ = uy_, =
O, 81:"‘28171;:0.

Predpokladame, Ze u je normalny biely sum, ktorého hustota je

1 1o,
fu(xl .- xn) = (271_)n/20_3’ exp{—m;xt} .

Vierohodnostné funkcia modelu je potom

9.0.02 [ &) = L eap{ 5L Sulo.0)2 )

u 20 1

Qw

Logaritmicka vierohodnost je

U,8,0% | u,e%) = —nlogo, — — (6,0 | u*,€").
a,

2

kde .
S(¢70‘u*7€*) Zutd)e

t=1

Z toho vidime, Ze ak ¢ je maximélna, potom ¢, @ minimalizuji stucet rezidualnych

stvorcov S(¢, 9).

Definicia 11. Nech € ~ ARMA(p,q). ((ﬁ7 é)T je odhad podmienenou vierohod-
nostou pri danych u*, €*, ked

(¢,6)" = argmin S($,6 | u’,€").

12



a = u(q?), é) je odhadnuty biely sum a SS, = S(q’A), é) je rezidualny sucet
stvorcov. Odhad rozptylu bieleho Sumu je zalozeny na SS,, rovnako ako v LRM,
to znamena

2 SSe

Oy =" PR

Problematika hladania odhadu je softwarova zalezitost, pouzivaji sa iteracné
algoritmy a ako pociatocné riesenie sa vezmi momentové odhady parametrov. Da
sa uvazovat varianta, v ktorej zvolime pociatocnt podmienku u, = u,_; = --- =
Upt1—q = 0 a pocitame u; (¢, 0) pre t =p+1,...,n. Potom je

n

S(¢v 0) = Z [ut(d)a 0)]2

t=p+1

a vo vypocte 62 by sa upravil menovatel, vzhladom k mensiemu poc¢tu odhadnu-
tych rezidui. V tejto forme je odhad implementovany najcastejsie.

V LRM s ACR uvazujeme obecnejsie aj rezidua s jednotkovym korenom, mo-
del

Y=XB+e

teda vznikol z povodného modelu diferencovanim a ma N = n — d pozorovani,
€ je stacionarny a invertibilny ARM A(p,q) proces. Metdda odhadu je zaloZena
na podmienenej vierohodnosti, ktoru aplikujeme na odhadnuté reziduda v LRM,
ktoré sit dané metdédou najmensich stvorcov. Ziskame odhad

(B,,0)" =argmin S(B8, 6,6 | u*,e%)

B,¢,0
kde
Ut(ﬁ7 ¢7 0) = Yrt - IBTXt - ¢1ét—1 e ¢pét—p
— O (B,0,0) — ... — Qqut—q(lg’ ®,0).
Rozptyl bieleho sSumu odhadneme ako
5_2: SS@ _ S(B?éaé) )
“ N—(k+1)—p—q n—-d—(k+1)—p—gq

13



3. Testovanie rezidui

3.1 Testovanie autokorelovanosti
V 1. kroku algoritmu z kapitoly sme uviedli potrebu testovat hypotézu
Hy : € je biely sum,

kde € = (g1,€9,...,&,)" st rezidud v regresnom modeli (2.1)). V tejto kapitole
uvedieme niektoré statistické testy, ktoré moézeme k tomu vyuzit.

Durbin-Watsonov test

O Durbin-Watsonovom teste piSe Cipra| (2008, str. 96). Test vychadza z pred-
pokladu € ~ AR(1), teda po zlozkach

6t:p€t—1+ut7 t:]-a"'7n)

ktorym sa autokorelovanost rezidui modeluje najcastejsie. Parameter p je vzhla-
dom k (|1.3]) korelaény koeficient s meskanim 1, & je biely Sum prave ked p = 0.
Hypotézu Hy teda mozeme napisaf v tvare

Hoip:O.

Testujeme ju proti alternative Hy : p # 0. Testova statistika spocitana z odhad-
nutych rezidui je

_ Sro(ér — €1)?

DW —
i1 &7

~2(1 - p), (3.1)

kde

o g Eifi
p - n ~2
2 =1 &7
je odhad p podla (l.1)). Zrejme mdme
o p=0 (plati Hy): DW ~ 2
e p =1 (susedné rezidua su silno pozitivne korelované): DW ~ 0

e p = —1 (susedné rezidud su silno negativne korelované): DW ~ 4

Statistika DWW nem4 ziadne z bezne pouzivanych rozdeleni. Jej kritické hodnoty
0 < dp < dy < 2 zavisia pocte regresorov v modeli a su tabelované, napr.
v Statistickych tabulkéch Likes a Laga (1978, str. 240-242) pre test proti jedno-
strannej alternative Hy : p > 0. Tabulka udava kritické hodnoty pre model
s parametrami (3o, 51)" a n = 100. Kritické hodnoty davaji oblasti, vid |Cipra
(2008)):

e« DW eC=(0,d;)U (4 —dr,4) = zamietneme Hy, rezidud si autokore-
lované.
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e DW € (dy,4 —dy) = Hy nemd6zeme zamietnut.
e DW € (d,dy)U (4 —dy,4 — dr) = neucinujeme ziadny zéver.

Nevyhodou testu je, 2e detekuje len autokorelovanost’ susednych rezidui pri—

.....

Poznamenajme este, ze pre skiimanie autokorelovanosti susednych rezidui mozno
ako orientac¢ny nastroj pouzift bodovy graf zavislosti ; na ¢, ;.

Hladina dr, dy
1% 1,52 1,56
5% 1,65 1,69

Pozn: Test proti jednostrannej alternative Hy : p > 0.

Tabulka 3.1: Kritické hodnoty Durbin-Watsonovho testu.

Ljung-Boxov test

Test, ktory detekuje aj autokorelacie s vacsim meSkanim, pochadza z ¢lanku
Ljunga a Boxa (Ljung a Box,|1978)) a je urceny povodne na testovanie nekorelova-
nosti bieleho Sumu po odhade modelu ARM A(p,q). Test je zalozeny na odhadoch
P1, - - - Pm, Ktoré sa spocitaju z € podla . Testujeme hypotézu

Hy:pi=p2=-=pn=0,
proti Hy : niektoré p; # 0. Testova statistika

LB—nn—i—QZ (3.2)

mé za platnosti Hy asymptoticky x? rozdelenie s m stupiiami volnosti. Za plat-
nosti H; st niektoré p; # 0, v prospech alternativy teda hovoria vacsie hodnoty
testovej statistiky. Kriticky obor mé preto tvar

C= (X?n(l - Oé),OO) )
kde X2, () znaci kvantil x? rozdelenia. Volba ¢isla m mozZe ovplyviiovat vlastnosti

testu, Tsay| (2002} str. 25) odporucéa vziat m = log(n).

Breusch-Godfreyho test
Tento test predpokladd model € ~ AR(p), p > 1,
Et = U+ P1E¢—1 + -+ OpEi_p.

Testujeme hypotézu

Hy:91=¢2="---=¢,=0,
proti alternative H; : niektoré ¢; # 0. Pre odhadnuté rezidua € uvazujeme po-
mocny regresny model

Er=v+1Xu+ - F Xy F 0181+ Ppép + Uy (3.3)
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Za testovu Statistiku (podla [Cipray, 2008, str. 98) vezmeme

BG = (n —p)R? (3.4)

(3.3)), zavedeny v kapitole 2.1} Cislo p sa voli vopred, pre mesacné alebo Stvrtroéné
data [Cipral (2008, str. 98) odporiuca brat frekvenciu dat za rok.

s kritickym oborom C = %(1 — ), oo). R? je koeficient determindcie v modeli

3.2 Testovanie stacionarity

V chovani staciondrnych rezidui e ~ ARMA(p,q) a nestaciondrnych s au-
toregresnym polynémom v tvare ®(z) = (1 — 2)%(1 — ¢12 — ... — Pp_q2P~%) st
vyrazné rozdiely. Vo vyjadreni e, = > 77 c;us—; koeficienty nekonverguju k nule
a rozptyl pozorovani (podmieneny pociatkom radu) lindrne rastie, je teda poru-
Seny aj predpoklad homoskedasticity rezidui v LRM. Nestacionaritu sposobent
jednotkovym korenom vieme vyriesit prechodom k diferenciam

Ae = (Agy, ..., Ay,

ktoré modelujeme ako stacionarny a invertibilny ARM A proces. V takomto pri-
pade hovorime o ARIM A procese. Obecne mdze byt na stacionarizaciu potrebné
diferencovat viac krat, hovorime € ~ ARIM A(p,d,q), ked Ae ~ ARM A(p,q).

Obecnejsie je mozné uvazovat model, v ktorom ®(z) = u(2)¢(z), polyném
u(z) mé korene na jednotkovej kruznici. Podrobne o problematike rezidui s jed-
notkovym korenom, ako aj o postupe v obecnom pripade, sa pise v ¢lanku [Tsay!
(1984). My sa vSak zaoberdme iba pripadom ked u(z) = (1 — 2)%.

Jednotkovy koren mozeme rozpoznat velmi pomalym poklesom odhadnutej
ACF. Aby sme rozlisili hrani¢né pripady, budeme pouzivat Statisticky test.

Dickey-Fullerov test

Test, ktory budeme pouzivat na hypotézu o jednotkovom koreni, navrhli Dic-
key a Fuller v knihe |Fuller| (1976, str. 372). Test je povodne urceny pre ¢asové
rady, my vsak rezidud nepozorujeme a testovi Statistiku musime spocitat z ich
odhadu metédou najmensich Stvorcov. Test vychddza z modelu € ~ AR(1)

€t = PE4—_1 + Uy,
ktorého autoregresny polyném ma4 jediny koren 1/p. Testujeme hypotézu
HO P = 1,

proti alternative H; : p < 1. Parameter p odhadneme met6édou najmensich Stvor-
cov a za Statistiku vezmeme t-Statistiku pre regresny koeficient p. Pocitame ju
z odhadnutych rezidui € a ma tvar

p—1 (B Em)

SSe —1 22\—1 A —1 A
\/(n_2)<2?:1 5t) Ou\/ 2?21 5%

DF =

(3.5)
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kde

I Dy -
P= ——n-1 2 SS. = (n—2)& Z P€t1
i1 € =2

Zaporné hodnoty testovej statistiky hovoria v neprospech hypotézy, kriticky
obor mé tvar (—oo, u(«)). DF sa za platnosti hypotézy neriadi Standardnym roz-
delenim, kvantily u(«) sa pre vybrané rozsahy a hladiny musia spo¢it simulacne.
Pre test v analyze ¢asovych rad autori uvddzaji hodnoty uvedené v tabulke [3.2]
Kvantily pre LRM s ACR s parametrami (3, 51)" sme stanovili simulac¢ne v ka-
pitole

Hladina Kvantil
1% —2,58
5% —1,95
10% —1,62

Tabulka 3.2: Kvantily Dickey-Fullerovej statistiky pre casové rady.
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4. Simulaéna studia

Cielom tejto kapitoly je presvedcif sa pomocou simulovania LRM s ACR
o vlastnostiach testov popisanych v kapitole 3] Budeme skimat ich hladinu a
silu za roznych predpokladov pre €. VSetky vypocty realizujeme pomocou prog-
ramu Mathematica (verzia 11.3).

4.1 Simulovany regresny model

Uvazujeme linearny regresny model s jednou vysvetlujiicou premennou a n =
500 pozorovaniami,

Y, =265+ 159X, +¢5, t=1,...,500. (4.1)

Regresory generujeme ako ndhodny vyber z rozdelenia N(2,9/4), index ¢ inter-
pretujeme ako ¢as. Dalej generujeme rezidud

e={e1,...,E500}
v tvare ¢asovej rady, uvazujeme modely, ktoré vychédzaji z bieleho sSumu
w ~ N(0,1/4).
1. {&/} je biely um, teda g, = u,. Znacime € ~ BS.
2. {&} jerad klzavych saétov MAQ1), ey = Ouy_q + wy.

3. {&:} je ndhodn4 prechadzka ARIM A(0, 1,0),
g = €41 + ;. Znacime € ~ RW.

4. {&;} je autoregresny rad AR(1), e, = ¢ei—1 + uy.
5. {é‘t} je rad ARMA(L].), gt — ¢8t_1 + 9ut_1 + Ug.

Vektor odoziev potom dostaneme z regresného vztahu. Vygenerujme priklad
modelu (4.1)) s reziduami v tvare bieleho Sumu. Pozorovania

X17"‘X5007 1/'1".'7Y'500
si najlepsie prehliadneme pomocou grafu dvojic {(X;,Y;) " }2%, ktory sa nazyva
korelogram a obsahuje informéciu o regresnom vztahu, vid obr. [4.1]

Priklad modelu (4.1)) s reziduami v tvare ndhodnej prechadzky je na obrazku
[4.2] Regresny vztah vSak vidime, az ked vezmeme Casové diferencie pozorovani,

{aX %, {avh.

ako ukazuju korelogramy [4.2] a [£.3]
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Obr. 4.1: Korelogram (X;,Y;), € ~ BS.

4.2 Analyza statistickych testov

Linedrny regresny model
Y; =265+ 159X, +¢, t=1,...,500.

odhadneme metdédou najmensich stvorcov a z odhadnutych rezidui £, ..., &5
spoCitame hodnoty statistik DW, LB, BG a DF. Budeme generovat 1000 neza-
vislych LRM a na ich zdklade si prezrieme empirické rozdelenie testovych Sta-
tistik pri uvedenych predpokladoch 1.-5. pre rezidua. Pre zamietanie hypotéz
pouzivame hladinu o = 0.05.

Ljung-Boxova statistika sa spocita zo vzorca . Za najvacsie meskanie
zvolime m = [log 500] = 7, kritickd hodnota testu je potom x2(0.95) = 14.07.

V Breusch-Godfrey teste volime parameter p — rad autoregreného procesu.
Volba podla frekvecie dat za nejaké vyznamnejsie ¢asové obdobie straca pri simu-
lovanych datach zmysel, ak vsak plati hypotéza, mala by byt dodrzand hladina
testu nech volime p akékolvek. My berieme p = 4 a za kritickii hodnotu teda
x3(0.95) = 9.49. Testova Statistika sa konstruuje podla (3.4)).

Biely sum
Rezidud generujeme ako proces bieleho Sumu,
Er = Uy, t:1,7500

Plati klasicky LRM a hypotéza Hy : € je biely Sum, testov DW, LB a BG. Ocaka-
vame, ze priblizne v 50 z 1000 pozorovani tychto testov bude lezat v ich kritickych
oboroch.

Histogram Ljung-Boxovej Statistiky (obr. je v sulade s jej teoretickym
rozdelenim. Vyberovy priemer je 6.87 a vyberovy 95% kvantil je 13.72, ¢o na-
poveda, Ze empirické rozdelenie je v dobrej zhode s y%. Test zamieta hypotézu
v 45 pripadoch z 1000.
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Obr. 4.2: Korelogram (X, Y;), € ~ RW.
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Obr. 4.3: Korelogram (AX;, AY;), e ~ RW.

Breusch-Godfreyho Statistika ma histogram spolu s hustotou x3 na obrazku
4.5l Empirické rozdelenie odpovedd skuto¢nému, vyberovy priemer je 3.98, ¢o
opit dobre odpoved4 E [BG] = 4. Vyberovy 95% kvantil je 9.06. Statistika pre-
kracuje kriticka hodnotu v 42 pripadoch, ¢o sa na prvy pohlad pomerne lisi od
oc¢akavanych 50. Mozeme pouzit binomicky test, ktory hypotézu

P[Zam.] = 0.05

nemoze zamietnut v prospech jednostrannej alternativy, s p-hodnotou 0.14.
Rozdelenie Durbin-Watsonovej Statistiky nie je zndme, mozeme si vsak pre-
hliadnut jeho histogram (obr. . Test proti jednostrannej alternative Hy : p > 0
déva kriticky obor (0,d;) a region nezamietania (dy,4). Kritické hodnoty pre
n = 500 neméame k dispozicii. Vyberovy 5% kvantil je rovny 1.86.
Rozdelenie Dickey-Fullerovej statistiky sa za platnosti alternativy e ~ BS vy-
razne lisi od rozdelenia za € ~ RW | test zamieta hypotézu o jednotkovom koreni
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Obr. 4.4: Hustota L-B Statistiky za e ~ BS.
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Obr. 4.5: Hustota B-G Statistiky za e ~ BS.

vzdy s rezervou a sila testu proti tejto alternative je velmi blizka 1. Empirické
rozdelenie Statistiky je na obrézku [4.7]

Rezidua ako kizavé sucty
Rezidud generujeme ako proces kizavych sictov M A(1) s parametrom 6,
5t:9Ut—1+Ut7 tzl,,500

Pre 6 # 0 neplati hypotéza bieleho Sumu, ani hypotéza o jednotkovom koreni.
Pre |0] < 1 je e invertibilnd postupnost. Splneny je model pre Ljung-Boxov test.
Zameriame sa na odhad sily

B = P[Zam.]

testov bieleho sumu L-B a B-G proti alternativam blizkym hypotéze, ktora plati
prave ked 6 = 0. Budeme volif # malé a pozorovat ¢etnosti zamietania n, z cel-
kového poc¢tu n = 1000, potom odhadneme silu ako

b
n
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Obr. 4.6: Hustota D-W $§tatistiky za e ~ BS.
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Obr. 4.7: Hustota D-F &tatistiky za alternativy e ~ BS.

« 6 =0.05

Ljung-Boxov test zamieta hypotézu v 84 modeloch z 1000, z toho spocitame
odhad sily.

BLB = 0.08
Breusch-Godfrey test zamieta v 99 pripadoch.
BBG =0.1

« 6 =0.1

Ljung-Boxov test zamieta v 290 pripadoch a Breusch-Godfrey test v 378
pripadoch.

BLB =0.29
Bpa = 0.38

Porovnanie empirického rozdelenia Ljung-Boxovej Statistiky s hustotou 2
za platnosti platnosti hypotézy je na obrazku
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Obr. 4.8: Hustota xZ a histogram L-B za alternativy.

« 6 =0.15

Ljung-Boxov test zamieta v 654 pripadoch a Breusch-Godfrey test v 771
pripadoch.

BLB =0.65
Bpa = 0.77
Odhadnuta sila B-G testu vysla opéf vicsia. Otestujme teda, ¢i je rozdiel

cetnosti zamietania vyznamny. Mame 1000 pozorovani vysledkov testov,
z ktorych si mozeme vytvorif kontingencénua tabulku.

| LB Zam. LB Nez.

BG Zam. 630 141
BG Nez. 24 205

Tabulka 4.1: Kontingen¢nd tabulka zamietania [-B a B-G testu.

Chceme otestovat hypotézu

Hy : B = Baa;
ktora plati prave ked P[LB Zam. & BG Nez.| = P[LB Nez. & BG Zam.|,

z ¢oho uz lepsie vidime, Ze hypotéza neplati. Uloha vedie na test linedrnej
kombinacie pravdepodobnosti multinomického vektoru, hypotézu H, zamie-
tame s p-hodnotou blizkou 0. Plati

Bea > Brs-

e 6 =0.2

Ljung-Boxov test zamieta v 915 pripadoch a Breusch-Godfrey test v 955
pripadoch.

BLB =0.92
BBG =0.96
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To uz napoveda, ze sila Breusch-Godfrey testu sa pri § > 0.2 rychlo priblizi
k 1. Histogram BG $tatistiky spolu s hustotou x je na obrazku

hustota
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Obr. 4.9: Hustota x? a histogram B-G Statistiky za alternativy.

Poznamka. Silu testov sme skumali aj pre model AR(1), &, = ¢e;_1 + u4. Pre
rovnaké numerické hodnoty parametru ¢ vysli sily testov podobne ako v modeli
M A(1). Sila sa blizi 1 pri ¢ > 0.2 a Breusch-Godfrey test sa tiez ukazal ako lepsi.

Rezidua s jednotkovym korenom

Rezidud generujeme ako ndhodni prechddzku (nestacionarny autoregresny
rad),

Et:é"t,l—i—ut, tzl,,500

Plati hypotéza o jednotkovom koreni Dickey-Fullerovho testu. Statistika DF
sa pocita podla vzorca , hypotézu Hy : € ~ RW zamietame ked DF <
1(0.05), kde u(a), o € (0,1) je kvantil rozdelenia DF za platnosti hypotézy. Roz-
delenie ani jeho kvantily neméame k dispozicii, pre model s jednym regresorom

Y = Bo+ 51 X + &

stanovime kvantil simulacne ako vyberovy kvantil na zaklade 4000 regresnych
modelov (4.1]).

u(0.05) = —2.95

Empirické rozdelenie DF' statistiky zo 4000 pozorovani je na obrazku [4.10}

Poznamka. Pre korektnost dodajme, zZe rozdelenie DF nezavisi na parametroch
Bo, 81 a o2. To sa nahliadne z toho, ze € = (I —H)Y = (I — H) € a dalej ked sa
vezme € /0, miesto €.
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Obr. 4.10: Hustota D-F statistiky za hypotézy € ~ RW.

Autoregresné rezida
Rezidué generujeme ako autoregreny rad AR(1) s parametrom ¢,
Eft:(lﬁé‘tfl—'—ut, t:1,7500

Pre ¢ # 0, |¢| < 1 je € staciondrna postupnost, neplati hypotéza bieleho Sumu
ani hypotéza o jednotkovom koreni. Pre ¢ = 0 plati hypotéza bieleho Sumu,
pre ¢ = 1 plati hypotéza o jednotkovom koreni. Je splneny model pre vsetky testy
— DW, LB, BG aj DF. Zamerajme sa tentokrat na alternativy blizke hypotéze
o jednotkovom koreni. Budeme uvazovat ¢ blizke 1 a odhadovat silu Dickey-
Fullerovho testu. Ako kriticki hodnotu budeme pouzivat 5% kvantil —2.95, ktory
sa ziskal simulacne.

. ¢=0.98

Dickey-Fullerov test zamieta hypotézu v 344 pripadoch z 1000 ked plati
alternativa ¢ = 0.98.

3DF =0.34
e ¢ =0.96
Dickey-Fullerov test zamieta hypotézu v 866 pripadoch.
BDF = 0.87

Empirické rozdelenie testovej statistiky spolu s empirickym rozdelenim za
platnosti € ~ RW si mbzeme prezriet na obrazku 4.11]

.« ¢$=0.94

Dickey-Fullerov test nemoze zamietnut hypotézu o jednotkovom koreni iba
v 3 pripadoch. Odhad sily po zaokrihleni je

Bpr = 1.
Tym sme sa presvedcili, ze sila testu sa pri ¢ < 0.94 blizi 1.

Pozndmka. Uz pri ¢ = 0.99 sa rozdelenie DF Statistiky 1isi tak, ze test zamieta
s pravdepodobnostou okolo 0.13, ¢o je podstatne viac ako hladina a = 0.05.
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Obr. 4.11: Histogram D-F statistiky za hypotézy a alternativy.

Rezidua ARMA
Rezidud generujeme ako ARM A(1,1) proces s parametrami p = 0.5 a § = 0.5,

Er = 0-5575—1 + O.5Ut_1 + Uy, t= 1, ey 500.

Neplati hypotéza o nekorelovanosti rezidui ani hypotéza o jednotkovom koreni.
Je splneny model pre Ljung-Boxov test.

Ljung-Boxov test zamieta hypotézu bieleho Sumu vo vSetkych 1000 pripadoch,
histogram testovej Statistiky (obr. potvrdzuje, Ze jej rozdelenie je hlboko
v kritickom obore a pre silu testu plati

fre = P[Zam.] ~ 1.

Breusch-Godfreyho test ma proti tejto alternative podobné vlastnosti ako Ljung-
Boxov. Testova statistika je velka a sila testu je blizka 1.

hustota
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Obr. 4.12: Hustota L-B statistiky za alternativy e ~ ARM A.

Na obrazku [4.13| uvddzame aj histogram Durbin-Watsonovej statistiky. Po-
tvrdzuje sa, ze jej rozdelenie sa lisi od rozdelenia za platnosti hypotézy bieleho
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Obr. 4.13: Hustota D-W statistiky za alternativy e ~ ARM A.

sumu, vSetky simulované hodnoty statistiky lezia s rezervou pod kvantilom, ktory
sme odhadli empiricky.

Dickey-Fullerov test zamieta vo vSetkych pripadoch hypotézu o jednotkovom
koreni. S prihliadnutim na fakt, ze vyberovy 95% kvantil —8.49 je s rezervou
v kritickom obore (—o0,—2.95), mézeme tvrdit

Bpr ~ 1.

Velka sila testov je spdsobend tym, Ze zvoleny rad je vzdialenou alternati-
vou hypotézy bieleho sumu aj jednotkového korena, ako aj dostatoénym poctom
pozorovani.
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5. Priklad

V tejto Casti prace nadviazeme na kapitolu 2.2 kde sme popisali obecny po-
stup pri analyze LRM s ACR. Aplikujeme ho na realne finan¢éné data. Spracovanie
je inspirované spracovanim prikladu v knihe Tsay| (2002, str. 66-72).

Sledujeme ¢asové rady kurzov CZK/EUR a CZK/USD za 100 obchodnych

dni na prelome roku 2018/2019.

t Détum USD/CZK EUR/CZK
1 8.10.2018 22,347 25,776
2 9.10.2018 22,427 25,779
3 10.10.2018 22,438 25,814
98 29.1.2019 22,529 25,752
99 30.1.2019 22,534 25,767
100 31.1.2019 22,445 25,779

Tabulka 5.1: Ukazka c¢asovych rad kurzov.

Ci st kurzy CZK/EUR a CZK/USD korelované, sa dé4 postudit z obrazku .

EUR/CZK
26.0
259}
2538}
25.7

256

O TALY

224 22.6 22.8

Obr. 5.1: Korelogram EUR/CZK a USD/CZK.

N4&s ciel je vysvetlit kurz CZK/EUR pomocou CZK/USD. Korelogram z po-
zorovani |5.1| naznacuje, ze medzi kurzami moéze byt dlhodobd rovnovaha dana

linearnym vztahom. Pre jednoduchost oznac¢me

X, = CZK/USD,,
Y, = CZK/EUR,.

To nas vedie k tomu, Ze budeme modelovat vztah medzi kurzami linearnym re-
gresnym modelom s autokorelovanymi reziduami,

Yi=08 + 65X +e, t=1,...
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Metodou najmensich stvorcov dostavame odhadnuty model
Y, =1521+047X, + &, t=1,...,100.

Koeficient 31 potvrdzuje, ze medzi X a Y je pomerne silny linearny vzfah, avsak
model zrejme nie je adekvatny ako ukazuje graf € na obrazku [5.2) z ktorého
vidiet, Ze rezidua e sa daju len fazko povazovat za nekorelované, skor pripominaju
nahodnua prechadzku.
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Obr. 5.2: Odhadnuté rezidua v LRM pre kurzy.

Viac o chovani rezidui napovie odhad ich autokorelacii. Keby boli rezidua
nekorelované, potom podla ([1.7)) by malo pre vacsinu pg, k > 0 platif

1
mﬂ<®1<1—a) S ~0.2,
2 n
ak pouzivame hladinu vyznamnosti o = 0.05.
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Obr. 5.3: Odhadnutd ACF rezidui v LRM pre kurzy.

Testy bieleho sSumu podla ocakavania zamietaju hypotézu s rezervou, Durbin-
Watsonov test dava

DW = 0.25,
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¢o naznacuje velku korelaciu susednych rezidui. V Ljung-Boxovom teste berieme
m = [log 100] = 4 a v Breusch-Godfreyho teste vezmime p = 7. Testové Statistiky
st velké.

LB = 218.41 > x3(0.95)

BG = 70.10 > x2(0.95)

ACF kazdého stacionarneho ARM A procesu klesa exponencialne k nule, my
vsak pozorujeme velmi pozvolny pokles, ¢o napoveda, ze autoregresny polynom
rezidui ma koren blizky 1. Predvedme teda test na jednotkovy koren. Hodnota
Dickey-Fullerovej statistiky je

DF = —2.68 ¢ C = (—00, —2.95).

Dickey-Fullerov test nemoéze zamietnut hypotézu o jednotkovom koreni. Rezidua
nemozno povazovat za stacionarne a identifikovat pre ne nejaky stacionarny mo-
del. Vezmeme teda c¢asové diferencie a dostavame LRM s ACR v tvare

AY; = v +1AX, + Ay, t=2,...,100.

Po diferencovani je regresny vztah zretelnejsi, korelogram podstatne viac pri-

pomina obrazok [4.1]

EUR/CZK
0.10

Ty e et SD/CZK
3

Obr. 5.4: Korelogram AEUR/CZK a AUSD/CZK.

Metodou najmensich stvorcov dostavame odhad modelu
AY; = —0.0002 + 0.198AX, + Ag;,, t=2,...,100.

Na obrazku 5.5 si mézeme prezrief odhadnuté rezidud Ae. Podla grafu ACF
(obr. hned zamietame hypotézu o jednotkovom koreni a dokonca nemozeme
zamietnut hypotézu o nekorelovanosti rezidui, identifikujeme pre ne Ae ~ BS.
Vsetky pr, k > 0 sa ukazali ako nevyznamné. K rovnakému zaveru dospejeme
prehliadkou PACF.

Otestujme teda hypotézu H, : Ae ~ BS testami z kapitoly |3 Spoéitame
Durbin-Watsonovu statistiku, jej kritické hodnoty st uvedené v tabulke |3.1 Do-
stavame

DW =1.82 > dyy = 1.69,
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Obr. 5.5: Odhadnuté rezidua po diferencovani.
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Obr. 5.6: Odhadnutda ACF rezidui po diferencovani.

Durbin-Watsonov test teda nemoéze zamietnuf hypotézu Hy. Spocitame Ljung-

Boxovu a Breusch-Godfreyho sStatistiku.

Vsetky testy hypotézy bieleho Sumu uz nemoézu zamietnut Hy. Prijimame teda

klasicky LRM,

{us} = {Ae;} st nekorelované, v ktorom je odhad metédou najmensich stvorcov

najlepsi nestranny odhad parametrov. Koeficient 4g je maly. Ak je model platny,

LB = 4.90 < x3(0.95) = 9.49
BG = 7.68 < x3(0.95) = 14.07

AY; = 70 + nAX, + uy,

AY; = —0.0002 4 0.198A X, + 1,

musi platit Hy : 79 = 0. Hodnota t-Statistiky pre Hy je
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hypotézu zamietame vtedy ked |T| > 1.98, podla prislusnych kvantilov rozdelenia
tg7. Konecne dostavame regresny vztah pre Y;:

}/t = 5/;5_1 + 0198 (Xt - Xt—l) + ﬂt.

Odhadnuty rozptyl rezidui {u;} je
AT A
a'a

62 =

99 — 2
Vsimnime si, Ze za platnosti modelu je 5, = ~;. Odhad B sa viak vyrazne
lisi od 4y, ktory je konzistentny. To napoveda, ze pre € ~ RW nemusi metoda
najmensich $tvorcov ddvat konzistentné odhady parametrov (8y, 3;)". Vezmime

teda v pévodnom modeli 5; = 4; a dostaneme realistickejsi odhad rezidui e.
Intercept [y zvolme napr. tak aby rad zacinal v 0.

= 0.0035.

rezidua

Obr. 5.7: Odhadnuté rezidud po konzistentnom odhade parametrov.

Graf novych € zretelnejsie pripomina proces ARIM A(0,1,0), ktory sme pre €
identifikovali. Podobne aj ACF na obrazku [5.8 viac podporuje tiito hypotézu.

ACF

1.0 e
0.8 .

0.6 .

0.4 ?.

0.2 .

Y
5 10 15 20 25

Obr. 5.8: ACF rezidui po konzistentnom odhade modelu.

Pre zaujimavost uvedme este hodnotu Dickey-Fullerovej statistiky.

DF = —1.60
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Zaver

V préci sme rozobrali niekolko problematik, spojenych s LRM s ACR, aby sme
mohli formulovat obecny postup pre jeho analyzovanie. Predstavovany model tak
mozeme pouzit, kedykolvek mame dany regresny model s ¢asovymi pozorovaniami
a pristupovat k jeho analyze algoritmicky.

Popisali sme testy hypotézy bieleho Sumu a test jednotkového korena. V si-
mulacnej studii sme odhadli hladinu testov a porovnali ju so skuto¢nou hladinou.
Uzito¢né bolo odhadnuf silu testov proti vybranym alternativam v okoli hypotézy.
Pri skiimani testov bieleho Sumu sme dospeli k zaveru

Bec > Brs,

pri reziduach MA(1) a AR(1). Stanovili sme kriticky obor pre Dickey-Fullerov
test ako

C = (—o0, —2.95).

Priklad z kapitoly [5| umoznil ilustrovat vsetky kroky algoritmu okrem identifi-
kacie ARM A modelu pomocou AIC' a odhadu regresného modelu podmienenou
vierohodnostou. Ukéazalo sa, aké uzitocné je uvazovat aj rezidua s jednotkovym
korenom ARIMA a neobmedzif sa len na stacioniarne ARM A rady. Vysvetlili
sme Y; = CZK/EUR, pomocou X, = CZK/USD, ako

Y;g = }/;_1 -+ 0198 (Xt - Xt—l) + ’lALt.

Zistili sme, ze pri existencii jednotkového korena dava metéda najmensich st-
vorcov nekonzistentné odhady parametrov a nasledne aj odhady rezidui, ktoré
nezodpovedaju skutoc¢nosti. To zdoraznuje uzitocnost kritického oboru C pri za-
mietani hypotézy o jednotkovom koreni rezidui. Ukézalo sa to ako dolezité prave
v skiimanom modeli.
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