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Uvod

Budeme se zabyvat (jednoduchou) nédhodnou prochizkou v jednom, dvou
a trech rozmérech. Nejprve pomoci zadané literatury (Feller, 1968) zpracujeme
urcité zakladni problémy pro jednorozmérnou verzi, jako je pravdépodobnost po-
lohy s € Z v ¢ase j € Ny, pravdépodobnost existence navratu do pocatku a (dis-
krétni) zakon arku-sinu. Nékteré dikazy uvedeme vlastni, nékteré doplnime o de-
taily a na nékteré se pouze odkazeme do literatury. Poté samostatné vytesime
problém pravdépodobnosti polohy s € Z¢ v ¢ase j € Ny prod = 2 a d = 3.
Ve dvourozmérné verzi uvedeme dva postupy. Prvni specidlné pro symetrickou
nahodnou prochazku a druhy obecné. V prvnim pripadé jako vedlejsi produkt na-
seho Teseni prijdeme na zajimavy fakt, ze existuje jakysi vztah mezi symetrickou
nadhodnou prochizkou v Z? a dvéma nezavislymi symetrickymi ndhodnymi pro-
chazkami v Z. Druhy ptipad provedeme obecné pomoci vlastnosti binomického
a multinomického rozdéleni a véty o uplné pravdépodobnosti. Na zavér se bu-
deme vénovat otdzce, zda ndvrat do poéatku je v Z? a v Z3 u symetrické ndhodné
prochazky jisty ¢i nikoliv.



1. Jednorozmérna nahodna
prochazka

1.1 Definice ndhodné prochazky

Definice (Jednoduchd ndhodna prochdzka v Z). Necht {X;}°, je posloupnost
nezavislych stejné rozdélenych diskrétnich ndhodnych veli¢in s hodnotami v {1},
které pro kazdé ¢ € N splnuji

PX;=1)=paP(X;,=-1)=g¢,
kde p, ¢ € (0, 1) a p+ ¢ = 1. Polozme Sy := 0 a pro kazdé j € N definujme
J
Sj = ZXl
i=1

Pak trojici ({Sj};io, D, q) nazveme jednoduchou ndhodnou prochdzkou v Z.

Poznamka.

e Jednoduché ndhodné prochazce v Z budeme casto rikat zkracené ndhodnd
prochazka.

« Terminem ndhodnd prochdzka se obvykle mysli pouze posloupnost {S; };’io.
Pro nase tcely se bude hodit zdiraznovat pravdépodobnosti p a q.

e V piipade, ze p = q = %, budeme ale hovorit pouze o posloupnosti {Sj};io
a nazveme ji symetrickou ndhodnou prochdzkou v Z.

Priklad. Takto definovanou nahodnou prochazku si muzeme predstavit jako po-
hyb po primce, kde za¢iname v bodé 0 a kazdou dalsi jednotku casu provadime
(nezavisle na predchozim pohybu) s pravdépodobnosti p jeden krok o délce 1
doprava nebo s pravdépodobnosti ¢ jeden krok o délce 1 doleva.

Poznamka. Nahodnym velicindam X, ¢+ € N, budeme tikat kroky, indexy j € Ny
budou predstavovat cas a ndhodné veli¢iny S; polohu v Case j.

1.2 Poloha s v case )

Motivace. Pro j € N odvodime, s jakou pravdépodobnosti se budeme nachazet
v poloze s € Z po j-tém kroku.

Poznamka. Tato problematika je fesena v (Feller, 1968, str. 68, 69 a 75) pomoci
poc¢tu moznych cest. My to provedeme trochu jinak. Uvedeme dva vlastni dikazy.
V prvnim dikazu vyuzijeme faktu, ze pocet jednicek ve vektoru

X := (X1, Xo, ..., X;)"

ma binomické rozdéleni. Druhy dikaz udélame pomoci charakteristickyjch funkci.
Neékteré kroky prvniho dikazu ale budou podobné jako v literature.
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Definice (Charakteristicka funkce). Je-li Z ndhodna veli¢ina, pak funkci
vz :R—=C, ¢z (t):= E(eitz), teR,
nazveme charakteristickou funkci veli¢iny Z.

Poznamka. Dale nemusi byt z (Feller, 1968, str. 68) hned jasné, jakych hodnot
v Z muze S; vlastné nabyvat. Zformulujeme tedy tvrzeni a provedeme dikaz
poradné se vSemi predpoklady.

Véta 1 (Pravdépodobnost polohy s v ¢ase j v Z). Necht ({Sj};io, D, q) je jed-
noduchd nahodnd prochdzka v Z, kde p € (0, 1) a ¢ =1 — p. Ddle necht j € Ny.
Oznacme

Sj;:{sez; |s|§j,j;S€Z}, (1.1)

tj. mnozinu vsech s € Z, |s| < j, takovych, Ze j + s je sudé cislo. Pak plati

D\ s i dts
(ﬂ?)p 2 ¢z prosé€S;,

0 pro s € L\ S;.

Specidlné, je-li {Sj};io symetrickd ndhodnd prochdzka v Z, pak plati

P (SJ = S) = (jis)Q_j7 S € Sj. (13)
2
Dikaz 1.

1. Je-li j =0, pak Sg = {0} a dosazenim dostaneme P (Sy = 0) = 1.
P(So=s5)=0proseZ)\{0} plati trividlné. Tedy pro j = 0 tvrzeni plati.

2. Necht j € N, tj. j # 0. Definujme si dvé nové diskrétni ndhodné veli¢iny P;
a Q; nasledujicim zptsobem
J J
i=1

=1

kde symbol ,I¢ zna¢i [[X; =z] = 1 <= X, = z. Tedy P; urcuje pocet
jednic¢ek ndhodného vektoru X a ); pocet minus jednicek. Pak plati

Qj=Jj—PFjasS;="P—Q; (1.4)

Pocet jednicek vektoru X mé binomické rozdéleni Bi (j, p), tj.

P(Pj=k) = @)p’fqﬂ'—k, ke{o, 1, ..., j}. (1.5)
Dle (1.4) pro k € {0, 1, ..., j} plati
P(Py=k)=P[P-Qj=k—(j—k)]=P(S;=2k—j). (1.6)



Je-lis =2k —jproke{0, 1, ..., j}, pak

k:J;S €Zals|<j.
Tedy z (1.5) a (1.6) plyne tvrzeni pro s € S;, tj. P(S; =s) =P (P; = k).
Pokud k € Z\ {0, 1, ..., j}, tj. s =2k —1 ¢ S;, z definice binomického
rozdéleni plyne P(P; =k) = 0 pro k € Z\ {0, 1, ..., j}. Pak dle (1.6)

plati P (S; =s) =P (P; =k) =0.

K dokazani specialni ¢asti staci za p a g dosadit % =271

Diikaz 2. Charakteristicka funkce veliciny X; je
ox, (t) =E (eit)ﬁ) = Y €"P(Xi=k)=pe'+qge " teR
ke{£1}

Z (Lachout, 2004, str. 86, Véta 15.13) vime, ze pro charakteristickou funkei souc¢tu
J € N nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in plati

s, (t) = lox, ), t€R.
Tedy

ps; (t) = (peit + qe‘“)j . teR.
Necht Y ~ Bi(j, p), pak dle (Lachout, 2004, str. 83, Ptiklad 15.4) charakteristicka
funkce binomického rozdéleni je

¥ J
oy (t) = (peﬂ—q) , teR.
Je-li Z ndhodna veli¢ina, pak pro linearni transformaci Z* = aZ+b, kde a, b € R,
plati

@z () = Eeit?" = EeitlaZ+h) — GitbEeitaZ) — ¢ithy,  (af) ¢ € R.
Dostaneme

pay—j () =e ¥ (pe%t + q)j = (peit + qe’“)j =g, (1), t €R.
Protoze z (Lachout, 2004, str. 84, Véta 15.9) vime, Ze charakteristickd funkce

(13

: VRV o D . D >
jednoznacné urcuje rozdéleni, dostaneme S; = 2Y — j, kde symbol ,=" znadi

rovnost v distribuci, tedy
J+ S

~ Bi(j, p).

Odtud jiz plyne tvrzeni, nebof staci nahradit vyraz
mického rozdéleni v (1.5).

J+s «

»5o " za ,k* v definici bino-

O

Priklad. Tento vysledek miizeme vyuzit napt. v hazardnich hrdch. Hrajeme-li
ruletu a sdzime na barvu (kazdé kolo stejnou castku), nase pravdépodobnost
uspéchu je p = %. Dle véty 1 (pravdépodobnost polohy s v case j v Z) si
muzeme spocitat, jakd je pravdépodobnost konkrétni hodnoty naseho kapitalu
v konkrétnim case (uvazujeme-li, ze mame neomezeny kapital), nebo jakd je
pravdépodobnost, Ze prekrocime ¢i spadneme pod urcitou hranici (staci scitat
pravdépodobnosti). Situaci, kdy nemédme neomezeny kapital, se zabyva tzv. ruin
problem, ktery je zpracovany v (Feller, 1968, str. 344-353).
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1.3 Navrat do pocatku

Motivace. V této sekci budeme zkoumat pravdépodobnost ezistence ndavratu
do pocdtku, tj. pravdépodobnost, ze nastane jev [S; = 0] pro néjaké j € N.

Definice (Navrat do pocatku v Z). Necht ({Sj};io, P, q) je jednoduchd na-
hodnd prochazka v Z, kde kde p € (0, 1) a ¢ =1 — p. Pak:

1. Jev [Sor, = 0] nazveme ndvrat do pocitku v case 2k, k € N;
2. Jev [k € N : Sy, = 0] nazveme ezistence ndvratu do pocdatku.
Poznamka.

o Navraty do pocatku s lichymi indexy neméa smysl definovat, nebot z véty 1
(pravdépodobnost polohy s v ¢ase j v Z) plyne, ze pravdépodobnost navratu
do pocatku v lichém case je nulova.

o V nékterych pripadech budeme povazovat jako ndvrat do pocdatku i jisty jev
[So = 0], i pTesto, Ze se o ,ndvrat“ v pravém slova smyslu nejedna.

Poznamka. V literature (Feller, 1968, str. 273, 3.11) jsou uvedeny dva vzorce
pro pravdépodobnost navratu do pocatku v case 2k, k € Ny. Zformulujeme si
tyto rovnosti jako lemma a to dokdzeme (udélame vlastni dukaz).

Lemma 2 (Navrat do poc¢atku v Z v ¢ase 2k). Necht ({Sj};io, P, q) je jedno-
duchd nahodnd prochazka v Z, kde p € (0, 1) a ¢ =1 — p. Pak pro kazdé k € Ny
plati

P (Sa, = 0) = <2:>p'“q’“ = <_k:2> (—4pq)* (1.7)

= € R.
f Pro &

<a> a(a—l)--k-j!(a—k—i-l)

Diikaz. Prvni rovnost v (1.7) plyne z véty 1 (pravdépodobnost polohy s v ¢ase j)
pro j = 2k a s = 0. Nyni dokéZeme

(2:) ot = (‘2) (—dpg)* Vk € No. (1.8)

Oznaéme si pro k € Ny levou stranu (1.8) jako Ly a pravou stranu jako Ry, tj.

Ry = <_§> (—4pq)* = (_§> <_§ - 1)/;;!' . (_5 S 1) (—4pg)".

Chceme tedy dokéazat Ly = Rj. Pouzijeme matematickou indukci.



1. Necht k£ = 0. Pak

a prava strana:

1 S Y S 1 IS (N Sy D |
R0:<02><_4pq)0_ ( 2)( 2 ) ( 2 - )4421':1‘

Tedy Lg = Ro.

2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k € Ny, tj. Ly = Rj. Chceme dokazat,
ze pak plati i pro (k + 1), tj. Ze plati

2(k+1 —1
Lyy = < §<:+ 1 )>Pk+1qk+1 = (k +21> (_4PQ)k+1 = Rp41. (1-9>

Pro Lyy1 a Ryy1 plati

2+ D) k1 (2k+2) (2K + 1) (2k)! ftl
bt = DI e+ 1)) (pa)"" = (k+ 1) (k!)? (24)
22k +1) (2k)!< )kﬂ 22k +1)pq
(k1) (R T k+1 M
N Y (P O B I (S b I R SRS SR | 1
Rk“:( L. 2(k:+)1)k:![ _ }(—41941)'“+1
(D)) (42 (k) (3-8
B (k+1) k! (=4pa)
(—3-*) 111 2k) 2 (2% + 1) pq
M k+1) (—4pg) = B k+1 (=4)pg = Kyl T
Tedy dostaneme
Lipi1 = Ry < 2(2:11)1%][% = 2<2:1—1)qu1€ < Li = Ry

Poznamka. Pro pravdépodobnosti z (1.7) zavedeme podobné znaceni, které
se pouziva v literature (Feller, 1968, str. 75).

Znaceni. Pro k € Ny, p€ (0, 1) a ¢ =1 — p oznacme

ua, (p, q) = <2kk>p’“qk = C}) (—4pq)", (1.10)

tj. pravdépodobnost navratu do pocatku v case j = 2k. Liché ¢leny definujeme
Ukt (p, q) =0,



Poznamka. V literatute se zavadi pouze ug; a pravdépodobnosti p a ¢ se vyne-
chavaji. Pokud ale p = ¢ = %, pak pro k € Ny budeme pouzivat znaceni stejné
jako v knize, tj. uy := uy, (%, %)

Definice (Vytvorujici funkce posloupnosti). Necht {ax},—, je posloupnost rel-
nych ¢isel a necht existuje ¢ € R U {+o0}, € > 0, takové, Ze mocninna rada
S o axs® konverguje pro viechna redlna |s| < . Pak redlnou funkci

As) =Y s, |s| <e, (1.11)
k=0

nazveme vytvorujici funkcei posloupnosti {a},o,.-

Poznamka. V (Feller, 1968, str. 273, rovnice 3.11) je uvedena vytvorujici funkce
posloupnosti pravdépodobnosti uy (p, q), k € Ny, z (1.10). Autor se struéné zmi-
nuje, ze se odvodi pomoci tzv. Newtonovy binomidlni formule, kterd je popsana
v (Feller, 1968, str. 51, rovnice 8.7), tedy pomoci Maclaurinovy rady reédlné funkce
(1+16)% |t| <1, a € R. Zformulujeme tento fakt jako lemma a provedeme dukaz
s vyuzitim této napovédy.

Lemma 3 (Vytvorujici funkce pro ug (p, q)). Necht p € (0, 1) a ¢q=1—p. Pak
vytvorujict funkce posloupnosti {uy (p, q)}rey je
1 1

—_— s < —. 1.12
V1 —dpgs® 4 2\/Pq (1.12)

Dukaz. Pro a € R zndme Maclaurinovu radu funkce

(1+6) =) (2‘>t’f It < 1. (1.13)

k=0

Ul(s) =

Z definice vytvorujici funkce, z lemmatu 2 (ndvrat do pocatku v case 2k, druha

rovnost) a z (1.13) pro |t| = | — 4pgs?| < 1 mdme
o o0 1 L
_ E 2% _ —2)(_ NF (4 2\ "2
U(s) = - U (P, q) 5™ = kg_o ( i ) ( 4pgs ) = (1 4pgs ) )

Dostévame tedy (1.14).
U

Lemma 4 (Jednodussi tvar pro U v bodé 1). Nechtp € (0, 1),q=1—pap #q.
Pak vytvorugici funkce posloupnosti {uy (p, q)}r—y v bodé s =1 je

U (1) = |piq|. (1.14)
Diikaz. Pro s = 1 jmenovatel (1.14) je:
VI=apg = /1 —4(1—q)q=1/1—4q+4g? = /(1 — 29)°
=Jl-a-a? =0 =lp—dl,
kde jsme vyuzili, ze p+q = 1.
]



Lemma 5 (Divergence pro symetrickou prochdzku v Z). Je-lip = q =
plati

3+ pak

oo
Z Ugr = +00.
k=0

Diikaz. Dle Stirlingovy formule

e

k!~ V2rk <k>k (1.15)

kde znak ~ znadi, ze pomér obou stran (1.15) konverguje k jedné pro k — oo.
Dle (1.10) a (1.15) ugy je pro k — oo priblizné

_ Qk —2k (Qk)' —2k
ek <k>2 i

Vom -2k (26’“)%2_% _ 2/rk 22 (12)2’“2
v ()] O

. . _1 . . o L o
Protoze vime, ze rada y ;2 k™2 diverguje, tak dle limitniho srovndvaciho kritéria
diverguje i fada >_7° ) uog.

O

Znaceni. Necht ({Sj};io, D, q) je jednoduchd ndhodna prochizka v Z, kde
p€ (0, 1) ag=1—p. Necht k € N. Oznacme

for (D, @) =P (52, =0, Sy #0Vj eN, j<k—-1), (1.16)

tj. pravdépodobnost prvniho ndvratu do pocatku v case 2k. Liché ¢leny definujme
for—1 (p, q) := 0 (nebot z véty 1 vime, Ze pravdépodobnost polohy 0 v lichém case
je nulova). Déle definujme fy (p, ¢) := 0 a oznacme f (p, q) := > 52y for (0, @),
tedy f(p, q) je pravdépodobnost existence ndavratu do pocdtku, tj.

f(p, ) =P (FkeN: Sy =0),

nebot for (p, ¢q) jsou pravdépodobnosti disjunktnich jevii. Pokud p = ¢ =
P D n = (L D poketh

Poznamka. K nalezeni pravdépodobnosti existence ndvratu do pocdtku muzeme
vyuzit fakt, ktery plati obecné pro posloupnost stejné rozdélenych velicin, viz. tzv.
rekurentni jevy. Tato teorie je zpracovand v (Feller, 1968, str. 307-316). Na strané
(Feller, 1968, str. 312, Theorem 2) je dokdzand nasledujici véta. My ji uvedeme bez
ditkazu, pouze ji zformulujeme trochu jinym zptisobem, aby obsahovala vsechny
potfebné predpoklady a nevyzadovala definice pojmi uvedenych na strankach
predtim. Poté ji aplikujeme na nas specialni ptipad ndhodné prochazky.

%, pak

Véta 6 (Vlastnost kone¢nych posloupnosti). Necht {E;}.2, je posloupnost stejné
rozdélengch (ne nutné nezavislych) ndhodngch wveli¢in (mohou byt i vektory).
Necht € je nejaka vlastnost konecnijch posloupnosti, ve smyslu, Ze jsme schopni



rozhodnout, zda posloupnost {e1, es, ..., ey} pro libovolné n € N tuto vlastnost
ma ¢i nikoliv (napft. ze soucet vSech prvku je nulovy). Necht n € N. Oznacme

En = {El, EQ, <oy En},

*
n

= P(En splnugje vlastnost 5),
fr.= P(En splnugje vlastnost €, ale Vk € N, k < n, Ei nesplnuje vlastnost 5),

n

tj. pravdepodobnost, Ze n je nejmensi prirozené cislo takové, pro které E, vlast-
nost € splnuje. Definugme fi :=0 a ujy := 1. Dadle oznacme

=Y ga = Y
e S

Pak plati
ff<l<<=u" <+o0. (1.17)

V takovém pripadé plati
u* —1

fr= , (1.18)

u*

je-li u* > 0.

Diikaz. K nalezeni v literature na (Feller, 1968, str. 312).
O

Poznamka. V nasem piipadé ndhodné prochdzky E, = {X;}! | a vlastnost ¢,

ktera nas zajima, je soucet vsech prvki rovny nule, tj. do pocatku se vratime
pravé tehdy, kdyz soucet kladnych a zapornych krokt je stejny. Mame tedy

up = un (p, q), fi = fu(p, @), u* = U(1) a f* je nase hledand pravdépodob-

nost f(p, q). Z této véty je patrné, ze k nalezeni pravdépodobnosti existence

tak nasledujici vétu.

Véta 7 (Existence navratu do poc¢atku v Z). Necht ({Sj};io, P, q) je jednodu-
cha ndhodnd prochdzka v Z, kde p € (0, 1) a ¢ =1 — p. Pak plati

f(p, @) =P(FkeN:Sy=0)=1~|p—q (1.19)
Diikaz.
1. Necht p=¢q = % Pak dle lemma 5 plati

(u* :) Zqu = 400
k=0

adle (1.17) f (= f*) = 1.
2. Necht p # ¢q. Pak dle lemma 3 a lemma 4 plati

> 1
ut =) ) ux(p, 9 =U(1) = :
( )kz::o 2 (b @) = O lp— 4l
Z véty 6 dle rovnosti (1.18) dostaneme
1
. Ul -1 -1
(f*=) flp, 9= W-1_p 4 —1-|p—gq| (1.20)

U(1)

lp—q
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O

Priklad. Z véty 7 (existence navratu do po¢atku v Z) vidime, Ze i pro maly
rozdil mezi pravdépodobnosti tispéchu a netspéchu jiz nemame zaruceny navrat
do nuly, tj. vratime-li se k nasemu prikladu s ruletou, at budeme hrat sebedéle,
nemame zarucené, ze se nékdy vratime do hodnoty kapitdlu, s kterou jsme zacali.

1.4 Diskrétni zakon arku-sinu

Motivace. V této c¢asti jesté ztustaneme u navratu do pocatku. Budeme zkoumat,
jaké je pravdépodobnost, ze pokud se omezime na konecnou posloupnost {Sj}?,
n € N, ze se v konkrétnim case j € Ny, j < n, vratime do pocatku naposledy, tj.
od j 4+ 1 az do ¢asu n se jiz do pocatku nevratime. Omezime se pouze na syme-
trickou ndhodnou prochazku a dostaneme vysledek, kterému se 1ika (diskrétni)
zakon arku-sinu.

Definice (Casovy tisek .J,,). Pron € Ny oznaéme .J, := {j € Ny; j < n} mnozinu
vSech indext posloupnosti {S;}>, od 0 do n. Této mnoziné budeme fikat casovy
7/ k j_

usek.

Definice. Necht {S; };io je jednoducha nahodné prochazka v Z. Nahodny jev
[Sgk:(), ng%OVjEN,k+1§j§n],k,nGNO, (121)
nazveme posledni ndvrat do pocdtku v case 2k na useku Jo,.

Poznamka. Pro pravdépodobnost ndhodného jevu (1.21) zavedeme stejné zna-
¢eni jako v literatute (Feller, 1968, str. 79).

Znaceni. Necht {Sj};io je symetrickd ndhodna prochazka v Z. Necht k& € Nj
a n € Ny. Pravdépodobnost posledniho ndvratu do pocatku v case 2k na casovém
useku Jy,, oznacime

Qokon =P (Sok =0, S #0Vj €N, k+1<j <n), (1.22)

Poznamka. Nejprve (bez dikazu) zformulujeme lemma, které se v knize (Feller,
1968, str. 76) nazyva hlavni lemma. Toto tvrzeni je v literatute dokazané v (Feller,
1968, str. 76-77) s tim, Ze se autor odkazuje na vétu the ballot theorem, kterd je
uvedend v (Feller, 1968, str. 69).

Lemma 8 (Hlavnf lemma). Necht {S;}7= je symetrickd ndhodnd prochdzka v Z.
Pak pron € N plati

P(S;#0VjeN, j<2n)=P (S, =0). (1.23)

Diikaz. V literatufe na (Feller, 1968, str. 76-77).
0

Poznamka. Nésledujici tvrzeni dokdzeme velice podobné jako v (Feller, 1968,
str. 79). Stejné tak jako v literature budeme vychazet z lemmatu 8, ale na rozdil
od dikazu v knize, ktery se ¢astecné opird o geometricky argument (pocty cest),
my vyuzijeme podminénou pravdépodobnost a nase jiz dokdzané lemma 2 (navrat
do pocéatku v Z v case 2k). Myslenka dikazu jinak zustava totozna.
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Véta 9 (Zakon arku-sinu pro posledni névrat do pocatku na Ja,). Necht {S; };’;0
je symetrickd ndhodnd prochdzka v Z. Pak pro k € Ny a n € Nq plati

on — 2k 2%k
L= 9~ (2n=2k) 22k, 1.24
F2k2 < n—k ) k (1.24)

Dikaz. OznaCme jevy A 1= [Sy; #0Vj €N, j <2n—2k|, B = [Sy, =0].
Zajimé nas tedy pravdépodobnost P (A N B). Z definice podminéné pravdépodob-
nosti vime, ze plati

P(A|B)P(B)=P(ANB). (1.25)

Z lemma 2 (névrat do pocatku v Z v ¢ase 2k) plyne, Ze pro symetrickou ndhodnou
prochazku plati

k

Nastane-li jev [Sg, = 0], muzeme Sy = 0 (polohu 0 v ¢ase 2k) uvazovat jako novy
pocatek a dostaneme

P(B) =P (Sy =0)= <2k> 272, (1.26)

P(A|B) =P (Soks; #0Vj €N, j < 2n — 2k| Sy = 0)
—P(S; £0VjeN, j<2n—2k).

Z lemmatu 8 (hlavni lemma) a z lemmatu 2 (navrat do pocatku v Z v case 2k)
plyne

P(AB)=P(S; £0Vj €N, j <2n— 2k)

2n — 2k
=P <S2n—2k = 0) = ( n—k )2_(2n_2k)~

Vynésobenim P (A|B) a P (B) dostaneme (1.24), tvrzeni je tedy dokdzano.
UJ

Poznamka. Rozdéleni dané pravdépodobnostmi v (1.24) se nazyva diskrétni roz-
déleni arku-sinu (ddu n ), nebot pro ,dostatecné velkd n € N je ptiblizné:

2
E Qakon »~=“ —arcsinyz, x € (0, 1). (1.27)
7r

keNp, k<zn
Vice informaci v (Feller, 1968, str. 79, 80).

Poznamka. Zakon arku-sinu se nevztahuje pouze na posledni navrat do po-
catku. Hodnoty aog o, k, n € Ny, jsou specidlni v tom, ze dle (Feller, 1968, str.
82, Theorem 2) zaroven urcuji pravdépodobnost, Ze na ¢asovém tseku Jo, stra-
vime 2k jednotek ¢asu na pozitivni pozici a 2n — 2k jednotek casu na negativni
pozici. D4 se ukazat, ze tyto pravdépodobnosti jsou nejvétsi bud pro malé k, nebo
pro velké k. Toto odporuje klasické naivni hracské intuici, ze kdyz hrajeme féro-
vou hru (p = %), ze musime priblizné pulku ¢asu stravit v pozitivnich hodnotach
a pulku Casu v negativnich.
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2. Vicerozmerna nahodna
prochazka

2.1 Definice ndhodné prochazky v Z¢

Motivace. Zobecnime definici jednoduché ndhodné prochazky do vice rozmeért.
Déle odvodime pravdépodobnost polohy s € Z¢ v case j € Ny pro d € {2, 3}
a nakonec se podivdme na navraty do poéatku v Z? a v Z3.

Poznamka. Vicerozmérna ndhodné prochazka v (Feller, 1968) nijak formalné
zadefinovnd neni. Pouze ji autor v (Feller, 1968, str. 359) popisuje jako ,pohyb
ve Ctyfech (popf. Sesti) smérech rovnobéznych s osami x a y (popt. z)“. Zformu-
lujeme proto poradnou matematickou definici (aby se shodovala s definici pro jed-
norozmeérny piipad).

Znaceni. Necht d e Na k € {1, 2, ..., d}. Symbolem e, ozna¢ime d-rozmérny
vektor, ktery ma na k-tém misté jednicku a v ostatnich slozkach nulu. Mnozinu
vsech téchto d-rozmérnych vektort a vektori k nim opa¢nym oznac¢ime symbo-

lem X7, tj. X4 := {iek; ke{l, 2, ..., d} }

Definice (Jednoduché ndhodnd prochdzka v Z?). Necht d € N a {X;};2, je po-
sloupnost nezavislych stejné rozdélenych d-rozmérnych diskrétnich ndhodnych

vektortt s hodnotami v X%, které pro kazdé i € N a kazdé k € {1, 2, ..., d}
spliuji:
P (Xz = ek) = Pr a P (Xz = —ek) = (qk, (21)
kde
p= (ph b2, ..., pd>T S (07 ]')d aq= (Qh q2, -, Qd)—r € (O) 1)d (22>

jsou takové, ze
d d
Yokt a=1. (2.3)
k=1 k=1

Polozme Sy := 04, kde 04 je d-rozmérny nulovy vektor, a pro kazdé j € N
definujme

J

Sj = ZX’

i=1

Pak trojici
({81}, p. a) (2.4)

nazveme jednoduchou ndhodnou prochdzkou v Z4.
Poznamka.

o Analogicky jako v jednorozmérném pripadé jednoduché ndhodné prochazce
v Z% budeme nékdy tikat pouze ndhodnd prochdzka v Z a nékdy dokonce
jen prochdzka v Z°.
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« Pokud py = qx = o pro vSechna k € {1, 2, ..., d}, misto o trojici (2.4)
budeme hovorit pouze o posloupnosti {Sj};io a nazveme ji symetrickou
ndhodnou prochdzkou v Z°.

o Je-lid =1, pak plati X! = {+1} a tedy tato definice odpovid4 nasi pivodni
definici pro jednoduchou ndhodnou prochazku v Z, kde p =p; a ¢ = ¢;.

Priklad. Podobné jako jsme na jednorozmérnou nahodnou prochézku nahlizeli
jako na pohyb po piimce, tak na dvourozmérnou nahodnou prochazku muzeme
nahlizet jako na pohyb po dvourozmeérném poli. Zacneme v pocatku (0, O)T a bu-
deme se pohybovat rovnobézné s osami souradnic = a y. Kazdou jednotku c¢asu
ucinime nezavisle na predchozim pohybu jeden krok délky 1 bud doprava, doleva,
dopredu a nebo dozadu s pravdépodobnostmi postupné pq, q1, p2 a ga. Dvouroz-
mérny ndhodny vektor S; bude urcovat nasi polohu v Z? po j € Ny krocich. Troj-
rozmérny pripad bude vypadat analogicky. Pfibude nam navic moznost jit jesté
nahoru a nebo doli s pravdépodobnostmi p3 a g3. Obecné v d-rozmérném pro-
storu, kde d € N, se budeme pohybovat rovnobézné s osami souradnic v 2d moz-
nych navzajem kolmych smérech s pravdépodobnostmi py, ¢, p2, G2, -, Pd, qa-

2.2 Poloha s v éase j v Z? (symetricka verze)

Motivace. V této a pristi podkapitole vymyslime, jak zobecnit tvrzeni 1 do dvou-
dimenziondlniho prostoru, tj. najdeme pravdépodobnost polohy S; v case j € Ny
v Z2. Nejprve tento problém vyfesime pro symetrickou verzi a poté se podivime
na obecnou.

Problém. Necht {S;}°7, je symetrickd nidhodna prochdzka v Z?. Déle necht
s € Z* a j € Ny. Jakd je pravdépodobnost P (S; =s) = ?

Poznamka. Pripomeneme si nejprve (bez dikazu) dvé znamé zakladni fakta
z teorie pravdépodobnosti, ktera se nam mohou hodit.

Lemma 10 (Marginaln{ rozdéleni a nezévislost). Necht (U, V)" je diskrétni
dvourozmeérny ndahodny vektor s hodnotami v I’ x A € Z x Z. Potom:

1. Margindlni rozdéleni veliciny U spociteme jako

P(U=u)=)» P(U=u V=u0), ueNy. (2.5)

vEA

2. Veliciny U a 'V jsou mezdvislé pravé tehdy, kdyz pro vSechna u € I' a v € A
plati
PU=u, V=0v)=PU=u)P(V=u). (2.6)

Poznamka. Jako TeSeni problému se nabizi rozlozit vektor S; na slozky
T
S, = (57, 8Y)

a zkoumat zvlast polohu S7 na x-ové ose a polohu S¥ na y-ové ose. Analogicky
miizeme rozlozit X; = (X7, X¥)" pro viechna i € {1, 2, ..., j}.
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Poznamka. Néhodny vektor X; = (X7, X¥)" nabyva hodnot z mnoziny

x2={(1, 0", 0 D", (-1,0", (0, -1} (2.7)
Tedy ndhodné veliciny X{ a X7 oboje nabyvaji hodnot z mnoziny {—1, 0, 1}.

Pozorovani 11. Ndhodné veliciny XT a X{ nejsou nezdvislé.

Diikaz. Pokud napf. nastane jev [X{ = 1], nemuze jiz nastat jev [X{ = 1].
]

Poznamka. Muzeme zkusit najit néjakou transformaci téchto vektorti, aby jed-
notlivé slozky jiz nezavislé byly.

Definice (Zobrazeni w). Definujme si zobrazenf w = (A, p)' : R? — R2, které
kazdému vektoru x = (x, y)T € R? prifadi vektor:

_ (1 —1 . Az, y) =z —y,
w(x)_<1 1>X’ U (e, ) =ty

Poznamka. Zobrazeni w je linedrni urcené matici:

1 -1
i)
Inverzni matice k matici A je:

11 1
_1_7
4 _2<—1 1)’

tedy matice A je regularni a zobrazeni w je vzajemné jednoznacné.

Poznamka. KdyZ zobrazeni w aplikujeme na vektory z mnoZiny X2, dostaneme:

o 1, m—(l‘ﬂ(l):<L1f,
b= 1) (1) =cr v
=
-

Y-
PISEE
Transformovany ndhodny vektor w (X;) tedy nabyva hodnot z mnoziny:
w(X?) = {21}, (2.8)

Otazka. Jsou jednotlivé slozky transformovaného vektoru w (X;) nezavislé?

—_ = —_ =

w 0—1
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Tvrzeni 12 (i. i. d. po transformaci). Necht i € N a X; = (X*, X¥)" je i-ty
krok jednoduché symetrické ndhodné prochdzky v Z2. Oznacme

Ui = sz—le,
V= XP 4+ X7

Pak U; a V; jsou nezdvislé a stejnée rozdélené nahodné veliciny splniujici

Diikaz. Bez ihony na obecnosti predpokladejme i = 1 (vektory X; jsou nezavislé
a stejné rozdélené pro vSechna i € N). Nejprve ukdzeme stejné rozdéleni. Necht
x = (z, y)T € X2. Pak z definice zobrazeni w je:

wx)=@Z—y c4+y) €w (XQ) = {+1}?

a pro tento vektor plati
Plw(Xy) =wx)] =P Xy =x) =7
kde v prvni rovnosti jsme vyuzili toho, ze w je vzdjemné jednoznacné zobrazeni
a druhd rovnost plyne z faktu, Ze pracujeme se symetrickou verzi ndhodné pro-

chazky. Pro vSechny ctyfi vektory (u, U)T =(x—y, x4+ y)T z mnoziny {+1}>
tedy plati

P [(UI, vi)" = (u, U)T} =P{Ui=u, Vi=v)= i. (2.9)

Z (2.8) vime, ze ndhodné veli¢iny U; a Vi nabyvaji hodnot z {£1}. Dle (2.5)
spocitame marginalni rozdéleni velic¢iny Uy

1 1 1

P(Ulz 1): Z P(Ul— 1, ‘/1:1)):14‘125,
ve{*1}

1 1 1

P(U,=-1)= Z P(Ui=-1 Vi=v)=+ =
ve{£1}

Analogicky spocitdme margindlni rozdéleni veli¢iny V) a dostaneme opét

1
PW=1)=P(WV=-1)= 7 (2.10)
Oboje veli¢iny tedy nabyvaji hodnot z {1}, kazdé s pravdépodobnosti % Jsou
tedy stejné rozdélené. Z (2.6) dostaneme, ze veli¢iny U; a V] jsou nezavislé, nebot
pro vSechna u, v € {1} plati

1

P(Ui=u)P (V) =v)= :ZzP(Ulzu,Vl:v).
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Znaceni. Polozime Sy := 0 a Ty := 0 a pro kazdé j € N oznacime

J J
Sj = ZUZ a,Tj 322‘/1'7
i=1 i=1
kde veliciny U; a V;, i € N, i < j, jsou specifikované v tvrzeni 12 (i. i. d. po trans-
formaci).

Poznamka. 7 tvrzeni 12 a z definice jednorozmérné ndhodné prochéazky plyne,
v . o) [e’e) . v s . s . 7 . ,

ze posloupnosti {S;} 7, a {7} 7, jsou dvé navzdjem nezévislé jednoduché syme-
trické ndhodné prochazky v Z. Dostaneme dokonce nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13 (Vztah symetrickych ndhodnych prochézek v Z a v Z?). Necht
{S;}52, je symetrickd ndhodnd prochdzka v Z* a necht {S;}22, a {T;}72, jsou
dvé nezavislé symetrické nahodné prochdzky v Z. Pak pro kaZdé j € Ny plati

1 -1
(Sj7 T’])T 2 <1 1) Sj'

Diikaz. Pro j = 0 tvrzeni plat{ trividlné. Necht j € N a s € Z?. Pak

a dostaneme

:P(iﬂ@ﬁnﬁ w@i

= P[(8), )" =w(s)],

kde jsme v druhém Fadku v prvni rovnosti vyuzili linearity zobrazeni w (tj. mi-
zeme ,zaménit* sumu a w).

[
Disledek 14 (Soucin pravdépodobnosti). Necht's = (s, t)T € Z? aj € Ny. Pak
PIS;=(s, )| =P(Sj=s—t)P(Ty =s5+1). (2.11)

Diikaz. 7 tvrzeni 13 (vztah symetrickych ndhodnych prochizek v Z a v Z?)
a z definice zobrazeni w plyne

PIS;=s]=P|(S;, T)T =(s—t, s+1)T].

Dle tvrzeni 12 (i. i. d. po transformaci) jsou pro kazdé i € N ndhodné veli¢iny U;
a V; nezavislé. Tedy i ndhodné veli¢iny S; a T} jsou nezavislé a z (2.6) dostaneme

PUS, T)T =(s—t, s+1) | =P(S;=s—t)P(Ij =5 +1).
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Poznamka. Muzeme tedy pouzit vétu 1 (pravdépodobnost polohy s v ¢ase j
v Z, specialni ¢ast) a dostaneme nésledujici vysledek.

Véta 15 (Pravdépodobnost polohy s v ¢ase j pro symetrickou prochdzku v Z?).
Necht {Sj};io je symetrickd jednoduchd ndhodnd prochdzka v Z*. Necht j € Ny.
Oznacme mnozZinu

T, := {(s, ez (s—t, s+1) €S, XSj},

tj. mnoZinu vsech (s, t)T € 72 takovijch, Ze j+ s —1t a j + s+t jsou sudd cisla
splriugici |s —t| < j a|s+t| < j. Pak plati

(j+§_t)2_j<j+§+t)2_j pro (s, t) € T;,

PIS;=(s, )] = ]
0 pro (s, t) ¢ T;.

Diikaz.  Plyne z dusledku 14 (sou¢in pravdépodobnosti) a ze specidlni Casti
ve vété 1 (pravdépodobnost polohy s v ¢ase j v Z). Mnozinu T; jsme odvodili
z mnoziny S;, kterd je specifikovana v (1.1). Aby pravdépodobnost pro polohu
(s, t)" byla nenulova, musi dle véty 1 a rovnosti (2.11) oboje hodnoty s —t a s+t
zéroven lezet v S;.

O

2.3 Poloha s v ¢ase j v Z? (obecna verze)

Poznamka. Nyni predvedeme druhy zptsob feseni naseho problému. V tomto
pripadé se jiz nebudeme omezovat na symetrickou verzi.

Problém. Necht
({Sj};ioa (p1, P2)T> (a1, Q2)T)

je jednoduchd ndhodnd prochézka v Z2, kde py, p2, q1, ¢2 € (0, 1) spliiuji
Ptpeta+g=1
Necht j € Ny a s € Z?%. Jaké je pravdépodobnost P (S; = s)?

Znaceni. Necht j € Nj. Nahodny vektor S; si opét rozlozime na slozky jako
T

S; = (Sj?”, Sf) . Je-li j > 0, jednotlivé kroky si rozlozime jako X; = (X7, Xf’)T

pro vSechna i € {1, 2, ..., j}.

Poznamka. 7 definice dvourozmérné nahodné prochazky vime, ze nahodné ve-
liciny X7 a X/, i€ {1, 2, ..., j}, nabyvaji hodnot z {—1, 0, 1}. Tedy ndhodné
veli¢iny ST a S¥ jsou soucty minus jednicek, nul a jednicek.

Definice (Horizontalni a vertikalni krok). Necht ¢ € N. Jev [X7 # 0] nazveme
horizontdlni krok a jev [X? # 0] nazveme vertikdlni krok.

Pozorovani 16. Pro i € N jevy [XF # 0] a [X] # 0] jsou disjunktni.
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Diikaz. Plyne z definice vicerozmérné nahodné prochazky, nebof vzdy v pravé
jedné slozce dostaneme nulu a v druhé plus nebo minus jednicku.

O
Znaceni. Necht 7 € N. Oznac¢me
J
Kj =) T[X] #0]
i=1
.
pocet plus a minus jednicek ve vektoru (Xf, X3, ...,Xf) , tedy pocet usku-

tecnénych horizontalnich krok.

Pozorovani 17. Pro j € N plati

j— K=Y T[XY £ 0],

=1

Diikaz. Vime, ze vzdy v jedné ze slozek dostaneme nulu. Tedy, pokud mezi j kroky
mame K; nenulovych x-ovych slozek, pak nutné musime mit j — K; nenulovych

y-ovych slozek.
OJ

Poznamka. Pokud bychom znali hodnotu K; = k pro néjaké k € Ny, k < j, tj.
védéli bychom presny pocet horizontélnich kroki (doprava nebo doleva), tedy k,
a presné pocet kroku vertikdlnich (nahoru nebo dolu), tedy j — k, pak podobné
jako v dikazu véty 1, by veli¢ina S} zavisela na poctu kroki doprava mezi vsemi k
horizontalnimi kroky a velicina S¥ na poctu kroki nahoru mezi véemi j — k
svislymi kroky.

Priklad. Pokud j =5 a k = 3, pak do bodu (1, O)T se dostaneme pravé tehdy,
kdyz uc¢inime dva kroky doprava, jeden doleva, jeden nahoru a jeden dolu (v li-
bovolném poradi). Pokud ale k& nezndame, pak do bodu (1, 0)T se v Case j = 5
muzeme dostat vice zpusoby, napr. také tfemi kroky doprava a dvéma doleva.

Poznamka. Obecné je K; ndhodné. Budeme nejprve zkoumat jev
(57 =5, SY=1| K; = k|

proj € N, ke Ny, k <j,as, t e Zsplujici s € Sy at € S;_; (mnozina S;
je specifikovana ve vété 1).
Znaceni. Oznacme

De + qe

Te aheg:=1—rpro € N.

Poznamka. r; je pravdépodobnost kladného kroku za podminky, Ze se pohybu-
jeme po z-ové ose, a h; je pravdépodobnost zaporného kroku za stejné podminky.
Analogicky pro ry a hs.

Lemma 18 (Poloha s v ¢ase j v Z? za podminky K; = k). Necht j € N, k € N,
k<j,s€Zatecl.
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1. Pokud s € S, at € Sj_y, tj. s+ k at+ j—k jsou sudd cisla a |s| <k,
It| <j—k, pak plati

" k kts g kts j—k Jokt g Gkt
P (Sj =5, S{=t| K; = k;) = <m>r12 hy 2 (ij)TZ > R e
2

2

2. Pokud s € Z\'Sy, nebo t € Z \ Sj_y, pak plati

P(S;:s, SY =t Kj:k;):o.

Diikaz. Necht nejprve s € Sp a t € S;_j. Oznacme

Pri= YT = 1

i=1

pocet kroki doprava mezi vSemi horizontalnimi kroky a

P/ = ZI[[Xiy =1]
pocet kroki nahoru mezi vSemi vertikalnimi kroky. Mizeme si uvédomit, ze pro
pevné k jsou tyto dvé veliCiny nezéavislé (mame presné dany pocet k horizontélnich
a j —k vertikdlnich kroki, jednotlivé kroky jsou dle definice nezavislé, tedy i pocet
krokl doprava mezi vSemi horizontalnimi je nezavisly s poc¢tem krokti nahoru mezi
vSemi vertikdlnimi). Podobné jako v dikazu véty 1 (pravdépodobnost polohy s
v Case j v Z) maji obé tyto veli¢iny pro pevné K; = k binomické rozdéleni, tj.
P¥F

J

Kj ~Bi(K;, ) a PY|K; ~Bi(j — Kj, 1), (2.12)

mysleno ve smyslu rozdéleni P a P/ podminéné jevem [K; = k]. Podobné jako
v dukazu véty 1 dojdeme k platnosti

(57
Z (2.12) a z (2.13) dostaneme podobné jako v dikazu véty 1

Kj) - (Pf

Kj) = Kja (SUK;) =2 (PY|K;) = (= K;).  (213)

k k k+s k—s
P(SJI_SKJ_]{>_P<PJI_S—’2_ Kj—k)_<k+s>r12 h127
2
t+75—Fk J—k\ ikt ket
P (Sjy :t‘ K; = k) =P (PJy - 9 K; = k) - <j—k:+t Ty hy )
2
kde jsme v exponentu nad hq a hy vyuzili
k k —  —k+t —k—1
[P ek B N e .
2 2 2 2

Protoze Pf|K; a P/|K; jsou nezavislé, pak i S7|K; a SY|K; jsou nezévislé (zavisi
na stejnych krocich), tedy vysledek je soucin vyse uvedenych pravdépodobnosti
a prvni Cast tvrzeni je dokdzand. Je-li s € Z\ Sy nebo ¢t € Z\ S;_, pak podobné
jako ve vété 1 dojdeme k zaveéru, ze alespon jedna z vyse uvedenych pravdépo-
dobnosti je nulova a tedy i celkovy soucin je nulovy.

O
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Lemma 19 (Pocet horizontélnich kroku). Necht j € N a k € Ny, k < j. Pak
plati

P(Kj=Fk) = @) (pr+ @) (P2 + @) "

Diikaz. Pro i € N jev [X7 # 0] dle definice vicerozmérné nadhodné prochézky
nastane s pravdépodobnosti p; 4+ ¢1, tj. s pravdépodobnosti p; + ¢; ucinime hori-
zontalni krok. Pak ndhodnd velic¢ina I [ X7 # 0] ma alternativni rozdéleni s para-

metrem p; + g1 a
J
Kj =) T[X7 #0]

i=1

mé& binomické rozdéleni Bi (j, p1 + q1).

O

Poznamka. Protoze nahodné jevy [K; = k| a [K; = ] jsou disjunktni pro k # [,
kde k, | € Ny, k, I < j, a maji vSechny kladnou pravdépodobnost, pak pravdé-
podobnost P (Sj” =5, S = t), kde s —t € S;, s+t € S;, miZeme ziskat pomoci
véty o uplné pravdepodobnosti jako

J
P(Si=s SI=t)=) P(S5=5 SU=t|K;=k)P(K;=k). (214)

J J
k=0

Podminku ,s —¢t € §;, s+t € S;“ jsme si ,vypujcili“ z véty 15, nebot jiz
vime, ze do jinych bodt se ,nemiizeme dostat“. Protoze spousta vyse uvedenych
pravdépodobnosti za sumou vyjde nulovych, tak si také odvodime novou mnozinu,
pres kterou budeme sc¢itat ¢isla k. Dostaneme nasledujici vysledek.

Véta 20 (Poloha s v ¢ase j v Z? - obecnd verze). Necht
({Sj};io: (p1, pz)T7 (g1, Q2)T>
je jednoduchd ndhodnd prochdzka v Z?*, kde p1, pa, qi, q2 € (0, 1) splriugji
prt+peta+g=1
Necht j € Ny a (s, t)T € Z?. Pokud s —t € Sj a s+t €S;, pak pravdépodobnost
PIS;=(s, )]

je rovna vyrazu

k kis p_kis (g — f\ dzket g -kt (g & -
Z <k+s> r? hy 2 (j—k;+t>7”2 : hé : (k (p+ @) (P2 + ),
2

s+k t+j—k

K; (s, t)::{kENO; |k|§j,T€Z, ls| <k, 5 €7, |t|§j—k}.
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Diikaz. Pro j € N plyne z lemmatu 18 (poloha s v ¢ase j v Z? za podminky
K; = k), lemmatu 19 (pocet horizontalnich kroki) a z (2.14). Mnozina K; (s, t)
je mnozina takovych k& € Ny, & < j, pro kterd plati s € Sy at € S;_;, tj. s+ k
at+j—k jsousudd ¢isla a |s| <k, |t| < j— k, nebot pravé pro tyto trojice k, s
a t jsou pravdépodobnosti z lemmatu 18 nenulové. Necht j = 0. Pak z definice
vime, ze pravdépodobnost polohy 0, v case 0 je 1 a pravdépodobnost nenulové
polohy v case 0 je nulova. Pro s = t = 0 dostaneme K, (0, 0) = {0} a dosadime-li
do sumy vyse k = j = s =t = 0, dostaneme 1. Pro s # 0 nebo t # 0 je K, (s, ?)
prazdnd mnozina, tedy trivialné ,nascitame nulu.

O

2.4 Poloha s v éase j v Z°

Poznamka. Zobecnime piedchozi vysledek do Z3. Princip odvozeni bude totozny
jako v Z2, budeme tedy postupovat velice struéné. Zajima nds pravdépodobnost
polohy (s, t, u)T € 73 v ¢ase j € Ny pro jednoduchou ndhodnou prochéizku
v 7Z3. Znaceni S7 a S¥ bude analogické jako v predchozi sekci. Pfibude ndm navic
treti slozka S7. Opét si oznacime Kj; pocet vsech horizontdlnich krok, tj. kroku
po ose z. Dale si oznacime L; pocet vsech vertikalnich krok, tj. krokt po ose y.
Pak M; := j— K; — L; je pocet vSech krokt po ose z. Podobnou tvahou jako v Z?
dojdeme k nasledujicim vysledkiim.

Lemma 21 (Poloha s v Case j v Z* za podminky K; = k a L; = ). Necht
jeNk, leNy, k+l<jas, t, uclZ JeliseS,, teS auecS__i, pak
pravdepodobnost

P(Sy=s S/=t S;=ul Kj=k L;=1)
je rovna vyrazu

k+s k+s I+t I+ ) — _ j—k—l4+u . j—k—l+u
k TThk_ 2 l T,Thl_Tt J k ! r%hﬂ_k_l_%
k+s |'1 1 4+t ]2 2 J—k—l+u 3 3 :

2 2 2

Diikaz. DokéZe se podobné jako lemma 18 (poloha s v ¢ase j v Z* za podminky
U

Lemma 22 (Pravdépodobnost podminky K; = k a L; = [). Necht j € N,
k, 1l €Ny ak+1<j. Pak plati

— _ _ ]' k l j—k—l
P<KJ - k’ Lj - l) - AN (]—k—l)' (p1+q1> (p2+Q2) (p3+Q3> .

Diikaz. Podobné jako v Z* ndhodna veli¢ina K; méla binomické rozdéleni, ma né-
hodny vektor (K;, Lj;, Mj)T multinomické rozdéleni s paremetrem j a vektorem

pravdépodobnosti (p1 + q1, p2 + g2, p3 + Q3)T-
O
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Véta 23 (Poloha s v case j v Z?). Necht

({Sj}j’i(p (1, P2, p3)Ta (a1, o, Q3)T>

je jednoduchd ndhodnd prochdzka v Z3, kde py, pa, q1, G2, p3, q3 € (0, 1) spliuji
P+pe+qa+q@+ps+qs=1 NechtjeNyal(s, t, u) €Z Pak plati

PIS;=(s t,w)]= > alk )bk D),

(k,D)TeL
kde
k % kj_% l I# l—H—Tt j_ k: —l w .—k—l—#
2 2 2
J! k l i—k—1
bk, 1) := J
D=3 (G—k—1)! (pr+a1)” (p2 +a2) (p3 + 45)

pro (k, l)T z mnoziny L, kterd je dand predpisem

L:= {(k’, Z)T eENygx Ny, k+1<j, seSg, teS, UESj_l_k}.
Diikaz. Plyne z lemmatu 21 (poloha s v Case j v Z? za podminky K; = k
a L; = 1), lemmatu 22 (pravdépodobnost podminky K; = k a L; =) a z véty

o uplné pravdépodobnosti. Mnozina L je odvozena z lemmatu 21 z podminky

pro nenulovou pravdépodobnost.
O

2.5 NAvrat do poéatku v Z?> a v Z3

Motivace. V této sekci se podivame na existenci ndvratu do pocdtku v 72 a v 73,
tj. zda je pravdépodobnost 1, Ze se do poc¢atku nékdy vratime.

Poznamka. Podobné jako v jednorozmérném pripadé vyuzijeme vétu 6 (vlast-
nost koneénych posloupnosti). Najdeme tedy pravdépodobnost navratu do po-
catku v konkrétnim case 2m, m € Ny, a podivame se, zda soucet vSech téchto
pravdépodobnosti konverguje nebo diverguje.

Lemma 24 (N4vrat do pocatku v Z? v case 2m). Necht
({81320 1 22, (a1 @2)")
je jednoduchd ndhodnd prochdzka v Z2, kde p1, p2, q1, q2 € (0, 1) splriuji

prt+petat+g=1
Dale necht m € N. Pak pravdépodobnost P (Sa,, = 03) je rovna vijrazu

“~ (2k om —2k\ .. [(2m o
Z<k>rfh’f<m_k)r2 “h k(Zk)<p1+q1>2k<p2+q2>2 ",

k=0

Specidalné, pro symetrickou verzi plati

2m 2
p<s2m202>:( ) y-im,

m
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Diikaz. Obecné verze je piimym disledkem véty 20 (poloha s v case j v Z? -
obecnd verze). Staci dosadit s =t =0, j = 2m a ,k +— 2k*“. Mnozina Ky, (0, 0)
je mnozina vSech sudych ¢isel od 0 do 2m, tedy sc¢itame pres 2k, k € Ny, 2k < 2m
(v sumé muzeme ,zredukovat® na scitdni pres k € Ny, k& < m). Symetrickd
verze je dusledkem véty 15 (pravdépodobnost polohy s v ¢ase j pro symetrickou
prochdzku v Z?) pro stejnd s =t =0 a j = 2m.

U
Lemma 25 (Ndvrat do pocatku v Z3 v case 2m). Necht
({Sj};ioa (1, P2, p3)T7 (a1, o, Q3)T>

je jednoduchd ndhodnd prochdzka v Z3, kde py, p2, q1, G2, p3, q3 € (0, 1) splriugji
p1+pe+aq+q+ps+qs =1. Necht m € N. Pak plati

P(Sam=03)=> > Tlk+1<m| a(2k 20) b(2k, 21), (2.15)
k=0 =0
kde
2k 21 om — 2k — 20\ o
a(2k, 20) = <k>r’fh’f<l>r§hl2< e >r3 bl =it
2m)! 2
b(2k, 21) = (2m) (p1+Q1)2k (p2+Q2)2l (P3+Q3)2 2

(2k)! (20)! (2m — 2k — 21)!
prok, l € Ny, k+1<m, a symbol ,1“ znact

Ik+l<m]=1<=k+1<m.
Specidlné, v symetrickém pripadé plati

k+l<m] (2m)!
P (Sam = 03) = ZZ T (k- DT (2.16)

k=0 [=0

Diikaz. Obecné verze tvrzeni plyne z véty 23 (poloha s v ¢ase j v Z?). Dosadime
s=t=u=0,7=2m, k— 2k“a l— 2l“ Pros=1t=wu=0 jel mnozina
vSech vektoru (2%, QZ)T, k, 1 € Ny, 2k + 21 < 2m. Tedy s¢itdme pres k, | € Ny,
k 4+ 1 < m. Pro symetrickou prochdzku v Z? jiz nemame odvozen zadny ,hezéi“
vztah bez sumy jako to bylo v Z?. Dosadime tedy do (2.15) hodnoty

1 1
23 1 2 3 9

D=

N =T9=T3=
_I_

=
D=

tj. p1=q =p2 =g =p3 = q3 = 3. Pak pro k, I € Ny, k41 < m, dostaneme

2m — 2k —20)! 1

a2k, 20 = R EICm = 2k 2 ) 1 (217)

(k)" )" (m—k—1)~ 22m

(2m)! 1
b(2k, 2l) = 2.18
(2%, 21) (2k)! (20)! (2m — 2k — 21)! 32m. (2.18)

Vynésobenim rovnosti (2.17) a (2.18) dostaneme vyraz za sumou v (2.16).

U
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Poznamka. Z ekvivalence (1.17) ve vété 6 (vlastnost koneénych posloupnosti)
podobné jako v dukazu véty 7 (existence navratu do poc¢atku v Z) vime, ze plati

(f"=)P(Em eN: 8y, =0g) =1 <= (u" =) i P (Sgm = 04) = 400, (2.19)

m=1

kde d = 2 nebo d = 3. Zkoumat konvergenci fady > >°_; P (S, = 04) pro ne-
symetrickou ndhodnou prochazku by bylo slozité. Problém existence ndvratu do
pocdatku v Z2 a v Z> budeme tedy nadale FeSit pouze pro symetrickou ndhodnou
prochazku. Dikaz néasledujici véty je uveden v literatuie (Feller, 1968, str. 360,
361). Budeme postupovat obdobné.

Véta 26. Necht d € {2, 3} a {S;}72, je jednoduchd symetrickd ndhodnd pro-
chdzka v Z°.

1. Je-lid=2, pak P(Im € N: Sy, =0y) = 1.
2. Je-lid=3, pak P(Im € N:S,,, =0,) < 1.

Dukacz.

1. Necht d = 2. Pak dle lemma 24 (ndvrat do pocatku v Z? v ¢ase 2m) plati

Z P (Sam = 0,) = Z <2m>224m.

Podobné jako v dikazu lemmatu 5 (divergence pro symetrickou prochazku
v Z) dostaneme ze Stirlingovy formule pro m — oo priblizné

P (Som = 02) = <2m> 22mr _ [(2m)!22m: 2

m (m!)?
o7 - 2m () [0 \/m 22m (2m>2m
Vo (2) T [ 2 ()"

B 1

™m

2—2m

Q

ProtoZe vime, Ze fada 300, m™! diverguje, pak ze srovndvaciho limitniho
kritéria plyne

(u* =) iil P (Sam = 02) = +00.

Z (2.19) dostaneme, ze

:) ZP(HmENSQmIOQ):l
m=1

2. Necht d = 3. Dle lemma 25 (névrat do poc¢atku v Z3 v case 2m) a (2.19)
potTebujeme vysetrit konvergenci rady

N I[k+1<m](2m)!
ZZZ 62m [K11) (m — k — 1)1 (2.20)

m=1 k=0 [=0
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Vyraz uvnitt fady (2.20) pro m € N, k, [ € Ny, k + 1 < m, se rovna

I[k+1<m]@2m) (2m)! ml 2

62 [k (m —k — 0)]*  22m (m))? |3k (m— Kk —1)!

Prom e N, k, [ € Ny, k+1 < m, ozna¢me

m!

3k (m—k— 1)

v (k, I,m) =

Poznamka: Vyse uvedené hodnoty odpovidaji pravdépodobnostem v lem-
matu 22 (pravdépodobnost podminky K; = k a L; = [) pro symetrickou
nahodnou prochdzku s p; + ¢1 = pa + ¢2 = p3 + gz = 37', tedy urciji prav-

dépodobnostni rozdéleni a vyscitaji se na jednicku.

Nyni se odkdzeme na literaturu. Dle (Feller, 1968, str. 361) pro m € N

plati

ZZ L[k +1<m][y(k, I,m)] klell\lhl)a]z(Jer{ (k, I, m)}z

kde ,~“ opét znaci, ze pomér obou stran konverguje k jedné pro m — oc.

Dale ze Stirlinovy formule pro m — oo dostaneme

(2m)! \/%\/_ 1

22m (m!) 2T 227” \/7Tm'

Tedy dohromady mame

Protoze vime, ze fada

m=1

konverguje, tak dle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje i fada (2.20),
tj. fada pravdépodobnosti navrati do poc¢atku v ¢asech 2m, m € N. Z (2.19)

tedy dostaneme P (I3m € N : S,,, = 03) < 1.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme zavedli definici (obecné) jednoduché ndhodné pro-
chazky v Z. Poté jsme dvéma zplisoby odvodili pravdépodobnost polohy s € 7Z
v Case j € Ny a ukdzali jsme, Ze ndhodnd velicina S; ma ,v jistém smyslu®
binomické rozdéleni. Déle jsme pomoci lemmat a tvrzeni z literatury spocitali
pravdépodobnost existence navratu do poc¢atku a vysla ndm hodnota 1 — |p — ¢.
Zjistili jsme tedy, ze navrat do pocatku mame zaruceny pouze v symetrickém
pripadé. Na konec prvni kapitoly jsme pomoci lemmatu z literatury dokazali
(diskrétni) zakon arku-sinu, tj. nasli jsme pravdépodobnost posledniho navratu
do pocatku v konkrétnim case na koneéném casovém useku.

Ve druhé kapitole jsme zavedli definici (obecné) jednoduché ndhodné pro-
chazky v Z¢ pro d € N. Odvodili jsme pravdépodobnost polohy s v Z? a Z3
v Case j € Ny. Vymysleli jsme dva zptisoby feseni tohoto problému. Prvni zptisob
byl pouze pro symetricky piipad v Z2. Nasli jsme vztah mezi symetrickou jednodu-
chou nédhodnou prochdzkou v Z? a dvéma nezavislymi jednoduchymi nahodnymi
prochazkami v Z. Pomoci tohoto vztahu, a nasi jiz dokazané véty pro jedno-
rozmérny pripad jsme dostali vysledek. Druhy zptisob byl pomoci podminénych
pravdépodobnosti a binomického a multinomického rozdéleni. Na zavér jsme zpra-
covali navraty do pocatku v Z? a Z3 pro symetrickou jednoduchou ndhodnou
prochazku a zodpovédéli jsme na otazku, zda je navrat do poc¢atku v téchto roz-
meérech jisty ¢i nikoliv. Dosli jsme k zajimavému vysledku, Ze ve dvou rozmeérech
je pravdépodobnost existence navratu do pocatku 1, ale ve trech jiz ne.

27



Seznam pouzité literatury

FELLER, W. (1968). An Introduction to Probability Theory and Its Applications.
Third Edition - Revised Printing. John Wiley and Sons, Inc., USA. ISBN
0-471-25708-7.

LacuHourt, P. (2004). Teorie pravdépodobnosti. Prvni vydani. Nakladatelstvi
Karolinum, Univerzita Karlova v Praze. ISBN 80-246-0872-3.

28



	Úvod
	Jednorozměrná náhodná procházka
	Definice náhodné procházky
	Poloha s v čase j
	Návrat do počátku
	Diskrétní zákon arku-sinu

	Vícerozměrná náhodná procházka
	Definice náhodné procházky v Zd
	Poloha s v čase j v Z2 (symetrická verze)
	Poloha s v čase j v Z2 (obecná verze)
	Poloha s v čase j v Z3
	Návrat do počátku v Z2 a v Z3

	Závěr
	Seznam použité literatury

