MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Stanislav Kral

Logaritmicky optimalni investovani

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: Mgr. Petr Dostal, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecna matematika

Praha 2019



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora



Rad bych podékoval Mgr. Petru Dostalovi, Ph.D., za neskute¢nou trpélivost se
mnou a srozumitelné vysvétlovani mych nejasnosti. Dale bych rad podékoval Ada-
movi Sykorovi za celoro¢ni podporu pri psani této prace.

i



Nézev prace: Logaritmicky optimalni investovani
Autor: Stanislav Kral
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: Mgr. Petr Dostal, Ph.D., Katedra pravdépodobnosti a
matematické statistiky

Abstrakt: Necht mame kapital, ktery budeme redistribuovat do néjakych inves-
ticnich prilezitosti. Financéni ohodnoceni téchto investic bude tvorit posloupnost
nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych vektort nabyvajicich koneéné mnoha
hodnot. Pii kazdé investici budeme znat a brat v potaz celou historii téchto
ohodnoceni. Ukazuje se, ze pokud nasi strategii bude vzdy maximalizovat stfedni
hodnotu logaritmu hodnoty investice, ozna¢me ji A*, pak je tato strategie v urci-
tém smyslu asymptoticky nejlepsi mozna.

Pokud libovolna strategie A se limitné neblizi k A* a pokud z jde limitné k
nekonecnu, potom jednak stfedni hodnota casu, za ktery si vydélame alespon
x uzitim A*, je o nekone¢no mensi, nez kdybychom uzili A, a také si vydélame
nekonecnékrat vice pii strategii A*.
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Abstract: Suppose we have a capital, which we will redistribute into investment
opportunities. The financial valuation of these investments will be a sequence of
independent, identically distributed random vectors that acquire finite amount
of values. We will have full knowledge of the entire history of these valuations
before each investment. It turns out that if our strategy is to always maximizes
the mean value of the logarithm of the investment value, denoted by A*, then
this strategy is asymptotically the best one possible.

If strategy A is not asymptotically close to A* and if x goes to infinity, then the
mean of the time we earn atleast x using A* is infinitely smaller than the time if

we used A. We also earn infinitely times more money using the strategy A*.

Keywords: expected log return gambling asymptotic optimality

1ii



Obsah

[1 Zakladni vety|

[2 Teorie obnovy|
2.1 Zakladni vety] . . . .
(2.2 Limitni véty obnovy]

[3  Asymptoticke vysledky|

4 Appendix|
4.1 Nahodna prochazka| .
4.2 Pomocné vetyl . . . .

[Zavér]

[Seznam pouzité literatury|

14

23
23
24

25

26



Uvod

Méjme posloupnost nezavislych, nezapornych, stejné rozdélenych a diskrét-
nich, ndhodnych m-dimenzionalnich vektoru X;,X,,...,; ktery nabyvaji konecné
mnoha hodnot, m € N. Vektor X,, budeme interpretovat jako vysledek hry v case
n, kde n je diskrétni. Oznacme I = {1,2,....m}. I bude predstavovat mnozinu
vsech sazkovych prilezitosti, do kterych lze investovat, m € N.

Definice 1. Definujeme funkci w : b — E[log(X]b)]. Definicni obor funkce w
zavedeme jako

D:={b e [0,1]™ Y b =1, P(X;b=0) = 0}.

i=1
Ozna¢me w* = supycp w(b).

Véta 2. Necht je D neprdadnd, potom funkce w nabyjvd svého mazima na D.

Diikaz. Pokud b* € D Funkce w je spojitd na D z véty o spojité zavislosti integralu
na parametru, Rataj, str. 13. Pro w* existuje posloubnost {w,}>2; € obor hodnot
w takova, ze plati lim,, ,, w, = w*. Pro kazdé w,, najdeme b, € D takové, ze w,
= w(by). Z {b,}32, vybereme konvergentni podposloupnost {b,, }32; takovou, ze
plati limy_, o b,, = b*, pokud b* € D, potom ze spojitosti plyne w(b*) = w*. Staci
dokézat, ze b* je prvkem mnoziny D.

Mnozina A = {b € [0,1]™; 372, b5 = 1 } je uzaviend, a proto b* je prvkem A.
Pro spor predpoklddejme, ze P(X]b* = 0) > 0. Potom

wk = ]}1_{{.10 W, = ]}EEO;IOg(x)P(X;bnk =1).

Jelikoz X i by, jsou omezend s.j., X; by, je omezend shora, tedy i vSechna z.

wk = lim wy, (1)
k—o0
— lim Blog(,,) )
k—ro0
< Elimsup log(Xb,,) (3)
k—o00
= Elog(Xh"), (4)

kde uvazujete log(0) := co. Tedy limy_,o w(by, ) = —o0. To je spor, jelikoz D
je nepraznd, takze existuje alespon jeden prvek by € D takovy, ze plati w(by) € R.
]

Libovolné b € D , pro které plati E[log(X]b)] = w*. Vektory b* nejsou jedno-
znacné urceny, ale hodnota log(X'p*) ano s.j., dikaz ve vété .

Ozna¢me 7, = 0(X1,Xs,...,X,,). Strategii A definujeme jako A = (5,51, ...)
tak, Ze 3; je nahodny vektor majici hodnoty v D a je .%;_;-méfitelné pro vsechna
jeN j>1

Wy =log(X,,5,), Wy =log(X,b") (5)
C. =1 X8, Cr =X (6)
=1 =1



Definice 3. Meéjme strategii A, bohatstvi v case n oznacime C,, a definujeme
jej jako

Cn: 1, 7;:0
(X7by) Cor, 1> 0
b, = A\,.

Pro strategii A, X! bude piedstavovat vynos akcie i € I v ¢ase n za 1 jednotku
bohatstvi. 3, budou reprezentovat vahy podle kterych rozdélime nase bohatstvi
v case [B,_1.



1. Zakladni vety

Tato kapitola je zalozena na préaci Breiman a kol.| (1961)).

Véta 4. Necht mdme b a b* z mnoZiny [D} takové, Ze w* = Ellog(Xb*)] =
Ellog(X)], potom
Xb* =X s.j.

Diikaz. Jelikoz stfedni hodnota ndhodnych veli¢in log(X'b*), log(X'b) existuje a
je konecna, plati
X" >0, X'b>0 s.j. (1.1)

Pro kazdé a, o > 0, a + o* = 1 zfejmé plati z definice w*

a Ellog(X'0")] + a* Ellog(X')] = w*(a + a¥) (1.2)
> Bllog(aXh* + a°X)]. (1.4)

Logaritmus z vyrazu uvedenych v ([1.1]) je skoro vsude definovan a protoze loga-
ritmus je konkavni funkce, tedy dostdvame

a log(X'b*) + o log(X'b) < log(aX'b* + a*X'D) s.j. (1.5)

Aplikujeme-li stfedni hodnotu na obé strany

w* = aE[log(X'b")] 4+ o* E[log(X'b)] (1.6)
= E[(alog(Xb*) + o log(X'b))] (1.7)
< Eflog(aX'b* + a*X'D)]. (1.8)

Dohromady z a mame
aElog(X'b*)] + o* Elog(X'h)] = E[log(aX'b* + o*X'b)]. (1.9)
Z nerovnosti ([1.5)) a z toho, Ze stfedni hodnoty se rovnaji plyne
alog(X'b*) + o log(X'b) = log(aX'b* + a*X'b) s.j. (1.10)

Na mnoziné A = [X'b* > 0,X'b > 0,X'0* # X'] v (1.5)) nastava ostrd nerov-
nost kvuli tomu, ze logaritmus je ryze konkavni funce, tedy na A neplati rovnost
v (1.10), a proto také plati P(A) = 0.

O

Strategii A* definujeme jako A* = (b*b%,...).
Poznamka. W W3 ... tvorl posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahod-
nych veli¢in.
Poznamka. Predpokladejme, ze w* € R.

Definice 5. Rekneme, Ze hra je vijhodnd, pokud existuje strategie A takovd, pro
kterou lim,,_,o, C,, = 00 8.j.



Véta 6. Hra je vyhodna pravé tehdy, kdyz w* > 0.

Diikaz. <« Predpokladejme, ze 0 < w* = E[W}] , k € N, W} jsou nezavislé,
stejné rozdélené s konecnou stfedni hodnotou, definované v , tedy ze Silného
zakona velkych ¢isel mame
ey Wy log(C:
0 < w = lim ==V _ oy, 109G (1.11)

n—o0 n n—oo n
tedy lim,, 00 >op_y Wi = 00, coz implikuje i lim,, o, C); = 00 s.j.
= Necht lim,, o, C;, = oo s.j. Vyuzijeme vétu [23] ktera rikd, ze pro kazdou
strategii plati limn_m(% existuje konecna s.j. Tedy lim,,_,, Cy = 0o s.j. Vyuzi-
tim véty z Appendixu dostavame, ze w* > 0.
0



2. Teorie obnovy

Tato kapitola je zalozena na praci Siegrist|, kapitoly 1-3.

2.1 Zakladni véty

Necht Xi,Xs,... je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in. X; € [0,00), E[X;] = p > 0.

Oznac¢me
F je distribuc¢ni funkce X;,

S, =YX, (2.1)
=1

Nt = Z 1[S¢§t]7 le [0700)7

=1
Tt:t—SNt, t e [0,00), (2.2)
R, = SNt+1 —t, te [0,00)

Poznamka. T, znaci, kolik ¢asu ubéhlo od posledni udalosti v case t.
R; znaci, kolik ¢asu zbyva do dalsi udalosti v case t.

Poznamka.

[Sn, <t —2z]|=[T; > x] = [Ri—y > x], x € [0,t], t € [0,00). (2.4)

Diikaz. Druhy a tteti jev tvrdi, ze nenastala udélost procesu N v (t — x,t].
[Tt > a] = [t — Sy, =2 2] =[Sy, <t —a].

Déle oznac¢me

F.(t) = P(S, <t),te0,00).
Definice 7. Funkce M(t) = E[Ny], t € [0,00), se nazyvd funkce obnovy.
Tedy M(t) = E[N,] = EX0%0 Ls,<g = Xy Fu(t).

Véta 8. M(t) je skoro jisté konecnd pro konecné t kladné.

Diikaz. 7 definice M (t)
M(t) =Y P(S, <t).

n=1

Pro € > 0 zadefinujeme si nahodné veli¢iny Y;

X,
Y, — g, X;>¢
0, jinak.

Plati 0 < Y; < X, Y; jsou nezavislé, stejné rozdélené a oznacme

PYi=e)=pa PY,#e)=1-p=q.
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Definice 9. Eekneme, Ze funkce f : [0,00) — R je lokdlné omezend, pokud je
omezend na [0,t] pro vSechna t z intervalu [0,00).

Definice 10. Necht f je meritelnd, lokdlne omezend funkce a G je distribucni
funkce na [0,00). Konvoluct f s G rozumime f x G definované vztahem

(f / £t — $)dG(s) /ft—sdG()te[O,oo).

Pozndmka. Necht F a G jsou distribuéni funkce na [0,00), f,g jsou métitené,
lokalné omezené a ¢ € R, potom

1)F * G je také distribu¢ni funkce na [0,00) a plati F « G = G x F

2) (f+*G)«H=f*x(GxH)

) (f+g)«H=(f+H)+(gxH),(cf)*H =c(fxH)

Af «(G+H)=(f+G)+ (f+H), fx(cG) =c(f xG).

Pozndmka. Vsimneme si, ze pro distribuc¢ni funkei F' plati F,, = F*". Pfipomenuti

definice F), (2.1)).

Definice 11. Necht g : [0,00) — R je méritelnd, lokdiné omezend. Rekneme, e
funkce u : [0,00) — R esi rovnici obnovy, pokud spliuje

u=g+u*F (2.11)

pricemz (2.11)) se nazyvd rovnice obnovy.

7



Poznamka. 1) Kazda funkce s lokalné konecnou variaci je lokdlné omezena a
meéritelna.

2)Pokud je G distribu¢ni funkce na [0,00) a f: [0,00) — R je méFitelnd, lokalné
omezené. Potom ¢ : [0,00) — R definovana vyrazem

o(t) = [ (s) dci(s)

je taky lokalné omezend a méritelna.

Konecnost variace funkce g(t). Vezméme libovolné déleni D = {0 = x¢,z1,22,...,

x, } intervalu [0,f], potom

S Vatow) - sten) 1< SO 16) | d6(6)] < D

Tato nerovnost plati pro vsechny déleni, tedy i pro supremum, ¢imz dostavame
konecnost variace funkce g.

Véta 12. Pro funkci obnovy a distribucni funkci F' plati rovnice obnovy ([2.11])

M=F+MxF. (2.12)

Diikaz. Rozepiseme si M (t) jako

M(t) = E[N] (2.13)
— B[E[N, | X.]] (2.14)
- OOOENt | X1 = 5] dPyx(s) (2.15)
_ OOOENt | X1 = 5] dF(s) (2.16)
— OtENt X, = JdF(s +/ E[N, | X, = s] dF(s). (2.17)

Pokud s > ¢, tedy na mnoziné [X; > t] C [N, = 0] , plati

BN | X1 = o] =0. (2.18)
Na mnoziné [X; < ]
o)
j:
Upravime pravou stranu substituci j =i + 1.
1+ ]222 1[2:;:1 X <t] =1+ 12::1 1[2:;11 Xp<t] (22())
=1 ; 1[2::;12 Xp<t—X1]" (2.21)

to =}



Celkem tedy dostavame pro s € [0,¢]

BN | X1 = 8] =143 Ellgn oy oy [X1 =] (2.22)
i=1 =207
:1+E2y53$“3ﬂ] (2.23)
=1+ M(t—s). (2.24)
Tedy pro M (t) dostavame z (2.18]) a (2.24)
t
M(t) = / 1 M(t — s) dF(s) = F(t) + (M % F)(t). (2.25)
0
O

Véta 13. Predpoklidejme, Ze g : [0,00) — R je meritelnd a lokdlné omezend,
potom exisutje prave jedna lokdlné omezend funkce u, kterd resi rovnici u = g +
ux ', u je pak tvaru

u=g+gx* M. (2.26)

Diikaz. Nejdiive ovérime, ze ([2.26]) je lokalné omezené. g+ g* M spliuje podminky
véty tedy pro ni to plati.

uxF=(g+gxM)xF (2.27)
—gxF4gs M+ F (2.28)

z linearity integralu, vlastnost . 7, véty plati, ze M — F = M x F. Tedy
pouzitim vlastnosti

uxF=g«F4+g«(M—-F)=g«F+g«xM—g«xF=g«M=u-—g.

Tedy u = g+uxF'. Nyni pro spor predpokladejme, ze v je dalsi lokalné omezené
feseni obnovy ze zadani a ozna¢me w = u — v. Pak w je lokalné omezend. Poté

wxF=u—-v)xF=uxF—-—vxF=(u—g)—(v—g)=u—v=w
z vlastnosti |3)} Tedy
w=wxF=wxFxF=wx*xF" neN.

| w(s) |< Dy, pro Dy € R 7z definice lokalni omezenosti @D, 0<s<t.
t t
[w(®) =l ws @) 1< [ [w(t—s) | dF*(s) < Dy [ dF*(s) = D™ (0).
0 0

Z veéty |8 vime, ze Y00 | F*™(t) < oo, coz implikuje
A, £ (8) =0,

coz nam dava w(t) = 0 pro Vt € [0,00), tedy u = v.



Véta 14. Pro t lezici v intervalu [0,00) a pro y z [0,t] plati
Pz y) = PO + [ Fo(t = ) dM(s),

kde F(x) =1 — F(z).

Diikaz. 7 pozndmky

Sy, <t—z| =1} > z] = [Ri—y > 2], x € [0,t], t € [0,00). (2.29)
Pokud y=t,

P(T, >t)=P(Ri_y>t)=P(Ry>1t)=P(X; >1t) = F(y)

integral na pravé strané je rovny 0, tedy tvrzeni plati. Pro y mensi nez ¢ dosta-
vame, ze

P(Ty 2 y) = P(Riy > y) = [~ P(Riey >y | X1 = 5) dF(s).
Budeme postupovat podobné jako v dikazu véty [12] a ukazeme, ze
PRi_y>y| X1 =5)=P(R_y_s >y),Vs € [0,t —y.
Dle poznamky rozepiseme vyraz, tedy pro kazdé prirozené n a pro s €
[0,t =y
P(S, <t—y, Ny=n|X;=5)=P(S,— X1 <t—y—s, Ny=n|X; =5)

=P(Sp,1<t—y—s,Ni_s=n—1).

Jevy [Ny = 0] a [X; <t —y] jsou disjunktni, potom P(N; =0|X; =s)=0az
toho dostaneme

P(Sn, <t —ylXi=s5)=3 P(Sy <t—yN;=n|X; =) (2.30)
n=1

=> P(Sy1<t—y—sN_s=n—1) (2.31)
n=1

=P(Sy,_, <t—y—s)=P(Ri_y_s >y). (2.32)
Jevy [Ri—y > y|l =[Sy, <t —y| a [t —y < Xy <t] jsou neslucitelné, proto

P(Ri_y>y| X1=5)=0, Vs e (t—uytl.

Z pozndmky [2.4] [R,_, < y] =[Sy, >t — y] je jev disjunktni s jevem
(X1 >t] € [N, =0] C [Ty =0]. Coz znamena, ze P(R,_, <y | X; >1t) =0,
potom

PRi_y>y| Xi>t)=1-PRi—, <y |Xi >t)=1

10



Tedy celkové

P(Rt,y > y‘Xl = S)l[ygt] = P(Rt,s,y > y)l[sgt,y} + 1[s>t] (233)
P(Ri_y > y)lyey = /0 P(Ri_y >y | X1 = 8)1yeq dF(s) (2.34)
= | PBiay > )y F(3) + ().
(2.35)
Oznacme u,(t) £ P(T, > y). Prepiseme (2.35)
uy(t) = /0 uy (H)dF(s) + F°(t).
Potom predesla rovnice je rovnice obnovy tvaru
Uy = Uy ¥ F'+ F°,
ktera ma jednoznacné feseni z véty (13| u, = F'° + F°* M
t—y
P(T, 2 ) = yeg P(Bey > y) = FE(O) + [ Fo(t = s)dM(s).
]
2.2 Limitni véty obnovy
Véta 15. Véta obnovy.
Pro neresetovity proces a h > 0,
lim M(t+h) — M(t) = h 2.36
Jim M(t+h) — ()_ﬁ' (2.36)
Dukaz. Dikaz viz Feller, str. 360.
]

Véta 16. Méjme neresetovity proces, potom existuje K nezdporné takové, Ze pro
vsechna h nezdapornd a t nezdporné plati

0< M(t+h)—M(t) < K(1+h).
Diikaz. Pro e > 0 existuje z vety (15 kladné ¢y takové, Ze pro vSechna t > ¢, plati

M(t+1)-M(t) < i + €. Pro tato ¢ teda plati

(1]
M(t+h)—M(t)SM(H[h])—M(t)zzth(tJrn)—M(tJrn—l)g

1
= W(;JFE) p

IN
=
+
N
I
+
L



Proto
M(t+h)—M(t) < (h+1)(i+e). (2.37)

PI'OOStStO
M(t+h)— M) < M({t+h)<M(ty+h).

Pouzijeme jiz dokézané (2.37)) pro ¢t = tg

Mty +h) < (h+1)(;+e) + M(to) < (h+ 1)(; + e+ M(tp)).

Pro K = max{i + ¢, i + e+ M(to)} dostavame tvrzeni.
[

Véta 17. Méjme neresetovity proces, potom pro limitu zbyvajiciho casu do dalsi
uddlosti dostavdme formuli

Jim P(T, 2 ) = i [Pt +) + [Pl =s)aM(s)] =, [~ Fta)da,
pro vsechna y lezici v intervalu [0,00).
Diikaz. 7 tvrzeni véty
P(T 2 y) = F(@)+ [ Fo (=) dM(s)
Nyni budeme upravovat pouze druhy ¢len.
t—y t—y [oo
lm [ Fe (=) dM(s) = Jim [ AﬂdF@OWW@) (2.38)
oo rt—y
:gggé;(ﬂéwﬁcMJQDdFQw (2.39)

= Jim [T (M= w0+ w = y) = M((¢ = w) )] dF ()
(2.40)

Kde Lebesgue—Stieltjestv integral | ;’ Fe(t—s)dM (s) se definuje na polouzavie-
ném intervalu (a,b]. Coz znamend, ze v (2.38)) integruji pres mnozinu 0 < s < t—y
a podobné o Tadek niZe pres mnozinu (t —w)" < s <t —y.

Z véty [15] plati

. + w—=y
3 7
jelikoz w je pevné a t — oo. Pouzijeme Lebesgueho vétu o majoranté ziskané v
110l

nmLﬂMu—w+w—w—M@—wmdmm:

t—o0

12



:/yoowlu_de(w):;/yoo/yw dzx dF (w)

1 o0 o0 1 oo
= —/ / dF(w)dx = —/ Fe(z) dx.
nJy Jzx Ky
Jelikoz X > 0, tedy [° F“(z) dx < [7° F°(z) dv = p1 < 00 a vSe je dobie defi-

novano. Nezapomenme na to, ze lim;_,o, F'°(t +y) = 0, ¢imz dostdvame tvrzeni.

[
Disledek. limy_,o, P(T; < y) = ifé’ Fe(2)dz.
Diikaz.
, 1 oo 1 o0
lim P(T; <y)=1-— —/ Fe(2)dz = —(u—/ F(2)) dz
t—o00 wJy 1% Yy
plati
1 :/ F(z) dz.
0
Tedy
1 oo 1 o] 0 1 1y
7(,1—/ Fo(2)) dz = f(/ Fo(2)) dz—/ Fo(2) dz) = f/ Fo(2) dz.
H y K /0 y W Jo
[

2.3 Rozsireni

Necht X1,X5,... je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych neresetovité na-
hodnych veli¢in s kladnou stfedni hodnotou, ne nutné nezdporné, potom dusledek
véty [2.2] stéle plati. Oznacme

S, = zn: Xy, So=0s.]. (2.42)
T, = fnfl{n eN; S, >y}, ye0,00) (2.43)
Ny =inf{n e N; S, > Sy,_,},k €N, (2.44)
Sp = SN, (2.45)
Potom z Blackwell a kol.| (1953] str. 316)
P(S,, <x+&) =P(S; <z +¢), (2.46)

z ¢ehoz plyne korektnost dukazu[2.2)bez predpokladu nezapornych ndhodnych
veli¢in.
Dusledek. Necht X, Xs,... je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nete-
setovitych nadhodnych veli¢in s kladnou stfedni hodnotou p. Oznacéme S, =
X; + Xo + ... + X, potom existuje spojita distribu¢ni funkce G takova, ze pro
kazdé kladné & plati
lim F,(§) = wlggo P(Sfy(y) <y+§&) =G(E).

Yy—00
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3. Asymptotické vysledky

Tato kapitola je zalozena na praci Breiman a kol.| (1961)).
Definujeme A jako strategii, kde odehrajeme prvnich J tahi, J € N, jako ve
strategii A, potom pokracujem ve strategii A*.

= {inf; Enj Wi >y} (3.1)
k=1
= {inf; Enj Wi >y} (3:2)
k=1
W =W, proA; (3.3)
Ny(y) = N(y) proA;. (3.4)

Pozndmka. Pro N(y) plati vztah N, +1 = N(y). M(y) = E[N,] = E[N(y) —
1]. Obc¢as budeme psat jen N misto N(y), pokud bude ziejmé, jaky argument
myslime.

Véta 18. Markoviv cas N*(y) je integrovatelnd ndhodnd velicina.

Diikaz. 7 Véty a pozorovani v (2.46) vime, ze N je integrovatelnd, tedy i N, +1
= N(y).
O

Pozndmka. Cas Ny(y) je integrovatelny.

Véta 19. Pro jakoukoli strategii A, pro niz nase bohatstvi C,, roste do neko-
necna skoro jiste pro n — oo, plati

EIN(y) Zy E[Wy | Zu )] + ;E[z Wl (35)

?T‘
—_

Diikaz. Jelikoz C,, — oo s.j., tedy N(y) i N;(y) jsou konecné s.j. Posloupnost
néhodnych veli¢in {Z,,},

Zy =YW/ = EW/ | #_1]),¥n €N,
k=1

je martingal.

Z EW, | Fra))] = > BIW{] = E[W{] =0,

k=1

W/ jsou omezené, tedy E|| Z, |] < oo
Pouzijeme vétu Optional stopping theorem . Ovéiime, Ze | Zpingn,n,) | j€
omezena. Pro pevné y plati

| Zmin{n.N; )y |< Y+ 20
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Tedy podminka je splnéna, jelikoz W,/ nabyva hodnot z koneéné mnoZiny,
proto existuje a € (0,00) takové, ze
| W/ |< asj., a proto

EZx,] = E[Z0] = . (3.6)
Dale

W E[N)] = E[?fl w'] (3.7)

- E[éw — BWY | Fial)] + E[Nz W) (39

_ E[mig”(w* — B | )]+ E[Nz W ()

- E[mig”(w* — BWi | Fia)] + E[Nz Wi (310)

kde (3.7) plyne z toho, Ze w* je konstanta, (3.8) plynez z (3.6) a posledni
rovnosti plati, jelikoz pro J > N plati N=N; a pro J < N

min{N,J}
E[ Y (0 —EWy|F))]=
k=1
J N
By (v = BW | )]+ B[ Y (w* = E[Wy | Fa])],
k=1 k=J+1
ale
N 00
ELS (0 EW | ) = EL S (0 — 0) Lo y) =0
k=J+1 k=J+1
Pokud E[N] = oo, potom lim; .. F[N;] = oo, jelikoz na mnoziné [N; <

J) =[N < J] plati Ny = N, tedy E[N;] > E[N;; N; < J] = E[N;N < J] pro
vSechna J. Limitnim prechodem dostdvame lim ;. E[N;] > lim; o E[N;N <
J] = E[N].

Nj
y<ED Wll<y+a
k=1
Tedy (3.7) jde k oo pro J — oo = prvni ¢élen v (3.10) jde k oo. Jelikoz
w* — E[Wy | Zr_1] > 0, tedy mizeme pouzit Léviho vétu a z omezenosti N(y)
pro pevné y plati

min{N,J} N
oo = lim E[ Z (w* — E[Wk | ﬂk 1 = Z Wk | Jk 1])]
J=o0 k=1 k=1

Nyni piedpokladejme, ze E[N] < co.
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min{N,J}

[ ST (3.11)
= Jh—>nolo w* Emin{N,J}| — }1_>I1010 E[mm{ZNJ} EWy | Zr-1]] (3.12)
= w*E[N] — E[Y_ E[W,, | Z_1]]. (3.13)

k=1

Na oba séitance z pouzijeme Léviho vétu, funkce min{N,J} je neklesa-
jici, funkce Wy > 0s.j., tedy i E[W}, | %,_1] > 05s.j., pro pevné y jeN(y) omezena
sj. a qu{N’J} E[Wy | Zi-1] prepiSeme jako Y232, EWy,Zk_1]1pmin{n, 1=k Cel-
kem dostavame, ze E[Wj | Fp_1]lpnin(n.s3=k > 0 s.j., tedy z Léviho véty plati
(13.13)).

Podobné pro E[Y 5, W1, Zgil W/ je nezdporna, omezend y + «, pouZijeme
Lebesgueovu vétu.

Ny N
lim E[Y W/ = E[>_ W (3.14)
k=1 k=1

J—=o0
Pokracujeme tpravamy
BN, = [ Nap+ [ NP
N<J N>J

Ozna¢me Uy = Y7, Wy, 7 = inf{n € N; Ziigﬂ W/ >y—-U;}a

N(Uy) = {]*7., W/}, Piepiseme vyraz

/ N,dP = / J+ N(U,)dP = JP(N > J) + / N(U,)dP.
N>J N>J N>J

Vsimneme si, ze plati lim;_,o, JP(N > J) = 0 z Lebesgueovy véty. Déle

| NW)ap = EIEINU) - | 7] (3.15)
N>J

= E[EIN(U,) | Z1ws ] (3.16)

= E[EIN(Uy) | Ujlinsg] (3.17)

= E[E[N(U;) |Uj] | [N > J]|P(N > J). (3.18)

Jelikoz plati
EIN(U;) | #4] = E[EIN(U,)) | #,] | Uj) = EIN(U;) | U] 5.5.

Budeme upravovat vyraz
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J+N(UJ)

y—U;+a>E[ > WU (3.19)
k=J
Z Wilisw,yessi— | U] (3.20)
= W*E[Z Lyw,+ask-1) | Ul (3.21)
k=J

NU)+J

=wE S 1|Uy (3.22)

k=J
= w*E[N(U;) | U] (3.23)
> -Uj+a
EIN(U)) | Uy] < F—s—= (3.24)

(3-24) plyne z definice N(Uy) a (3.21)) z nezavislosti W} a U;. Obracend

N N J
alN=J)> > W2 We=> Wyy>y-U,

k=J+1 k=1 k=1

=a(N-J)>y—-U, (3.25)

na jevu [N > J]. Dosadime (3.24]) a (3.25)) do (3.18), tedy

/ N(U,)dP = E[E[N(U,) | Uj] | [N > J]|P(N > J) (3.26)
< E[W | [N > JJP(N > J) (3.27)
< godY _w‘]) YN S PN > ) (3.28)
< wi /N (N = J)dP+ %P(N > ). (3.29)

a2k
lim i/ (N=J)dP+-— L PN > J) < lim 2PN > J)+ P(N > J) =0.

N>J J—oo w*

Pro néjaké K € R, | N |< K z omezenosti N skoro vSude. Celkové mame

Jim B[N,] = / NdP + / N,dP (3.30)
N<J N>J
— E[N] +0

Pouzitim Lebesgueovi véty a omezensosti N. Potom z ), (3.14)), (3.12) a (3.30))
plyne tvrzeni.

[
Necht mame posloupnost ndhodnych velic¢in {V;}22,, potom oznacme

v(y) = {inf; V,, = y}.
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Véta 20. Necht (Y1,Ys,...) a (V4,Va,...) jsou posloupnosti takovgch ndhodnijch
velicin, Ze plati lim, o Y, = 00 s.j, lim, . Y,,+V,, = 00 s.j. Necht je Z libovolnd
ndhodnd velicina a V- = suppen | Vy |. Oznacme

Hy(&) = P(Vry(z4y) < Z +y+§) (3.31)
Dy(f) = P((Y + V)TY+V(Z+ZJ) <Z+y+ 6)7 (3'32>

potom pro libovolné u > 0 plati

Hy (€ = 2u) — P(V > u) < Dy(€) < Hy_o(€ + 2u) + P(V > ).

Dukaz.

D, < ((Y+V)TY+VZ+y)<Z—|—y+§ V <u)+ P(V >u) (3.33)
SPYryziy-uYe <Z4+y+E&+u; V<u)+ PV > u) (3.34)
< Hy_ (€4 2u) + P(V > u) (3.35)

a obracené
D,(&) > P((Y + V)THV (Z4y) < Z +y +§ V <u) (3.36)
zP( (Z4y+u) <Z+y+£—u)+P(V<u)—1 (3.38)
> Hyiu(§ —2u) — P(V > u) (3.39)

kde 2. nerovnost plyne z toho, ze rozsitujem pripustny prostor pro Y,,, respek-
tivé zuzujeme.

]

Véta 21. Necht X1,Xs,... je posloupnost stejnée rozdélenych, nezdvislych, ne-
sersovitych nahodngch velicin s kladnou konecnou stredni hodnotou. Definujeme

Y, = X1+ ...+ X,,. Ddle méjme Z, libovolnou nahodnou velicinu nezdvislou s
X1,Xs,....G, kde G je limitni distribucni funkce z dusledku a tvahy (2.46), a
oznacme

Fy,Z(g) = P(Yry(Z+y) <Z+y+¢),
potom limy_, Fyy z(£) = G(§)

Diikaz.
Fyz(§) = E[P(Yry(z1y) < Z+y+&| Z)].
Dale
lim E[P(Yry(z4y) < Z+y+&| Z = 2)]

- yll—>r£1<> E[Fy+z,0 (5)] - E[yh_)rgo Fy+z,0 (é)] = G<§>

Kde jsme pouzili Lebesgueovu vétu o konvergektni majoranté s 1 jako majoran-
tou. Tedy i lim,_,o £}, 2 (&) = G(§).
O
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Véta 22. Necht Y ) Wy — >0y Wi konverguje s.j. k néjaké konecné nahodné
veliciné. Predpokladejme, Ze Wi jsou nesersovité a F,(§) je distribucni funkce

SN W — g, potom lim,_,e F,(€) = F*(£).

Diikaz. Pro pevné m € N oznacme

m—1
Un=—>Y Wi, (3.40)
k=1
k=m k=m
Vm = sup | Vm,n |7 (342)
To(y) = inf{n; > Wi > U, +y}, (3.43)
k=m
mi(y) = inf{n; > Wi+ Viun) = Un +y}, (3.44)
k=m
T0(y)
Hy(&) = P(Y_ Wi <Un+y+). (3.45)
k=m

Konvergence skoro jisté je ekvivalentni cauchyovské konvergenci skoro jisté a
z definice cauchyovsé posloupnonosti mame lim,, .., V,, = 0 s.j. Tedy

T1(y)

F &) =P Wi+ Vi <Un+y+¢)

k=m
rovnost plyne ptimo z dosazeni. Vyuzijeme odvozenou nerovnost z |20, potom pro
u > 0 plati

Hy-i—u(g - 2“) - P<Vm Z u) S Fy(g) S Hy—u(€ + 2u> + P(Vm Z u)
Posleme y — oo a aplikujeme ptedeslou vétu tedy

F*(£=2u)—P(V,, > w) < liminf F¥(€) < limsup F(€) < F*(E+2u)+P(V;, > u)

Y—o0 Y—00
pak posleme m — co = P(U,, > u) — 0 pro pevné u.

F*(¢ — 2u) < liminf F;(€) < limsup F/(€) < F*(€ + 2u)

Yy—o0 Y y—>00

u— 0 = F*(&tu) — F*(&) ze spojitosti F'* z dusledku véty tedy celkem

F*(€) < liminf F/(§) < limsup F/(£) < F7(¢)

Y—0 Y—00

= (&) = li;giogf Fy (&) = hgl—igp ().
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Véta 23. Necht A je néjakd strategie. Potom lim,, % existuje s.j. a
Ellim, 0 2] < 1.

Diikaz. Oznacme V,, = log(X,b,) a V.* = log(X,b*).
Z definice w*,

E[Wn | fg\nfl] S w*

kde W,, muze zalezet na %, 1, tedy upravamy

Ellog((1 =€)V +€V,,) —logV)! | 1] <0 (3.46)
eV,
Ellog((1 —e)V; (1 W)) —logV,) | Fna] < (3.47)
(1—¢)Vr eV,
Ellog(—————") +1 1+ — Fn_1] < 4
log(E22) + log (1 + - =57)) | Foc <0 (3.18)
1 €V, 1
~Ellog((1 u Z 1] < =1 . A4
CEllog((1+ ) | Fal € ogl ). (349
Pouzijeme Fatouovo lemma
L 1 eV, 1 eV, P
hIGIi)lOnfE[EZOQ((l + m)) | yn 1] = hreri)lonfE[em | Jn,l]
Vi .1 1
= B3z | Faa] < liminf —log(:—)

n

NP | €
= llrell)lonf Elog(l + ] ) =1

—€
Tedy
El—|=FE|E|— ntl] =F E Fn ]| < E
] = BIEIGE | ol = Bl B | #mi] < B

implikuje, ze E[lim, s %] < 1. Staci jen dokdzat, ze lim,,_,o % existuje s.j, ale

to plati, jelikoz E[— | Il < & Cno tedy E[C” | Z#,._1] je nezdporny supermar-

tingdl a tedy ma limitu s. j. viz
]

Véta 24. Pokud pro strategii A plati, Ze pro Zddnou hodnotu b,, X,b, = 0 pro
vsechny n, potom skoro jisté plati

nz::l(UJ* — E(Wn ’ egz.nfl)) o0 < nh_}rglo Cn = OOS]

Diikaz. Zvolme K > 0. Oznacme
A = [(w* — E[W} | %#,-1]) > K nekoneéné mnohokrat]

z;). Pokud (w* — E[W}, | Zi_1]) > K,

. Nalezneme p takové, ze p = min; P(X; =
| Fr_1) > p, jelikoz aby stfedni hodnota

tak to implikuje, ze P(w* — Wy > K
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mohla bat vétsi nez K, musi ndhodny vektor byt vétsi nebo rovno K s kladnou

pravdépodobnosti. Potom z Borel-Cantelliho lemmatu podminéné verze |Doob
(1953)) plati, ze

o)

Y Pw* =Wy > K | #_q) =00 < [W;—W; > Knekoneéné mnohokrat] s.;.

Tedy na A

* 00

cx . ,
Jim log(5) = Z;@%y—m%):C”&J
tedy i lim,, o log(g—i) = 00 8.J.

Nadefinujeme si strategii pro A,

AK =

n

Ap, (0" = EWi | Fa]) < K
A7, jinak.

Definujeme ndhodné velic¢iny

Un = log(ote) = So(w' — EOWE | #,.0)),

n k=1

kde CK a WK jsou ekvivalenty C, a Wy za strategie AX. U, je martingalni
posloupnost a plati

Uy —Up_y = W' = WE — (w* — E]WE | Z,_,)).

Dale plati

K
sup(Wy, — Wy) < E

K
+2K = U, —-U,-1 < —+2K
p

U,-U,,>a—8—-K.

Pro a = inf,cq, log(X(w)b*) a f = max,ecq jer log(X?(w)). a je konecné z
predpokladu.

Pouzijeme Doobovu Vétu o konvergenci martingélu 29 na U,,.
Tedy lim,,_, U, existuje s.j. kdykoli hm sup U,, < oo nebo hm 1nf U, > —o0 s.j.

Necht plati >0 (w* — E(Wy | Z— 1)) < 00 8.j. Predpokladejme ze
lim,, oo %Z = 00 S.j., COZ 1mp11kuje, ze h%r_l)gf U, > — s.j., tedy lim,,_, U,
existuje s.j., coz je spor. Podobné obracené. Dostavame ekvivalenci skoro jisté

nz::l(w* —BE(WE | Zy_1)) =00 = dim C’; = 0.

Ale jestlize 00 (w* — E(WEX | #,_1)) = oo , potom nutné >, (w* — E(W,, |
Fn_1)) = o0, jelikoz W,, > WF jen v kone¢né mnoha pifpadech a W, jsou ome-
zené s.j. Podobné pro C,, a CX.

[
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Véta 25. Necht nahodné veliciny Wi, Wy ,... jsou nesersovité nahodné veliciny.
Potom pro jakoukoliv strategii A plati

Jim (E[N(y)] - BIN*(y *Z w* —

Diikaz. Dle véty [19

N(y) N(y)
E[N(y) ED (' — E[W, | Z- 1])]+1E2Wk.
k=1 k=1
Tedy
E[N*] — E[N] =
B[Sl (BWy — BWe | Faa])] B[S (w* — E[W; | Fual)] |
E[Wk] w*
*E[kZ_j Wi — kz_: Wi
ale Ve
B[y (E EW | Znal)l =0

=~/

=1

z nezavislosti W)’ na #,_;.

N*

1
Z}erolow—EZWk—y ZWker =0

z véty

Tedy kdyz posleme y do nekonecna, dostdvame tvrzeni, pokud > ;_; Wi —
> rq Wy konverguje ke skoro vSude konecné hodnoté, pokud ne, pak z véty
* (EW}] — E(Wy | #,-1)) = oo na mnoziné kladné pravdépodobnosti, tedy

n=1
VA

w*

druhy c¢len je omezeny, tedy leva strana se rovna nekonecénu a tvrzeni je dokazano
) )

jelikoz obé strany se rovnaji nekonecnu.
O]
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4. Appendix

4.1 Nahodna prochazka

Véta 26. Necht X1,Xs,... jsou nezdvislé, stejné rozdélené ndahodné veliciny ome-
zené konstantou o a maji konecnou stredni hodnotou. Oznacme S, = > 7_1 Xj.

Pokud
lim S,, = 00 5.7, (4.1)

n—oo

potom E[X;] > 0.

Diikaz. Pokud E[X;] < 0, potom ze Silného zakona velkych ¢isel dostavame, ze
lim,, o S, = —00 8.j., coz je spor. Tedy E[X;] > 0.

Nyni predpokladejme, ze E[X;] = 0. Pokud E[| X; || =0, potom X; = 0 s.j.,
tedy i S, = 0 s.j. pro vSechna n, coz je spor s [predpokladem (4.1)|

Necht E[| X; |] > 0, potom existuje € > 0 takové, ze spliuje
0 <e < P(X; < —¢). Ozna¢me posloupnost Markovskych ¢asi

T, = inf{k € N;Sy, & (—e,ne)},

ktera je skoro jisté konecna z predpokladu lim,, ., S, = oo s.j. Je splnén predpo-
klad Lebesgueovy véty o majoranté, konkrétné
| Seonm |< ne+ | X, |[< ne+a;a € Ry, m € N. Potom

0= E[Spnn] = lim E[S, ru] = E[S,,] =0.

0<e<PXi<—¢)<PZ<—e)

Néhodna veli¢ina S;, nabyva hodnot v (oo, — €] U [ne,00) s.j., tedy

E[S; ] = E|[S.,; S:, > ne] + E[S,,; S5, < —¢] (4.2)
E[S.,; Sy, > ne|l > neP(S,, > ne) >ne(l —¢) :
E[S,,;S:, < —€| =E[S;,_,;S:, < —€|+ E[X;; S, < —¢] > ——a (4.4)

Vidime, 7ze druhy ¢len je omezeny ze zdola a prvni ¢len jde k nekoneénu pro
zveétsujici se n.

e+a> —E[STR;ST,L > ng] = E[STn;STn < ng] > TLE(l _5)

Pron > 8(51+_ %5 dostdvdme spor s |pfedpok1adem (4.1)| a proto tedy nutné

E[X;] > 0.
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4.2 Pomocné véty

Véta 27. |Bhattacharya a Waymire (2007, str. 43) Optional sampling theorem.
Necht {X;;t € T} je zprava spojity F-martingdl, kde T = N nebo T = [0,00).
Necht T je Markovsky cas takovy, Ze plati P(t < o) a | Xope |, t € T, je
stejnomeérné integrovatelnd, potom

Véta 28. Lachout, str. 35 Doobova véta
Necht X je supermartingal spojity zprava vzhledek k filtraci { %, }, neboli

X, > E[X, | Z]
pro 0 < s < t < oo. Dadle necht plati

sup E[X, | < oo,

t>0

potom existuje nahodnd, skoro jiste konecnd velicina Z takovd, Ze plati
hmtg)oo Xt =7 S]

Véta 29. |Lachout, str. 40 Necht X je submartingal, neboli
X, < E[X, | %]
0< s < n < oo. Pokud (sup{X, — X,_1}; n € N)T je integrovatelné, potom

existuje redlna, ndhodnd velicina Z a Qg C Q takovd, Ze plati
lim,, 00 X, = Z na mnoziné [w; w € Qy, P() = 1]N[w; sup X, (w);n € N < 00].
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Z.aver

Zformulovali jsme matematicky model pro nasi situaci. Ukézali jsme, Ze slozky
A* nemusi byt jednozna¢né urceny, ale W} skoro jisté jiz ano. Poté jsme se omezili
jen na kladna X; a vybudovali zéaklady teorie obnovy s cilem ukazat, ze

Jim P(Cng) <y+0)

je spojité distribuéni funkce G(§). Na konci druhé kapitoli jsme se zbavili pred-
pokladu nezapornosti. Ve treti, finalni kapitole porovnavame libovolnou strategii
A s A*. Pokud nam jde o to, abychom si vydélali co nejvice penéz, dokazu-
jeme, ze pokud A neni asymptoticky blizko A*, potom je tato strategie na tom
asymptoticky nekonecné krat hiife nez alternativa. Déle pouzivame spojitost li-
mitni funkce G(§), abychom ukézali, Ze pfi pouzivani A* nabydeme nekonecné
velkého bohatstvi mnohem rychleji nez-li za A.

V druhé kapitole jsme pracovali s obecnymi nahodnymi veli¢cinm, tedy se do-
mnivam, ze by mohlo jit pracovat s nezapornymi, omezenymi nahodnymi vektory
X1,Xg,..., které nabyvaji nespocetné hodnot.
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