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Kapitola 1

Úvod a motivace

V této práci se budeme zabývat isoperimetrickou úlohu variačńıho počtu. Již
ve statické optimalizaci jsme se setkali s problémem optimalizace funkce za
určitých omezuj́ıćıch podmı́nek. Hledali jsme maximum či minimum funkce
na dané množině. Za určitých okolnost́ı jsme mohli k řešeńı této úlohy použ́ıt
metody Langrangeových multiplikátor̊u.

S podobnou problematikou se setkáváme i v dynamické optimalizaci.
Konkrétně u isoperimetrické úlohy je klasická úloha variačńıho počtu, tj.
maximalizace či minimalizace určitého funkcionálu, prováděna za podmı́nky
omezeńı v podobě integrálu.

Konkrétńım př́ıkladem je úloha: Mezi všemi (nezápornými) funkcemi,
jejichž grafy procházej́ı dvěma pevně danými body a maj́ı stejou délkou
(perimetr), nalezněte takovou, pro niž je ”plocha pod grafem”maximálńı.
Od této úlohy se odvozuje název našeho problému, který však budeme for-
mulovat obecněji.
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Kapitola 2

Isoperimetrická úloha

2.1 Formulace úlohy (P)

Jsou dána reálná č́ısla A,B, l, T ; T > 0, a funkce F (t, y, y′) a G(t, y, y′) ∈
C2(< 0, T > ×R×R)
Hledáme z = z(t) z množiny

M = { y ∈ C1(< 0, T >); y(0) = A, y(T ) = B,
∫ T

0
G(t, y(t), y′(t))dt = l}

(2.1)
tak, aby hodnota V (z) funkcionálu

V (y) =
∫ T

0
F (t, y(t), y′(t))dt (2.2)

byla na množině M maximálńı (minimálńı).

2.2 Nutná podmı́nka řešitelnosti

Věta 1. Necht’ funkce z = z(t) je řešeńım úlohy (P ). Potom existuj́ı dvě
reálná č́ısla λ0, λ1 ([λ0, λ1] 6= [0, 0]) taková, že funkce z = z(t) splňuje rovnici

λ0Fy(t, z(t), z
′(t))+λ1Gy(t, z(t), z

′(t))− d

dt
(λ0Fy′(t, z(t), z′(t))+λ1Gy′(t, z(t), z′(t))) = 0

(2.3)
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pro všechna t ∈< 0, T >

Poznámka 1. Tvrzeńı věty lze vyslovit tak, že z = z(t) je řešeńım Euler-
Lagrangeovy rovnice pro funkcionál∫ T

0
λ0F (t, y(t), y′(t)) + λ1G(t, y(t), y′(t))dt, (2.4)

což je analogie k Lagrangeově funkci ze statické optimalizace.

Poznámka 2. Necht’ z = z(t) neńı řešeńım Euler-Lagrangeovy rovnice pro
funkcionál

∫ T
0 G(t, y(t), y′(t))dt. Potom můžeme položit λ0 = 1.

2.3 Důkaz věty o nutné podmı́nce řešitelnosti

Připomeňme nejprve termı́n lineárńı závislosti dvou funkćı.

Definice. Funkce Q1(t) a Q2(t) z C(< a, b >) se nazývaj́ı lineárně závislé
na < a, b >, jestliže existuj́ı reálná č́ısla λ0, λ1 ([λ0, λ1] 6= [0, 0])tak, že
λ0Q1(t) + λ1Q2(t) = 0 pro všechna t ∈< a, b >.

K určeńı lineárńı závislosti daných funkćı lze použ́ıt Gramovu matici.

Definice. Necht’ funkce Q1(t) a Q2(t) jsou z C(< a, b >) a

(Qi|Qj) =
∫ b

a
Qi(t)Qj(t) i, j = 1, 2 (2.5)

jsou skalárńı součiny, pak matici

G =

(
(Q1|Q1) (Q1|Q2)
(Q1|Q2) (Q2|Q2)

)
(2.6)

nazýváme Gramovou matićı funkćı Q1(t) a Q2(t).

Lemma 1. Necht’ funkce Q1(t) a Q2(t) jsou z C(< a, b >). Tyto funkce
jsou lineárně závislé právě tehdy, když determinant Gramovy matice je ro-
ven nule.
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Důkaz Lemmatu 1. Nejprve dokážeme, že jsou-li dané funkce lineárně
závislé, pak determinant jejich Gramovy matice je roven nule. Předpokládáme,
že funkce Q1(t) a Q2(t) jsou lineárně závislé na < a, b >, takže pro všechna
t ∈< a, b > existuj́ı taková reálná č́ısla λ0, λ1 ([λ0, λ1] 6= [0, 0], že

λ0Q1(t) + λ1Q2(t) = 0. (2.7)

Protože to plat́ı pro všechna t, můžeme danou rovnost upravit následuj́ıćımı́
zp̊usoby:

λ0Q1(t) + λ1Q2(t) = 0 | ·Q1(t), (2.8)

λ0Q1(t) + λ1Q2(t) = 0 | ·Q2(t). (2.9)

Takže źıskáváme soustavu, platnou pro všechna t ∈< a, b >

λ0Q
2
1(t) + λ1Q2(t)Q1(t) = 0, (2.10)

λ0Q1(t)Q2(t) + λ1Q
2
2(t) = 0. (2.11)

Zintegrováńım dostáváme

λ0

∫ b

a
Q2

1(t)dt+ λ1

∫ b

a
Q2(t)Q1(t)dt = 0 (2.12)

λ0

∫ b

a
Q1(t)Q2(t)dt+ λ1

∫ b

a
Q2

2(t)dt = 0 (2.13)

Podle předpoklad̊u má tato soustava netriviálńı řešeńı [λ0, λ1], jej́ı matice,
což je Gramova matice, je singulárńı, a tedy jej́ı determinant je roven nule

det

( ∫ b
a Q

2
1(t)dt)

∫ b
a Q2(t)Q1(t)dt∫ b

a Q1(t)Q2(t)dt
∫ b
a Q

2
2(t)dt

)
= det

(
(Q1|Q1) (Q1|Q2)
(Q1|Q2) (Q2|Q2)

)
= detG = 0

(2.14)
Nyńı dokážeme, že je-li determinant Gramovy matice roven nule, pak jsou

funkce Q1(t) a Q2(t) lineárně závislé. Necht’ determinant Gramovy matice
funkćı Q1 a Q2 je roven nule. Potom je Gramova matice singulárńı a soustava
(2.15) (2.16 ) má netriviálńı řešeńı ([λ0, λ1] 6= [0, 0]):

λ0(Q1|Q1) + λ1(Q1|Q2) = 0, (2.15)

λ0(Q2|Q1) + λ1(Q2|Q2) = 0. (2.16)

8



Nyńı prvńı rovnici soustavy vynásob́ıme λ0 a sečteme ji s λ1-násobkem druhé
rovnice. Skalárńı součiny naṕı̌seme ve tvaru integrál̊u.

0 = λ2
0

∫ b

a
Q2

1(t)dt+ 2λ0λ1

∫ b

a
Q2(t)Q1(t)dt+ λ2

1

∫ b

a
Q2

2(t)dt (2.17)

=
∫ b

a
λ2

0Q
2
1(t) + 2λ0Q1(t)λ1Q2(t) + λ2

1Q
2
2(t)dt

=
∫ b

a
[λ0Q1(t) + λ1Q2(t)]2dt

To znamená, že určitý integrál ze spojité nezáporné funkce [λ0Q1(t)+λ1Q2(t)]2

je roven nule v každém bodě intervalu < a, b > a tedy i λ0Q1(t)+λ1Q2(t) = 0
pro všechna t ∈< a, b >. T́ım je d̊ukaz lineárńı závislosti funkćı Q1(t) a Q2(t)
na intervalu < a, b > proveden.

Důkaz Věty 1. Necht’ z = z(t) je extremálou funkcionálu
∫ T

0 F (t, y(t), y′(t))dt
na množině M (2.1). Definujme funkce

Q1(t) =
∫ t

0
Fy(t, z(t), z

′(t))dt− Fy′(t, z(t), z′(t))dt− δ1 (2.18)

a

Q2(t) =
∫ t

0
Gy(t, z(t), z

′(t))dt−Gy′(t, z(t), z′(t))dt− δ2, (2.19)

kde č́ısla δi jsou volena takovým zp̊usobem, že∫ T

0
Qi(t)dt = 0. i = 1, 2. (2.20)

Poznámka 3. Derivace funkce Qi(t) podle t je

d

dt
(
∫ t

0
Fy(t, z(t), z

′(t))dt− Fy′(t, z(t), z′(t))dt− δ1) (2.21)

= Fy(t, z(t), z
′(t))− d

dt
Fy′(t, z(t), z′(t)).

Tedy Qi(t) je funkce, jej́ımž derivováńım dle t dostáváme levou stranu Euler-
Lagrangeovy rovnice.

Ukážeme, že determinant Gramovy matice funkćı Q1(t) a Q2(t) je nulový, a
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tedy podle Lemmatu 1 jsou tyto funkce lineárně závislé na < 0, T >.
Zaved’me funkci

y(t; ξ) = z(t) + ξ1 · η1(t) + ξ2 · η2(t), (2.22)

kde t ∈< 0, T >, [ξ1, ξ2] ∈ R×R a ηi(t) =
∫ t

0 Qi(t)dt.
Požadujeme, aby pro každé ξ ∈ R × R funkce y(t; ξ) splňovala okrajové
podmı́nky y(0; ξ) = A a y(T ; ξ) = B. Protože však ηi(0) = 0 a ηi(T ) = 0
(viz.2.20), pak y(0; ξ) = z(0) = A a y(T ; ξ) = z(T ) = B.

Definujme nyńı funkce

Ω(ξ1, ξ2) =
∫ T

0
F (t, y(t; ξ), y′(t; ξ))dt, (2.23)

υ(ξ1, ξ2) =
∫ T

0
G(t, y(t; ξ), y′(t; ξ)dt. (2.24)

.
Protože funkcionál V (y) nabývá pro funkci z = z(t) svého extrému na

množině M dané vzorcem (2.1), je bod [ξ1, ξ2] = [0, 0] bodem maxima (mi-
nima) funkce Ω(ξ1, ξ2) na množině, dané vazebńı podmı́nkou υ(ξ1, ξ2) = l.

Podle Věty o Langrangeových multiplikátorech [1] , jej́ıž předpoklady
jsou splněny, tedy existuj́ı taková reálná č́ısla λ0, λ1 ([λ0, λ1] 6= [0, 0]), že
plat́ı

λ0
∂Ω

∂ξ1

(0, 0) + λ1
∂υ

∂ξ1

(0, 0) = 0, (2.25)

λ0
∂Ω

∂ξ2

(0, 0) + λ1
∂υ

∂ξ2

(0, 0) = 0. (2.26)

Protože tato soustava má netriviálńı řešeńı, je

det

(
∂Ω
∂ξ1

(0, 0) ∂υ
∂ξ1

(0, 0)
∂Ω
∂ξ2

(0, 0) ∂υ
∂ξ2

(0, 0)

)
= 0 (2.27)

Spoč́ıtejme jednotlivé parciálńı derivace. Protože jsou splněny předpoklady
věty o derivováńı integrálu podle parametru za integračńım znameńım, dostáváme

∂Ω

∂ξ1

(0, 0) =
∫ T

0
(
∂F

∂y
(t, z(t), z′(t)) · η1(t) +

∂F

∂y′
(t, z(t), z′(t)) · η′1(t))dt

Metodou per partes dále spočtěme
∫ T

0 (∂F
∂y

(t, z(t), z′(t)) · η1(t)dt

= [
∫ x

0
(
∂F

∂y
(x, z(x), z′(x))dx · η1(x)]T0 −

∫ T

0
[
∫ x

0
(
∂F

∂y
(x, z(x), z′(x))dx] · η′1(t)dt
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= 0−
∫ T

0
[
∫ x

0
(
∂F

∂y
(x, z(x), z′(x))dx] · η′1(t)dt (2.28)

Nula se zde objevuje proto, že v našich předpokladech je ηi(0) = 0 a ηi(T ) =
0. Celkově tedy plat́ı

∂Ω

∂ξ1

(0, 0) =
∫ T

0
[Fy′(t, z(t), z′(t))−

∫ t

0
Fy(x, z(x), z′(x))dx] · η′1(t)dt (2.29)

A protože plat́ı, že η1(t) =
∫ t

0 Q1(x)dx a tedy η′1(t) = Q1(t), potom

∂Ω

∂ξ1

(0, 0) =
∫ T

0
Q1(t) · [Fy′(t, z(t), z′(t))−

∫ t

0
Fy(x, z(x), z′(x)dx]dt. (2.30)

Jestliže k Fy′(t, z(t), z′(t))−
∫ t

0 Fy(x, z(x), z′(x))dx přičteme δ1, je tento výraz
roven Q1(t). Konečně je tedy

∂Ω

∂ξ1

(0, 0) =
∫ T

0
Q1(t) ·Q1(t)dt = (Q1|Q1), (2.31)

kdy se přičteńım δ1 výsledná integrace nezměńı. Lze snadno nahlédnout, že
daľśı parciálńı derivace by byly podobné a že tedy pro determinant matice
soustavy plat́ı

det

(
(Q1|Q1) (Q1|Q2)
(Q1|Q2) (Q2|Q2)

)
= 0. (2.32)

Tento determinant je zároveň determinantem Gramovy matice funkćı Q1(t)
a Q2(t). A jeho rovnost nule implikuje podle Lemmatu 1 lineárńı závislost
funkćı Q1(t) a Q2(t) na intervalu < 0, T >. Pro všechna t ∈< O, T > tak
existuj́ı reálná č́ısla λ0, λ1 ([λ0, λ1] 6= [0, 0])taková, že

λ0Q1(t) + λ1Q2(t) = 0. (2.33)

Zderivováńım této rovnosti dostáváme

λ0Q
′
1(t) + λ1Q

′
2(t) = λ0Fy(t, z(t), z

′(t)) + λ1Gy(t, z(t), z
′(t)) (2.34)

− d

dt
(λ0Fy′(t, z(t), z′(t)) + λ1Gy′(t, z(t), z′(t))) = 0

T́ım je d̊ukaz proveden.
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Kapitola 3

Řešeńı př́ıkladu

3.1 Př́ıklad 1.

Zadáńı. Nalezněte funkce y(t) podezdřelé z toho, že na nich funkcionál

V (y) =
∫ 2

1
[(y′)2 + t2]dt (3.1)

nabývá extrému za podmı́nek ∫ 2

1
[(y)2]dt = 5 (3.2)

a y(1) = 0 a y(2) = 0
Řešeńı.

Ve shodě s teoríı z kapitoly 1 a 2 jsou funkce F (t, y, y′) = [(y′)2 + t2] a
G(t, y, y′) = y2. Protože y = 0 je jediným řešeńım rovnice

0 = Gy −
d

dt
Gy′ = 2y, (3.3)

existuje pro každou podezdřelou funkci y = y(t) reálné č́ıslo λ tak, že splňuje
Euler-Lagrangeovu rovnici

2λy − d

dt
2y′ = 0. (3.4)

Charakteristický polynom této rovnice má tvar

ω2 − λ = 0. (3.5)

12



Pro zjǐstěńı kořen̊u této rovnice a následného vyjádřeńı obecného řešeńı
E.-L. rovnice, ved’me diskusi o λ.
1. λ > 0
Kořeny charakteristického polynomou jsou tedy

ω1 =
√
λ ω2 = −

√
λ. (3.6)

Takže obecné řešeńı E.-L. rovnice má tvar

y(t) = C1e
−
√
λt + C2e

√
λt. (3.7)

Dosazeńım do počátečńıch podmı́nek pak dostaneme

y(1) = C1e
−
√
λ + C2e

√
λ = 0 (3.8)

y(2) = C1e
−2
√
λ + C2e

2
√
λ = 0. (3.9)

Jestliže prvńı rovnici vynásob́ıme e−
√
λ-násobkem a odečteme od ńı druhou

rovnici, dostáváme

C2(1− e2
√
λ) = 0 (3.10)

což plat́ı pro λ = 0. To je ovšem spor s naš́ım předpokladem, takže pro
λ > 0, nemá úloha řešeńı.

2. λ = 0
Charakteristický polynom E.-L.rovnice má dvojnásobný kořen rovný nule.
Takže obecné řešeńı má tvar.

y(t) = C1 + C2t. (3.11)

Pro počátečńı podmı́nky plat́ı

y(1) = C1 + C2 = 0 (3.12)

y(2) = C1 + 2C2 = 0 (3.13)

Obě rovnice jsou zřejmě splněny pro C1 = C2 = 0. Takže řešeńım E.-L.
rovnice je y(t) = 0, které opět vylouč́ıme. T́ım tedy pro λ = 0 úloha nemá
řešeńı.

3. λ < 0
Kořeny charakteristického polynomou jsou tedy

ω1 = i
√
−λ ω2 = −i

√
−λ. (3.14)
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Takže obecné řešeńı E.-L. rovnice má tvar

y(t) = C1 sin
√
−λt+ C2 cos

√
−λt. (3.15)

Dosazeńım za počátečńı podmı́nky źıskáváme

y(1) = C1 sin
√
−λ+ C2 cos

√
−λ = 0 (3.16)

y(2) = C1 sin 2
√
−λ+ C2 cos 2

√
−λ = 0. (3.17)

Položme nyńı
√
−λ = β. Determinant této soustavy je rovem potom

det

(
sin β cos β
sin 2β cos 2β

)
= sin β · cos 2β − cos β · sin 2β (3.18)

= sin(β − 2β) = sin(−β). (3.19)

Má-li mı́t soustava netriviálńı řešeńı, pak muśı být tento determinant roven
nule, což plat́ı pro β = lπ, kde l ∈ N . To znamená, že C2 = 0.
Nyńı použijeme podmı́nku v podobě integrálu a dosad́ıme za y(t)∫ 2

1
C2

1 sin2 lπtdt =
1

2
C2

1

∫ 2

1
(1− cos 2lπt)dt =

1

2
C2

1 = 5 (3.20)

Takže C1 =+
−
√

10 a t́ım konečně řešeńım E.-L. rovnice jsou funkce

y(t) =
√

10 · sin lπt (3.21)

y(t) = −
√

10 · sin lπt (3.22)

pro l ∈ N . Pro zjǐstěńı skutečné extremály bychom dané funkce dosadili
do funkcionálu a určili konkrétńı l. Pro obě podezdřelé funkce je hodnota
funkcionálu stejná a to

V (y) = 10l2π2
∫ 2

1
cos2 lπtdt =

10l2π2

2
. (3.23)

10l2π2

2
je kvadratická funkce, která je konvexńı a tedy podle věty o nabýváńı

extrému konvexńıch funkćı na množině nabývá i tato funkce svého minima
na množině přirozených č́ısel. Je zřejmé, že nejnižš́ı hodnoty nabyde pro
l = 1.

Úloha má tedy dvě řešeńı a to

y(t) =
√

10 · sin πt (3.24)

a
y(t) = −

√
10 · sinπt. (3.25)

14



Kapitola 4

Ekonomická aplikace
isoperimetrické úlohy

4.1 Optimálńı hospodařeńı s vyčerpatelnými

zdroji

Mnohé ekonomické modely si kladou za předpoklad neomezené použit́ı svých
vstup̊u. Tento předpoklad je často nerealistický a vyčerpatelnost zdroje muśı
být brána v úvahu. V tom př́ıpadě si klademe otázku, jaký zp̊usob čerpáńı
bude optimálńı pro dosažeńı určitého ćıle.

Hledáńım optimálńıho hospodařeńı s vyčerpatelnými zdroji se zabýval
např́ıklad Harold Hotelling, který již v roce 1931 publikoval v odborném
časopise The Journal of the Political Economics[3] sv̊uj článek na toto téma.

Na danou problematiku lze nahĺıžet dvěma zp̊usoby. Bud’ jako na isope-
rimetrickou úlohu variačńıho počtu s vazebńımi podmı́nkami nebo jako na
úlohu variačńıho počtu s volným koncem - the horizontal line.

4.1.1 Optimalizace úlohy vyčerpatelných zdroj̊u - iso-
perimetrická úloha

Optimálńı pr̊uběh hospodařeńı s daným zdrojem bude popsán funkćı q(t) =
f(p, t), která určuje množstv́ı těženého zdroje v závislosti na ceně v daném
čase. Ve shodě s Hotellingem budeme maximalizovat integrál∫ ∞

0
SV (q)e−γtdt, (4.1)
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přičemž př́ıpustné pr̊uběhy funkce q(t) jsou vázány podmı́nkou∫ ∞
0

qdt = S, (4.2)

kde S je mohutnost zdroje (t.j. celkové vyčerpatelné množstv́ı zdroje)
Veličina SV (q), zavedená Hotellingem, je tak zvaná social value, tedy

společenská hodnota zdroje a je dána vzorcem

SV =
∫ q

0
P (s)ds− C(q); (4.3)

kde P je inverzńı poptávková funkce (P ′ < 0), C je nákladová funkce.
(Obě tyto funkce, jakož i diskontńı faktor γ > 0 jsou dány.)

Poznamenejme, že užit́ı nekonečného časového horizontu má zde podle
Hotellinga své opodstatněńı. Jestliže je zdroj vyčerpatelný v konkrétńım
čase T , pak q(t) = 0 pro t > T .

Matematická formulace úlohy tedy zńı:
Nalezněte mezi všemi funkcemi q = q(t), které splňuj́ı podmı́nku (4.2) a dané
počátečńı podmı́nky takovou, pro ńıž integrál (4.1) nabývá své největš́ı hod-
noty.

Ve shodě s teoríı isoperimetrické úlohy (viz. kapitola 1,2) v́ıme, že po-
kud řešeńı naš́ı úlohy existuje, pak bud’to G(t, q, q′) = q splňuje Euler-
Lagrangeovu rovnici (což evidentně splněno neńı), nebo pro každou po-
dezdřelou funkci q = q(t) existuje reálné č́ıslo λ tak, že splňuje Euler-
Lagrangeovu rovnici

SV ′(q)e−γt − λ = (P (q)− C ′(q))e−γt − λ = 0. (4.4)

A tedy plat́ı
(P (q)− C ′(q)) = eγtλ. (4.5)

Takto zapsaná nutná podmı́nka optimalizace má i svou mikroekonomic-
kou interpretaci. Ruš́ı se zde stacionárńı podmı́nka optimality o tom, že cena
P je rovna mezńım náklad̊um MC u dokonalé konkurence a př́ıjmová funkce
monopolisty je rovna jeho mezńım náklad̊um, naopak při optimalizováńı se
v čase rozd́ıl mezi nimi prohlubuje s nar̊ustaj́ıćı úrokovou mı́rou γ, na ńıž je
závislá diskontńı exponenciálńı funkce.
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4.1.2 Optimalizace úlohy vyčerpatelných zdroj̊u - úloha
s volným koncem

Na optimalizaci úlohy vyčerpatelných zdroj̊u lze nahĺıžet i jiným zp̊usobem.
Dı́ky své struktuře lze isoperimetrickou úlohu konvertovat na úlohu va-
riačńıho počtu s volným koncovým bodem.

Necht’ q(t) je souhrnné a q′(t) je stávaj́ıćı množstv́ı zdroje těženého v
daném čase a p(q′) ∈ C2(< 0, T >) je funkćı čisté ceny (p′(q′)) < 0). Dále
necht’ T je čas vytěžeńı zdroje ve svém celkovém množstv́ı S.
Potom matematická formulace této úlohy zńı:
Nalezněte mezi všemi př́ıpustnými funkcemi q = q(t) takovou, že funkcionál∫ T

0
e−γtp(q′) · q′dt (4.6)

nabývá své největš́ı hodnoty za podmı́nek q(0) = 0 a q(T ) = S.
Jestliže existuje řešeńı, potom pro každou podezdřelou funkci q = q(t)

plat́ı, že splňuje Euler-Lagrangeovu rovnici

− d

dt
e−γt(p′(q′) · q′ + p(q′)) = 0 (4.7)

e−γt(p′(q′) · q′ + p(q′)) = C C ∈ R

p′(q′) · q′ + p(q′) = Ceγt.

Dále hledaná funkce splňuje tzv.Legengrovu podmı́nku, tj.Fq′q′ ≤ 0;

e−γt(p′′(q′) · q′ + 2p′(q′)) ≤ 0. (4.8)

A také hledaná funkce muśı splňovat okrajové podmı́nky a pro t = T
podmı́nku transversality, tedy, že F − q′Fq′ = 0;

e−γTp′(q′) · q′ − q′(e−γT (p′(q′) · q′ + p(q′))) = 0 (4.9)

p′(q′) · q′ · q′ = 0

a d́ıky předpoklad̊um
q′(T ) = 0.

Takto nastavené podmı́nky zároveň odpov́ıdaj́ı ekonomické logice daného
problému.
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme přesně zavedli isoperimetrickou úlohu variačńıho počtu,
nutnou podmı́nku jej́ı řešitelnosti, jej́ıž platnost jsme dokázali. Na př́ıkladě
jsme ilustrovali, jak se řeš́ı daná úloha konkrétně. Na závěr jsme aplikovali
matematickou teorii na Hotelling̊uv model vyčerpatelných zdroj̊u, přičemž
jsme podali i alternativńı náhled na řešeńı tohoto modelu v podobě metody
variačńıho počtu s volným koncem.
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