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Uvod

Tato bakalarska prace vyklada osmou kapitolu "Quadrilateral sets and Liftings"
z knihy J.Richter-Gebert: Perspectives on Projective Geometry[1]. Tyto mnoziny
dosud nebyly zpracovany v ceském jazyce, a proto bylo zapotiebi zavést cesky
nazev. Po konzultaci s Mgr. Lukasem Krumpem, Ph.D. bylo rozhodnuto o ¢eském
terminu: ¢tyfstranné mnoziny.

Samotny vyklad osmé kapitoly knihy vyse zminéné by nebyl prilis dobfe stravi-
telny pro ¢tenare, kteri se doposud nezabyvali projektivni geometrii. Proto se tato
bakalarska prace v prvni kapitole zabyva homogennimi souradnicemi, konstrukei
projektivni roviny, principem duality a vektorovymi identitami, které se hojné vy-
uziji pti praci s ¢tyrstrannymi mnozinami v kapitole druhé. Proto k porozumeéni
textu postacuje minimalni znalost v oblasti projektivni geometrie.

Po zavedeni ¢tyrstrannych mnozin dospéji nékolika cestami k jejich charakte-
rizaci. Rozsah prace mi poskytuje prostor pouze pro vyklad nékolika zajimavosti
z celé fady pozoruhodnych vlastnosti, jimiz ¢tyfstranné mnoziny disponuji. Proto
se zamérim predevsim na jejich vztah ke smérnicim pfimek mezi body v roviné.

Préci jsem psal v programu TEXstudio s vyuzitim sablony. Obréazky, jez se
vyskytuji v préci, jsou vytvoreny pomoci aplikace Geogebra. Iustruji konstrukce
souvisejici s Ctyfstrannymi mnozinami, a zaroven se na jejich zakladé vyvozuji
uzitecné vektorové identity a vztahy mezi prvky projektivni roviny.

Projektivni geometrie nabizi velmi nezvykly pohled na eukleidovsky prostor
a zaroven jej rozsifuje o nevlastni prvky, na coz pozorny ¢tenar narazi i v této
praci. Bude-li se nékdo zabyvat ¢tyrstrannymi mnozinami, poslouzi mu tato prace
mimo jiné jako zaklad ceské terminologie. Pro hlubsi porozuméni ¢tytstrannym

.....

Projective Geometry.



1. Homogenni souradnice

Jak jiz bylo zminéno v uvodu, tato kapitola se vénuje konstrukei projektivni
roviny za pomoci homogennich souradnic. Nejdiive definujeme nékolik zaklad-
nich termint, s jejichz pomoci se pokusime vytvorit projektivni rovinu. Aby
nami budovany prostor byl skuteéné projektivni rovinou, musi spliiovat nasle-
dujici axiomy:[2]

1. Kazdé dva rizné body lezi na pravé jedné primce.

2. Kazdé dvé riazné primky se protinaji pravé v jednom bodé.

3. Existuji alespon ¢tyfi rizné body, z nichz zadné tii nelezi na piimce.

4. Existuji alespon ¢tyti rizné primky, z nichz zadné tii se neprotinaji v bodé.
V zavéru kapitoly si ovérime, zda nase konstrukce projektivni roviny byla spravna.

Definice 1. Projektivni prostor dimenze n definujeme ndsledujicim predpisem:

RP" — (R"H - {0})/N (1.1)

kde 7 ~ 7 je relace s ndsledujici definici:
Necht z,y € R"™\{0}, pak:
r~y <= JaceR a#0:x=a-y (1.2)
Plati: 7 ~ 7 je relace ekvivalence:
1. Reflezivita: Plyne trividlné pro volbu o = 1.

2. Symetrie: Postaci zvolit prevrdcenou hodnotu o.

3. Tranzitivita: UvaZujme x,y,2 € R"\{0} takové, e v ~y & y ~ z. Musi
existovat aq,a0 € R takovd, Ze v = ay -y a y = ag -z a tedy snadno
dostavame vztah v = (ay - ag) - z. Tim je ovérena i tranzitivita.

Poznamka: Prvky (body) RP" jsou t¥idy ekvivalence ” ~ 7 vektoru
z R"™\{0}, kazdy takovy prvek je reprezentovany linedrnim obalem vektoru.



1.1 Prostorova reprezentace

Definice 2. Homogennimi souradnicemi bodu x € RP" rozumime usporddanou
(n+ 1) — tici cisel x; € R Vi € {0,1,2,..n}, kterou budeme zapisovat ve tvaru:

r=[r1: Ty . Ty Xl (1.3)

Tyto souradnice jsou zaddny jednoznacné az na svij nenulovy ndsobek.
Pro Va € R\{0} plati:

[axy gty ] = [Ty Tg Xy, 1 T (1.4)

Poznamka: Dvojtecky mezi souradnicemi bodu zduaraznuji fakt, ze prvek z je
zaddn pomeéry x; : x;11, jelikoz je uréen az na sviij nenulovy nasobek.

Mame sepsanou velmi abstraktni definici, kterd ndm neposkytuje zadny ro-
zumny nahled na chovani homogennich souradnic, a proto se nyni podivame na
vyjadreni zédkladnich geometrickych prvki a na jejich prostorovou reprezentaci.
Ukéze se, ze vétsinu dulezitych vztahtt mtzeme jednoduse vysledovat z vhodnych
obrazki. Proto se nyni omezime pouze na prostor RP?, ktery vychézi z vektoro-
vého prostoru R3.

4

Obrazek 1.1: stfedové promitani do roviny z = 1 (modra)

1.1.1 Body

Podivejme se nejdiive na body v prostoru R3. Body jsou zaddny tiemi sou-
fadnicemi, které jednoznacné urcuji polohu bodu. Pro nase tcely bude vhodné,
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kdyz se na tyto souradnice budeme divat jako na polohovy vektor. Z definice
vime, ze aritmetické body jsou ur¢ené az na sviij nenulovy nasobek. To pro nas
znamena, ze muzeme polohové vektory libovolné prodluzovat ¢i zkracovat. Pro
nazornost si vybereme vhodné zastupce jednotlivych trid ekvivalence ” ~ ”. Pro
kazdy bod R3\{0} zvolime zdstupce z jeho linearniho obalu tak, aby jeho tieti
soufadnice byla rovna jedné. Vezmeme-li napiiklad bod A = [4 : 5 : 7], staci
jeho souradnice vynasobit prevracenou hodnotou tteti slozky. Bod A prepiseme
do tvaru A = [2: 2 :1]. Obecné mizeme vybirat zdstupce timto zpiisobem: Pro
bod B = [by : by : by] vybereme B = [%é ; % : 1]. Pokud bude by = 0, rozhodné
nemtuzeme souradnice bodu vydélit touto hodnotou. Proto pro dalsi tvahy pfi-
dame podminku by # 0. Tomuto problému se ddale venuji v odstavci vénovanému
nevlastnim bodum (1.1.3).

Nyni budeme pracovat s body ve tvaru B = [b; : by : 1]. Podivejme se, co
takova volba znamend prostorové. V obrazku 1.1 je pravé tato volba znazornéna
na bodech P,P,R,R. Je snadno vidét, Ze vSechny takto zvolené body budou lezet
v jedné roviné. V naSem piipadé to bude pravé rovina z = 1. Rekneme-li to
formélnéji, body X budou reprezentanty jednotlivych t¥id ekvivalence ” ~ 7.
Samoziejmé muzeme rovinu volit zcela libovolné, nicméné neni divod, abychom
si komplikovali situaci. Shrneme-li nase ivahy, mtizeme si projektivni rovinu RP?
predstavit tak, Ze cely prostor R3 stfedové promitneme podle poéatku do nami

zvolené "roviny reprezentanti’”.

1.1.2 P#imky

Body v projektivni roviné jsou pomeérné jednoduse predstavitelné, jelikoz je-
jich souradnice ndm na prvni pohled poskytuji informace o jejich poloze. Trochu
i body v jedné roviné, a proto navazeme pravé na uvahy z odstavce o bodech.
Tentokrat na to pujdeme z druhé strany. Sice nevime, jak takovou projektivni
primku popiSeme, ale urcité ji budeme hledat v roviné z = 1. Zvolme tedy v ob-
razku 1.1 ndhodnou primku n v roviné z = 1. Budeme-li postupovat v opac¢ném
gardu, napadne nas otazka, jaky objekt jsme stfedové promitli poc¢atkem sourad-
nic, je-li vysledkem pravé primka n. Jedna z moznosti, kterd se nabizi, je rovina
urcena pocatkem a primkou n. Podivejme se tedy na to, jestli je tato predstava
vyhovujici. Vime, ze roviny prochézejici pocatkem soutradnic jsou zadany jedno-
znacné pouze svym normalovym vektorem az na jeho nasobek. Navic se snadno
presvédcéime o tom, zZe existuje bijekce mezi pfimkami v roviné z = 1 a rovinami
prochazejicimi poc¢atkem. Tento fakt ihned vyplyva z toho, ze rovina prochazejici
pocatkem je jednoznacCné urc¢ena piimkou z roviny z = 1. Je-li rovina jednoznacné
az na nasobek urcena svym norméalovym vektorem a zaroven je jednoznacné ur-
¢ena primkou z roviny «, potom také plati, ze primka bude jednoznac¢né, az na
nasobek, urc¢ena normalovym vektorem prislusné roviny.

To jsme ocekévali, primka je mnozina bodt a kazdy bod je urcen az na sviij
nasobek. Potom dava smysl, ze i vysledna primka bude urcena jednoznac¢né az na
sviij ndsobek. Proto miizeme kazdou pifmku jednoznacné zadat vektorem n € R3
az na jeho nasobek.



Definice 3. Homogennimi souradnicemi primky p € RP? rozumime usporddanou
trojici cisel x1,x9,x9 € R, kterou budeme zapisovat ve tvaru:

p=[r1:x3:20] #[0:0:0]. (1.5)

Tato trojice cisel je normdalovym vektorem roviny, kterd primku p zaddvd. Homo-
genni souradnice primky jsou zaddany jednoznacné az na svuj nenulovy ndsobek.

1.1.3 Nevlastni body

Nyni se vratime k problému s body ve tvaru B = [a; : ay : 0]. Abychom si lépe
predstavili, jak takovy bod vypadd, pomuzeme si nasledujicim trikem. Definujme
monoténni posloupnost {b,}2, spliujici lim, . b, = 0. Podivejme se, jak se
chovaji body B,, = [a; : as : b,]. Jednoduchou tipravou se dostaneme k vyjadreni
B, = [Z—i g2 1] a pro n — oo vidime, zZe prvni dvé soufadnice bodu se blizi plus
nebo minus nekone¢nu, pokud jsou a; 2 nenulové hodnoty. Pro lepsi piedstavu je
tato posloupnost bodu znazornéna na obrazku 1.2.

Obrézek 1.2: posloupnost bodt B, = [{* : 72 : 1]

n bn

Déva tedy smysl definovat nevlastni body Be, := [by : by : 0]. Pojdme se
podivat na par jednoduchych vypocti. Zacneme znalostmi z analytické geometrie.
NapiSseme obecné vyjadreni primky:

O=ax+by+c



Dosadime homogenni souradnice:

x x
0=a—+0=2+c
Zo Zo

0 = axy + bxs + cxg

Dostavame vyjadieni primky pro homogenni soutradnice. Je zirejmé, ze pokud
dosadime bod ve tvaru A = [ay : as : 1], v zdsadé se nic nezméni. Muzeme se
zamyslet nad tim, jak v této rovnici budou fungovat nevlastni body. Dosadme

bod Doo = [dl . dg . 0]

O:ad1+bd2+c-0
O:ad1+bd2

Resenfm této rovnice bude az na ndsobek vektor [—b : a]. Coz znamen4, Ze
bod D lezi na primce pravé tehdy, kdyz [dy : ds] = [=b : a]. Jinymi slovy na
kazdé primce lezi pravé jeden nevlastni bod, ktery odpovida smérovému vektoru
primky.

Konec¢né se ukazuji vyhody homogennich souradnic. Diky nim muzeme napri-
klad pocitat i s nevlastnimi body.

Disledek: Body i pifmky miZeme zapsat pomoci prvki R3\{0}.

Pozorovani: RozliSovani bodii na vlastni a nevlastni jsme délali pouze na za-
kladé volby roviny, do které chceme prostor R?® promitat. Pokud bychom na misto
roviny z = 1 zvolili jinou rovinu (riznobéznou se z = 1), vSe bude fungovat stejné,
az na to, ze budeme mit nevlastni body v jiném tvaru. Z toho mimo jiné vyplyva,
ze neni tfeba rozliSovat mezi vlastnimi a nevlastnimi body.

1.1.4 Priseciky, spojnice a incidence

Znaceni: Necht u,v,w € R3.

Skaldrni soucin u,v budeme znacit (u,v).

Determinant matice vektori u,v,w budeme znacit [u,v,w].
Vektorovy soucin vektoriu u,v budeme znacit u X v.

Incidence: 7 obrazku 1.1 je vidét, ze body lezici na primce musi byt kolmé
na normalovy vektor roviny, kterda primku zadava. Tento vztah samoziejmé plati
i v opacném poradi. Primka prochazejici bodem musi byt kolma na polohovy
vektor urcujici bod. Mizeme tedy snadno definovat incidenci.

Definice 4. Necht bod a primka P,p € RP*. Necht P = (p1,pa2, o) @
b= (nlan%no)a pOtom bod P € p ~— <P7 > = <(p1ap2ap0)a(nl7n2ano)> = 0.



Priseciky a spojnice: Priisec¢ik dvou ptimek v homogennich soutadnicich je
primym dusledkem vypoctu incidence bodu a primky. Hleddame takovy vektor,
ktery je kolmy na normalové vektory rovin danych ptimek. Tedy hledame vektor,
ktery je kolmy na dva jiné vektory. Stejné tak pro spojnice dvou bod musi platit,
ze vektor spojnice bude kolmy na oba polohové vektory bodii.

Definice 5. Necht primky q,p € RP?. Potom prisecik téchto primek je roven
D Xq.

Definice 6. Necht body @, P € RP?. Potom se spojnice téchto bodi rovnd P x Q.

Poznamka:

1. Jelikoz prvky RP? jsou uréeny a7 na nasobek jednoznacné, neni potfeba
resit poradi prvki ve vektorovém soucinu.

2. Vezmeme-li dva libovolné nevlastni body, napiiklad A, = [1 : 0 : 0] a
Bo = [0 : 1 : 0], mohlo by nas zajimat, co bude jejich spojnici. Vime, Ze
spojnice bude ve tvaru l = [1:0:0] x [0:1:0] =[0:0: 1]. Dostavame
vyjadreni tzv. nevlastni primky l.,. Je to mnozina vsech nevlastnich bodi,
coz snadno vyplyva ze skaldrntho soucinu: ([0:0:1],[a:b: 0]) = 0.

1.1.5 Princip duality

Shrime si doposud odvozené poznatky. Vime, ze mizeme vyjadrit primky
i body stejnym zptsobem. Pruseciky primek a spojnice bodu se také daji vyjadrit
shodné a konec¢né vztah incidence je naprosto symetricky. Potom nam nic nebrani
v tom, aby vSechny dalsi algebraické vypocty ¢i geometrické konstrukce mély dvoji
vyznam. Dualitu mizeme v roviné charakterizovat nasledujici vétou: ”Jak se maji
primky k bodum, tak se maji body k pfimkéam.”[3] Pfesnéji fec¢eno, veskera tvrzeni
v projektivni geometrii zustavaji v platnosti, zaménime-li zaroven pojmy:

Dualita: [1]
1. bod <= primka
2. spojnice <= prusecik

3. bod B lezi na primce p <= primka b prochazi bodem P
Této symetrické roli bodi a primek budeme tikat princip duality.

Princip duality (dale jen ”dualita”) budeme hojné vyuzivat. Rikejme, Ze jsou
dvé tvrzeni dudlni, pokud se lisi spravnou zaménou slov. Napriklad nasledujici
tvrzeni jsou dudlni: "body lezici na jedné primce” a "primky prochazejici jednim
bodem”.

S dalsimi aplikacemi duality se setkame dale v textu. Nyni mame odvozeno
vsechno, co potfebujeme k tomu, abychom ukézali, ze nami zkonstruovany prostor
bude projektivni rovinou.



Véta 1. Prostor RP? je projektivni rovina.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni provedeme ovérenim axiomu projektivni roviny.
1. Kazdé dva rizné body lezi na pravé jedné primce.
2. Kazdé dvé rizné primky se protinaji pravé v jednom bodé.
3. Existuji alespon Ctyfi rizné body, z nichz zadné tii nelezi na primce.
4. Existuji alespon ¢tyti rizné primky, z nichz zadné tii se neprotinaji v bodé.
Rzné body odpovidaji linedrné nezavislym vektorim. Jejich spojnice je zadana
vektorovym soucinem. Vysledkem bude az na nenulovy nasobek jednoznacné za-

dany vektor, ktery odpovida pravé jedné primce. Timto je dokézan axiom 1.
Druhy axiom je pouze jeho dudlni verzi a tim padem je také ovéren.

Existence ¢ty riuznych bodiu a primek je trividlnim dusledkem faktu, ze pra-
cujeme s vektory, které odpovidaji prvkim R3.
O

Definice 7. Prostor RP! budeme nazgvat projektivni primka.

1.2 Vektorové identity
Lemma 2. [1] Pro kazdé tri kolinedarni body A,B,C plati: [A,B,C] = 0.

Lemma vyplyva z toho, ze vSechny tti vektory lezi v jedné roviné. Proto jsou
linearné zavislé, tedy maji nulovy determinant.

Obrézek 1.3: vztah mezi body z R? a RP?



Daisledek:

1. Diky dualni interpretaci tohoto vztahu muzeme tvrdit, ze tfi primky jsou
konkurentni (prochézi jednim bodem) pravé tehdy, kdyz plati [a,b,c] = 0.

2. Vime, ze vektor, ktery je linearni kombinaci dvou vektorti, je s nimi kom-
planarni. Z toho vyplyva, ze primku mizeme interpretovat jako mnozinu
linedarnich kombinaci bodu a; - A + a5 - B, kde koeficienty aq,a0 € R a
alespon jeden z koeficienti je nenulovy.

Prusecik primek: [1] Mé&me ¢tyfi body A,B,C,D, které nam zaddvaji dvé
piimky AB a C'D. Ozna¢me P prusecik téchto primek. Bezpochyby pro bod P
musi platit [4,B,P] =0 (P € AB) azaroven P = a;-C+ay-D (P € CD). Pokud
tyto dva vztahy dosadime do sebe, ziskame vyjadreni pruseciku dvou primek.

[A, B,a;-C+ay-D] =0 (linearita determinantu)
[A, B, ay -C)+[A, B, ay- D] =0 (vytkneme konstanty)
041'[14, Ba C]+012'[A, Ba D] =0

Pokud ptimky AB, C'D nebyly shodné a zaroven zadny z bodua A,B,C,D nebyl

prusec¢ikem, potom muzeme snadno dopocitat hodnoty konstant ay,as.

ap = [A,B,D] o= —[A7B7C]

Nyni dostavame velmi elegantni vyjadreni pruseciku P.

P=a;-C+ay-D
P=[AB,D]-C—[ABC] D

Pokud nyni budeme chtit sepsat podminku pro t¥i primky prochéazejici jednim
bodem, postaci vyuzit jiz odvozenych formuli. Méjme primky zadané dvojicemi
bodi: AB, C'D a EF. Vyuzijeme vyjadieni pruseciku P piimek AB, C'D a jiz
znamé podminky pro kolinearitu t¥i bodi.

0 = [E,F,P]
0=|[E,F[AB,D]-C—[AB,C]- D]
0=[A,B,D|-|E,F\C] — [A,B,C] - [E,F,D]
Ziskdavam podminku zarucujici konkurenci t¥i pfimek. Tuto rovnost mizeme
interpretovat i dudlnim zptsobem. Méjme primky a,b,c,d,e,f, které zadavaji tii

body: aNb, cNd, eN f. Pruseciky lezi na jedné primce pravé tehdy, kdyz plati:

0=la,bd - [e,f,c] —[ab,c] - [e,f,d].

10



Disledek: Disledkem tohoto vyjadreni je véta Pappova.

Véta 3 (Pappova). [1] Necht sest primek a,b,c,d,e,f zaddvd dvé trojice koline-
drnich bodi: (aNb, cNd, enf)a(and, cNe, bN f). Potom je trojice bodi
(dN f, cnb, ane) také kolinedrnd.

Dukaz.

[a,b,d] - [e,f,c] — [a,b,c] - [e,f,d] =0 (kolinearita (aN'b,cNd,en f))
la,d,f] - [c,e,b] — [a,d,b] - [c,e,f] =0 (kolinearita (aN'd,cNe,bnf))

Po upravé:

[a’b’d] : [evfac] - [aab>c] : [eafad]
la,d,f] - [c,e,b] = [a,d,)b] - [c,e,f]

Rovnice vyndsobime:

[a.b.d] - [e.f.c] - [a.d, f] - [e.e.b] = [a,b.c] - [e.f.d] - [a,d,b] - [c.e.f]
Upravime:

[a,b.d] - [e.f.c] - [a.d,f] - [e.e.b] = —[a,b.c] - [e.f.d] - [a,bd] - [e,f.c]
Zkratime:

la,d,f] - [c,e,b] = —]a,b,c] - [e,f,d]
[d,f,a] - [e,be] = [e,b,al - [d, f,e]

Cimz dostévame hledanou podminku pro kolinearitu d N f, ¢N b, a N e:

ld,f,a] - [c,be] — [d,f,e] - [e,b,a] = 0.

]

Poznamka: Pappova véta platiidudlné. Obé verze jsou zachyceny na obrazcich
1.4 a 1.5.

Definice 8. [4] Necht A,B,C,D jsou ctyri rizné body z RP' potom vijraz:

[A,C[A,D]

(A,B;C,D) := W

(1.6)

nazveme dvojpomer bodi A,B,C.D.
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Obréazek 1.5: véta Pappova - dualni verze
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Tvrzeni: [4] Dvojpomér je invariatni vuéi projektivnim zobrazenim.

Lemma 4. [1] Uvazujme 2n vlastnich kolinedrnich bodi ay,...,an,by,...,b, € RP?,
n libovolngch viastnich bodi x1,xs..,x, € RP? a permutaci w. Potom plati:

n n

H[ai:bi,%‘] = H[az‘,bi,l’w(i)] (1.7)

i=1 i=1

Diikaz. Projektivni body jsou ur¢eny az na nenulovy nasobek, mtuzeme tedy bez
jmy na obecnosti predpokladat, ze treti souradnice vSech bodt je rovna jedné.

a; ay 1 a; —xy ay—xy 0 a — o ab — gt
_ i pi _ i i 1 i _ | 1 Qo 2
oo 1 7 o 1 1~ Ty 0y — Ty

1 T2 1 2

Vime, Ze determinant 2x2 umime spocitat jako obsah rovnobézniku, ktery je vy-
kreslen prislusnymi vektory. Ten mizeme také vyjadiit jako S = [|(b° — a)]| - v;,
kde v; bude vzdalenost bodu z; od ptimky urcené body a;b;. Miizeme psat:

T — a)l =TT = ) e (18)

Tim je tvrzeni dokazano.

Toto pomocné lemma vyuzijeme pii charakterizaci ¢tyrstrannych mnozin.
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2. Ctyfstranné mnoziny

Tato kapitola je vénovana ctyfstrannym mnozinam. Jednd se o Sestibodové
mnoziny na RP'. Jak nazev napovid4, ¢tyfstrannd mnozina je odvozena ze ¢étyi-
stranu. Proto za¢neme jeho definici.

Definice 9. [{] Ctyri primky v jedné roviné, z nich? Zddné tri neprochdzeji jednim
bodem, nazyvame uplny ctyrstran, tyto primky jeho stranami a prueciky téchto
primek jeho vrcholy (modry dtvar na obrazku 2.1).

Na étyfstrannou mnozinu miizeme pohliZet jako na mnozinu bodt v RP!, ktera,
vznikla promitnutim vrcholi ¢tyfstranu na libovolnou primku, jako je tomu na
obrazku 2.1.

Definice 10. Necht body A,B,C.D,E.F € RP? tvori ¢tyrstran. Pro libovolnou
primku | a libovolngj bod O rizngj od bodi A,B,C,D,E.F zRP? oznacme priseciky
OANI, OBNI, ..., OF NI po radé a,b,c,d,e,f. Tuto mnozZinu pruseciki nazveme
Ctystrannou mnozinou (obrazek 2.1).

Véta 5. Necht body a.b,c,de,f € RP' tvori ctyrstrannou mnoZinu. Potom plati
ndsledujici rovnost:

[aae] [b7f] [C’d] = [aaf] [bvd] [076]'

Tomuto vztahu budeme rikat charakterizace ctyrstranné mnoZiny.

Obrézek 2.1: projekce vrchola étyfstranu na RP!
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2.1 Charakterizace ctyrstrannych mnozin

V této casti odvodime charakterizaci ¢tyrstrannych mnozin tfemi rtznymi
zpusoby. Vyuzijeme lemma 4, aplikujeme vlastnosti dvojpoméru a na zavér vy-
tahneme body z RP' do RP?.

Odvozeni charakterizace na zakladé lemmatu 4 [1] Podivejme se nyni na
to, jak charakterizaci ¢tyrstrannych mnozin odvodit. Pracujeme stéle s obrazkem
2.1. Na zakladé lemmatu 4 muzeme odvodit nasledujici rovnosti.

1. [A,B,C] = 0 = [A,B,E|[B,C,F|[C,A,D] = [A,B,F|[B,C,D][C,A,E]
2. [A,E,F] = 0= [A,E,0][AFB] = [AE,B|[A,FO]
3. [B,F.D] = 0 = [B,F,0||B,D,C] = [B,F,C]|B,D.O]
4. [C,D,E] = 0 = [C,D,0][C,E,A| = [C,D,A][C,E,O]

Pokud vyse uvedené rovnosti mezi sebou vynasobime a zkratime, dostaneme
nésledujici vyjadreni: [A,E,0|[B,F,0][C,D,0] = [A,F,0|[B,D,0|[C,E,O]. Pokud
zvolime bod O = [0 : 0 : 1], snadno se dostaneme k vyjadfeni charakterizace
Ctyfstranné mnoziny v RP':

[aae] [baf] [Cad] = [aaf] [bad] [Cae]'

Odvozeni charakterizace vlastnostmi dvojpoméru [1| Podivejme se na
obrazek 2.2. Dvojpomeér (A,K; M,L) bude roven dvojpoméru (A,F; B,D) a za-
roven dvojpoméru (A,C; E,D), jelikoz body K,M,L se po fadé zobrazi na body
F,B,D pti projekci z bodu P na primku [ a stejné tak se zobrazi na body C,E,D
pri projekci bodem ) na piimku [. Dvojpomér je invariantni viaci projektivnim
zobrazenim, a proto miizeme psat:

(A,K; M,L) = (A,F;B,D) = (A,C;E,D) (projekce dvojpomeéru (A,K;M,L) )

[A,B][F,D] _ [A,E][C.D] _
[A.D|[F,B] ~ [A,D|[C.E| (lemma o 4 determinantech (1.3))

[A,B|[F,D]|C,E]| = [A,E][C,D]|F,B|

Cimz dostavame opét charakterizaci ¢tyfstranné mnoziny.

Odvozeni charakterizace vytazenim z RP' do RP*:  [1] Uvazujme &tyi-
strannou Sestici bodia A,B,C,D.E,F € RP'. Bez ijmy na obecnosti mizeme zvolit
vlastni body ve tvaru A = (z,,1). Jelikoz budeme body vytahovat do prostoru
vyssi dimenze, musime je opatrit tfeti souradnici. Tteti soutadnici kazdého bodu
oznacme h s prislusnym indexem bodu. Zvolime je takovym zplisobem, abychom
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Obrazek 2.2: promitani bodt K,L,M body P,() na ptimku [

vytvorili ¢tyrstran s kolinearnimi trojicemi bodiu ABC, AEF, BDF a CDE. Jiz
vime, ze pro kazdé tfi kolinedrni body plati: [A,B,C] = 0.

o 1 h,
0 = det(A,B,C) = det (xb 1 hb) = hy|B,C| — h[A,C] + h.[A,B|
z. 1 h,

Obdobnym zptisobem rozepiSeme i zbylé kolinearni trojice. Z toho plynou
vztahy:

0= he[E,F| — h]A,F] + hy[AE] (kolinearita (A,E,F))

0 = hy[D,F] — hg[B,F] + hf[B,D] (kolinearita (B,D,F))
0 = h[D,E] — h4|C,E] + h.|C,D] (kolinearita (C,D,E))

Nyni prejdeme k maticovému zapisu téchto linedrnich rovnic. S je matice sou-
stavy a vektor (ha,hp,he,ha,he,hy)t oznacime jako h.

ha
[B.C] —[AC] [AB] 0 0 0 hy
G |[BF 0 0 0 —[AF] [AE|]|h| .
“| o [DF 0o —BF 0 [BD]||hl|"°
0 0 [D.,E] —-[C.E] [C,D] 0 he
hy
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Matice S ma jaddro minimalné dimenze dva, které je tvorené trivialnimi pripady,
kdy vSech Sest bodu ztistane i po vytazeni do RP? na jedné pifmce. Chceme-li
se témto pripadim vyhnout, musi byt jadro matice dimenze alespon tii. Potom
plati, ze kazdy 4 x 4 subdeterminant matice S bude nulovy.

[AB] 0 0 0
0 0 —[AF] [AE]
O=detl o _BF 0 [BD

[D,E] —[C,E] [C,D] 0
0 = [A,BJ([C,E][A,F[B,D] — [B,F]|C,D][A,E])

0 = [C,E][A,F|[B,D] — |B,F]|C,D][A,E]

Tim se dostavame k nam jiz znamé charakterizaci ¢tyrstranné mnoziny.
(C.E||AF|[B.D] = [B,F)[C,D[A,E] (2.1)

Poznamka: Mohlo by se zddt, Ze pokud zvolime jing 4 X 4 subdeterminant ma-
tice S, dostaneme jiny vztah. Nicméne vysledkem bude pouze kombinatoricky od-
lisny zdpis.
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2.2 Zobecnéni, symetrie a dualita ¢tyrstrannych
mnozin

2.2.1 Asociovany ¢tyrstran

Obrézek 2.3: asociovana ¢tyrstrannd mnozina

Uvazujme ctyistran A,B,C,D,E.F (znaceni viz obrdzek 2.3 - modry ctyrstran)
a podivejme se na charakterizaci ¢tyfstranné mnoziny a,b,c,d,e, f:

[c.ella,f1[b,d] = [b.f][e.d][ae].

Miuizeme si povsimnout, Ze se jedna o velmi symetricky zapis. Vezmeme-li napti-
klad prvni tii determinanty, tak zjistime, ze body A,B,C lezi na ptimce, zatimco
body E,F,D na ptimce nelezi. Bez obrazku nemuzeme urcit, ktera z téchto trojic
je kolinearni, a ktera neni. To nas vede k domnénce, Ze musi existovat obé verze.
Pokusime se tedy zkonstruovat alternativni verzi ¢tyrstranu, body budeme znacit
s indexem 2 (v obrazku 2.3 se jedné o zeleny Ctyfstran).

V ptuvodnim modrém ctyrstranu mame t¥i pary bodi, které nelezi na strané
Ctyfstranu: (F,C), (A,D) a (B,E). Kolinearni trojice bodt ¢tyfstranu jsou vytvo-
feny tak, ze se vybere z kazdého paru pravé jeden bod. Takovych trojic existuje
osm (177 body, z nichZ kaZdy vybirdme ze dvou, tedy 2-2-2 = 8), avSak pouze ¢tyti
z nich jsou ve Ctyfstranu kolinearni. Zbyla ¢tverice trojic (D,E,F), (A,B,F),
(B,C,D) a (A,C,E) tvori trojihelniky. Muzeme zaménit jejich role s ptuvodnimi
kolinernimi trojicemi bodu a tim ziskat tzv. asociovany ctyrstran|l].
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Konstrukce se provede velmi snadno. Pét bodi se zvoli tak, aby spliovaly
pozadovanou kolinearitu a zaroven odpovidaly zvolené ¢tyfstranné mnoziné. Tim
je jednoznacné urcen i Sesty bod asociovaného c¢tyrstranu.

2.2.2 Zobecnéni ¢ctyrstrannych mnozin

Pro Sest bodi mame charakterizaci ¢tyfstranné mnoziny ve tvaru:
[C,E][A,F][B,D] = [B,F][C,D][A,E]

Body ctyrstranu vhodné preznac¢ime a nasledné je promitneme na jednu ze stran
¢tytstranu. To odpovida obrazku 2.1, pokud zvolime piimku [ jako stranu ctyt-
stranu, a pro specialni polohu bodu O, ktery je zde nevlastnim bodem primky
kolmé k [. Dostaneme néasledujici prepis charakterizace:

[A1,B1][A2,Bs][A3,C3] = [A1,Bs][A2,B1][A3,C) (2.2)

/2 B A 4 4 By

Obréazek 2.4: preznaceny Ctyfstran pro rovnost (2.2)

Pokusime se tento vztah zobecnit pro n bodu.[1] Uvazujme obecny n-thelnik
s vrcholy 1,2,..n, pruméty vrcholi na primku [ nazveme A; a body B; = IN(i,i+1)
s indexy v mod(n).

Nejprve si uvédomime, ze determinanty [A;,B;] odpovidaji pii Euklidovském
pohledu vzdélenosti bodu na projektivni piimce. Z toho snadno odvodime, zZe
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z podobnosti trojuhelnik na obrazku 2.5 musi platit:

[A;,B] ok
[Ai+1,B;] Risa (2:3)

kde h; je vzdalenost bodu ¢ od primky .

Obrazek 2.5: znazornéni vztahu (2.3)

Ze vztahu (2.5) pro indexy v mod(n) jednoduse plyne:

© AB]
1;[ Az+1vB] H =1 (2‘4>

i=1 h’i+1

¢imz ziskavame nasledujici vztah, kterému budeme tikat charakterizace zobecnené
ctyrstranné mnoziny.

n

11148 = [T1Ar0.B] 2.5)

i=1 =1

A4 A5' Bg Bl

Obrazek 2.6: zobecnéni ¢tyfstranné mnoziny pro n =5
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2.2.3 Dualita

Zatim jsme pracovali pouze s Sestici bodu, které po trojicich lezely na ¢tytfech
primkach, jako na obrazku 2.1. Pokud provedeme stejnou konstrukci dualné, do-
staneme Sestici piimek, které po trojicich prochazi jednim ze ¢tverice bodu. Na
tuto skutec¢nost jsme jiz narazili pti odvozovani charakterizace ¢tyfstranné mno-
ziny na zakladé véty o ¢tyrech determinantech uvedenou na obrazku 2.2, kde jsme
nasli priseciky Sesti pfimek s primkou /.

Obrazek 2.7: dualita

Pokud nalezneme pruseciky primek a,b,c,d,e, f s libovolnou dalsi primkou, bude
platit opét stejna charakterizace:

[c.ella, f1[b,d] = [b,f][e.d][a.e].

2.3 Ctyrstranné mnoziny a smérnice primek

Konstruujeme-li ¢tyfstrannou mnozinu pomoci Sestice primek a,b,c,d,e, f, mui-
zeme nalézt priseciky s libovolnou dalsi ptimkou [ a tim ziskat Ctyfstrannou
mnozinu. Piimku [ mizeme zvolit i nevlastni, z pohledu projektivni geometrie
to neni nikterak vyjimecny pripad. Pokud tak uc¢inime, staci si vzpomenout na
zavedeni nevlastnich bodu v kapitole 1.1.3. Tam jsme mimo jiné odvodili, ze C,
priseCik primky c¢ s nevlastni primkou [, bude odpovidat smérovému vektoru
primky c. Priseciky piimek a,b,c,d,e, f s nevlastni ptimkou [, zapiSeme ve tvaru
C = [bc : —ac : 0], coz mizeme také zapsat ve tvaru C' = [1: == : 0] = [1 : k. : 0],
kde k, je smérnice pifmky c. Pokud budeme nahlizet na p¥imku I, jako na RP*,
muzeme piislusné souradnice bodu zapsat ve tvaru: C' = [1 : k.].[1]
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Charakterizace takto vytvorené ¢tyrstranné mnoziny ndm poskytne velmi za-
jimavou podminku pro smérnice piimek mezi ¢tyimi body:

[c.ella. f1[b.d] = [b,f][e,d][a.e]

1k,
1 ke

1 ke
1 Ky

1 Ky
1 kq

1k,
1 ky

‘1 k,

1 K
1 ke

1 ky

(ke - kc)(kf - ka)(kd - kb) = (kf - kb)(kd - kc) (ke - ka) (26)

1
]\(:;
[}
2
]i,‘(/—g
\ kb:
ke=5
3 e
\ kf—*:
p4

Obréazek 2.8: podminka pro smérnice piimek
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Shrneme-li poznatky o asociovaném ¢tytstranu s podminkou pro smérnice mezi
¢tyfmi body, mizeme narysovat asociovanou verzi obrazku 2.8 s rovnobéznymi

stranami. [1]

Obréazek 2.9: asociované konstrukce stejné ¢tyrstranné mnoziny na nevl. primce

Pokud pouzijeme zobecnénou verzi ¢tyrstrannych mnozin z kapitoly 2.2.2
(vztah 2.5), mizeme rozsitit také podminku pro smérnice mezi body libovolného

n-uhelniku:

[T1A4:.Bi] = [[[Ai+1.Bi]

=1 =1

Soal b oain

Iy =11 (2.7)

V rovnosti (2.7) vystupuji hodnoty a;,b; opét jako smérnice prislusnych piimek

s indexy v mod(n).
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Konstrukce zobecnéného vztahu pro smérnice primek: V sekci2.2.2 jsme
pri odvozovani charakterizace zobecnéné c¢tyrstranné mnoziny promitli vrcholy
n-thelniku kolmo na primku [ (obrazek 2.4 a 2.6). Jinymi slovy jsme body spojili
s nevlastnim bodem. Namisto nevlastniho bodu si zvolime libovolny vlastni bod
O a nasledné s nim spojime vrcholy n-tihelniku, které jsou oznaceny d¢isly 1,2..,n.
Naopak primku [ zvolime jako nevlastni primku /... Priseciky primek n-tihelniku
s primkou [ ozna¢ime b; = [ N (i,i + 1) a pruseciky Oi N[ oznac¢ime a;.

Nyni uz mame pripravené vSechno, co potfebujeme, a mizeme se podivat na
priklad, kde budeme pocitat se smérnicemi primek mezi péti body (n = 4).

Obrazek 2.10: zobecnéna podminka pro smérnice mezi body

Priklad:
ﬁ 1 a . =) Qi1
oy "M o
1a11a21a31@4_1a21a31a41a1
1 0|1 bo||1 b3||1 bg| (1 bi||l bo||l b3||l b

=330 (=50 - -5 E) 0 -%)(-5+3)

0.9984 = 0,9984
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme zavedli ¢tyrstranné mnoziny, se kterymi se pri
bézném studiu matematiky nejspise nesetkate. Nicméné doufam, ze jsem ctenare
podnitil ke zkouméni téchto mnozin, nebo alespon k zajmu o projektivni geometrii
obecné. V prvni ¢asti jsme zavedli homogenni souradnice, projektivni rovinu a
princip duality, ktery je jednim ze zakladnich pilifia tohoto oboru. A proto neni
divu, Ze byl tento poznatek hojné vyuzivan po zbytek préce. Podrobné jsme u
¢tyrstrannych mnozin rozebrali charakterizaci a dualitu, a posléze je zobecnili
na libovolny pocet bodta. Touto praci neni problematika ¢tyrstrannych mnozin
ani zdaleka vycerpana. Pti hlubsim studiu jisté naleznete celou radu zajimavych
vlastnosti, které by postacily na nékolik dalsich kapitol.
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