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Abstrakt: Cilem této prace je studovat a popsat regularizac¢ni vlastnosti iteracnich
Krylovovskych metod pro feseni linearnich algebraickych ill-posed problému za-
tizenych bilym Sumem. Nejprve popiseme vlastnosti téchto problémi, predevsim
vysokou citlivost na zmény v datech. Ukazeme, Ze klasické metody pro reseni
aproximacnich tloh (jako naptiklad metoda nejmensich Ctverci) zde selhdvaji.
Proto se budeme vénovat objasnéni regularizacnich vlastnosti projekci na Kry-
lovoviv prostor. Uvedeme zakladni Krylovovské regulariza¢ni metody, konkrétné
RRGMRES, CGLS a LSQR, a ilustrujeme jejich chovani na modelovych ptikla-
dech z Regulariza¢niho toolboxu v prosttedi MATLAB.
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Abstract: The aim of this thesis is to study and describe regularizing properties
of iterative Krylov subspace methods for finding a solution of linear algebraic ill-
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kind of problems, especially their sensitivity to small perturbations in data. It
is shown that classical methods for solving approximation problems (such as
the least squares method) fail here. Thus we turn to explanation of regularizing
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Znaceni

mnozina prirozenych c¢isel

mnozina realnych cisel

mnozina realnych vektori dimenze n

mnozina readlnych matic typu m x n

dimenze vektorového prostoru V

linearni obal vektoru vy, ..., v,

skalarni souc¢in vektorti x a y

k-ty Kryloviv podprostor pro matici A a vektor b

k-ty shiftovany Kryloviv prostor
hodnost matice A

obraz matice A, neboli sloupcovy prostor
jadro matice A, neboli nulovy prostor
determinant matice A

transpozice matice A

jednotkova matice

diagonélni matice s prvky ay, ..., a, na diagonéle
euklidovska norma vektoru z

A-norma vektoru x

spektralni norma matice A

¢islo podminénosti matice A



Uvod

Pri Teseni realnych tloh z nejriiznéjsich oblasti, jako jsou geologie, 1ékarstvi,
zpracovani obrazu a mnohé dalsi, se setkdvame s potrebou Tesit linedrné alge-
braické problémy

Az~ b, A e R™" 2z e R", be R™,

kde A a b jsou znamé (nenulové) a z je hledany vektor. Takovéto tlohy vznikaji
vétsinou jako diskretizace spojité tlohy a maji ¢asto vlastnosti, které komplikuji
jejich feseni. Pochazi-li z diskretizace spojitého inverzniho problému, byvaji citlivé
na malé zmény vstupnich dat A a b, obsahuji chyby (Sum) vzniklé pii diskreti-
zaci, méreni a ukladani dat a podobné, viz. [I, Kap. 2-3]. Navic matice tlohy A
(reprezentujici diskretizovany model) je ¢asto Spatné podminénd, jeji singularni
c¢isla klesaji plynule k nule bez vyraznych mezer a tedy je i numerickd hodnost
A Spatné definovana, viz. [1, s. 7-9]. Pro problémy s takovymi vlastnostmi pouzi-
vame oznaceni ill-posed problémy.

Klasické metody pro reseni linearnich algebraickych aproximacnich problémn,
jako je metoda nejmensich ¢tverct, viz. [2, Kap. 6], v pfipadé ill-posed problému
selhavaji, protoze si neumi poradit s citlivosti aproximace feseni na chyby v da-
tech. Je tedy nutné pouzit jiné metody, které pocitaji feseni méné citlivé. Takovym
metoddm tikdme regularizacni, viz. [3, Kap. 4]. Zakladnim prikladem regulari-
zacni metody je TSVD [1, Kap. 4.2], zaloZena na aproximaci matice A za vyuziti
singuldrniho rozkladu [2, Kap. 5.2]. Pro redlné tlohy se vSak 1épe uplatni iteraéni
metody [I, Kap. 6], jako napiiklad RRGMRES [4], CGLS [5, Kap. 7.4.1] a LSQR
[6], které vyuzivaji regularizacnich vlastnosti Krylovovych prostoru [2, Kap. 9].

Cilem této prace je studium regularizacnich vlastnosti iteracnich Krylovov-
skych metod. Zamérime se nejprve na vlastnosti vektorit generujicich Kryloviav
prostor. Pro tento cel uvedeme znamé postupy pro konstrukci jeho ortonormalni
béze — Arnoldiho [7, Kap. 6.3] a Lanczosuv proces [7, Kap. 6.6]. Popiseme chovéni
projekci na Kryloviv prostor pti rastu jeho dimenze. Nasledné shrneme metody
RRGMRES, CGLS a LSQR. Pro zjednoduseni zde uvazujeme, ze Sum je v tloze
obsazen pouze ve vektoru b (vektor pozorovani). Navic predpokladdme pouze tak
zvany bily Sum, jehoz slozky pochézi z normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou
v nule, viz. [I], s. 39-47]. Vysledky ilustrujeme na dvou jednoduchych modelovych
tlohédch z Regularizaéniho toolboxu [§] v prostfedi MATLAB.

V Kapitole [1| zavadime potiebné pojmy a popisujeme vlastnosti ill-posed pro-
blémii. Vysvétlime, proc¢ je v pripadé feseni ill-posed tloh nevhodné pouzit me-
todu nejmensich ¢tverct. Popisujeme zdkladni regularizacni metodu TSVD.

Kapitola[2 ma za cil zavést pojmy souvisejici s Krylovovymi prostory a popsat
problematiku hledani vhodné baze Krylovova prostoru v obecném a symetrickém
pripadeé.

Konecéné v Kapitole 3| pfichazi na rfadu rozbor regularizac¢nich vlastnosti Kry-
lovovych prostort. Popisujeme zde zakladni iteracni Krylovovské metody vhodné
pro Teseni ill-posed tloh a ilustrujeme jejich chovani numerickymi experimenty.



1. Uvod do inverznich problémii

V prvni kapitole si pripomeneme zakladni definice a véty nutné pro pochopeni
celé problematiky a obecné vlastnosti inverznich problémi, jako jsou zesilovani
chyb v pribéhu jejich feseni a nevhodnost pouziti tzv. naivniho feseni.

1.1 Zakladni definice a véty

Nasledujici pojmy lze definovat nad komplexnimi ¢isly, pro nase potteby vsak
bude stacit zavést je nad télesem realnych cisel.

Zakladni tivahy se tykaji spektra matice, zavedeme tedy pojem vlastnich ¢isel.
Podrobnéjsi rozbor spektrélnich vlastnosti matic popisuje [2] s. 8], pripadné [9,
s. 15], [I0, s. 320-328] a [L1].

Definice 1 (Vlastni ¢islo). Méjme ctvercovou matici A € R™ ™, kde n € N.
Redlné cislo A nazveme vlastnim ¢islem matice A, pokud existuje nenulovy vektor
x € R" takovy, Ze plati

Az = \z.

Dalsim zakladnim pojmem tykajicim se matic a vektori je norma. Obecnou
definici 1ze najit v [2, s. 8]. My zde uvedeme pouze konkrétni priklady vektorovych
norem, se kterymi budeme déle pracovat. Prvnim prikladem je euklidovska norma
na R™:

Definice 2 (Euklidovskd norma na R"). Méjme vektor x = (11, 2o, ...,2,)" €
R"™. FEuklidovskou normou wektoru x rozumime redlné c¢islo

n 1/2
Jall = (Z:c?) |
=1

Budeme potiebovat také pojem A-normy:

Definice 3 (A-norma na R™). Méjme ctvercovou pozitivné definitni symetrickou
matici A € R™" a vektor x € R". A-normou vektoru x rozumime redlné cislo

|z||a = VaT Ax,

kde xT je vektor transponovani k x.

Fakt, ze takto definovana zobrazeni jsou opravdu normy, zde nebudeme do-
kazovat, viz napt. [2, s. 8-13]. Déle si pfipomeneme pojem skaldrniho soucinu,
ktery je s normou tzce spjaty. Opét neuvedeme obecnou definici skaldrniho sou-
¢inu, ale pouze definice skalarnich soucint prislusnych vyse definovanym normam,
tedy standardniho skalarniho souc¢inu a souc¢inu definovaného pomoci konkrétni
pozitivné definitni hermitovské matice A € R"*". Ukazeme si vzajemny vztah
normy a skaldrniho souc¢inu.



Definice 4 (Standardni skalarni souc¢in v R"™). Méjme dva redlné vektory x =
(r1, 22, ..., 2,)T ay = (y1,92,...,yn)’. Standardnim skaldrnim soucinem vektori
x a Yy rozumime realné cislo

(;y) =y 'z ="z

i=1
Podobné vypada soucin definovany pomoci matice A.
Definice 5 (Skaldrni sou¢in pomoci matice). Méjme ctvercovou pozitivné defi-

nitni symetrickou matici A € R™ " qa vektory z,y € R". Skaldrnim soucinem
pomoci matice A vektori x a y rozumime redlné cislo

(x;y)a =y Ax.

7 predchozich definic 1ze nahlédnout vztahy téchto norem a skalarnich soucint.
Pro vektor x € R™ tedy plati nasledujici:

]l = /(5 2);
[e]la = /{5 ) a.

Pro zavedeni a vysvétleni vlastnosti naivniho feseni v nasledujici kapitole a od-
vozeni dalsich pojmt je tfeba singularniho rozkladu. K tomu je nutné definovat
hodnost a singularni ¢islo matice.

Definice 6 (Hodnost matice). Méjme matici A € R™ ", kde m,n € N. Jeji
hodnosti rozumime cislo rank(A) = dim(Im(A)).

Definice 7 (Singularni ¢islo matice). Méjme matici A € R™*", kde m,n € N.
Je-li \ nenulové viastni ¢islo matice AT A, pak ¢islo o = /A nazveme singuldrnim
¢islem matice A.

Konecéné se dostavame k vysloveni véty o singuldrnim rozkladu. Uvedeme zde
maticovou verzi této véty, opét pouze v realném pripadé. Odvozeni a podrobné;jsi
rozbor lze nalézt v [2 s. 125-129].

Véta 8 (O singularnim rozkladu). Méjme matici A € R™ ™, kde m,n € N. Necht
r je jeji hodnost. Potom existuji kladnd redlnd cisla o+, . .., o, a ortogondlni matice
U= (tu1,...,Uy) ER™™ aV = (vy,...,0,) € R"" takové, Ze plati vztah

A=U2VT =3 o), (1.1)
i=1
kde
er O mXxn N TXTr
Y= 0 0 e R™" %, = diag(oy,...,0,) € R™".
Vektory uq, ..., u, potom nazyvame levymi singuldrnimi vektory a vektory
vy, ..., U, pravymi singuldrnimi vektory A. Cisla o4, . .., 0, jsou singuldrni ¢isla

matice A. Viraz i, aiuiviT nazveme diadickym rozvojem matice A.

Poznamka. Je-li 7 = rank(A) hodnost matice A, pak singularni ¢isla o4, ..., 0,
uvazujeme sefazena od nejvétsiho po nejmensi. Takové usporadani se nam bude
pozdéji hodit.



V dalsim také budeme potiebovat pojem Moore-Penroseovy pseudoinverze,
ktery je zobecnénim pojmu inverze pro obecné matice.

Definice 9 (Moore-Penroseova pseudoinverze matice). Méjme matici A € R™*",
kde m,n € N. Necht r je jeji hodnost a A = UXV7T jeji singuldrni rozklad. Potom
Moore-Penroseovou pseudoinverzi matice A rozumime matici

At =VEiUT,
kde )
¥l
T: r nxm
o (5 0) emeen

Pro vlastnostnosti Af viz. [2, Kap. 5.3.1], nebo [12, Kap. 5.5]. Definujeme také
cislo podminénosti matice.

Definice 10 (Cislo podminénosti matice). Méjme reguldrni ctvercovou matici
A e R™™ q oy,...,0, jeji singuldrni c¢isla. Potom ¢islem podminénosti matice

A rozumime c¢islo
o Al

S e PET

Poznamenejme, ze pro A € R™*" lze ¢islo podminénosti zobecnit na

R(A) = 2,

Or

kde rank(A) = r (pricemz obvykle se predpoklada rank(A) = min(m,n)).

1.2 Vlastnosti problému

Uvazujme linedrni aproximacni problém
Az~ b, A e R™" 2 e R" bec R™, (1.2)

kde A a b jsou znamé (nenulové) a z je hledany vektor. Budeme predpokladat, ze
ATb £ 0, jinak problém nelze dobfe vyfesit a obvykle ma smysl uvazovat pouze
trividlni feSeni (nulovy vektor). Vektor pravé strany b muze obsahovat chyby
(Sum) vzniklé napiiklad pii méfeni, diskretizaci, ukladéni a zaokrouhlovéni jeho
prvki atd. Cilem je ziskat dobrou aproximaci vektoru z odpovidajiciho nezndmé
uloze bez chyb.

Podivejme se nyni na vlastnosti vektoru pravé strany b. Jak jsme uz zminovali,
b zpravidla obsahuje Sum. Uvazujme tedy

b="0+e, (1.3)

kde e reprezentuje Sum a b znad (nezndmou) pfesnou pravou stranu, pro niz
predpoklddame, ze plati

Az =b, (1.4)
kde 7 je hledané ptesné feseni problému bez Sumu. Budeme predpokladat, ze
Sum v problému je takzvané bily, neboli slozky vektoru e pochazi ze stejného
normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou v nule. Vice o jinych typech Sumu napft.
v [L s. 39-47].

Definujme nyni hladinu Sumu ve vektoru b:
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Definice 11 (Hladina sumu v b). Meéjme b vektor pravé strany z problému ((1.2]).
Potom hladinou Sumu v b rozumime cislo

ol
2]

Uvazujme problém pochazejici z diskretizace inverzniho problému, na-
priklad integrélni rovnice s hladkym jadrem viz. [I, Kap. 2.1]. Potom je jeho
feSeni ovlivnéno nékolika vlastnostmi, které nyni rozebereme. Budeme je ilustro-
vat na problémech deriv2(100) a shaw(100) z [§] s pfidanym Sumem na hladiné
te = 107%. Pouzivame zde dva rtzné piiklady, protoze ilustruji rizné chovani,
které miize nastat. Konstrukci problémt uvadime v nasledujicich prikladech:

Priklad 1 (Konstrukce deriv2(100) s pfidanym Sumem na hladiné p, = 107%).

[A,bexact,x] = deriv2(100);
hl=10"%
e = randn(100,1);
e = norm(bezact) x e/norm(e);
e =hlxe;
b = bexact + e;

V konstrukci problému matice A reprezentuje model, vektor x je presné reseni
a beract presnd prava strana. Déle hl reprezentuje zvolenou hladinu sumu, e je
nahodny vektor z normalniho rozdéleni a b je vysledna prava strana problému
obsahujici Sum.

Priklad 2 (Konstrukce shaw(100) s pfidanym Sumem na hlading p. = 107%).
Konstrukce probiha podobné jako pro problém deriv2(100) v Piikladu , pouze
prvni fadek je nahrazen nasledujicim ptikazem.

[Abexact,x] = shaw(100);

Vsechny ostatni kroky jsou stejné.

Zacnéme tedy matici A. Uvazujme jeji singuldrni rozklad A = UXV7T.

o A ma tu vlastnost, Ze jeji singularni ¢isla oy, . . ., 0, klesaji v pruméru k nule,
jako vidime na Obrazku ktery obsahuje tak zvany Picardiv graf pouzi-
vany standardné pro numerickou analyzu aproximacnich problémii. Pro vy-
kresleni vyuzivame funkci picard(U,s,b) z [8], kde ¥ = diag(s). Tedy je A
typicky Spatné podminénd, x(A) je velké.

e V levych i pravych singularnich vektorech wuq,...,u,, a vy,...,v, matice
A se pro velké indexy castéji stiidaji znaménka slozek. Pti vykresleni vek-
tort se potom zdaji byt vektory s vétsimi indexy ,méné hladké', a proto
fikdme, Ze maji ,vétsi frekvence', jako na Obrazku [I.2] Tento fakt souvisi
s tim, ze matice A ma vlastnost zhlazovdni, protoze vychéazi typicky z néja-
kého prirozeného zhlazujicitho procesu. Napriklad pri fotografovani dochazi
k rozmazavani hranic jednotlivych barev. Singuldrni vektory prislusné vel-
kym singularnim ¢islim maji tedy mensi frekvence nez singularni vektory
prislusné malym singularnim ¢islim.
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Obréazek 1.1: Picardovy grafy. Vlevo pro problém z Ptikladu |1} Singularni ¢isla
klesaji. Velikosti projekei |u!b] nejprve klesa a poté se ustali pobliz hladiny sou-

visejici s pe. Koeficienty |ufb|/o; také nejprve klesaji, poté zacnou zvolna riist.
Vpravo problém z Piikladu [2] Zde je pusobeni Sumu mnohem vyraznéjsi, hla-

dina Sumu je o deset fadl vys nez hladina singularnich cisel. Je zde vidét rozdil
v rozdéleni singularnich ¢isel matic z obou problémt. Zatimco vlevo vidime ply-
nuly pokles a singuldrni ¢isla jsou vSechna vyrazné vyssi nez strojova presnost,
vpravo je vidét vyrazny pokles a vsechna singularni ¢isla pocinaje dvacatym jsou
na drovni strojové presnosti
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Obrézek 1.2: Prvnich pét levych a pravych singularnich vektori matice A (vykres-
lenych po slozkach) pro problém z Ptikladu . Vidime, zZe s rostoucim indexem se
ve vektorech castéji stiidaji znaménka slozek.



Podrobnéjsi vysvétleni uvedenych vlastnosti je zalozené na Riemann-Lebes-
gueové lemmatu a lze jej nalézt v [1, s. 7-9]. N

Podivejme se nyni na vektor pravé strany b a jeho ¢asti b a e. Ptipomenme, Ze
vektory b a e (ani jejich normy) v redlnych ulohach nezndme, mame k dispozici
pouze jejich soucet b. Hladina Sumu neni v praxi také znama.

o Jelikoz md A vlastnost zhlazovani, lze predpoklddat, ze vektor b je hladky:.
Kdyz tedy budeme b projektovat do béaze wy, ..., u, levych singuldrnich
vektoril, potom ocekdvame, Ze velikost projekci ulb bude se vzristajicim
indexem klesat. Obvykle dokonce plati, ze tyto projekce klesaji rychleji

o
u; b
nez singularni cisla A, tedy koeficienty u

saji. Rikdme, ze b spliuje diskrétni Picardovu podminku, viz. [1l, s. 33-37].

pro rostouci i v pruméru kle-

« Naproti tomu vektor e vznikl ndhodné, tedy jeho projekce u!e do vektort
béaze budou pres vSechny indexy srovnatelné velké a se vzrustajicim indexem
nebudou nijak vyznamné klesat, viz [I, s. 41-42]. Tedy vektor e diskrétni
Picardovu podminku nesplnuje.

V Picardovych grafech na Obrazku vidime, ze koeficienty @ nejprve

klesaji a potom v primeéru rostou. Ve vztahu

lulv|  [ulb N ul'e
0 0 0

velikost prvnfho ¢lenu souctu dle diskrétni Picardovy podminky pro b klesa, z Ce-
hos 1,,vh,,kﬁ.to@. ké ind , & def

oz vyplyva, ze chovani koeficientii == je pro vysoké indexy vyrazné¢ deformo-
vano slozkou e.

Problém (|1.2) s takovymi vlastnostmi, jako jsme pravé popsali, nazyvame ill-
posed problém a jeho Teseni je citlivé na zmény vstupnich dat, tedy malé vychylky
v b mohou zptsobit velké rozdily ve vysledném z, jak ukdZeme v nasledujici
kapitole. Reseni ill-posed problému miize byt navic nejednoznacné.

1.3 Naivni reseni

Uvazujme nyni pro jednoduchost, ze A je ¢tvercova regularni matice typu
n X n. Méjme jeji singularni rozklad (1.1]), problém ((1.2) pak m& presné teseni,
které 1ze vyjadrit pomoci inverze matice A
1 Ty—1 17T S oulb
Tnaiwe = A0 = (UZV) o =VEUb =) -

i-1 i

;. (1.5)

Pokud porovname piesny vektor ¥ z problému v Piikladu [1| (kde A je ¢tvercova
a regularni) s vektorem ([1.5)), uvidime, Ze pqpe hledanému feseni vibec neod-
povida, viz Obrazek [I.3} To je také divod, pro¢ se takto spoctend aproximace
oznacuje jako naivni resend.

Podivejme se nyni na to, ¢im je chyba zptsobena. Z (1.5 vidime, Ze Z,qive

T
lze vyjadrit v bazi pravych singularnich vektort A, pricemz ua b jsou koeficienty
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Obréazek 1.3: Srovnani piesného Feseni Z (vlevo) a naivniho FeSeni (vpravo) pro-
blému z Piikladu[l} Vidime, Ze naivni feSenf 2,4 neodpovidd hledanému vektoru
T, navic lze ve vektoru ,qe pozorovat velké rozdily mezi jeho prvky (oscilace).

prislusné linearni kombinace. Vime, ze vektor b se sklada ze dvou slozek, b = E—I—e,
rozepisme tedy podrobnéji vztah (1.5)):

n Tg n T

e =3 T+ > 1,

i=1 Oi i=1 Y1

Lnaive = A

Prvni ¢len reprezentuje presny vektor T a druhy chybu v aproximaci . Vsim-
néme si koeficientii v obou souctech. Vlme z Kapltoly . ze b splnuje diskrétni

k nule. Naopak o druhém ¢lenu vime, Ze vyrazy ule jsou ptes vsechny indexy
radové srovnatelné velké, tudiz pokud je délime singularnimi c¢isly, budou ve-

likosti piislusnych koeficientit “25 velmi rychle stoupat. Clentim naivniho Feen{
bude tedy pro vétsi indexy zcela dominovat druha, chybova cast souctu. Obdobné
tomu bude i pro obecnou matici A, misto inverze A~! se vyuzije Moore-Penroseova
pseudoinverze AT matice A, viz. Definice @ V takovém pripadé bude vektor x,qive
predstavovat feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercti problému . Mizeme tedy
zavést obecnou definici naivniho feseni.

Definice 12 (Naivni feseni). Méjme A € R™™, b € R™. Necht r = rank(A).
Pak vektor
T Tb
Tnaive = ATb = Z & U4

i=1 i

nazveme naivnim tesenim ill-posed problému Ax =~ b.

Zakladni metoda reseni problému (|1.2)), kterou ted uvedeme, je zalozena na na-
sledujici véte, kterd ndm dava aproximaci matice matici nizsi hodnosti ve smyslu
minimalizace normy rozdilu. Dikaz lze nalézt v [2, s. 133].
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Obréazek 1.4: Srovnani presného feseni T (vlevo) a feSeni problému z Prikladu
a [2, pomoci aproximace z Véty Nahore Problém [I] pro k = 4, 20, 40. Vidime,
ze vektor w9y aproximuje ¥ mnohem lépe nez x,qive, viz. Obrazek , zatimco
x4 obsahuje malo informace a x4y je ovlivnéno sumem a je rozoscilované. Dole
Problém [2[ pro k£ = 3,8,80. V tomto pripadé je vysledek mnohem uspokojivejsi

nez v predchozim pripadé. Navic stacilo mnohem mensi k. Obecné je tézké nalézt
vhodny regulariza¢ni parametr k.

Véta 13 (Eckart—Young—Mirsky). Méjme matici A € R™*"™, kde m,n € N. Necht

r je jeji hodnost a 1 < k <r. Je-li A= Y"_, oyu;vl singuldrni rozklad A, potom
pro matict

k
T
A = Z oU;
i=1
plati, Ze

A, = argmin || X — A,
rank(X)=k
XeRmxn

neboli Ay, je nejlepsi aproximace A matici hodnosti k. Navic mame
HAk - AH = Ok+1-

V naivnim feseni dle Definice [12] jsou problematické ¢leny s vysokymi indexy,
protoze jsou prislusnd singularni ¢isla prilis mald. Pokud se ndm podati odhadnout

spravnou miru aproximace, tedy hodnotu k z Véty , muzeme nahrazenim (|1.2))
problémem

dostat casto lepsi vysledek, jak vidime na Obrazku [1.4] protoze matice A, ma
v urc¢itém smyslu lepsi numerické vlastnosti nez A. Reseni

k T
) Mvi

=

11



ulohy pro vhodné k aproximuje  lépe nez naivni feSeni ,,4... Tato nejjed-
nodussi regularizacni metoda se nazyva Truncated SVD (TSVD) a parametr k
nazveme reqularizacnim parametrem, viz. [3, s. 50]. Obecné je ale problém nalézt
vhodné k. Pokud zvolime k prilis malé, ochudime se o velké mnozstvi informaci
z puvodnich dat A, b a aproximace feseni nebude dostatecna. Pokud bude naopak
k prilis velké, vysledek x; muze byt ovlivnén Sumem, stejné jako v pripadé naiv-
niho feseni. Oba tyto pripady vidime na Obrazku pro problémy z Prikladt
a2l Pro nékteré tlohy viibec neexistuje vhodné k, jehoz pouziti by vedlo k dobré
aproximaci feseni ilohy pomoci . Metoda TSVD je navic vypocetné na-
ro¢na, protoze je v prubéhu nutné pocitat alespon ¢ast SVD rozkladu. Proto se
v nasledujici kapitole zamérime na jiny typ regularizace, ktera ¢asto vede na lepsi
vysledky.

12



2. Krylovovy prostory

Kapitola|l.3|nam poskytla zakladni metodu pro aproximaci feseni ilohy ,
ilustrovali jsme i roli regularizacniho parametru a dilezitost jeho vhodné volby.
V této kapitole se dostaneme k zavedeni pojmu Krylovova prostoru. Uvedeme
nekteré jeho vlastnosti a budeme se zabyvat postupy, které slouzi k vypoctu jeho
baze v obecném a symetrickém pripadé.

2.1 Zavedeni Krylovova prostoru a souvisejici
pojmy
Zacnéme definici Krylovova prostoru.

Definice 14 (Krylovuv prostor). Méjme ctvercovou matici M € R™ ™ vektor
veER" ak <n, kde k,n € N. Pak prostor

K (M w) = spanf{v, Mv, ..., M* v}
nazveme k-tym Krylovovym prostorem prislusSnym matici M a vektoru v.

Zamysleme se nyni nad dimenzi prostoru K (M,v). VSechny vektory z defini¢ni
mnoziny {v, Mv, ..., M*“1v} lezi ve sloupcovém prostoru I'm (M) matice M, tedy
jejich linedrni obal bude mit dimenzi nejvyse rovnou hodnosti rank(M) < oo.
Diky tomu ma smysl definovat néasledujici pojem.

Definice 15 (Stupen vektoru v vzhledem k matici M). Méjme ¢tvercovou matici
M € R™" a vektor v € R". Potom cislo

d(Mw) = min{k € N| dim(Kr(M,v)) = dim(Ky41(M,v))}
nazveme stupném vektoru v vzhledem k matici M.

Diky pozorovani z predchoziho odstavce je Definice[I5 korektni, nebot dimenze
prostori K (M,v) nemize s rostoucim k rust do nekonecna a defini¢ni mnozina
je tedy neprazdna. Vidime, ze dim(Ky(M,w)) < d(M,w). V zavislosti na k lze
ale odvodit dokonce nésledujici vztahy pro dimenzi Krylovova prostoru Iy (M ,v),
viz. téz [7, Kap. 6.2] nebo [13, Kap. 12].

Lemma 16 (Dimenze Krylovova prostoru Kp(M,v)). Méjme ctvercovou matici
M e R™" wektor v € R" a k < n, kde k,n € N. Plati ndsledujici vztahy
pro dimenzi Krylovova prostoru KCr(M,v):

. B k k < d(M,U)
dim(KCp(Mv)) = {d(M,v) k> d(Mw).

Diikaz. 'V pripadé, kdy k& < d(M,v), plyne rovnost ihned z Definice . Pred-
pokladejme tedy, ze k > d(M,v). K dikazu staci ukazat, ze pokud pro néjaké
r € N plati dim(IC,(Mw)) = dim(K,51(M,v)), je potom i dim(IC,11(Mw)) =
dim(K,2(M,v)). Toto nyni dokazeme.

13



7, predpokladu
dim(KC.(M,v)) = dim(IC,y1(M,v)

plyne, ze M™v € K,.(M,v). Proto
Mv=aw+aMv+...+a,_ Mt
pro néjaké koeficienty «p, ..., a,_1 € R. Pouzitim tohoto vztahu dostaneme

M1y = M(M")
= M(agv 4+ atMv+ ...+ a,_ M 1v)
=agMv+a M*v+ ...+, Mv € K, 1(Mp),

tedy plati i dokazovana rovnost
dim(IC,1(M,w)) = dim(IC,12(M,v)).

Z Definice (15 vime, ze dim(Kqrv)(M,v)) = dim(Karwy+1(M,v)) a uzitim prave
dokéazaného dostaneme nasledujici vztahy:

Ki(Mw) G - G Kaouw) (M) = Kaugy 41 (M) = - = Ky (M) = - -

Ziejmé
dim(KCp(Mw)) = dim(Kaca,wy(M,v)) = d(M,v),

kde druha rovnost plyne z prvni ¢asti tvrzeni. Tim je dikaz hotov.
O

Pro vyuziti v konkrétnich metodach je treba znat bazi Krylovova prostoru
Kr(M,v). Thned je vidét, Ze vektory v, Muv, ..., MmKEe(M))y, tvoif bazi prostoru
Kr(Mw), kterd se nazyva Krylovova. Pro pouziti ve vétsiné metod je ale takova
béaze numericky nevhodna. Pt¥i vypoctu v konecné aritmetice pro jeji vektory
s vétsimi indexy plati, Ze jsou témér (numericky) linedrné zavislé na predchozich
vektorech, viz. [14, Kap. 2.4]. Cilem dalsi kapitoly bude popsat vypocet numericky
vhodnéjsi baze Krylovova prostoru ICp(M,v).

2.2 Vypocet baze Krylovova prostoru

V této kapitole se zamérime na zptisoby vypoctu ortonormalni baze Krylovova
prostoru IC (M,v). Zakladnim piistupem je Arnoldiho algoritmus, viz. [15]. Tento
proces popiseme a nasledné ukazeme, ze jeho vysledkem je opravdu ortonormalni
béze prostoru Cp(M,v).

Vstupnimi parametry Arnoldiho algoritmu jsou matice M, vektor v a koefi-
cient k, ktery urcuje pocet iteraci. Budeme pro zjednoduseni predpokladat, Ze
1 < k < d(M,v), pro dalsi iteraci by proces vygeneroval uz jen nulovy vektor.
Poslednim parametrem je ¢islo reo € {0,1}, které udéva pocet reortogonalizaci,
které lze uvazovat, chceme-li pti vypoctu v koneéné aritmetice zlepsit ortogonalitu
spoc¢tenych bazovych vektorti.

Jako prvni vektor v; nové baze vezmeme znormovany vektor v. Déle se po-
stupuje v kazdé iteraci nésledovné. Vektor v; vytvoiime vynasobenim vektoru
vj_1 matici M zleva, néslednou ortogonalizaci vii¢i vSem predchozim vektoriim
v1,...,0j—1 a znormovanim.
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Algoritmus 1 Arnoldiho algoritmus (MGS)
Vstup: M,v,k,reo
Vystup: Hpy1,Vig1

Ulz.ﬁ
for j=1,...,k do
w = Mv;
fori=1,...,7do
hi,j:viTw
w:w—hi,jv,-
end for

forp=1,...,reo do
fori=1,...,57do
c=vlw
hi,j = hm’ +c
w=w — cv;
end for
end for
hjsa = |wl]
Vi1 = leUiH
end for

Pozndamka. Vice informaci o Arnoldiho algoritmu lze nalézt v pivodnim ¢lanku
viz. [15]. Jiné varianty implementace Arnoldiho algoritmu (napiiklad CGS) viz.
[7, s. 146-157] nebo [2] s. 172].

Pozndmka. V pripadé, kdyby k = d(M,v), bude hi41x = 0 a potfebujeme, aby se
algoritmus zastavil. Z toho divodu se pri vypoctu v konecné aritmetice do Algo-
ritmu (1] pridava zastavovaci kritérium, tedy kontrola, zda neni norma posledniho
spocteného vektoru w mensi nez zvolend tolerance T'OL.

Vsimnéme si, ze pocet operaci vykonanych za jednu iteraci Algoritmu [I] se
s rostoucim poctem vektort zvysuje. Roste tim i vypocetni naroc¢nost tohoto al-
goritmu, fikdme, Ze je zalozen na dlouhych rekurencich. Vyhodou téchto dlouhych
rekurenci je obvykle pomérné pomala ztrata ortogonality. Pti pouziti reortogona-
lizace se presnost jesté zvysuje. Pro reo = 1 bylo dokazano, ze ortogonalita spocte-
nych vektori je pro neprilis Spatné podminénou matici M zachovana na strojové
presnosti, pro podrobnosti a predpoklady viz. [16].

Uvazujme nyni pouze presnou aritmetiku a k < d(M,v). Vystupem algoritmu
jsou navzajem ortonormalni vektory v;, 7 = 1,...,k + 1 a koeficienty h;;, j =
L,...,k,i=1,...,k+ 1. Ozna¢me Vjyy = (vy,..., 0k, vk+1) matici vyslednych
vektori a Hj matici koeficienti nasledujicim zptsobem:

hip hig - hig
hap heo -+ hoy

Hk — ’ ‘ ) ‘ .’ c kak7
hi k-1 hig

kde zbyvajici prvky v dolnim trojihelniku jsou nulové. Matice tohoto tvaru se
nazyvaji horni Hessenbergovy. Vsimnéme si navic, ze prvky na poddiagonale jsou
kladné, nebot se jednd o normy nenulovych vektort.
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Oznacime-li

H
Hyrpo = (0 k ) c R(kﬂ)xk7

0, By
dostaneme
MVk == Vk+1Hk+1,k - (21)
= Vka + hk+17k?}k+1€£. (22)
Dale lze psat
vImMv, = Hy, (2.3)

coz lze interpretovat tak, ze matice Hy je projekci (zuzenim) matice M jako
operatoru na R™ na podprostor Kr(M,v).
Zbyva nam ukazat, ze matice Vi mé ve sloupcich ortonorméalni bazi prostoru

’Ck(M,U).

Lemma 17. Méjme ctvercovou matici M € R™", vektor v € R™ a k < d(Mv),
kde k,n € N. Potom vektory vy, ...,v, z Arnoldiho algoritmu tvori ortonormdlni
bazi prostoru KCp(M,v).

Diikaz. Dukaz provedeme indukei. Pro k < d(M,v) dokdZeme, Ze ve vyjadreni
v, vzhledem k bazi {v, Mv,..., M* v} je koeficient u M*~ v nenulovy a Ze
{v1,..., v} tvori bazi Kig(M,v).

Pro k =1 je tvrzeni zfejmé. Pro k = 2 je

MUl = MHZH € ’CQ(M,U) AN ICl(M,U).

Tedy v; a Mwv; jsou linedrné nezavislé vektory a vyslednd mnozina {vy,ve} tvori
ortonormalni bazi Ko(M,v). Navic koeficient u Mv je roven 1/]jv|| # 0. Necht
tvrzeni plati pro néjaké k > 2. Vyjadifme vy, vzhledem k bazi {v, Mv, ..., M* v},

Vp = QU + -+ + Oékfle_l’U,
kde ay_1 # 0 z predpokladu. Potom méme
Muv, = agMuv + --- + ak_lM’“v,

z ¢ehoz plyne, ze Mwv, neni linearné zavisly na predchozich vektorech a tedy,
po odecteni projekei v} My, pro i =1,..., k a znormovani, tvoi{ mnoZina

{Ula s 7Uk:+1}

ortonormdlni bazi Ky 1(M,v). Navic koeficient u M*v se pti ode¢itani projeket
neméni, protoZe M*v neni v prostoru span{vi, ..., v;}, a pfi normalizaci se pouze
preskaluje, tedy je nenulovy.

O

Nalezli jsme tedy ortonormdlni bazi Krylovova prostoru Kr(M,v). Uvazujme
nyni Arnoldiho algoritmus aplikovany na matici M symetrickou. Z rovnosti ([2.3])
dostaneme

Hy=VIMV, =VIM"V, = (VI MV,)" = HY,
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tedy i Hy je symetrickd matice. Diky tomu, Ze je navic horni Hessenbergova, je
uz Hj nutné tridiagonalni. Déale ji budeme znacit T},

g 52
52 (%) 53
Tk — 63 c kak.
Bk
Br o

Vidime, ze v pripadé symetrické matice M je v Arnoldiho algoritmu mnoho
koeficient® nulovych, cely proces se zjednodusi na tii¢lennou rekurenci. Navic,
diky symetrii T}, je jeden z koeficienti roven normalizacnimu koeficientu z pred-
chozi iterace, tedy ho neni tfeba znovu pocitat. Takto modifikovany algoritmus
nazveme Lanczosovou tridiagonalizact, viz. téZ [17]. Dostdvame nésledujici ana-

logii vztahu ([2.3))
VIMV, = T,.

Déle také dostaneme vztahy
MV, = Vi1 Thprn =
= Vil + Brr1vksr€s

analogické jako pro Arnoldiho algoritmus.

Algoritmus 2 Lanczosova tridiagonalizace
Vstup: Mk, reo
Vystup: Tyy1k, Vi

v = ﬁ
forj=1,...,(k—1) do
if j =1 then
w = Mv;
else
w = Mv; — Bjvj_1
end if
o :vfw

w:w—ajvj
forp=1,...,reo do
fori=1,...,57do
c=vlw
w=w — Cv;
end for
end for

Bj41 = ||w”
w

Vi1 = o]
end for

Predchozi tivahy implikuji nasledujici lemma.

Lemma 18. Méjme ctvercovou symetrickou matici M € R™", vektor v € R”
a k < d(Mw), kde k,n € N. Potom se Arnoldiho proces pro M a v redukuje
na triclennou rekurenci.
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Vyhoda Lanczosovy tridiagonalizace spociva v tom, ze v kazdé iteraci je treba
provést stejny pocet operaci, fikame, Ze jde o algoritmus zalozeny na krdtkych
rekurencich. Tato vlastnost je ale zaroven jeho nevyhodou, protoze v konecné
aritmetice (bez pouziti ortogonalizace vici vSem predchozim vektorim) se muze
stat, ze vektory se vzdalenymi indexy na sebe nebudou (numericky) kolmé. Ztrata
ortogonality je bézna vlastnost kratkych rekurenci, viz. [14, Kap. 5.9]. Proto se
do algoritmu Lanczosovy tridiagonalizace ¢asto pridava (nékdy i vicendsobnd)
reortogonalizace, reo € {0, 1,2}.

Pozndmka. Lze provadét rizné varianty reortogonalizace. VySe uvedena je tak
zvana plnd reortogonalizace, kde kazdy spocteny vektor ortogonalizujeme proti
vSem predchozim. Dostédvame tedy dlouhé rekurence jako v Algoritmu [T} Existuji
vSak i jiné piistupy (napiiklad parcidlni reortogonalizace), kde lze snizit vypocetni
naklady za cenu urcité ztraty ortogonality oproti plné reortogonalizaci. Pro dalsi
techniky viz. [13].
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3. Regularizace pomoci projekce

V této kapitole se zamérime na regularizaci problému pomoci projekce.
Nejprve na jednoduché volbé Kr(A,b) vysvétlime, pro¢ maji projekce na Krylo-
vovy prostory regularizac¢ni vlastnosti. Pak uvedeme metody s jesté sofistikova-
néjsi volbou Krylovova prostoru a budeme testovat jejich efektivitu.

3.1 Regularizacni vlastnosti Krylovovych pro-
stort

Kapitola nam nabidla metodu TSVD, kterd spocivala v nahrazeni matice

A matici Ay z Véty [13] Tim jsme (1.2)) aproximovali problémem (L.€]). Podob-

nou dvahu muzeme ucinit s Krylovovymi prostory. Namisto Véty [13] pouzijeme
tentokrat vztah (2.3). Uvazujme, ze mame k dispozici data A € R"™*™ a b € R™.

Nejjednodussi moznosti je uvazovat Krylovuv prostor pro volbu M = A a v = b,
tedy

Kr(Ab) = span{b, Ab, ..., A¥ b}

pronéjaké 1 < k < d(A,b). Potom Arnoldiho procesem ziskdme jeho bézi ve sloup-
cich Vj,, pricemz

T
VIAV, = Hy,. (3.1)
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Obrazek 3.1: Srovnani Krylovovy (nahore) a Arnoldiho (dole) béze prostoru
KC7(A,b) pro problém z Piikladu . Pro vizualizaci jsou vektory Krylovovy baze vy-
kresleny znormalizované. Vsimnéme si, ze vektory Krylovovy béaze jsou vSechny
srovnatelné hladké. Naopak pro vektory béaze z Arnoldiho algoritmu plati, ze
hladké vektory jsou predevsim ty s nizSimi indexy, pro vyssi indexy pozorujeme

ve vektorech stale vétsi oscilace.

Protoze v; = b/||b]| a Vx mé ortonormélni sloupce, tak vektor

Vo= [[blles
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predstavuje projekci pravé strany z (|1.2)) na Kryloviv prostor.
Nyni chceme problém ([1.2) nahradit problémem, ktery bude snéze fesitelny.
Vynédsobime (1.2)) zleva matici V!, dostaneme

ViIAz = V'b. (3.2)

Uvazujme hleddni aproximace vektoru Z, viz. (1.4, na KCx(A,b), tedy chceme
nalézt

rr = Viye € Kir(AD),
kde y;. € R* je vektor koeficientti o), v bazi Vj. Pak dosazenim do (3.2) mame
VI AViye = ViED.
7 uvedeného dostavame pomoci novy problém

Hiyi =~ ||bl[e1, (3.3)

ktery predstavuje aproximaci problému vzhledem k KCr(A,b), pricemz jeho
dimenze je pouze k. Zamétime se nyni na jeho vlastnosti.

Jak jiz vime, pfi numerickém feSeni jsou problematické singularni vektory A
odpovidajici vyssim frekvencim, viz. Kapitola [[.3] Provadime-li tedy regularizaci
pomoci projekce, musi byt nutné projekéni prostor dominovan hladkymi bazovymi
vektory, viz. [I, Kap. 6.2]. Obréazek nahore ilustruje pomoci Krylovovy béaze
pro Priklad |1} Ze Kryloviv prostor Kr(A,b) je (pro malé k) skutetné generovan
hladkymi vektory. To je dano nasobenim matici A, kterd ma zhlazujici vlastnost.
Dole pak vidime Arnoldiho bézi spo¢tenou Algoritmem 1| (bez reortogonalizace).

ul *A% ul *A'b ul *AZb ul *A%h ul *Atb ul *Ah ul *Ah
14 1% 1% 1% 1% 1% 1%
08 0.8 0.8 08 0.8 08 08
0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
[H] 1] ) k0 ¥ 0 % O ¥ O ¥
0 5 [1] 5 [1] 5 0 5 [1] 5 [H] [i}
T T T T T
u; vy up vy, up vy u vy, uj v uy v up v,
14 1 0.8 0.6 0.8 ¥— 0.6
0.6
08 08 0.6 0.6
0.4 0.4 b
06 06 04 f
04 04
0.4 0.4 ¥
0.2 02 0.2
0.2 0.2
0.2 0.2 L L
0 FHE 0 ¥ ol oL 0l 0k 0 gk
[1} 5 [1] 5 [1] 5 [1} 5 [1] 5 [+] 5 [1} 5

Obréazek 3.2: Porovnani projekei vektori Krylovovy (nahore) a Arnoldiho (dole)
béze prostoru Kr7(A,b) pro problém z Piikladu 1| do levych singularnich vektoru u;
matice A. Vidime, ze vektory Krylovovy baze v prvnim radku maji velké projekce
ve sméru prvniho singularniho vektoru u;. Naproti tomu je i-ty vektor Arnoldiho
baze dominovan singuldrnimi vektory u; pro které j ~ .

20



W # 7 & ¥ 7
* Q i 23] (o] T
10 " 10 @
e E* 4
e * ¥k
***w_ **ﬂex
0 5 10 15 0 5 10 15
— —
* -1 ]
$@ o T e
10 ' EPY
®o, + - PEexx g
5**** o o N
o # oy 106
0 5 10 15 0 5 10 15
10"
* o
(o]
107
0 20 40 80 80

Obrézek 3.3: Porovnani singuldrnich ¢isel matice A z problému v Piikladu[T]a jeji
aproximace Hj z Arnoldiho algoritmu po radé pro k = 2,5, 8,15,50 a 80, o; jsou
singularni ¢isla A a 7; singularni ¢isla Hy. VSimnéme si, ze ¢isla 7; aproximuji
singularni ¢isla matice A postupné od téch nejvétsich.

Obrézek ilustruje, ze kazdy vektor v; Arnoldiho baze je dominovan jen
nékolika levymi singuldrnimi vektory u; pro které j ~ ¢. Jinymi slovy, prostor
K (A,b) nese v sobé informace o prvnich k levych singuldrnich vektorech. Proto
mé projekce na ICx (A,b) regularizacni vlastnosti. Pro vyssi k se diky ortogonalizaci
dostavaji do Arnoldiho béaze také vyssi frekvence.

Plati, ze singularni cisla matice H; aproximuji singularni ¢isla matice A od
téch nejvetsich, jak vidime na Obrazku pro ruzné indexy k. Pro vétsi k aproxi-
mujeme vétsi pocet singuldrnich éisel matice A. Obrazek 3.4 porovnévé Picardovy
grafy pro projektovany problém pro Priklad |1} a . Vidime, ze v zavislosti
na vlastnostech tlohy se efekt projekce na Krylovav prostor bude lisit. V kazdém
pripadé m& projektovany problém lepsi vlastnosti nez problém ptvodni. Obecné
lze Tici, ze pro zvysujici se k aproximuje problém — problém ((1.2)) ob-
dobné jako problém . Vypocet - je vSak vyrazné méné nakladny
oproti (|1.6]).

3.2 Vybrané Krylovovské metody

V této kapitole uvedeme konkrétni Krylovovské metody pro feseni ill-posed
problému ({1.2)). Ve vSech pripadech budeme pro jednoduchost uvazovat pocateéni
aproximaci xg rovnu nule.

GMRES a RRGMRES

Prvni metoda, kterou se budeme zabyvat, je metoda GMRES, viz. [I§], a
od ni odvozend RRGMRES, viz. [4]. Oba pristupy lze vyuzit pouze v pripadé, ze
matice A v ([1.2)) je ¢tvercova, tedy m = n. Metoda GMRES hleda aproximaci
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Obréazek 3.4: Porovnani Picardovych grafi pro dlohy Hyz ~ ||b||e;, které apro-
ximuji pro hodnoty k& = 5,15,30,80 (odshora doli). Levy sloupec prislusi
problému z Ptikladu [T, pravy problému z Piikladu [2} Vykresleno pomoci funkce
picard(Uy,si) z [8], kde Hy, = Uy, diag(sy) Vi je singularni rozklad matice Hy.

22



reseni (1.2)) v prostoru Kr(A,b), a to tak, aby byla eukleidovska norma rezidua
minimalni. Metodu tedy muzeme formulovat nasledujicim zptisobem. V kazdé
iteraci k = 1,2, ... hleddme

Tr € ]Ck<A,b),
= i b— Ax|.
Il =__min b~ Ac|

Nejprve spocitdme bazi Kj(A,b) Algoritmem [1} Necht Vj je matice z Arnol-
diho procesu pro matici M = A a vektor v = b. Potom muzeme aproximaci
reseni vyjadrit jako xp = Viyk, kde y, je vektor koeficientit z, vzhledem k bazi
ve sloupcich matice V. Pomoci tohoto vyjadieni a vztahu dostavame:

[7ll = 116 — Awmy[| =
= [|b — AViye| =
= [l Vas1er = Vi1 Hegrpyell =
= [Vesa(lIbller — Hirrpyw) || =
= [l[bller = Hyr1pyxll,

kde jsme vyuzili faktu, ze Vi mé ortonormalni sloupce a tedy neméni normu.
Tudiz vektor koeficientti g, je feseni ve smyslu nejmensich ¢tverci problému

Hy1 1y, =~ ||b]|e1.

Zpétnou transformaci xp = Vjyr dostaneme aproximaci feseni (|1.2) metodou
GMRES.

Takto formulovanou metodu lze dale upravovat. Jednou z moznych modifikaci
je metoda RRGMRES, ktera hleda aproximaci x; analogickym zptsobem, avsak
misto prostoru Kp(A,b) vyuziva tak zvany shiftovany prostor, jehoz definici nyni
uvedeme.

Definice 19 (Shiftovany Kryloviv prostor). Méjme ctvercovou matici A € R,
vektorb e R" a1 < k <mn, kde k,n € N. Pak prostor

Kr(Ab) = span{Ab, A%, ... K A*b}

nazveme k-tym shiftovanym Krylovovym prostorem prislusnym matici A a vek-
toru b.

Shiftovany prostor &y, (A,bi ma lepsi regularizacéni vliastnosti nez Kryloviv pro-
stor Kr(A,b). To vychézi ze skutecénosti, ze neobsahuje vektor b, ktery je zatizen

Sumem e. Vypocet ortonormalni baze prostoru le(A,b; probiha analogicky Algo-
ritmem [I, kde vSak volime M = A a v = Ab. Metodu RRGMRES muZeme tedy

formulovat jako hledani
Ty € ICk<A,bD,

|lrkll = min _||b — Azx]].
2€KR(Ab

Vhodnou upravou lze pak docilit toho, ze metodu lze aplikovat i na tlohy s A
singularni. Pro popis implementace viz. [19)].

23



CGLS a LSQR

Metody CGLS a LSQR jsou si matematicky ekvivalentni a lze je vyuzit i
pro obdélnikovou matici A € R™*". Uvazujme FeSeni problému ([1.2)) ve smyslu
nejmensich ¢tvercu, neboli naivni reseni dle Definice [12] Vektor zpgive potom
splnuje tak zvanou soustavu normdlnich rovnic

AT Az give = ATD.
M4-li matice A plnou sloupcovou hodnost (rank(A) = n), je potom matice AT A
symetrickd a positivné definitni. V tom pripadé mizeme na tuto soustavu apliko-
vat metodu sdruzengjch gradienti (CG), viz. [2, Kap. 8]. Tento postup lze potom
zapsat jako hledani
Ty € Kk(ATA,ATb)7

”ﬂ?k - InaiveHATA = xEICk(IE}g,ATb) ||.I‘ - xnaiveHATAa

postupné pro k = 1,2, ... Potom

sz - xnaivenilTA =
= (AT A(2k — Tnaive); Tk — Tnaive) =
= (Azy, — ATngive; ATk — AZngive) =
= (Axy — b; Az — b) =
= [l ]1*.

Tedy vidime, ze vektor xj je konstruovan tak, aby minimalizoval normu rezidua.

Ekvivalentné v kazdé iteraci k = 1,2,... plati
Ty € le(ATA,ATb),
lrll = min |6 — Az||.

2€K, (AT A,ATb)

Prostor Ki(AT A, ATb) m4 lepsi regularizacni vlastnosti nez prostor K (A,b), pro-
toze pii nasobeni matici AT A zhlazujeme konstruovany bézovy vektor dvakrit
za sebou.

Metody CGLS a LSQR jsou sice matematicky ekvivalentni, 1isi se ovsem v im-
plementaci. Algoritmus metody CGLS uvddime jako Algoritmus [3] Ziskdme jej
dosazenim AT A a ATbh do metody sdruzenych gradientt, viz. [5, Kap. 7.4.1], a n4-
slednou tpravou. Algoritmus je zalozen na triclennych rekurencich.

Algoritmus 3 CGLS
Vstup: A,b
Vystup: z;
o = 0
To = b
Po = ATrg
for j=1,...,k do
aj = [|[ATr; [/ Apj-a|?
Tj = Tj-1+ Q;pj—1
rj =71j_1 — 0jAp;_1
Bi = 1A ;|12 /1| AT |1?
p; = AT+ Bipj
end for
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Metoda LSQR, viz. [6], je na rozdil od CGLS zaloZena na Golub-Kahanové
iteracni bidiagonalizaci, ktera slouzi k vypoctu ortonormalni baze Krylovova pro-
storu Ky (AT A,ATb). Jeji algoritmus uvedeme jako Algoritmus 4} Poznamenejme,
ze pro pripad rank(A) = n lze Algoritmus {4| odvodit z Algoritmu [2| pro volbu
M= ATAav = ATb, viz. [2, Kap. 7.3]. V¥pocet je tedy zaloZen opét na kratkych
rekurencich. Oproti Algoritmu [3] vSak pracuje jinak.

Algoritmus 4 Golub-Kahanova iterac¢ni bidiagonalizace
Vstup: Ab
Vystup: Wi, Ski1
Wy = 0
o1 = o]
S1 = b/(51
for j=1,...,k do
P = ATSj — 5jwj_1
7 = lIpll
wj = p/7;
q = Awj — v;s;
dj+1 = [lal
Sjv1 = q/0j1
end for

Vystupem Algoritmu [4] jsou matice Wy, = (wy,...,wp) € R a Sy =
(51,...,8k41) € R™ 4D g ortonormalnimi sloupci. Plati, e Sy, mé ve sloupcich
bazi prostoru Kpy1(AAT D) a Wy, bazi prostoru Ky (AT A,ATb), pro dikaz viz. |2,
s. 183-188]. Ozna¢me matici normalizacnich koeficientu

gi!
d2 72
Ly = c R(k-i—l)xk‘

0 Tk
Okt1

Necht jsou vSechny prvky na diagondle a poddiagondle L; nenulové. Pak miizeme
popsat Algoritmus [ maticové jako
ATSp1 = WLl + Yer1Wer1€h 1, (3.5)
AWy = Sk L. (3.6)
Metoda LSQR hled4 (stejné jako CGLS) aproximaci z; € Kj(ATA,ATb). Tedy
muzeme psat xrp = Wiy, kde vy je vektor koeficient x;, vzhledem k W;,. Protoze
$1 = Sky1€1 = b/01, dostavame
Il = b = Azy || = l|6151 — AWkyiel| = [|Sk+1(drer — L)l = 1011 — Liyell,
kde jsme vyuzili vztah (3.5)) a déle fakt, ze Sk 1 mé ortonormdln{ sloupce a nemén{

velikost euklidovské normy. Nyni chceme minimalizovat ||| vhodnou volbou xy.
Vektor y, musi tim padem byt fesenim ve smyslu nejmensich ¢tvercti problému

kak ~ 5161. (37)
Jinymi slovy (3.7) je projekci problému (1.2)) na prostor K (AT A,ATb) a x), =
Wiyr predstavuje aproximaci Feseni (1.2)) vzhledem k tomuto Krylovovu prostoru.
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3.3 Numerické srovnani

Posledni kapitola je vénovana numerickému chovani metod popsanych v Kapi-
tole[3.2] VSechny metody ilustrujeme na Prikladech[I]a[2] Pouzivdme zde dva pii-
klady, jelikoz reprezentuji rizné typy ill-posed tloh, viz. Obrazek [I.1} Singuldrni
¢isla matice A pro Problém [2] klesaji velmi rychle na strojovou presnost a staci
nam pouze nékolik malo iteraci k ziskani vhodné aproximace, zaroven je mnoz-
stvi chyby zahrnuté do aproximace velmi malé. V Prikladu [1| je situace trochu

vvvvvv

vhodnou miru aproximace. Z téchto divodi se chovani kazdé metody na téchto
prikladech lisi.
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Obrazek 3.5: Porovnani presnych feSeni (vlevo) a aproximaci pomoci metody
RRGMRES pro tlohy z Prikladu [T} a[2 pro rizné varianty parametru k. Prvni 1a-
dek prfslusi problému z Piikladu [T}, druhy fadek problému z Piikladu [2} T¥et{ ob-
razky na obou radcich predstavuji vhodnou aproximaci reseni. Vidime, ze pro Pii-
klad |1} je tfeba vice iteraci k ziskani dobré aproximace, coz je dano tim, Ze sin-
guldrni ¢isla matice v Pifkladu [I] klesaji pomalu, na rozdil od singuldrnich ¢isel

v Prikladu [2] viz. Obrazek [I.I} V Prikladu [2] dochazi k rychlejsi projekei Sumu
do x; s rostoucim k.

Pouziti metody RRGMRES ilustrujeme na Obréazku [3.5] Podobné jako pii po-
uziti metody TSVD zde vidime, Ze pro velka k je aproximace xj, blizka naivnimu
feSeni a pro velmi nizké hodnoty k je aproximace naopak piflis hladks. Cislo
k zde hraje roli regularizacniho parametru, ktery kontroluje mnozstvi regulari-
zace v aproximaci Teseni. Iteracni Krylovovské metody tedy vykazuji tak zvanou
semikonvergenci, viz. [1, Kap. 6.3]. Jak ukazuje Obrézek [3.6] skutecnd chyba fe-
Seni ||z — || se nejprve snizuje s rostoucim k. Pokud vSak pocitdme déle, zacne
byt projektovany problém na Krylovové prostoru zatizen chybami (viz. Kap. [3.1])
a chyba opét roste. Soucasné ||ry|| stale klesd, nebot x) konverguje k zpgipe. Vi-
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Obrézek 3.6: Srovnani normy chyby ||zx—Z|| a normy rezidua ||| pro k = 1,2,. ..
Nahote pro Pfiklad [I} dole pro Piiklad 2l Vidime, Ze norma rezidua stale kles.
Naproti tomu norma chyby klesd pouze pro nékolik prvnich iteraci, potom zacne
rust. Tomuto chovani fikdme semikonvergence. Také zde vidime, ze pro Priklad
je tfeba méné iteraci k nalezeni vhodné aproximace feseni, ale také se v dalSich
iteracich spoctena aproximace rychleji vzdaluje od presného feseni T nez je tomu

v Prikladé [Il

dime, ze velikost normy rezidua neni spolehlivy indikator presnosti aproximace xy.
7 tohoto duvodu se pri reseni ill-posed tloh musi pouzivat specialni zastavovaci
kritéria, jako naptiklad L-krivka a podobneé, viz. [I, Kap. 5].

Na Obrazku [3.7| vidime podobné vysledky jako na Obrazku |3.5| pro metodu
CGLS. I zde vidime, ze pro velka k jsou aproximace velmi rozoscilované. Bylo zde
tfeba volit vyssi k nez pri pouziti metody RRGMRES, abychom ziskali dobrou
aproximaci, kterou vidime na Obrazku ve tretim sloupci. Diivodem je ziejmé
fakt, ze v kroku k je Kryloviv prostor v CGLS generovan hladsimi vektory nez
Krylovav prostor v RRGMRES. Mé&jme na paméti, ze metoda CGLS (i LSQR)
ma Sirsi vyuziti nez RRGMRES, nebot 1ze pouzit i na obdélnikovou matici A.
Vypocetni nédklady na jednu iteraci jsou v RRGMRES navic vyssi nez v CGLS
(a LSQR) a tento rozdil s k roste.

Posledni z testovanych je metoda LSQR. Jeji vysledky ilustruje Obrézek [3.8]
v jehoz tfetim sloupci opét vidime nejlepsi aproximace pro Piiklady[I]a[2l Celkové
dostavame pro metodu LSQR podobné vysledky jako pro metodu CGLS, coz lze
ocekavat z jejich matematické ekvivalence.
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Obrazek 3.7: Porovnani presnych feSeni (vlevo) a aproximaci pomoci metody
CGLS pro tlohy z Piikladt [I] a [2 pro rtizné varianty parametru k. Prvni fadek
piislusi problému z Pikladu [T} druhy fddek problému z Pikladu [2] Tteti sloupec
predstavuje v obou pripadech vhodnou aproximaci. Opét zde vidime podobny
efekt jako na Obréazku |3.5] avSak potiebny pocet iteraci je mirné vyssi.
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Obrazek 3.8: Porovnani presnych feSeni (vlevo) a aproximaci pomoci metody
LSQR pro tlohy z Piikladu [T a [2] pro rtizné varianty parametru k. Prvni fadek
piislusi problému z Pikladu [T} druhy fddek problému z Piikladu [2] Tteti sloupec

predstavuje v obou pripadech vhodnou aproximaci. Metoda se chova analogicky
jako metoda CGLS na Obrazku



Z.aver

Cilem této prace bylo studovat a popsat iteracni regularizacni metody pro fe-
seni diskrétnich ill-posed tloh zalozené na jejich projekci na sekvenci Krylovovych
prostort. Nejprve jsme zavedli zakladni pojmy s timto tématem spojené. Popsali
jsme dulezité vlastnosti ill-posed problémt, jako jsou spatnd podminénost ma-
tice A, schopnost zhlazovat, skutecnost, ze jeji singularni ¢isla klesaji v prumeéru
k nule bez vétsi mezery, zvysujici se frekvenci v singularnich vektorech a rozdily
v chovani mezi presnou pravou stranou b a vektorem chyby e. Tyto vlastnosti
jsme ilustrovali na prikladech. Diky analyze metody nejmensich c¢tverct, ktera
vedla na neuspokojivé vysledky, jsme dosli k nutnosti pouzivat pro reseni ill-posed
problémil regularizacni metody. Predstavili jsme zakladni regularizacni metodu
TSVD a shrnuli dilezitost vhodné volby regularizacniho parametru.

Déle jsme se zamérili na Krylovovy prostory. Zabyvali jsme se souvisejicimi
pojmy a vénovali se problematice hledani vhodné béze Krylovova prostoru pro pti-
pad obecné i symetrické matice A. Déle jsme se vénovali regulariza¢nim vlastnos-
tem projekci na Krylovovy prostory. Ukéazali jsme, ze diky zhlazujici vlastnosti
matice A se Krylovova baze (pro maly pocet iteraci) sklada z hladkych vektort,
z Cehoz vyplyvaji pozadované vlastnosti projekci na generovany prostor. Arnol-
diho baze pak diky ortonormalité umoznuje aproximovat na Krylovové prostoru
i méné hladké slozky reseni. Regularizacni efekt pak jasné dokladaji Picardovy
grafy pro ptvodni matici A a jeji projekci Hy.

Na zavér jsme uvedli zékladni Krylovovské regularizacni metody RRGMRES,
CGLS a LSQR. Zabyvali jsme se otazkou, pro jaké druhy problémi jsou tyto
metody vhodné a ilustrovali jsme jejich chovani na dvou prikladech s rozdilnymi
vlastnostmi. Pozorovali jsme tak zvanou semikonvergenci, tedy ze pro velké hod-
noty parametru k (pocet iteraci) se feSeni spoc¢tend zkoumanymi metodami blizila
k naivnimu feseni. Konvergence metody RRGMRES byla oproti dalsim dvéma
metoddam o néco rychlejsi, na druhou stranu ma tato metoda uzsi vyuziti nez
metody CGLS a LSQR. Pri srovnani téchto dvou metod jsme pozorovali pouze
malé rozdily, coz je ziejmé zpusobeno tim, zZe si jsou matematicky ekvivalentni.

Obecné je treba dodat, ze je velmi tézké nalézt vhodnou hodnotu regularizac-
niho parametru, ktery je u Krylovovskych metod reprezentovan poctem iteraci k.
Klasicka zastavovaci kritéria pouzivana pri feSeni soustav linearnich rovnic zde
z divodu semikonvergence nelze pouzit. Vzhledem k rozsahu prace jsme se timto
tématem hloubéji nezabyvali. Rizné metody lze nalézt v [1, Kap. 5].
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