MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Viktor Bahyl

Univerzalni Turingtiv stroj

Katedra Algebry

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Jan Krajicek, DrSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematika pro informacni
technologie

Praha 2019



Prohlasuji, Ze jsem tuto bakaldrskou praci vypracoval samostatné a vyhradné s

pouzitim citovanych pramend, literatury a dalSich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zakona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutec¢nost,
ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace

jako skolniho dila podle § 60 odst. 1 autorského zakona.

VPrazedne 16.5.2019 e
Podpis autora



Pod'akovanie

Na tomto mieste by som sa rad podakoval vedicemu prace profesorovi
RNDr. Janovi Kraji¢kovi, DrSc., ktory mi poskytol odborné rady a usmernenie pri
pisani prace, spolu s informaciami, cennymi radami a pripomienkami k danej

téme, ktoré mi boli ndpomocné pri tvorbe tejto prace.

ii



Nazev prace: Univerzalni Turinglv stroj

Autor: Viktor Bahy!

Katedra: Katedra Algebry

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Jan Krajicek, DrSc., Katedra algebry

Abstrakt: Prace se zaméruje na problematiku vypocetnich tloh a jejich
reSeni. Na jejich reSeni lze vyuzit model Turingova stroje, ktery je plnou naplni
této prace. Pro samotné reSeni problémi je dllezitd obecnost daného
mechanismu, kterd je v teorii Turingova strojii zastoupena v podobé jejich
univerzalnosti, ktera spojuje pojmy simulace a reprezentace. Hlavnim vysledkem
a ukolem prace je formulovat univerzalni Turing(iv stroj a nasledné o ném tuto
univerzalnost dokazat. V ivodnich c¢astech prace se nachazeji teoretické definice
potirebné pro praci s témito metodami reSeni vypocetnich uloh. Jako klicové se
ukazi jiz zminéné pojmy simulace Turingovych stroji a jejich reprezentace. Na
oba pojmy je kladen samostatny diiraz a snaha o co nejlepsi vysvétleni téchto
pojmi. V praci se pracuje s vlastni formou reprezentace, ktera je podrobné
popsana a s nadefinovanym Turingovym strojem, jehoZ definice je také podrobné
popsana, spolu s kompletnim diikazem o univerzalnosti tohoto stroje.

Kli¢ova slova: Turing, stroj, univerzalnost, reprezentace

Title: Universal Turing machine

Author: Viktor Bahyl

Department: Department of Algebra

Supervisor: RNDr. Jan Kraji¢ek, DrSc., Department of Algebra

Abstract: This thesis is focused on the processes of solving computational
problems. The Turing machine is an example of a model which we can use to solve
these problems and these machines are the main objective of this Bachelor thesis.
The generality of the model is important; it allows us to simulate any conceivable
algorithm. In the theory of Turing machines, the generality is demonstrated by
the construction of a universal Turing machine. This is the task of this Thesis: to
define a universal Turing machine and to prove its universality. Key definitions,
linked with the Turing machines, are recalled at the beginning of the Thesis. The
simulation and representation of Turing machines will prove to be the key
concepts. We make an extra effort to explain these fundamental notions. The
thesis has its own form of representation and defined Turing machine with
detailed descriptions for them, together with complete proof of the universality
of the mentioned Turing machine.

Keywords: Turing, machine, universality, representation

iii



L0 T 2
1  Definicia TUringovho Stroja .......u——————— 3
1.1 Jednoducha interpretacia Turingovho Stroja......... 3
1.2 Formalna definiCia ...t 4
1.3 Definicia univerzalneho Turingovho Stroja ... 8
2 Univerzalny TuringoVv Stroj .....ssmmssmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 10
2.1 Reprezentacia Turingovho Stroja....... s 11
2.2 Zavedenie univerzalneho Turingovho Stroja..........n 17
2.3 DOKAZ UNIVETIZAINOSE ..coueucereeeeererseesesseeesssesseesessessessssesssessssssessesssesssssssnees 29
/) 39
Zoznam pouZitej literatlry ... ————————- 40
Zoznam tabulieK ... —————————————— 41



Uvod
V suCasnej dobe je rozvoj informacnych technolégii jednym z najviac sa
rozvijajucich odveti. Samotné informacné technoldgie sa budovali mnoho rokov
a kich vytvoreniu viedla vSeobecna snaha vytvorit jednotny model, ktory by
poskytoval rieSenie pre najréznejsie vypoctové ulohy, z ¢coho pochadza aj nazov

tychto technolégii v tomto odvetvi, ktoré ¢asto oznacujeme ako vypoctové.

0 skonsStruovanie a zavedenie takychto modelov, ktoré by dokazali
vSeobecne formulovat rieSenia prebehlo mnoho pokusov. O zavedenie takéhoto
pojmu, teda vSeobecnej metddy, sa pokusil aj Alan Turing, britsky matematik,
podla ktorého boli pomenované takzvané Turingové stroje. O tychto strojoch
pojednava tato bakaldrska praca, ktora poskytuje vSeobecny nahl'ad nato, ako
Turingov stroj funguje. Pricom sa zameriava na zlozitejSie vysledky tejto teorie,
ako je napriklad existencia Specidlneho Turingovho stroja, nazyvaného

univerzalny Turingov stroj.

V praci sa postupne nachadzaju formalne definicie jednotlivych pojmov
spolu svysvetlenim a pribliZenim pozadia za tymito pojmami. Postupne
pokladame tedriu na zavedenie a ukazku reprezentacie jednotlivych strojov,
ktord sa ukdze ako kltucovy vysledok kschopnosti uvazZovania nejakého
vSeobecného algoritmu v podobe univerzalnosti samotného vypoctu. Nasledne
tieto poznatky zuZzitkujeme pri ukdzke Turingovho stroja, o ktorom si zaroven
dokaZeme, Ze sa jednd o univerzdlny Turingov stroj s predpokladmi, ktoré

moZeme povazovat v tejto tedrii ako za rozumné.



1 Definicia Turingovho stroja

Zakladom tejto prace je pojem Turingov stroj. Pre pochopenie tohto pojmu
sa najskor pozrieme na intuitivny nahl'ad k problematike vypoctovych tloh, ktoré
su sucast'ou nie len samotnej matematiky, ale aj inych vedeckych ¢i nevedeckych

odvetvi.

Zakladné ponimanie, ktoré viedlo aj k prvotnému definovaniu Turingovho
stroja, je rieSenie takychto vypoctovych uloh. Pre ich rieSenie sa I'udia dlhodobo
snazili njst nejaky vSeobecny matematicky model, ktory by dokazal pokryt ak
nie vSetky, tak asponn vac¢Sinu moZnych algoritmov pre rieSenie danych
problémov a dospiet’ tak k uspokojivému vysledku vo vacSine pripadov alebo

inak povedané pre ¢o najvacSiu mnozinu vstupov.

Na prvy pohlad sa zda, Ze takyto model nemdZe existovat, naStastie sa
neskor ukazalo, Ze takyto model predsa len existuje ajedna sa o uZ skorej
spominany Turingov stroj. Pred samotnou formalnou definiciou tohto pojmu sa

najskor pozrime na jeho jednoduchu interpretaciu.

1.1 Jednoducha interpretacia Turingovho stroja

Na vypoctové ulohy hl'adime ako na aplikdciu mechanickych pravidiel v
procese manipulacie s ¢islami. Ten ¢o pocita, moZe sa jednat o osobu rieSiacu
dany problém, pripadne o stroj, ktory by dany proces vedel automatizovat, ma
k dispozicii zapisnik, na ktory si moéze zapisovat medzivysledky v priebehu

vypoctu. Tento pohl'ad vyuziva aj nami pozorovany pojem Turingov stroj.

Predpokladajme, Ze problém, ktory chceme riesit sa da zapisat pomocou
jednej funkcie s binarnym retazcom ako vystupom. Takuto funkciu si oznacme f.
Vstupom do funkcie bude retazec bitov a algoritmus, ktory dant funkciu f'spocita,
je nejakd konefna mnozina mechanickych pravidiel. Tieto pravidla nemusia
splfiat’ to, Ze pre kazdy mozny vstup vratia hodnotu f(x), kde x zna¢i bitovy
retazec, ale musia spliiat, Ze pre jeden vstup vratia najviac jeden vystup, pripadne
neddjde k ukonceniu vypoctu, ale ak zopakujeme vypocet pre rovnaky vstup vzdy
nastane rovnaka situacia. AvSak tato mnozina pravidiel je pre kazdy problém
rovnaka a nemenna. Pricom jednotlivé pravidla moézu byt aplikované viackrat

a pozostavaju z jednej alebo viacerych nasledujucich elementarnych operacii:



1.  Precitaj bit zo vstupu.

2. Precitaj bit (alebo symbol z vacSej abecedy, povedzme ¢islicu z {0, ..., 9}) zo
zapisnika alebo pracovného priestoru, ktory dany algoritmus mozZe
vyuzivat.

Na zaklade precitanych hodnot,
1.  Zapi$ bit alebo symbol do zapisnika.

2. Bud ukon¢i algoritmus s vystupom, pripadne zvol nové pravidlo zo
zoznamu, ktoré sa bude vykonavat ako d'alsie.

1.2 Formalna definicia

V nasledujicej sekcii sa nachddza samotnda formadlna definicia pojmu
Turingovho stroja, spolu s niektorymi zakladnymi faktami o tomto pojme. Pre
potreby tejto prace definujeme Turingov stroj nasledovne podla formalnej

definicie a budeme ju vyuzivat napriec celou pracou.

Definicia 1 (Turingov stroj):
Turingov stroj M definujeme ako usporiadani mnoZinu obsahujicu sedem
prvkov M = (k, I, J, V, Q, qo, 6), kde k € N, plati k = 2 a k oznacuje pocet pdsok
stroja M. I, V a Q st kone¢né mnoZiny. Funkcia 6: Q X I'* = QX I'*1 X {L, S, R}* je
prechodovd funkcia, kde mnoZina {L, S, R} oznacuje smer pohybu hldv.
UvaZujeme aj Ciastocne definovant prechodovi funkciu. Konecnui mnoZinu I’
nazyvame abecedou stroja M, U1 € I' je prdazdny symbol, oznacujuci prdzdne
policko na pdske. Kone¢nd mnoZina V sa nazyva vstupno-vystupnou abecedou
stroja M a plati V € I" \ {1}, okrem toho predpokladdme, Ze plati {0, 1} C V.
Konelnd mnoZina Q obsahuje vsetky stavy, v ktorych sa stroj M méZe nachddzat’

a qo € Q je startovaci stav.

V definicii m6Zeme pracovat s viacerymi obmenami a zmenami bez toho,
aby sme prisli o spravnost chodu stroja, alebo zmensili silu tohto matematického
nastroja. Tato vlastnost svedci o robustnosti samotnej definicie a poskytuje nam
zaujimavy pohlad do danej problematiky. V stroji pracujeme so vSeobecnym
prirodzenym c¢islom k, ktoré nam udava pocet pasok, ako vSak uvadza Sipser
(2013) vo Vete 3.13, ukazuje sa, Ze k-paskovy Turingov stroj ma podobné, ak nie
rovnaké vlastnosti, ako keby sme pracovali len s pevnym k, napriklad jedno-
paskovymi strojmi. Tato vlastnost neskér vyuZijeme pri samotnom navrhu

univerzalneho Turingovho stroja. Bolo by teda moZné pracovat len s jedno-



paskovym strojom, ale pre prehladnost prace ajednoduchsi nahlad do
problematiky budeme pracovat so vSeobecnym k. UkaZeme ako by dany stroj
pracoval v takejto podobe s tym, Ze dané vysledky sa dajd previest aj na jedno-

paskovy stroj M, ktory by sme museli Specialne definovat.

Z nasej definicie je vSak jasné, Ze stroj vyuziva minimalne dve pasky, pricom
vSeobecne oznacujeme toto Cislo k. Samotnou paskou nazyvame nekonelnu
polpriamku pozostavajucu z pamatovych blokov, ¢o znamena, Ze po kone¢nom
pocte krokov sa stroj dostane na jej I'avy okraj, priCom do pravej strany moze
teoreticky pokracovat do nekonecna. Na tychto paskach ma stroj M zapisany
vstup, v priebehu vypoctu si na tieto pasky zaznamenava medzivysledky a na

zaver na tieto pasky zapise aj vystup.

Na kaZzdej z tychto pasok su vjej pamatovych blokoch zapisané symboly
z abecedy stroja M. Po jednotlivych blokoch sa pohybujeme pomocou k
paskovych hlav, pre kazda pasku mame aj jednu jej hlavu a teda ich oznacujeme
rovnako ako pasky. Preto niekedy nemusime Specifikovat, ¢i hovorime o paske
alebo jej hlave, pricom zkontextu by malo byt jasné, oktorej Casti stroja
hovorime. Tieto hlavy teda ukazuju na konkrétny blok na ich paskach a prave
s tymto blokom, v jednotlivych krokoch chodu stroja M, vieme pracovat. Tieto
hlavy vedia z daného bloku ¢itat, zapisovat novy symbol z abecedy stroja M
a posunut sa o jeden blok, jednym alebo druhym smerom, pripadne zostat na
mieste. Pokial' sa hlava nachadza na najlavejSom konci jej pasky a pokusi sa

pohnut viac dol'ava, tak namiesto toho zostane na mieste.

Vstup do Turingovho stroja M, tvori retazec nad jeho vstupno-vystupnou
abecedou V. Teda nech x € V* potom povieme, Ze vstupom do stroja M je x
pomocou nasledujuceho zapisu M(x). Tento vstup si potrebujeme zapisat na

samotnu pasku stroja M.

Na tento ucel si vyClenime prva z pasok, ktort budeme oznacovat ako
vstupnu pasku stroja M. Na tejto vstupnej paske sa bude nachadzat vstup stroja
M ato tak, Ze vstupny retazec x zapiSeme na prvu pasku stroja na jej zaciatok.
Ztejto pasky vieme len Citat anedokaZzeme do nej zapisovat, aby sme
nepozmenili vstup pocas chodu stroja M, ¢o znameng, Ze vstupna hlava nedokaze

zapisovat novy symbol dokaZe len citat.



Zvysné pasky oznacime ako pracovné a poslednu z nich zase ako vystupnu
pasku stroja M. Ked'Ze stroj méze mat potencialne len jednu pasku urcenu aj ako
pracovnu a aj vystupnu, tak potom tieto pasky splyvaju, preto predpokladame, Ze
vystup chodu stroja sa vZdy nachadza na zaciatku poslednej pasky stroja M, hned’
na prvej pozicii a ukonceny je vidy prazdnym symbolom. Na pracovné pasky si
stroj zaznamenava medzivysledky pocas vypoctu funkcie, ktoru reprezentuje.
V pripade stroja kde splyvajui pracovna avystupna paska stroja si tieto
medzivysledky zapisuje na poslednu pasku a vystupom potom prepiSe pripadne
zaznamy nachadzajlce sa na jej zaciatku. MéZeme teda vyuzit ndzov pracovnej
pasky len pre také pasky, kde sa nenachadza vystup asu vyuzivané len na
zaznamenavanie medzivysledkov pocas vypoctu. Pojem vystupna paska potom
bude vidy oddeleny od pracovnych pasok, ako posledna paska stroja M
obsahujuica vystup stroja. Pricom pri niektorych strojoch sa jedna o ta istu pasku,
ale pocas vypocCtu ju nazyvame pracovnou a az po zapisani vystupu a ukonceni
chodu stroja ju nazveme vystupnou. MoZeme teda formalne nadefinovat vystup

Turingovho stroja.
Definicia 2 (Vystup Turingovho stroja):
Nech M = (k, I, 1, V, Q, qo, §) je Turingov stroj. Pre vstup Turingovho stroja M,
pri ktorom déjde k ukonceniu chodu definujeme jeho vystup ako najdlhsi suvisli
retazec znakov vstupno-vystupnej abecedy V, nachddzajici sa na jeho k-tej
pdske zacinajuci na prvom poli a ukonceny prdzdnym symbolom L. Pokial je na
prvej pozicii uloZeny prdazdny symbol, vystupom je prdzdny retazec. Vystup
stroja M oznacime M(x), kde x € V* je vstup. Pokial’ k ukonceniu chodu na vstupe

Turingovho stroja neddjde, nedefinujeme jeho vystup.

MnoZina Q obsahuje stavy stroja M, v ktorych sa méze tento stroj nachadzat.
Tieto stavy sud potom jednym zo vstupov do prechodovej funkcie. Na zaciatku sa
stroj M nachadza v Startovacom stave qo € Q, ktory eSte pred vykondvanim chodu
predpokladd, Ze stroj je v takzvanej Startovacej konfiguracii. Teda na kaZde;j
paske sa vo vSetkych blokoch nachadzaju zapisané prazdne symboly, s vynimkou
vstupnej pasky, kde je na kone¢nom pocte prvych blokov zapisany vstup stroja

M. Dalej st hlavy stroja M umiestnené na zaciatku kazdej pasky, ¢o znamena, Ze



su na najl'avejSom okraji kazdej z nich a stroj sa nachadza v Startovacom stave qo

z mnoZiny Q.

V sekcii 1.1 sme predpokladali, Ze funkcia f ma pre kazdy vstup nanajvys
jeden vystup. KedZe nas pohlad na model Turingovho stroja spociva
v reprezentacii takejto funkcie hovorime o deterministickom Turingovom stroji,
pre ktory plati, Ze jeho prechodova funkcia ma pre kazdy vstup, pre ktory je
definovana len jeden vystup. Existuju aj nederministické stroje, pre ktoré plati, Ze
ich prechodova funkcia ma rozhodovaci charakter a pri jednotlivych vstupoch
moZe dochadzat k vol'be vystupu. Sipser (2013) vo Vete 3.16 na str. 178 dokazal,
ze pre kazdy nedeterministicky stroj existuje k nemu deterministicky, ktory ho
nahradza, pricom v naSej terminolégii neskor povieme, Ze ho simuluje (vid’

Definicia 3). Preto sa tymito strojmi nemusime v praci zaoberat.

Prechodova funkcia urcuje samotny chod stroja M. Jedna sa o algoritmus,
ktory stroj dodrziava a nasleduje, pricom jeho chod nemusi nikdy skoncit, ¢o
znamena, Ze vZdy existuje d’alsi predpis pre prechodovu funkciu, hovorime teda,
Ze stroj pre konkrétny vstup neskonci. Zaujimavejsie je vSak pozorovat také
stroje, ktoré skoncia, to znamena, Ze po kone¢nom pocte krokov neexistuje d’alsia
inStrukcia pre danu prechodovu funkciu a v takomto pripade sme definovali
vystup Turingovho stroja. K ukonceniu chodu stroja d6jde v momente, ked' nema
prechodova funkcia stroja definovand dalSiu vykonatelnt inStrukciu, co
znamena, Ze je to CiastoCne definovana funkcia, teda pre niektory vstup do nej
neexistuje vystup a vtakomto momente hovorime, Ze dojde k ukonceniu chodu

stroja M.

Pocas vykonavania prechodovej funkcie stroj ¢ita a zapisuje pomocou hlav
symboly zo svojej abecedy na svoje pasky, posiva hlavy pozadovanym smerom
a tieZ prechadza mnozinu stavov Q. Vstup do prechodovej funkcie predstavuje
aktualny stav stroja q a k-tica prvkov abecedy stroja M, pozostavajuca z prvkov
nacitanych z k hlav stroja M. Zatial' ¢o vystup prechodovej funkcie pozostava
znového stavu z mnoziny @Q, ktory nahradi aktualny, dalej z k-1-tice prvkov
abecedy stroja M, ktora sa zapiSe na k-1 poslednych pasok. Poslednou castou
vystupu je k-tica prvkov nad mnozinou {L, S, R}, kde symbol L reprezentuje

posunutie hlavy dolava, S ponechanie hlavy na mieste a R posunutie hlavy



doprava. Pri symbole L je potrebné dodat, Ze ak sa hlava uZ nachddza na

najl'avejSom okraji pasky tak ponechame tato hlavu na mieste.

1.3 Definicia univerzalneho Turingovho stroja
Pre definiciu univerzalneho Turingovho stroja si najskér potrebujeme
zadefinovat niekol'’ko pojmov, ktoré pri jeho definicii vyuzijeme a budeme s nimi

pracovat aj v dalSich castiach prace.

Najskor sa pozrieme na vztah prechodovej funkcie a stroja M. Kazdy stroj
takuto funkciu obsahuje. Ked’ sa zamyslime nad samotnou definiciou Turingovho
stroja zo sekcie 1.2, uvidime, Ze tato funkcia dokdZe samostatne popisat’ celé
fungovanie achod l'ubovolného Turingovho stroja M. Pokial by sme teda
dokazali najst’ sposob, ako tito funkciu reprezentovat v tvare retazca znakov
nejakej abecedy, ktora bude obsahovat abecedu stroja M, vedeli by sme takyto
retazec predat ako vstup do iného Turingovho stroja. V takomto popise by sme
vedeli najst vSetky stavy stroja M, vedeli by sme si dohl'adat’ pocet pasok stroja
avedeli by sme zrekonStruovat samotnu modula¢nu funkciu stroja M. KedZe
dokaZeme slovne popisat prechodovu funkciu, tak je moZné pomocou kédovania
previest symboly anglickej abecedy na I'ubovol'né symboly, pomocou ASCII kédu
ateda dokaZeme takyto popis vidy vytvorit pre lubovolny stroj nad
pozadovanou abecedou. Nazvime teda takyto popis zatial neformdalne ako
reprezentdciou Turingovho stroja M, pricom formadlne si nejaku reprezentaciu
nadefinujeme neskor vsekcii 2.1, nateraz ndm teda staci vediet, Ze nejaka

existuje.

Pre kazdy stroj M budeme pouZivat znaCenie m pre nejaka jeho
reprezentaciu. Reprezentacia nie je jednoznacna a kazdy stroj moZe mat viacero
reprezentacii. Konkrétny tvar reprezentacie, ktord budeme dalej vyuzivat si

konkrétne zadefinujeme v uz spominanej sekcii 2.1.

Niektoré Turingové stroje moZzu mat vlastnost, ktorej hovorime, Ze jeden
stroj simuluje druhy. To znamen3, Ze jeden stroj dokaze rieSit problémy druhého
stroja a dojst’ k rovnakému vystupu, pricom vstupno-vystupna abeceda stroja,
ktory simuluje, obsahuje vstupno-vystupnt abecedu simulovaného stroja. Takyto
vztah medzi strojmi by sme si radi definovali a pracovali s nim v dalSom

priebehu prace. Definujme teda tento pojem nasledovne.



Definicia 3 (Simulacia Turingovych strojov):
Nech M a R su Turingové stroje, ozna¢me ich vstupno-vystupné abecedy v poradi
Vm a Vr. Potom povieme, Ze Turingov stroj M simuluje R, pokial’ Vk € Vu, a pre
vSetky x € Vg* plati:
(a) M ukonci pre vstup x svoj chod & R ukondi pre vstup x svoj chod,
(b) Ak je splnené (a) potom sa vystupy M a R v x rovnaju, piseme M(x) = R(x).
Ako vidime bod (a) hovori, Ze stroje musia ukoncit svoj chod v rovnakych
pripadoch. Tuto podmienku vyZadujeme preto, Ze vystup stroja sme definovali
len v pripade kedy d6jde k ukonceniu jeho chodu. Z definicie vyplyva, Ze ndm
nezaleZi na samotnych definicidch strojov, zaujima nas len ¢i dané stroje dodaju

rovnaké vysledky a teda ¢i reprezentuju rovnaky vypoctovy problém.

Teraz moZeme pristupit k zadefinovaniu univerzalneho Turingovho stroja,
pricom budeme pracovat’ s pojmom reprezentacie Turingovho stroja. KedZe bod
(b) vnasledujucej definicii je iba preformulovanie pojmu simulacie, budeme

moct hovorit, Ze univerzalny Turingov stroj U simuluje stroj M.
Definicia 4 (Univerzalny Turingov stroj):

Povieme, Ze U je univerzdlny Turingov stroj pokial’

(a) U = (ky, I'y, O, Vi, Qu, qou, 6u) je Turingov stroj taky, Ze 0, 1 € V.

(b) Pre kazdy Turingov stroj M = (k, I, U, V, Q, qo, 6) plati, Ze V < V. a pre
kazdé x € V* plati, Ze M ukonci svoj chod na vstupe x prave vtedy ked’
U ukonci svoj chod na vstupe (x, m) a ked’ M ukonci svoj chod na vstupe x,
potom plati rovnost’ M(x) = U(x, m), kde m € Vu* je nejakd reprezentdcia
stroja M.

Vidime, Ze vstupom do univerzdlneho Turingovho stroja UmoZe byt
I'ubovolny stroj M, sc¢im musime ratat apreto sa nam zidu predpoklady
nadefinované na zaciatku kapitoly 2. Tieto predpoklady vyuZijeme pri navrhu
nasho univerzalneho stroja, v sekcii 2.2. Vidime, Ze vel'mi délezitym prvkom pre
univerzalny stroj je zvolenie vhodnej reprezentacie jednotlivych strojov, ktoré
budeme chciet simulovat. V definicii uvadzame, Ze vstup do univerzalneho stroja
je tvoreny dvoma Castami, prvou Castou je uZ spominany vstup, ktory by sme
inak zadavali do stroja M, ktory chceme simulovat a pre ktory hl'adame vystup.

Pricom druht cast, tvori reprezentacia Turingovho stroja M. Viac zlozkovy vstup

si konkrétnejSie opiSeme v sekcii 2.2.



2 Univerzalny Turingov stroj

V tejto kapitole pristipime k samotnej definicii univerzalneho Turingovho
stroja U. Pre zaciatok vsak nahliadnime niekol'’ko faktov, ktoré budeme brat’ ako
vSeobecné predpoklady pre Turingové stroje. Bolo by moZné tieto predpoklady
vynechat' a pracovat bez nich, ale vtejto praci sa chceme skér zamerat na
prehl'adnost fungovania tohto pojmu ako takom a nie Uplne na efektivnost’ danej

simulacie Turingovho stroja.

V prvom rade by sa ndm hodil predpoklad, Ze Turingov stroj, ktory budeme
simulovat, bude pracovat snajjednoduchSou moZnou vstupno-vystupnou
abecedou obsahujicou len binarne hodnoty 0 a 1. Ozna¢me si tito uvahu do

nasledujuceho predpokladu:

Predpoklad 1 (ZjednodusSenie abecedy):
Nech M = (k, I, O, V, Q qo, 6) je Turingov stroj, potom k nemu existuje stroj M,
ktory ho simuluje v tvare M = (k, I, 3, V, Q, o, 6), kde V={0,1} a ['=V u {(J}.

Tento predpoklad vyplyva z poznatkov, sformulovanych v (Arora ainy,
2009), konkrétne z Tvrdenia 1.5 na strane 16, ktoré hovori otom, Ze takato
simuldcia je mozZna pokial' si symboly z vacSej abecedy zakédujeme pomocou
binarnych symbolov 0 a 1 napriklad pomocou ASCII kddu. Samozrejme bude
potrebné rozsirit mnoZzinu stavov Q aupravit prechodovd funkciu, ale dana
simuldcia je moZna bez zmeny poctu pasok, preto toto tvrdenie formulujeme ako

predpoklad a nebudeme ho d'alej dokazovat.

Na zaklade tohto predpokladu méZeme teda uvaZzovat, Ze kazdy stroj M,

ktory budeme chciet simulovat univerzalnym Turingovym strojom U bude

pouzivat abecedu I' = {L], 0, 1} a vstupno-vystupnu abecedu V= {0, 1}.

V podobnom duchu by sme radi nahliadli, Ze kazdy stroj, ktory budeme
simulovat bude mat nejaky konStantny pocet pasok. Hodilo by sa ndm, aby sme
mohli o stroji M povedat, Ze bude mat tri pasky, z toho jednu vstupnu, jednu
vystupnud ajednu pracovnd. Definicia 4 na str. 9 vSak hovori, Ze U nazveme
univerzalnym Turingovym strojom vtedy, ked’ simuluje l'ubovol'ny Turingov stroj
M, ktory nemusi mat pevny pocet pasok. Z Tvrdenia 1.6, na strane 17, zo zdroja

(Arora ainy, 2009) vyplyva, Ze existuje zakddovanie hodno6t zo vSeobecného
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poctu pasok k na jednu jedind pasku. Idea spociva v tom, Ze jednotlivé udaje z k
pasok zapiSeme na jk+i-ti poziciu na jednej paske, kde i je poradové ¢islo pasky
ajje pozicia symbolu na i-tej paske v stroji M. Toto, teda bez dokazu, sformulujme

do nasledujiceho predpokladu:

Predpoklad 2 (Jedno-paskova simulacia):
Nech M = (k, I, J, V, Q, qo, 6) je Turingov stroj, potom k nemu existuje Turingov
stroj M= (k, I, 3, V, Q, §o, §), kde k = 3, ktory ho simuluje.

Vysledkom tohto predpokladu je, Ze nas univerzalny Turingov stroj U bude
teda, bez d'alSieho odovodnovania, vediet kédovat v zmysle opisanom pred
predpokladom a teda bude vediet simulovat’ vSetky pracovné pasky stroja M na
jednu jedinu pracovnu pasku. TakZe budeme moct uvaZovat len stroje M, pre

ktoré plati, Ze ich k je rovné trom.

Spojenim tychto dvoch predpokladov dostavame, Ze kazdy stroj M, ktory
budeme pomocou jeho prisluSnej reprezentacie predavat Turingovmu stroju U,
bude mat’ parametre (3, I' = {1, 0, 1}, OJ, V = {0, 1}, Q, qo, §), kde Q, 6 aqo su

['ubovol'né.

2.1 Reprezentacia Turingovho stroja

Ako sme si uz povedali vsekcii 1.3 mdzZe existovat niekol'ko moZnych
reprezentacii Turingovych strojov. Jedna z takychto reprezentacii bude napliou
tejto sekcie, spolu s konkrétnym popisom ako takato reprezentacia bude vyzerat.
Pricom na konci sekcie si ukadZeme, Ze nami vytvorena reprezentacia skutocne

jednoznacne popisuje jednotlivé Turingové stroje.

Nasim hlavnym bodom zaujmu v tejto sekcii bude prechodova funkcia
stroja M. Pripomenime si teda jej definiciu. Prechodova funkcia Turingovho stroja
M= (k IOV, Q, qo, &) je definovana nasledovne 6: Q x I'* » QX I'*1 x {L, S, R}
Vstupom su teda ako aj vSetky moZné stavy stroja M tak aj k-tice prvkov z jeho
abecedy. Usporiadajme si mnozinu @, tak aby bol prvy stav Startovaci a ostatné
povedzme pomocou nejakého lexikografického zobrazenia, na samotnom
usporiadani ndm nezaleZi. Ozna¢me si teda jednotlivé stavy z mnoZiny vSetkych
stavov Q nasledovne; prvy stav oznacime qo, druhy stav g1 a tak d'alej aZ posledny

stav oznac¢ime qn-1, kde n € N oznacujlce vel'kost mnoZiny Q. Takto oznacené
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stavy potom mébZeme kodovat pomocou bindrnej sustavy nasledovnym
sposobom. Najskor si nadjdeme najmensie I spiiiajtice, Ze 2! = n. Stav g potom
budeme kédovat na I pamatovych blokoch ato tak, Ze prevedieme cislo i do
binarnej sustavy a doplnime pripadnymi nulami na zaciatok, aby v takomto
ponimani mal tento retazec potrebnt dizku L V ramci jedného stroja bude toto
vZdy pevné a nemenné a pri predavani reprezentacie méZeme uvazovat, ze kazdy
stroj mdze mat toto [ rozne, nehra to pre nas ulohu v tom zmysle, Ze nas pri
simulacii univerzalnym strojom presna hodnota / nebude zaujimat, pripadne by
sme si ju vedeli urcit zo samotnej reprezentacie. Jednoducho budeme len
porovnavat hodnoty v dvoch pamatovych blokoch az pokial nenarazime na
rozdielne symboly alebo na nejaky nami zvoleny symbol oznacujuci koniec kédu
stavu, aby sme vedeli urcit konkrétny stav, preto ma zmysel uvazovat o takomto

vSeobecnom L

Pre ilustraciu nech mame napriklad stroj M, pre ktory plati, Ze |Q| = 7.
Vidime, Ze najmensie [, spirvlajﬁce 21> 7,je | = 3, takze budeme kédovat na troch
bitoch. Nech Q = {qo, q1, q2, q3, q4, g5, q¢}, a teda v zmysle vyssie opisaného
kodovania by sme dostali Q = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110}. Nazvime teda
takéto kédovanie oznacenie stavov v bindrnej stustave alebo bindrne oznacenie
stavov, pripadne bindrna reprezentdcia stavov, ako vidime na I ndm nezaleZi
a nemusime ho uvadzat' ani v nazve. Pre kazdy stroj sa da jednoducho dopocitat

a univerzalny stroj ho nemusi poznat.

Dal$im vstupom prechodovej funkcie st znaky abecedy stroja M naditané
z k pasok. TakZe sa jedna o usporiadanu k-ticu nad I'. V tomto momente moZeme
vyuzit Predpoklad 2, ktory sme si interpretovali tak, Ze budeme predpokladat to,
Ze stroj M bude mat k = 3. Tieto trojice teda budeme reprezentovat tromi
symbolmi bezprostredne nadvazujicimi po sebe v takom zmysle, Ze prvy symbol
v retazci bude reprezentovat symbol z prvej pasky, druhy z druhej a treti z tretej.
Ako takyto retazec pripojime k bindrnemu oznaceniu stavov? Pre tito ulohu si
do abecedy zadefinujeme dva Specialne znaky, ktoré budeme vyuzivat len
vramci tejto reprezentacie. Predpoklad 1 hovori, Ze stroj M ma abecedu
definovanu ako I' = {(J, 0, 1}. TakZe z tohto predpokladu vidime, Ze Ziadny stroj

nebude vyuZivat symbol / a ani @, ¢o je pre nas dolezité. Symbol @ vyuZijeme
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pre oznacenie zaciatku vstupu do prechodovej funkcie a teda sa bude nachadzat’
pred binarnym oznacenim stavov. Za toto oznacenie nasledne pripojme znak /

a za nim nech d'alej pokracuje retazec znakov nacitanych z trojice pasok.

Pre kazdy stav vSak moZe existovat viacero moZnych nacitanych trojic,
v ktorych sa stroj moZe ocitnut. TakZe by nemalo zmysel tento retazec
predlZovat a pred kaZzdou takouto trojicou pisat aj oznacenie stavu. Preto tento
retazec zacneme vZdy @ s oznacenim prvého stavu, nasledne spolu s / pripojime
vSetky moZzné trojice, v ktorych sa moZe tento stav nachadzat. UvaZujeme len tie
trojice, ktoré pre dany stav maju zmysel a teda ked'Ze prechodova funkcia méze
byt CiastoCna, nepiSeme vSetky moZne trojice nad abecedou I ale len také, pre
ktoré mame definované vystupy v opise stroja M. Nasledne tento vypis ukonc¢ime
symbolom @ a ak ma stroj viac stavov, pokracujeme d'alsSim stavom v poradi a tak
d'alej pokial vSetky stavy nepouzijeme. Retazec vZdy ukoncime symbolom @.
Pokial’ stav nema Ziadne vstupné trojice, tak za oznacenim tohto stavu zapiSeme
len symbol @, aby sme dali najavo, Ze ak je stroj v tomto stave ma ukoncit’ svoj
chod. Pre priklad nech M = (3, {{J, 0, 1}, 4, {0, 1}, {qo, q1, q2}, qo, 6) je Turingov

stroj s prechodovou funkciou definovanou nasledovne:
6(qo, 0000) = (g2, OO, SSS),
6(qo, 1000) = (g2, OO, SSS),
6(qz, 00100) = (g1, 4JO, RSS).
Potom retazec
@00/000/100@01@10/000@

reprezentuje vstupy do prechodovej funkcie stroja M, priCom M ma tri stavy.
V prvom ma prechodova funkcia definované dve mozZné trojice, v tretom len
jednu, zatial' ¢o vdruhom nema definovany Ziadnu moznu trojicu, takzZe ked’ sa
stroj dostane do tohto stavu urcite ukonci svoj chod. Podobne ak by sa stroj ocitol
napriklad v stave gz s nacitanou trojicou symbolov napriklad 10101, tak vidime, Ze
aj v takomto pripade by stroj ukoncil svoj chod. Zatial' sme Ziadnym spdsobom
nedefinovali vystup prechodovej funkcie v takomto retazci, nato sa zameriame

prave teraz.
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Vystup z prechodovej funkcie tvori trojica dajov. V definicii je ako prvy
uvedeny udaj o novom stave stroja, do ktorého sa ma po vykonani aktualneho
kroku prepnut. Druhd je v naSom pripade dvojica znakov nad abecedou I, ktora
zapiSeme na posledné dve pasky. A tretiu tvori v naSom pripade trojica informacii
otom, kam sa maju hlavy na jednotlivych paskach posunut. Pre ucely
vykonavania prechodovej funkcie, sa nam bude hodit' tuto trojicu informacii
usporiadat do iného poradia ato tak, Ze zaCneme dvojicou zapisujucich
symbolov, nasledovat bude trojica informacii o posune a zakonc¢ime to novym
stavom stroja M. To znamena, Ze vnaSom priklade prepiSeme definiciu

prechodovej funkcie nasledovne:
6(qo, 0OIO) = (OO, SSS, q2),
6(qo, 10000) = (OO, SSS, q2),
6(qz,00000) = (30, RSS, q1).

Pre kazdy vstup teda potrebujeme nadefinovat retazec jeho vystupu
z prechodovej funkcie. Medzi jednotlivymi prvkami vystupu nebudeme pridavat
Ziadny symbol a nebudeme ani oddel'ovat samotny vystup od vstupu. Jednotlivé
symboly teda budd priamo nadvidzovat na seba abudu vytvarat jednotny
retazec. Prvé dva symboly v tomto retazci budu odpovedat novym symbolom,
ktoré chceme zapisat na dané pasky, prvy z nich na druht pasku a druhy z nich
na tretiu (tento princip odpoveda zapisu trojice nac¢itanych symbolov pri vstupe,

s rozdielom, Ze pracujeme len s dvojicou).

Nasledovat budu tri symboly, reprezentujice kam sa ma konkrétna hlava
posunut respektive zostat na mieste. V definicii prechodovej funkcie je tato
mnozina popisana nasledovne {L, S, R}, kde L znaci posun hlavy dolava,
S zotrvanie hlavy na rovnakej pozicii a R zase posun hlavy doprava. My si tuto
mnozinu predefinujeme nasledovne {1, 0, L}, kde 1 bude zastupovat’ L, 0 bude
nahradzat' S a [] bude reprezentovat R v naSom ret'azci. Tieto symboly budu vzdy

v trojici a prvy z nich bude udavat, ¢o sa ma stat s prvou hlavou, druhy zase

s druhou hlavou a treti s tou tretou.

Ret'azec vystupu bude uzatvarat novy stav, ktory sa ma zapisat ako novy

aktualny stav g. Tento novy stav budeme rovnako ako pri vstupe reprezentovat
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binarnym oznacenim stavov, s tym rozdielom, Ze ho pre potreby zapisu zrkadlovo
oto¢ime, ale nebudeme ho nijak d’alej oddel'ovat ani ukoncovat. Aby sme si
ukazali, ako bude takyto retazec vystupu vyzerat dokopy, vezmime si z nasho
stroja M cast’ definicie z jeho prechodovej funkcie napriklad majme nasledujuci
predpis 6(qz, 00000) = (IO, RSS, q1). Potom retazec vystupu pre dany vstup bude
vyzerat nasledovne [JO|LJ00|10. Pre pomoc srozliSenim jednotlivych udajov
sme ich nazorne oddelili zvislou ¢iarou, ale tieto ¢iary nie su sicastou vystupu
a viac ich nebudeme pouzivat. Takyto vystup teda hovori, Ze na predposlednt
a poslednu pasku sa zapiSe v poradi prazdny symbol a symbol 0, prva paska sa
posunie doprava, pricom druhd a tretia zostanu na mieste a stav sa zmeni na stav

q1, ktory je v mnozine stavov druhy v poradi.

Pridanim tohto retazca k zapisu vstupu, ako sme si ho skorej definovali,
dostavame retazec zdpisu prechodovej funkcie Turingovho stroja a takyto
retazec budeme chciet pouZzivat ako jeho reprezentaciu m. Rozsirenim prikladu

nasho stroja M aj o vystupy prechodovej funkcie dostavame nasledujuci retazec
@00/000030000001/1000000001@01@10/0000000010@.

Tento retazec hovori o tom, Ze Startovaci stav ma dve mozné trojice symbolov
nacitanych z pasok avystupom zprechodovej funkcie v oboch pripadoch je
opatovné zapisanie prazdnych symbolov na druhu atretiu pasku, zotrvanie
prvej, druhej a aj tretej hlavy namieste a zmena stavu v registri na treti v poradi,
oznaceny bindrnym ¢islom 10. Pre druhy stav nemame definované Ziadne trojice,
teda ak sa do tohto stavu dostane stroj M tak urcite ukonc¢i svoj chod. Pre posledny
stav mame definovanu len jednu vstupnu trojicu, kde je jej vystup tvoreny
zapisom prazdneho symbolu na pracovnu pasku a symbolu 0 na vystupnu pasku,
prva hlava sa posunie doprava a zvySné hlavy zostanu na mieste a stav sa zmeni
na druhy v poradi oznaCeny binarnym c¢islom 01. Vidime tieZ, Ze do tretieho stavu
sa stroj méze dostat’ aj s inou vstupnou trojicou a teda v tomto pripade by stroj

ukoncil svoj chod s prazdnym retazcom ako vystupom.

Radi by sme teraz ukazali, Ze takyto retazec je v skutocnosti aj
reprezentaciou Turingovho stroja. Sformulujme si to do nasledujiceho tvrdenia,

ktoré si nasledne dokazeme.

15



Tvrdenie 1 (Reprezentacia Turingovho stroja):
Nech M je Turingov stroj (3, ' ={4, 0, 1}, J, V' ={0, 1}, Q, qo, 6). Potom retazec
m nad abecedou A={01,0, 1, /, @}, opisujuci prechodovu funkciu 6, v tvare vyssie

opisanom, je reprezentdciou Turingovho stroja M.

Dékaz: Prechodovu funkciu kazdého stroja M si dokaZeme zapisat vo forme
tabulky, kde zahlavie stipcov tvoria jednotlivé stavy mnoZiny Q azahlavia
riadkov zase vSetky mozné trojice znakov nad abecedou I'. Z opisu vieme, Ze
vstupy mame nejako zoradené a je ich konecny pocet, zostava si uvedomit,, Ze aj
vSetky moZné trojice nacitanych symbolov si mdéZeme usporiadat pomocou
nejakého lexikografického zobrazenia nad I, samotné zobrazenie pre nas nie je
dolezité, podstatné je, Ze existuje a vieme si nejaké zvolit. Do buniek v tabul'ke
budeme zapisovat jednotlivé vystupy, v zmysle zapisu aky sme pouzili aj pri
definovani retazca, podla toho vstipci akého stavu sa nachadzame a podla
riadku zase urcime aké symboly sme precitali z troch pasok stroja M. Pokial dana
dvojica nema definovany Ziaden vystup, bunku nechdme prazdnu ateda
vyplnime len tie bunky, pre ktoré sme vystupny retazec definovali pri opise tvaru
tohto zapisu. TakzZe vieme, z toho ako je definovana prechodova funkcia, Ze takato
tabul'ka bude existovat a vzhladom na dané usporiadania bude tato tabul'ka

dokonca jednoznacna.

Z toho ako je tabul'ka definovana hned’ vidime, Ze z nej vieme vy¢itat vSetky
prvky Q apokial budeme vykonavat prechodovu funkciu tak, Ze pre kazdu
dvojicu zahlavia stipca a riadka definujeme jej vystup podl'a obsahu bunky kde sa
dany riadok a stipec prelinaju alebo danti dvojicu nedefinujeme do prechodovej
funkcie ak je bunka prelinania prazdna, vieme presne zrekonstruovat chod stroja
M, ktory dand tabul'ka reprezentuje. DokdZeme teda, Ze danej tabulke
neodpoveda iny stroj M. UZ sme si povedali, Ze kazdy stroj ma azZ na dané
usporiadania mnoziny Q a mnoZiny trojic vstupov nad I" jedinu takuato tabul'ku,
potrebujeme si vSak dokazat, Ze kazdej tabul'ke odpoveda len jeden stroj M.
Uvedomme si ako funguje dana tabulka. Vieme, Ze pomocou nej vieme
zrekonsStruovat kazdy krok prechodovej funkcie ateda pokial dvom réznym
strojom odpoveda rovnaka tabulka maju aj rovnaku prechodova funkciu.

Rovnako vieme, Ze mnozina stavov bude v takychto strojoch rovnaka. Z rovnakej
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prechodovej funkcie a mnoziny stavov plynie, Ze musia mat rovnaky pocet pasok,
rovnaké abecedy, rovnaké vystupné abecedy a aj rovnaké pociato¢né stavy. Teda

oba tieto stroje maju rovnaku definiciu a teda sa rovnaju.

Zostava dokazat, Ze takuto tabul'ku vieme zapisat v tvare retazca, ako sme
si ho opisali vySSie. To nahliadneme tak, Ze tabul'ka kde by sme do zahlavia
stipcov pred kazdy stav pridali symbol @, do zahlavi riadkov by sme pred kazdu
trojicu pridali symbol / a pridali by sme na koniec jeden prazdny stipec, ktory by
mal v zahlavny symbol @, tak potom je takato tabulka ekvivalentna tabulke,
ktord sme opisali vyssie. Ak si teda jednotlivé stipce napiseme do riadku tak, Ze
zatneme zahlavim abudeme postupne pre kazdi nenulovi bunku v stipci
zapisovat zahlavie riadku spolu s obsahom tejto bunky a vynechavat budeme tie
prazdne dostaneme nami opisany retazec. Podobne méZzeme postupovat opacne
a z retazca vytvorit opisanu tabulku, teda retazec opisu prechodovej funkcie je

reprezentaciou Turingovho stroja M. &

Tento retazec opisu prechodovej funkcie budeme teda nazyvat
reprezentdciou Turingovho stroja a budeme ho vyuZivat na predavanie stroja M
ako jeden zo vstupnych argumentov do univerzalneho stroja, ktory si v d'alSe;j

sekcii zavedieme.

2.2 Zavedenie univerzalneho Turingovho stroja

Znazvu sekcie sa da usudit, Ze vtejto sekcii budeme chciet popisat
a formalne nadefinovat univerzalny Turingov stroj U. Nato aby sme konkrétne
popisali Turingov stroj je potrebné opisat mnoZinu jeho stavov, spolu s popisom
ako bude v tychto stavoch fungovat prechodova funkcia nasho stroja U. Na zaver
sekcie sa pokusime tento formalny popis zhrnut do tvrdenia, ktorého dokaz bude

naplnou d’alSej sekcie.
Na zaciatok teda uvazujme nasledujuci Turingov stroj
U = (51 Fu = {Du, DI OI 11 D) /) @}I Dul Vu = {D' 0' 11 /1 @}I QUI q0u; 6”)

Pricom vstupom do Turingovho stroja U bude dvojica (x, m), kde m € Vu
reprezentuje l'ubovol'ny Turingov stroj M = (3, '={J, 0,1}, J, V={0, 1}, Q, qo, 6),
v zmysle ako hovori Tvrdenie 1 a x € I* je vstupny retazec znakov nad vstupno-

vystupnou abecedou stroja M, ktory je zaroven vstupom aj do stroja U. Abeceda
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stroja U obsahuje symbol >, ktory budeme pouZivat na oznacenie I'avého okraja
niektorych pdsok stroja, jedna sa len o pracovny symbol a nebude sucastou
vstupu ani vystupu stroja U, pomenujme si ho ako Startovaci symbol. Okrem toho
vidime, Ze vstup do stroja U, je tvoreny dvojicou retazcov. Potrebujeme si teda
dodefinovat, ako takyto vstup predame Turingovmu stroju. Pre tieto potreby
nam Definicia 1 na str. 4 definuje stroj Uazaroven dodame, Ze sa jedna
o Turingov stroj s dvoma vstupnymi paskami. To znamena, Ze k = 3 a prechodova
funkcia ma tvar 6u: Qu X I'ik = Qu X I'ik2 X {L, S, R}x. Nech teda nas stroj U, tuto
definiciu spliia a preto mdZzeme dva vstupy definovat’ tak, Ze prvy z dvojice sa
zapiSe rovnako ako keby bol len jeden na prvi pasku a podobne druhy na druhy
pasku, pricom o oboch budeme uvaZovat ako o vstupnych paskach. Tato avaha je
brana bez ujmy na vieobecnosti, ako hovori Predpoklad 2. Dalej v definicii tohto
stroja zavedieme pouZitie Startovacieho symbolu [>, ktory budeme mat
v Startovacej konfiguracii zapisany v prvom bloku prechodovej a stavovej pasky,
pricom hned na druhom bloku prechodovej pasky bude zacinat druhy vstup

stroja U, ostatné casti Startovacej konfiguracie zastavaju nezmenené.

Vidime, Ze v nasSej definicif ma stroj U pat pasok, ktoré bude vyuzivat. Vo
vSeobecnosti by sa dalo pracovat s mensim poc¢tom pasok, existuju moznosti, ako
navrhnut jedno-paskovy univerzalny Turingov stroj, ale ako uZ bolo spominané,
vtejto praci sa chceme zamerat na pochopenie pojmu atoho aby bolo
jednoduché vycitat z popisu stroja ako funguje, takZe v naSom pripade sa
zameriame na pevny pocet pasok rovny piatim. Predpoklad 2 hovori, Ze stroj M,
ktory budeme chciet’ simulovat, méZeme uvaZovat ako troj-paskovy, kde jeho
prva paska sa nazyva vstupna, druha zase pracovna a tretia vystupna paska. Tieto
pomenovania si ponechame aj v naSom univerzalnom stroji U, kde takto nazveme
v poradi prv, $tvrti a posledni teda piatu pasku. Tieto pasky budi teda spiiiat
presne rovnaky ucel ako v stroji M, CiZe na vstupnej sa bude nachadzat retazec x
anebudeme na fu moct zapisovat, na pracovnd si budeme zapisovat
medzivysledky, presne tak ako by to robil stroj M a na vystupnu zapiSeme vystup

tak, ako hovori Definicia 2 na str. 6 a tak ako by to spravil aj stroj M.

Zostavajuce dve pasky vyuZijeme na chod stroja U avykonavanie jeho

prechodovej funkcie, teda simulaciu stroja M. Prvu z tychto pasok, druht vstupnu
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pasku stroja U, si oznac¢ime ako prechodovu pasku, pretoZe na tejto paske sa bude
nachadzat’ druhy z dvojice vstupov stroja U, teda retazec m reprezentujuci stroj
M. Na tuto pasku nebude stroj U mdct ni¢ zapisovat, ked'Ze sa jedna o jednu
zo vstupnych pasok stroja U. Posledna nepouZita paska sa bude pracovne
oznacCovat ako stavova paska ato vtom zmysle, Ze sa na nej bude zapisana
binarna reprezentacia stavu, ktory by bol inak zapisany v premennej aktualneho
stavu q stroja M. Okrem iného budeme stavovu pasku vyuZivat aj ako pracovnu
pasku stroja U, na ktoru budeme zapisovat pomocné hodnoty pri vykonavani
prechodovej funkcie 64, spojené so simulaciou prechodovej funkcie § stroja M.
Obe tieto pasky budu obsahovat symboly z abecedy Turingovho stroja U zatial',
¢o o troch pévodnych mézeme povedat, Ze budd obsahovat' len znaky abecedy

stroja M.

Stroj U bude pracovat s abecedou oznacenou Iy, ktora ako vidime, obsahuje
celd abecedu I', vyuzivajucu Predpoklad 1. Abeceda I'. okrem toho obsahuje Styri
symboly naviac od abecedy I' adva z tychto symbolov (/, @) si potrebné
z hladiska pouZitia retazca na reprezentaciu stroja. Dalsi z tychto symbolov
pouZzivame na rozliSenie prazdneho symbolu stroja M od prazdneho symbolu
stroja U, ¢iZe prazdny symbol stroja U ozna¢ime symbolom [lu a prazdny symbol
stroja M zase symbolom []. Posledny novy symbol > budeme pouzivat na

oznacenie zaciatku dvoch pasok, konkrétne prechodovej a stavovej pasky.

Dalej by sme radi popisali jednotlivé stavy a celti kone¢nii mnoZinu stavov
stroja U. Najskor si tieto stavy pomenujme nazvami a zamyslime sa nad tym ako
tieto stavy budu fungovat. Oznacme teda Qu = {START, COPY, FINDSTATE, READ,
WRITE, MOVE, CHANGESTATE}. Stavy v Qu sme si zatial’ oznacili len anglickymi
slovami. Uc¢inili sme tak preto, aby sme ziskali lepSi intuitivny nahl'ad, ako budu
tieto stavy pracovat a ¢o budu v chode stroja reprezentovat, bez toho aby sme
formalne definovali prechodovt funkciu. Potom tieto nazvy mézeme previest do
nasej binarnej reprezentacie alebo mdéZeme uvaZovat, Ze dokaZeme ukladat
aktudlny stav prave pomocou tychto slov amoZeme ich dalej v praci

pomenovavat tymito anglickymi ndzvami, ktoré maju lepsi intuitivny charakter.

Prvym stavom v zozname je stav START, ¢o pouZivame ako oznacenie

Startovacieho stavu, takZze ma charakter podobny ako vsamotnej definicii
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Turingovho stroja. Jediny rozdiel je, Ze za vstupnu pasku povazujeme aj druhud
teda prechodovu pasku, na ktorej sa uz pred samotnou ¢innost'ou stroja nachadza
reprezentdacia stroja M v podobe urceného retazca m. Takze tento stav bude

sluZit' len na oznacenie zaciatku fungovania stroja.

DalSie stavy st uz konkrétne pre nas univerzalny Turingov stroj U, a teda
ich intuitivny nahl'ad sa pokusime podat podrobnejsie. Prvy z tychto stavov sa
nazyva COPY ateda presne toto bude tento stav vykonavat. Bude kopirovat
urcity obsah prechodovej pasky na stavovy, konkrétne skopiruje reprezentaciu
prvého teda Startovacieho stavu stroja M na stavovu pasku, aby ho pri simulécii
pokladal stroj Uza aktualny a vykonal ho ako prvy. Po ukoncéeni kopirovania

budeme pokracovat hl'adanim aktualneho stavu na prechodovej paske.

Dalsi z tychto stavov sme si oznacili ako FINDSTATE, ¢iZe v preklade ,Najdi
stav“. Tym chceme naznacit, Ze tento stav bude sluzit k hl'adaniu aktualneho
stavu zapisaného na stavovej paske medzi stavmi, ktoré slizia ako vstup do
prechodovej funkcie stroja M, zapisanymi na prechodovej paske. Tieto stavy su
zapisané vnaSej bitovej reprezenticii vkonkrétnej dizke, ktora je vsak
nepodstatna pretoze na oddelenie stavu od dalSich zapisov na tejto paske
pouZijeme symbol / pripadne symbol @ a teda konkrétnu dizku, ktora méze byt
pre kazdy stroj ind, nebudeme vobec vyuZivat. TakZe hladanie budeme
vykonavat tak, Ze vyhladdme symbol @ na prechodovej paske. Potom
porovname symboly bezprostredne za tymto symbolom, so stavom uloZenym na
stavovej paske, aZ pokym nenarazime na symbol /. Vtomto momente sme ho
nasli. Ale ak najdeme rozdiel medzi symbolmi, vraciame sa k hl'adaniu d’alSieho
symbolu @. KedZe takto musia byt v reprezentacii zapisané vSetky stavy, do
ktorych sa stroj M mo6ze dostat, tak vieme, Ze tento stav musime najst. Akonahle
najdeme aktualny stav, tak pokracuje chod stroja v stave READ. Jediny rozdiel
nastava, pokial' sme presli na koniec stavu a narazili sme na stav, ktory je
ukonCeny symbolom @. V takomto pripade nedefinujeme vystup prechodovej
funkcie stroja U a ukoncime jeho chod stym, Ze vystup stroja M, ktory sme

simulovali, sa nachadza podl'a definicie na poslednej paske stroja U.

Preklad nazvu stavu READ napoved3, Ze v priebehu tohto stavu sa budeme

snazit simulovat ¢itanie z pasok stroja M. Toto citanie bude mat nasledovnu
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podobu. V retazci si ndjdeme najblizsi znak / vpravo od nasej aktualnej pozicie
a za nim budeme postupne porovnavat trojicu symbolov s tym ¢o mame zapisané
na aktualnych poziciach hlav. V poradi prvy symbol porovname so zapisom na
vstupnej paske, druhy symbol so symbolom nacitanym z pracovnej pasky
a posledny porovname s vystupnou paskou. Ak su vSetky tri hodnoty rovnaké, tak
sme pre aktudlny stav nasli Uuplnu dvojicu vstupov do prechodovej funkcie
amoZeme pokracovat jej aplikovanim pomocou stavov WRITE, MOVE
a CHANGESTATE, vtomto poradi. Ak narazime na nezhodné symboly,
pokracujeme v hl'adani d'alSieho symbolu / v poradi pre dany aktudlny stav. Ked’
z prechodovej pdasky nacitame symbol @, tak pre dany stav nemame
nadefinovanu prechodovud funkciu stroja M s danou trojicou symbolov. TakZe
nedefinujeme pre takyto pripad prechodovu funkciu stroja U, ¢im ukoncime

v takomto pripade chod stroja U, s vystupom na poslednej paske.

Samotné aplikovanie prechodovej funkcie budd zabezpecovat uz
spomenuté tri stavy. Tieto tri stavy budu pracovat nad retazcom symbolov,
umiestnenom hned za trojicou nacitanych symbolov, ktoré sme porovnavali
v stave READ. Prvy z tychto stavov, do ktorého sa dostaneme sa nazyva WRITE

b4 (s

a preklad znamena ,Zapis“, pricom presne toto bude tento stav vykonavat. Prvé
dva symboly z retazca vystupu prechodovej funkcie tvoria nové symboly, ktoré
majua byt zapisané na posledné dve pasky stroja M a presne toto teda stroj U
v tomto stave vykona. Okrem prechodovej, pracovnej a vystupnej pasky bude
vyuzivat aj stavovd pasku, na ktord si mimo zapisany stav bude znacit na aku
pasku aktudlne zapisoval. VyuZije nato symboly nad abecedou I, konkrétne
symboly si rozoberieme pri formalnej definicii prechodovej funkcie. Dolezité
vSak je, Ze na zaklade symbolu precitaného zo stavovej pasku bude vediet kam
ma nacitany symbol z prechodovej pasky zapisat, ¢i na pracovnu alebo na
vystupnu pasku a okrem toho zapiSe aj novy znak na stavovu pasku pre indikaciu

vol'by v d'alSom kroku. Pomocou tohto symbolu na stavovej paske okrem toho

budeme rozhodovat, ¢i sme uz so zapisom skoncili alebo nie.

Ked' vyhodnotime koniec zapisu prepneme sa do stavu MOVE. V tomto stave
sa bude jednat o pohyb hlav, presne podl'a predpisu prechodovej funkcie stroja

M.V ret'azci vystupu sme si nadefinovali tri Specidlne znaky, ktoré urcujd, ktorym

21



smerom konkrétnu hlavu posunieme, pripadne ponechdme na mieste (pre
pripomenutie: {1 - dol'ava, 0 - nezmenit poziciu, [J - doprava}). V retazci sa teda
d'alej nachadza trojica symbolov, ktora definuje, kam sa maju v poradi posunut
vstupnd, pracovna a vystupna hlava. Podobne ako v stave WRITE aj tu budeme
vyuzivat pomoc stavovej pasky pre znacenie, ktord hlavu mame d’alej posuvat
aci sme uZ skoncili sposunom.Teda nacitame vzidy symbol z prechodovej
a stavovej pasky a na ich zaklade sa rozhodneme, ktort hlavu a kam posunieme,

pripadne, ¢i sme uz ukoncili posun a prejdeme na stav CHANGESTATE.

Tento stav, CHANGESTATE, bude pracovat s poslednymi pamaitovymi
blokmi vretazci vystupu akoniec jeho vykonavania budeme rozliSovat
symbolom @ alebo /, ktoré oznacuju koniec jedného retazca vystupu a teda jasne
vieme, kedy sme so zmenou aktualneho stavu skon¢ili. Zapis nového stavu bude
teda spociva, v prepise nacitaného symbolu z prechodovej pasky na pozadované
miesto na stavovej paske, pricom tvar zapisu nového stavu v retazci vystupu ma
formu otoc¢eného binarneho zapisu stavov, tak ako sme si ho skorej definovali.
TakZe jeho prepis do stavovej pasky je jednoduchy. Budeme postupovat
v opacnom smere, teda zapisovat ho od konca. Pricom méZeme rozhodovat aj na
zdklade symbolu nacitanom zo stavovej pasky, kedy pokial na¢itame Startovaci
symbol > uZ sme urcite ukoncili zapis stavu a méZeme sa prepnut spat do stavu
FINDSTATE. V tomto stave by sa chod stroja ukoncil, ak sme prave zapisali bitovu

reprezentaciu stavu, pre ktory nemame definovanu prechodov funkciu.

Takto by sme radi nadefinovali mnozinu stavov tak, aby fungovali podla
intuitivneho nahl'adu a takymto spésobom simulovali chod stroja M. Avsak pre
niektoré tieto stavy bude eSte pred ich zacatim potrebné posuvat jednotlivé hlavy
na vhodné pozicie. Preto si za tymto ucelom dodefinujeme d'alSie stavy, ktoré
budeme nazyvat pomocné. TakZe realna mnozina stavov stroja U bude vyzerat
nasledovne Qu = {START, COPY, FINDSTATE, READ, WRITE, MOVE,
CHANGESTATE, LEFT, LOCATE@, STATELEFT, LOCATE/}. Na tieto pomocné
stavy nebudeme poskytovat intuitivny nahl'ad, pretoZe pojde len o technické
stavy, ktoré budu zabezpecovat spravny chod staja U. Ich konkrétny popis teda
bude opisany vo formalnej definicii prechodovej funkcie 6., ktort poloZime na

nasledujucich stranach tejto sekcie.
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Prechodovd funkciu Turingovho stroja U budeme teda definovat
nasledujicim vypisom vSetkych moZnych situdcii, v ktorych sa moéze stroj
U ocitnut, spolocne s vypisom tabuliek vystupov prechodovej funkcie stroja U,
pre jednotlivé stavy. Budeme uvaZovat q ako oznacenie aktualneho stavu stroja
U a y nam bude reprezentovat retazec nacitanej patice symbolov z piatich pasok
stroja U. Vtabulke budeme vzdy uvaZovat len také vstupy, pre ktoré je
prechodova funkcia definovana, aZ na pripady, ked’ sa do konkrétnych vstupov
moZe stroj U dostat a chceme explicitne uviest, Ze v takomto pripade ratame
s ukonCenim chodu stroja, pokial' takato situdcia nastane. Okrem toho v tejto
tabul'ke budeme vyuZivat takzvané neurcité symboly, ktoré budi zastupovat
vybrané symboly abecedy I'.. Polozme N = {Ew, 5,0, 41, >, £ @, 2,5, x, %, (, ), &}.
Potom budeme uvaZzovat, Ze y € (I'u U N)* je vstupom do 6u. Pricom aka € I'v U {x}
potom symbol & € N, hovori, Ze z danej pasky moZeme nacitat 'ubovol'ny symbol
okrem symbolu a. Symbolom ? budeme reprezentovat, Ze z danej pasky mézeme
nacitat’ 'ubovol'ny symbol nad I'.. Symbolom s zase povieme, Ze na danu pasku
zapiSeme ten isty symbol, ktory sme z nej nacitali. Symbol x bude premenn3,
ktora bude oznacovat symbol nacitany z danej pasky. Symboly (, ) a & budu
pouzivané spolocne a spajat’ viaceré podmienky na symbol z danej pasky. Ako je
vidiet, niektoré symboly patriace N, pouZijeme aj pri vypise vystupu prechodovej

funkcie. Definujeme teda 6u nasledovnym spésobom.

Ak je aktudlny stav q rovny stavu START, tak potom ak je symbol nacitany
z prechodovej a stavovej pasky rovny znaku > tak posun ich hlavy doprava, inak
s inymi hlavami nehyb, ni¢ nezapisuj a zostan v stave START. Ak je z prechodovej
pasky nacitany symbol @ tak posun tuto hlavu doprava, ni¢ nezapisuj, iné hlavy

neposuvaj a zmen stav na COPY. Tabulka pre stav START vyzera nasledovne.

y 6u(START, y)
> (sss, SRRSS, START)
2@?7? (sss, SRSSS, COPY)

Tabul'’ka 1: Prechodova funkcia stavu START

Ak je stroj U v stave COPY, tak ak z prechodovej pasky nacitame symbol 0
alebo 1, tak ho zapi$ na stavovu pasku a obe hlavy posun doprava, na iné pasky

ni¢ nezapisuj, ani neposuvaj ich hlavy a zostan vstave COPY. Ak nacitame
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z prechodovej pasky symbol / alebo @, tak zapi$ na stavovu pasku symbol /, ni¢
iné nezapisuj, posun prechodovu a stavovi hlavu dol'ava a zmeii stav na pomocny

stav LEFT. Popisané hodnoty zapiSeme do nasledujtcej tabul’ky.

y 64(COPY, y)
2077? (Oss, SRRSS, COPY)
21777 (1ss, SRRSS, COPY)
?2/77? (/ss, SLLSS, LEFT)
2@77? (/ss, SLLSS, LEFT)

Tabul'’ka 2: Prechodova funkcia stavu COPY

Ak je stav stroja Urovny stavu LEFT, tak nacitaj symbol z prechodovej
a stavovej pasky. Ak si oba rovné Startovaciemu symbolu, tak ich obe posun
doprava, ni¢ nezapisuj a zmen aktualny stav na pomocny stav LOCATE®@. Inak nic
nezapisuj a ani nemen stav, ale posuii obe hlavy dol'ava. Presny popis udava

nasledujuca tabulka.

y 6u(LEFT, y)
>>7? (sss, SRRSS, LOCATE@)
B>=p7? (sss, SLLSS, LEFT)
=77 (sss, SLSSS, LEFT)
>B77 (sss, SSLSS, LEFT)

Tabul'ka 3: Prechodova funkcia stavu LEFT

Ak je v registri stroja U uloZeny stav LOCATE@, tak potom nacitaj symbol
z prechodovej pasky. Ak je tento symbol rovny @, tak posun tato hlavu doprava,
iné hlavy neposuvaj, ni¢ nezapisuj a zmen stav na FINDSTATE. Ak je nacitany
symbol iny, tak len posun prechodovi hlavu doprava ani¢ iné nemen.

Nasledujuca tabul’ka udava spravanie prechodovej funkcie v tomto stave.

y 5.(LOCATE®@, y)
@777 (sss, SRSSS, FINDSTATE)
@17 (sss, SRSSS, LOCATE@)

Tabul'ka 4: Prechodova funkcia stavu LOCATE@

V stave FINDSTATE precitaj symboly z prechodovej a stavovej pasky. Ak je
symbol precitany z prechodovej aj stavovej pasky rovny /, tak posuin stavovu
hlavu doprava, iné hlavy neposuvaj, ni¢ nezapisuj a zapis$ novy stav LOCATE/. Ak

je na prechodovej paske zapisany symbol @ a na stavovej paske symbol /, tak
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v tomto pripade nedefinujeme vystup prechodovej funkcie, ale déjde k ukonceniu
chodu stroja, s vystupom nachadzajicim sa na poslednej paske, tak ako sme ho
definovali. Ak si oba nacitané symboly rovné 0 alebo 1, tak obe pasky posuii
doprava, ale ni¢ nezapisuj a stav nemen. Ak su nacitané symboly rézne a symbol
z prechodovej pasky rozny od @, tak posunl prechodovu hlavu doprava a stavovu
hlavu dol'ava, ni¢ nezapisuj a zmen stav na pomocny stav STATELEFT. ZapiSme
tieto pravidla do nasledujucej tabul’ky, reprezentujicej prechodovu funkciu stavu

FINDSTATE stroja U.

y 6u(FINDSTATE, y)
?//7? (sss, SSRSS, LOCATE/)
@/7? Ukonc¢ime chod stroja U
?007? (sss, SRRSS, FINDSTATE)
7117? (sss, SRRSS, FINDSTATE)
7017? (sss, SRLSS, STATELEFT)
7107? (sss, SRLSS, STATELEFT)

Tabul'ka 5: Prechodova funkcia stavu FINDSTATE

Pre pomocny stav STATELEFT definujeme prechodovu funkciu tak, Ze
budeme nacitavat symbol zo stavovej pasky a ak je rovny Startovaciemu symbolu
D>, tak posunieme stavovd hlavu doprava, ni¢ nezapisujeme, s inymi hlavami
nehybeme a zmenime stav na d’al$i pomocny stav LOCATE@. Ak ale symbol
nacitany zo stavovej pasky, nie je rovny tomuto symbolu, tak posunieme stavovd
hlavu dol'ava a ni¢ iné nemenime. Definujme teda pre tento stav prechodovu

funkciu pomocou nasledujtcej tabul’ky.

y 5.(STATELEFT, y)
7> (sss, SSRSS, LOCATE@)
77577 (sss, SSLSS, STATELEFT)

Tabul'ka 6: Prechodova funkcia stavu STATELEFT

Pre stav LOCATE/ budeme nacitavat symbol z prechodovej pasky a budeme
sa pytat, ¢i je tento symbol rovny symbolu /. Ak ano, tak posunieme prechodovu
hlavu doprava, na stavovad pasku zapiSeme prazdny symbol [l inak nic
nezapisujeme, s inou hlavou nehybeme a do registra stavov zapiSeme stav READ.
Ak vsak nie je rovny tomuto symbolu aani symbolu @, tak iba posunieme

prechodovu hlavu doprava, ni¢ nezapisujeme a stav nemenime. Ak ale narazime
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na symbol @, tak vieme, Ze vdanom stave atrojici nemame definovanu
prechodovt funkciu, takZe nedefinujeme vystup a ukonc¢ime chod stroja. Popis sa

nachadza v nasledujuicej tabul'ke.

y 6u(LOCATE/, y)
?/77? (Ouss, SRSSS, READ)
@777 Ukon¢ime chod stroja U

(£ & @) (sss, SRSSS, LOCATE/)

Tabul'’ka 7: Prechodova funkcia stavu LOCATE/

Ak sa stroj nachadza v stave READ, tak nas bude zaujimat symbol nacitany
zo stavovej pasky. Ak je na stavovej paske uloZeny prazdny symbol [l,, tak
nacitame symbol zo vstupnej pasky aporovname ho zo symbolom na
prechodovej paske, ak sa rovnaju zapiSeme na stavovd pasku symbol 0,
posunieme prechodovi pasku doprava, zostaneme vstave READ ani¢ iné
nemenime. Ak je na stavovej paske zapisany symbol 0, tak porovname symboly
z pracovnej a prechodovej pasky a ak sa rovnajud, tak posunieme prechodovu
hlavu doprava, zapiSeme na stavovd pasku symbol 1, zostaneme v stave READ
a ni¢ iné nemenime. Ak zo stavovej pasky nacitame symbol 1, tak porovnavame
symboly z prechodovej a vystupnej pasky a pokial’ sa rovnaju, tak zapiSeme na
stavovu pasku symbol 0, posunieme prechodovi hlavu doprava a zmenime stav
na WRITE, zatial' ¢o iné pasky nepostivame a ani ni¢ iné nezapisujeme. Pokial
niekedy narazime na nerovnost, v hociktorom ztychto troch pripadov, tak
posunieme prechodovud hlavu doprava a zmenime stav na LOCATE/, pri¢om nic
iné v aktualnej konfiguracii stroja U nemenime. Pre tento stav definujeme

nasledujucu tabulku.

y 6u(READ, y)
xx[0u?? (Oss, SRSSS, READ)
?x0x? (1ss, SRSSS, READ)
?x17x (Oss, SRSSS, WRITE)
xx[u?? (sss, SRSSS, LOCATE/)
7x0x%? (sss, SRSSS, LOCATE/)
?7x17% (sss, SRSSS, LOCATE/)

Tabul'’ka 8: Prechodova funkcia stavu READ
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Pre stav WRITE definujeme prechodovd funkciu podla nasledujucich
pravidiel. Nacitame symbol zo stavovej pasky aak je rovny symbolu 0, tak
zapiSeme symbol z prechodovej pasky na pracovnd pasku, na stavovu pasku
zapiSeme symbol 1 a prechodovu pasku posunieme doprava, ni¢ iné nemenime.
Ak je na stavovej paske uloZeny symbol 1, tak zapiSeme na vystupnu pasku
symbol z prechodovej pasky, na stavovu pasku zapiSeme prazdny symbol [y,
prechodovi hlavu posunieme doprava, ni¢ iné nezapisujeme, iné hlavy

neposuivame a aktudlny stav zmenime na MOVE. Nasleduje tabul’ka tohto stavu.

y 5.(WRITE, y)
7%07? (1xs, SRSSS, WRITE)
%177 (Ousx, SRSSS, MOVE)

Tabul'’ka 9: Prechodova funkcia stavu WRITE

Stav MOVE bude opat nacitavat’ symbol zo stavovej a prechodovej pasky.
AK je tato dvojica rovna v poradi prazdnemu symbolu [lu stroja U a prazdnemu
symbolu [ stroja M, tak na zaklade toho ako sme si nadefinovali mnoZinu
reprezentujicu jednotlivé posuny, posunieme vstupni hlavu doprava,
prechodovii hlavu doprava, aby sme mohli vdalSom kroku pokracovat
s posunom d'alSej hlavy, na stavovu pasku zapiSeme symbol 0, rozhodujuici aka
paska sa bude posuvat v dalSom kroku a inak ni¢ nemenime. Ak je tato dvojica
zase rovna prazdnemu symbolu [y a 1 v poradi, tak posiivame vstupnu hlavu
dol'ava, prechodovu hlavu vpravo, na stavovd pasku zapiSeme 0 a inak zase nic¢
nemenime. Ak je tato dvojica rovna prazdnemu symbolu [y a 0 tak posuvame len
prechodovi hlavu doprava, na stavovu pasku zapiSeme 0 a inak ni¢ nezmenime.
Podobne postupujeme pre dvojice, kde je znakom zo stavovej pasky 0, s tym
rozdielom, Ze na stavovu pasku v tomto pripade zapisujeme symbol 1 namiesto
symbolu 0 a posivame pracovnud hlavu namiesto vstupnej. Ak je prvym z dvojice
zase symbol 1, tak postupujeme zase podobne ako v opisanych pripadoch pre

jednotlivé dvojice s rozdielom, Ze posivame vystupnu hlavu namiesto vstupnej
alebo pracovnej, na stavovu pasku zapiSeme prazdny symbol [lu namiesto

symbolov 0 alebo 1 a okrem toho zmenime v tomto pripade aj to, Ze stavovu
pasku posunieme dolava a tieZzmenime aktudlny stav stroja U na

CHANGESTATE. Pre stav MOVE prechodovej funkcie stroja Uteda definujeme
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tabul’ku opisujicu predpis vstupov a prislichajuicich vystupov pre prechodovu

funkciu nasledujucim spésobom.

y 6u(MOVE, y)

200477 (0ss, RRSSS, MOVE)
7100077 (Oss, LRSSS, MOVE)
700,77 (Oss, SRSSS, MOVE)
700077 (1ss, SRSRS, MOVE)
71077 (1ss, SRSLS, MOVE)
70077 (1ss, SRSSS, MOVE)
a17? (Ouss, SRLSR, CHANGESTATE)
71177 (Ouss, SRLSL, CHANGESTATE)
70177 (Ouss, SRLSS, CHANGESTATE)

Tabul'ka 10: Prechodova funkcia stavu MOVE
V stave CHANGESTATE sa budeme pytat nato, aky symbol sme nacitali zo

stavovej pasky. Ak je tento symbol rézny od symbolu / a na prechodovej paske
sme zaroven nacitali iny symbol ako @ alebo /, tak zapiSeme na stavovu pasku
symbol z prechodovej pasky, posunieme prechodovi pasku doprava, stavovua
pasku dol'ava a ni€ iné nemenime. Ak symbol na prechodovej paske je rovny
symbolu / alebo symbolu @ a na stavovej paske je Startovaci symbol, tak
posunieme prechodovi hlavu dolava, ni¢ nezapisujeme, Ziadnu ind hlavu
neposuvame a zmenime stav na LEFT. Ale ak symbol na stavovej paske je rovny
symbolu /, tak ni¢ nezapisujeme, posunieme stavovd hlavu dolava, iné hlavy
neposivame a zostaneme v stave CHANGESTATE. ZapiSeme tento predpis pre

stav CHANGESTATE do nasledujucej tabul'ky.

y 5.(CHANGESTATE, y)
2/7 (sss, SSLSS, CHANGESTATE)
2> (sss, SLSSS, LEFT)

2@>7? (sss, SLSSS, LEFT)
21477 (1ss, SRLSS, CHANGESTATE)
20477 (Oss, SRLSS, CHANGESTATE)

Tabul'ka 11: Prechodova funkcia stavu CHANGESTATE
Takto opisany Turingov stroj U by sme radi oznacili za univerzalny. Nato
vSak potrebujeme tuto univerzalnost dokazat. Sformulujme si teda toto tvrdenie,

pricom jeho dékaz bude napliiou sekcie 2.3.
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Tvrdenie 2 (Univerzalny Turingov stroj):

NechU=(5T.={0.,0,0,1,D>, /, @}, O, Vu.= {00, 0, 1, /, @}, Qu qou, 8u) je
Turingov stroj, kde Qu = {START, COPY, FINDSTATE, READ, WRITE, MOVE,
CHANGESTATE, LEFT, LOCATE@, STATELEFT, LOCATE/}, qou = START,
prechodovd funkcia 6u je definovand v Tabulkdch 1 az 11 a U je Turingov stroj

definovany s dvomi vstupmi. Potom U je univerzdlny Turingov stroj.

2.3 Dokaz univerzalnosti
Tato sekcia poda nahl'ad na dékaz univerzalnosti nasho stroja U, ktory sme
si zadefinovali v predchadzajicej sekcii. Tvrdenie 2 hovori o vysledkoch
z predchadzajucej sekcie a ako sme povedali, tato sekcia sa bude venovat dokazu
tohto tvrdenia. Samotny ddékaz univerzalnosti bude pozostavat z niekol'kych
pomocnych viet a tvrdenti, ktoré dokopy budu tvorit poZadovany dékaz. Zacnime
teda nasledujucou definiciou, ktora poda nahlad na popis l'ubovolného
Turingovho stroja v urc¢itom okamihu jeho chodu.
Definicia 5 (Okamzity popis):
Nech M = (k, I, J, V, Q, qo, 6) je Turingov stroj. Povieme, Ze u = aiaz...axiiz...ikq,
kde aj € I, dlZka ajjerovnda €ENaij€NpreVje{l,?2, .., k}, je okamZity popis
stroja M pre vstup x € V* v nejakom okamihu jeho chodu, pokial’ aktualny stav
stroja Mjerovny q € Q,preVj€ {1, 2, ..., k} plati, Ze ij je index pamdtového bloku
J-tej pdsky, na ktory ukazuje jej hlava a zdroveri aj je retazec nachddzajici sa na
prvych lj pamdtovych blokoch j-tej pdsky, pricom pamdtovy blok na Ij-tej pozicii
tej istej pdsky neobsahuje prdzdny symbol a na pozicidch lj + 1, lj +2, ... rovnakej
pdsky sa nachddzaju prdzdne symboly, ak st na j-tej pdske len prdzdne symboly

definujeme aj ako prdzdny retazec (aj = 0).

Ako prvé si moZeme vsSimnut, Ze v kazdom okamihu chodu, 'ubovol'ného
stroja M, pre kazdy mozZny vstup x, bude pre jeho okamZity popis platit, Ze a: = x.
Dalej nAm Predpoklad 1 a Predpoklad 2 hovoria, Ze bez ujmy na vieobecnosti, si
moZeme definovat stroj M = (3, I'={1, 0, 1}, 4, V={0, 1}, Q, qo, 6) a povazovat ho
za I'ubovol'ny stroj. Radi by sme teda nahliadli, ako bude vyzerat okamzity popis
stroja U, ktory bude odpovedat ekvivalentnému popisu stroja M, ktory ma

U simulovat. Sformulujme to do nasledujucej vety a dokazme si ju.
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Veta 1 (OkamzZity popis stroja U):
Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujici stroj M. Potom je
retazec u = xazasiiizisq okamZitym popisom stroja M pre vstup x v nejakom
okamihu jeho chodu, prdve vtedy ked’ nasledujiici retazec uV = xmdgazasii22izisqu,
kde m = D>|m, § = >|q|/, | znaci zretazenie znakov, qu = LOCATE@ € Q. je

okamZitym popisom stroja U pre vstup (x, m) v nejakom okamihu jeho chodu.

Dékaz: Na zaciatok uvazujme mnoZinu popisov stroja U, v kazdom okamihu
jeho chodu. Nechajme v tejto mnozine len tie popisy, pre ktoré plati, Ze aktualny
stav je LOCATE@ a indexy prechodovej a stavovej pasky su rovné 2. Z toho ako
sme definovali prechodovd funkciu stroja Uvieme, Ze takdto mnozina je
neprazdna. M6Zeme z nej vybrat len také, kde plati, Ze obsah stavovej pasky je
rovny g, to vieme z toho, Ze stroj M sa v stave q nachadza prave vtedy, ked' je
zapisany na stavovej paske stroja M ateda aj takdto mnozina je neprazdna.
Podobne méZeme nahliadnut' to, Ze ked' vyberieme z tejto mnoZiny len popisy
kde su indexy vstupnej, pracovnej avystupnej hlavy ekvivalentné, tak je
neprazdna azredukovanim na rovné obsahy pracovnej a vystupnej pdasky
dostavame ziadany popis stroja U, ktory vieme, Ze existuje, z toho ako je stroj
U nadefinovany. KedZe dané podmienky boli ekvivalentné, dokazali sme obe
implikacie. B

Na zaklade notacie definovanej v prechadzajucej vete, budeme hovorit, Ze
popisy uVstroja U a u stroja M si odpovedaju. Ak predpokladame, Ze pre popis u,
je definovana prechodova funkcia stroja M a po jej vykonani sa dostane stroj M
napriklad do stavu v, tak by sa nam hodilo, keby pre stroj U platilo, Ze sa dostane

do stavu vY, ktory odpoveda stavu v. To plati ako si ukazeme v nasledujucej vete.

Veta 2 (Prechod popisov):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujuci stroj M. Potom nech
retazec u = xazasiiizizq je okamZity popis stroja M pre vstup x v nejakom
okamihu jeho chodu a retazec u je odpovedajiicim popisom stroja U pre vstup
(x, m) v nejakom okamihu jeho chodu. Ak plati, Ze M sa dostane po jednom kroku
jeho prechodovej funkcie do popisu v = xdz2dsi1izi3§, potom sa stroj U dostane po

konecnom pocte krokov jeho prechodovej funkcie do odpovedajticeho popisu VV.
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Tato veta sa ndm bude hodit’ pri dokazovani univerzalnosti stroja U. Pre jej
dokaz si naformulujeme d’alSie pomocné tvrdenia o chode stroja U. Za¢neme
tvrdenim o vykonani stavu START, ktoré sice nie je potrebné pri dokazovani
prave naformulovanej vety, ale bude sa hodit pri celkovom dokaze

univerzalnosti.

Tvrdenie 3 (Vykonanie stavu START):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujuci stroj M. Nech aktudlny
popis Ujeu=xml>aza311111qy, kde qu=START, potom sa U dostane v konecnom
pocte krokov do popisu v = xmgazaz12211Gy, kde Gu = LOCATE@ a obsah
prechodovej pdsky je G = B>|qo|/, kde qo je Startovaci stav stroja M.

Dékaz: Vieme, Ze moézeme predpokladat a: = a3 = [, pretoZze tak je
definovana Startovacia konfiguracia a stroj U sa prvykrat nachadza v stave START
prave v tomto momente. Vidime, Ze prvy krok stroja U, v tomto stave je posunut
prechodovi astavovu hlavu doprava takze, sa stroj U, dostane do popisu
xmP>aza312211qu. Vtomto momente nacita zprechodovej pasky symbol @,
pretoZe tak je definovany retazec m, preto zmeni index prechodovej pasky na 3

a prepne sa do stavu COPY.

Vjednotlivych krokoch stavu COPY bude zaradom kopirovat znaky
z prechodovej pasky na stavovl, pricom tieto znaky sa rovnaju bitovej
reprezentacii stavu qo, pretoZze tak sme si nadefinovali retazec m. Toto
kopirovanie skonci, ked' z prechodovej pasky nacitame symbol / alebo @,
v takomto momente zapisSe stroj U na stavovu pasku symbol / a vidime, Ze obsah

stavovej pasky je teda rovny g = >|qo|/, a tieZ sa stroj prepne do stavu LEFT.

V nasledujucich krokoch bude stroj U, len posuvat prechodovu a stavovu
hlavu dol'ava az pokial nenarazi na Startovacie symboly, oznacujuce jej zaciatok
anasledne ich posunie doprava, spolu so zmenou stavu na LOCATE®@. Co je

hl'adany popis v stroja U. B

Ako d'alSie by sme radi nahliadli, Ze sa zo stavu LOCATE@ vZdy dostaneme
do stavu LOCATE/. Tieto stavy su sice len pomocné, ale ako vidime, oznacuju
zaciatok hl'adania jednotlivych prvkov z dvojice vstupov na retazci m a preto ma

zmysel zaoberat sa prechodom prave medzi tymito dvoma stavmi.
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Tvrdenie 4 (Najdenie aktualneho stavu):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujtci stroj M. Nech aktudlny
popis U je u =xm{azasii22izisqu, kde qu= LOCATE@ a § =1>|q|/, kde q je aktudIny
stav stroja M, predpokladdme, Ze M pre odpovedajtici popis neukonci svoj chod,

kde Gu = LOCATE/ a ju, j2 € N st lubovolné.

Dékaz: Predpokladdme, teda, Ze stroj U, sa nachadza v stave LOCATE@
a indexy prechodovej a stavovej hlavy si obe rovné 2, pretoZe na tychto poziciach
ich ponecha stav LEFT. Stav LOCATE@ sa bude pytat, ¢i z prechodovej pasky
nacita symbol @ a ako vidime hned’ v prvom kroku k tomu d6jde, potom posunie
prechodovi hlavu doprava a prepne sa do stavu FINDSTATE, v ktorom bude
porovnavat postupne znak za znakom symboly prechodovej a stavovej pasky.
Z toho ako je nadefinované m aako vyzera obsah stavovej pasky vidime, Ze
porovnavame reprezentacie dvoch stavov. Pokial nenarazime na rozdiel
a dojdeme aZ k symbolu / na stavovej a prechodovej paske tak potom su tieto
stavy rovnaké a prepneme sa do stavu LOCATE/, spolu s posunom prechodovej
a stavovej pasky doprava, teda tvrdenie v tomto pripade plati. To, Ze za popisom
stavu na prechodovej paske bude symbol / a urcite nie symbol @ vyplyva z toho,
Zze M, vodpovedajicom popise neukonci svoj chod ateda vm, musi byt

definovana pre stav g, aspoii jedna vstupna trojica nac¢itanych znakov.

Ak vSak narazime na rozdiel v zapise, stavy si rézne a my posunieme
prechodovu hlavu doprava, stavovi dolava a pomocou stavu LEFTSTATE, sa
presunieme na poziciu dva na stavovej pasky, teda na zaciatok zapisaného stavu
a pokracujeme vykonavanim stavu LOCATE@. V tomto stave budeme postupovat
doprava, az pokial' nenarazime na symbol @ a nasledne sa znova prepneme
do stavu FINDSTATE. To budeme opakovat dovtedy, kym neporovname dva
rovnaké stavy. Vieme, Ze to raz nastane pretoze, kazdy stav sa musi nachadzat

v ret'azci m, takze sme dokazali tvrdenie. B

Samotné nacitavanie vstupu do prechodovej funkcie by sme teraz radi
ukoncili a ukazali, Ze sa dostaneme do stavu WRITE, kde budeme zapisovat nové

hodnoty na poZadované pasky.
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Tvrdenie 5 (Precitanie vstupnej trojice symbolov):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujtci stroj M. Nech aktudlny
predchddzajiceho tvrdenia a § = I>|q|/, kde q je aktudlny stav stroja M.
Predpokladame, Ze M v odpovedajiicom popise neukonci svoj chod. Potom sa
U dostane v konecnom pocte krokov do popisu v = xmqazasiijijzizizqu, kde plati,

Ze Gu=WRITE a ji, j2 € N st lubovol'né.

Dékaz: Ked' sa stroj dostane do stavu LOCATE/ prvykrat, tak vieme, Ze na
stavovej paske ukazuje na poziciu obsahujicu prvy prazdny symbol stroja Uv
poradi. PricCom sa tato hlava za cely Cas nepohne azostane na mieste. Index
prechodovej pasky sa nachadza na prvom pamditovom bloku za popisom
aktudlneho stavu vretazci m. Tam sa nachadza symbol /, to vieme,
z predpokladu, Ze M neukon¢i v tomto momente svoj chod. TakZe stav LOCATE/
sa hned prepne do stavu READ, prechodova hlava sa posunie doprava a este
predtym zapiSeme na stavovu pasku prazdny symbol [lu. Keby to vSak tak nebolo
a do stavu LOCATE/ by sme sa dostali na 'ubovol'nej pozicii napravo od tohto
prvého symbolu / a nal'avo od posledného symbolu / pred symbolom @, ktory sa
vretazci m, nachadza ako dalsi v poradi, tak rovnako z predpokladu, ze M
vtomto popise neukonc¢i svoj chod, vieme, Ze vkonecnom pocte Kkrokov,
posuvanim doprava, narazime na symbol / a pokraCujeme v stave READ, spolu

s uZ opisanym posunom a zapisom prazdneho symbolu na stavovu pasku.

Vstave READ budeme zapisovat pomocné symboly na stavovu pasku
a porovnavat symboly na prechodovej paske v poradi so symbolmi na vstupnej,
pracovnej a vystupnej paske. Pokial' sa vSetky rovnaju, prepneme sa do stavu
WRITE a teda tvrdenie plati. Ak narazime na nerovnost, tak pokracujeme opat
v stave LOCATE/, aZ pokym nenajdeme rovnost vo vietkych troch pripadoch. Co,
ako vieme, s urcitostou nastane, na zaklade predpokladu, Ze M, v tomto momente

neukonci svoj chod. TakZe sme dokazali poZadované tvrdenie. B

Vieme teda, Ze sa stroj U, dostane zo stavu uY, ako ho urcuje Veta 2, az
k vykonavaniu vystupu odpovedajuceho kroku prechodovej funkcie stroja M.
Rozlozime si teda krok prechodovej funkcie na tri moZzné pripady, ktoré ked

budeme rézne spajat’ dostaneme kazdy mozny vystup tejto prechodovej funkcie.
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Ako prvy si vezmime pripad, kedy by prechodova funkcia stroja M, zmenila len
jeden symbol na l'ubovolnej zpasok. Ako si uvedomime, tak bez ujmy na
vSeobecnosti, méZeme predpokladat, Ze to bude vystupna paska. Zapis na

pracovnu pasku by sme boli schopny nahliadnut podobnym tvrdenim.
Tvrdenie 6 (Zapis symbolu):
Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujtci stroj M. Nech aktudlny
popis M je u = xazasiiizizq, a € I je symbol na vystupnej pdske na pozicii is.
Predpokladdme, Ze M v tomto popise neukonci svoj chod a dostane sa do popisu
Vv = xazQ3iziz2i3q, kde ds sa od as lisi v tom, Ze na poziciu is je zapisany, namiesto
symbolu a, symbol b € I. Potom sa U dostane v konecnom pocte krokov

z odpovedajuceho popisu uY do odpovedajticeho popisu vVU.

Dékaz: Tvrdenie 4 a Tvrdenie 5 nam umoZnuju predpokladat, Ze Usa
nachadza v stave WRITE. Zo stavovej pasky nacitame symbol 0 a teda symbol
z prechodovej pasky zapiSeme na iz poziciu na pracovnej paske, ale na zaklade
predpokladu, Ze v kroku M, ktory simulujeme sa obsah pracovnej pasky nezmeni,
vieme, Ze tento symbol je rovnaky, ako tam bol uZ zapisany ateda pouzitim
podobného tvrdenia na pracovnu pasku dostaneme, Ze sa retazec az nezmeni.
Takze sa ocitdme v situdcii, kedy z prechodovej pasky nacitavame symbol b,
z vystupnej pasky zase symbol a, ana stavovej paske je zapisany symbol 1.
Z definicie prechodovej funkcie vidime, Ze sa symbol b zapiSe na vystupnu pasku
na pozadovanu poziciu a pokial’ su rovnaké tak asz = ds, pokial’ su vSak symboly
aab rozne, tak ma ds pozadovany tvar. Dokazy pre Tvrdenie 7 a Tvrdenie 8
ukazu, Ze ak v kroku prechodovej funkcie nemenime pozicie hlav a stav g, tak
stavy MOVE a CHANGESTATE nezmenia popis stroja U. TakZe sa stroj dostane do

pozadovaného popisu a dokazali sme tvrdenie. B

Teraz sa budeme zaoberat posunom hlavy v kroku prechodovej funkcie
stroja M. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladat, Ze budeme posuvat

vstupnu hlavu doprava, zvySné pripady by sme nahliadli obdobnymi tvrdeniami.

34



Tvrdenie 7 (Posun hlavy):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujtci stroj M. Nech aktudlny
popis M je u = xazasiizizq. Predpokladdme, Ze M v tomto popise neukonci svoj
chod a dostane sa do popisu v = xazasiiizizq, kde i1 = i1 + 1. Potom sa U dostane
v konecnom pocte krokov z odpovedajiiceho popisu uV do odpovedajiiceho

popisu vVU.

Dékaz: Tvrdenie 4 a Tvrdenie 5 spolu s dokazom pre Tvrdenie 6 hovoria, Ze
sa dostaneme do stavu MOVE, pricom stav WRITE nezmeni obsah pracovnej
a vystupnej pasky. Symbol, ktory vtomto momente nacitame z prechodovej
pasky, bude rozhodovat o posune vstupnej pasky a ako vidime bude sa jednat’
o symbol znazornujici posun vpravo ateda v popise k indexu vstupnej pasky
pripoc¢itame jednotku atym dostaneme poZadované ii. Nasledne dalSie dva
symboly budu reprezentovat zotrvanie pracovnej a vystupnej hlavy na mieste,
takZe sa ich indexy nezmenia. Takto mame vyrieSeny posun doprava a zotrvanie
na mieste, pricom posun dol'ava, je podobny ako doprava s tym, Ze pokial iz = 1,
tak sa jedna o zotrvanie na mieste. Z dokazu pre Tvrdenie 8 nasledne vyplynie, Ze
ak nemenime stav, tak to nema vplyv na popis stroja U, a teda sa dostdvame do

pozadovaného popisu stoja U.

Nakoniec nahliadneme, ako sa zmena aktualneho stavu stroja M, odzrkadli

na popise stroja U.
Tvrdenie 8 (Zmena aktuaneho stavu):

Nech Tvrdenie 2 definuje U a m je retazec reprezentujici stroj M. Nech aktuadlny
popis M je u = xazasiiizizq. Predpokladdme, Ze M v tomto popise neukonci svoj
chod a dostane sa do popisu v = xazasiiiziz§. Potom sa U dostane v konecnom

pocte krokov z odpovedajuceho popisu uV do odpovedajiiceho popisu vVU.

Dékaz: Tvrdenie 4 a Tvrdenie 5 spolu s dokazmi pre Tvrdenie 6 a Tvrdenie
7 hovoria, Ze sa dostaneme do stavu CHANGESTATE, pricom stavy WRITE a
MOVE nezmenia obsah pracovnej a vystupnej pasky a nezmenia ani poziciu ich
hlav. Index prechodovej pasky bude v tomto momente odkazovat na pamatovy
blok, v ktorom sa bude nachadzat symbol 0 alebo 1 a bude oznacovat posledny

znak retazca binarnej reprezentacie stavu §. Stavova paska bude najskor
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ukazovat' na symbol /, ale v prvom kroku stavu CHANGESTATE to zmenime
abudeme na tejto paske, ukazovat na posledny znak reprezentacie stavu gq.
Postupne teda znak za znakom budeme symboly reprezentujice § zapisovat na
stavovu pasku, az kym obsah stavovej pasky nebude v tvare >|g|/ teda sme
zmenili odpovedajtci popis stroja U. Pricom ak sa stavy g a ¢ rovnaju vidime, Ze
popis stroja U nijak nezmenime. Stroj U sa z tohto stavu prepne do stavu LEFT
anasledne LOCATE@, kde ako vieme existuje poZadovany odpovedajuci stav

strojaU.

Spolo¢ne sa tieto tri dokazy dopliiaju ateda vieme, Ze spolo¢ne plati
Tvrdenie 6, Tvrdenie 7 a aj Tvrdenie 8. Ztychto troch tvrdeni je nasledne
jednozna¢nym désledkom aj Veta 2, ktort sme teda takto dokazali a méZzeme ju

vyuzit pri pozadovanom dokaze pre Tvrdenie 2.

Zostava nahliadnut, Ze stroj U ukonci svoj chod prave vtedy, ked ho ukon¢i
aj stroj M. To znameng, Ze ak existuje taky popis stroja M, do ktorého sa tento stroj
dostane v kone¢nom pocte krokov, Ze pre tento popis nemame definovanu
prechodovi funkciu stroja M. Potom sa stroj U, vkonetnom pocte
krokov, dostane z odpovedajiceho popisu do popisu, v ktorom nema definovanu
prechodovu funkciu. TakZe, d6jde pre oba stroje vramci danej terminoldgie
k ukonceniu ich chodu s rovnakym obsahom vstupnej, pracovnej aj vystupnej

pasky. Naformulujme si to do nasledujucej vety.

Veta 3 (Ukoncenie chodu):

Nech Tvrdenie 2 definuje U, m je retazec reprezentujtci stroj M a nech M ukonci
svoj chod pre vstup x. Ak je retazec u = xazasiiizizq okamZitym popisom stroja M
pre vstup x, v ktorom M ukonci svoj chod. Potom sa stroj U dostane, v konecnom

v ktorom ukonci svoj chod pre vstup (x, m).

Dékaz: V prechodovej funkcii stroja M, m6Zu nastat’ dva pripady. Ako prvé
moZe nastat, Ze pre stav q € Q, nemame v prechodovej funkcii definovant Ziadnu
vstupnu trojicu. Vtakomto pripade bude stroj U, postupovat nasledovne.
Predpokladajme, Ze mame na stavovej paske zapisanu bitovud reprezentaciu stavu
q a hlavy prechodovej a stavovej pasky sa nachadzajd na druhej pozicii, prvej

neobsahujucej Startovaci symbol. To moZeme predpokladat vdaka stavom
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START, COPY a LEFT, ktoré sa vykonaju na zaciatku chodu celého stroja, pripadne
sa stav LEFT vykona pred kazdym simulovanym krokom prechodovej funkcie
stroja M. Zo stavu LEFT sa stroj U, vidy prepne do stavu LOCATE@, v ktorom
bude hl'adat symbol @ na prechodovej paske. Uvedomme si, Ze v kone¢nom pocte
krokov tento symbol najde aprepne sa do stavu FINDSTATE. Kde zacne
porovnavat symboly bezprostredne za tymto symbolom, v poradi so symbolmi
uloZenymi na stavovej paske. KedZe, mo6Ze ddjst k tomu, Ze porovnané symboly
sa nezhoduju vtedy prejde stroj U, do stavu LEFTSTATE, ¢im vrati stavovu hlavu
spat na druht poziciu a pokracuje v h'adani d'alSieho symbolu @ v poradi v stave
LOCATE@. VSimnime si, Ze prechodova hlava sa vZdy posuva v tychto stavoch len
jednym smerom a prejdeme takto kazdy symbol na prechodovej paske, takze
nevynechame jediny symbol @. KedZe sa na pozadovanych pozicidch
prechodovej pasky nachddza len retazec m, vktorom ako vieme, sa musi
nachadzat stav g, tak tento stav vzdy najdeme. V ret'azci m, je tento stav ukonceny
d’al$im symbolom @. Co, ako je nadefinované v prechodovej funkcii stroja U,
znamena ukoncenie chodu tohto stroja v popise, kde qu = FINDSTATE a indexy

prechodovej a stavovej pasky mozu byt 'ubovol'né.

Druhy pripad je, Ze stav ¢ ma definované nejaké trojice, ale aktualne
nacitana trojica nie je nadefinovand. V takomto pripade ako sme si ukazali vzdy
najdeme stav q, v retazci m a ked'Ze tento stav nie je zakon¢eny symbolom @ ale
symbolom /, tak sa prepneme do stavu LOCATE/. Vieme, Ze v kone¢nom pocte
krokov tento symbol ndjdeme a prepneme stroj U do stavu READ. V tomto stave
budeme porovnavat vporadi prvy symbol za nadjdenym symbolom /, so
symbolom nacitanym zo vstupnej hlavy. Ak sa rovnaju pokraCujeme na druhy
symbol a pracovnu hlavu. Ak sa rovnaju, prejdeme na treti symbol a vystupnu
hlavu. Ked'Ze vSak dana trojica symbolov nacitanych z hlav nie je pre dany stav
definovana, tak vzdy narazime na to, Ze aspon jedna ztychto troch rovnosti
nenastane ateda sa vraciame spat do stavu LOCATE/. Kde teda d6jdeme na
koniec aktualneho stavu a narazime v konecnom pocte krokov na symbol @.
V takomto pripade ukoné¢ime chod stroja U v popise kde qu = LOCATE/ a indexy

prechodovej a stavovej pasky sd I'ubovolné.
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Zostava nahliadnut, Ze plati aj opacnd implikacia, td4 vSak vyplyva
Z pozorovania, Ze stroj U, skon¢i len v tychto dvoch prebratych pripadoch. Veta 2
poskytuje hl'adané pozorovanie, pretoZe vidime, Ze v chodoch medzi jednotlivymi
krokmi prechodovej funkcie stroja M, musia byt vSetky kroky stroja pre jeho
prechodovu funkciu definované, inak by sme nedoS$li do poZzadovaného stavu
z tejto vety, €o by bol spor s touto vetou. Jediné ¢o by mohlo nastat' je ukoncenie
eSte v Startovacom stave START, ale ten ako sa da I'ahko uvedomit ma vsetky

stavy do ktorych sa dostane nadefinované. Bl

Vtomto momente mame vSetky pomocné vety atvrdenia dokazané.
Spoloc¢ne Veta 1, Veta 2, Veta 3 a Tvrdenie 3 ako priamy dosledok hovoria o tom,
Ze nas stroj U, je univerzalny Turingov stroj, priCom Definicia 4 na str. 9 podava
formalnu definiciu tohto pojmu. Bod (a) z tejto definicie je splneny automaticky.
Veta 3 nam hovori Ze stroj U, ukonc¢i svoj chod prave vtedy ked’ stroj M. Veta 1,
Veta 2 a Tvrdenie 3 nasledne hovoria, Ze obsah vstupnej, pracovnej a vystupnej
pasky stroja U je vkazdom okamihu jeho chodu zhodny s odpovedajicim
okamihom pre stroj M. TakZe sa rovnaju aj vystupy oboch strojov a pozadovana
inkluzia V € Vy plati pre kazdy stroj M trividlne, podla toho, ako sme si ho
nadefinovali. TakZe v definicif plati aj bod (b). Cim sme dokazali univerzalnost

strojaU.
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Zaver

Na zaver prace by som rad uviedol par slov k jej vysledkom a poznatkom
ziskanym pocas jej pisania. Vysledok tejto prace nie je tvoreny len samotnym
zistenim, Ze existuje nejaky univerzalny Turingov stroj. Vysledok prace spociva
hlavne vzavedeni vlastného prikladu Turingovho stroja av dokazani jeho
univerzalnosti. Praca teda umoziuje pripadnym citatel'om, pochopit’ existenciu
univerzalnej vypoctovej metddy na konkrétnom priklade. V praci sa zameriavam
na vysvetlenie jednotlivych pojmov v danej problematike. Turingov stroj, ktory
som v tejto praci zaviedol nemusi byt najefektivnejsi a samozrejme sa nemusi
jednat’ o jeho najjednoduchsiu verziu. Je naozaj mozné, mat univerzalny stroj
pracujuci s mens$im poCtom pasok, nad menSou abecedou, pripadne s mensSou
mnoZinou stavov. To vSak nebolo zdmerom tejto prace. SnaZzil som sa podat taky
nahl'ad na danu tedriu, ako som aj viackrat v praci zdorazioval, aby bolo jasne
viditel'né, ¢o sa za danymi pojmami deje a bol naozaj kazdy schopny zostrojit

a zadefinovat' takyto univerzalny Turingov stroj.

Pre dokoncenie prace som pracoval s roznymi literdrnymi a internetovymi
zdrojmi, ktoré mi poskytli teoreticky zdklad k danej teérii. Délezitym krokom
vSak bolo praktické porozumenie danym pojmom. VyuZil som teda znalosti
nadobudnuté pocas Studia, nato aby som si dokazal zrekonstruovat niekol'ko
prikladov Turingovych strojov aj so zloZitejSimi definiciami pomocou
programovacich jazykov. Na zaklade tychto praktickych prikladov, som nasledne
ziskal lepSiu orientaciu v danych pojmoch. Avyuzil to hlavne privytvarani
vhodnej reprezentacie Turingovych strojov, ktorej spravna vol'ba sa ukazala ako

kIi€ova pre celd problematiku.

Ako som si v tychto prikladoch uvedomil, pojem Turingov stroj mézZeme
zjednodusSene interpretovat ako formalny popis algoritmu, ktory dokaZeme
vyuzit napriklad aj na navrh programovacieho jazyka. Toto zistenie mi prinieslo
dostatocné pochopenie, ako jednotlivé stroje fungujd nato, aby som bol schopny
vytvorit popis potencialne univerzalneho Turingovho stroja. A nasledne, tuto
intuiciu podporit aj formalnym dékazom, s vyuzitim schopnosti nadobudnutych

pocas Studia.
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