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¢islo, néjaké celociselné Teseni. Jadrem této prace je prostiednictvim postupné
vybudované teorie v okruzich Eisensteinovych a Gaussovych celych ¢isel dokazat
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Uvod

Studium zdkont reciprocity meélo velky vliv na vyvoj moderni teorie ¢isel. Vse
to zacalo v roce 1783, kdy Euler a Legendre zformulovali zakon kvadratické reci-
procity (diukaz nicméné provedl az Gauss o 13 let pozdéji), ktery déval odpovéd
na otdzku, pro kterd a € Z a prvocisla p ma x? = a (p) néjaké reseni.

Logickym pokracovanim byla snaha dosahnout podobného vysledku i pro jiné
volby n € N v kongruenci " = a (p). Postupem casu se ukazalo, Ze za podminky
¢ekalo bezmala 50 let. Zasluhou némeckého matematika Gottholda Eisensteina se
v roce 1844 objevily hned dva, a sice pro pripad kubické (n = 3) a bikvadratické
(n = 4) reciprocity.

Hlavni naplni prace budou pravé tyto dva dikazy. Kazda kapitola se zameéri
na jeden z nich. Celkova struktura bude priblizné odpovidat kapitole 9 knihy
[reland a Rosen| (2013). Navic ale pridame rozsirujici teorii, jejiz podstatou je
usnadnéni vypoctu kubického, resp. bikvadratického zbytkového symbolu pro kaz-
dou dvojici prvki, pro niz je korektné definovany, a zaroven na ni nelze aplikovat
prislusny recipro¢ni zdkon. Na zdkladé toho budeme schopni plné zodpovédét
puvodni otazku, tj. zda je pro dané a € 7Z a prvocislo p Tesitelnd kongruence
" = a(p), kde n = 3, nebo n = 4. Tyto dopliujici ¢asti jsou pokryté sekei
(str. 14-17) a stranami 2628, pricemz odpovidaji cvicenim 17-20, 2426 a 32-37
z kapitoly 9 uvedeného zdroje.



1. Kubicka reciprocita

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim otazkou fesitelnosti kongru-
ence 12 = a (mod p), kde a € Z, p prvocislo. Vypracujeme hlub$i teorii okruhu
Eisensteinovych celych ¢isel Z [w] a kubickych zbytku, diky niz zformulujeme a do-
kazeme zakon kubické reciprocity , coz muzeme povazovat za analogii
zakona kvadratické reciprocity pro stupen 3. Na zavér se podivame i na jeho
zobecnénou verzi a néktera dalsi doplnujici tvrzeni.

1.1 Okruh Z |w]

Polozme w = 5t + ?z = ’1%‘/’73 Mnozina R = Z [w] = {a + bw; a,b € Z}
pak spolu se sc¢itanim a nasobenim na komplexnich ¢islech tvori okruh, nékdy
nazyvany Fisensteinova cela ¢isla. Pro @« = a + bw € R definujeme jeho normu
piedpisem Na = aa = a? — ab + b%, kde @ je komplexnd sdruZeny prvek k o, ¢ili
a=a+bw=a+bw=(a—b)—bw, nebot @ = "7/=2 = w? = —1 — w. Takto
definované zobrazeni N : R — Ny je zfejmé multiplikativni (tedy Vo, 8 € R plati
Nap = NaN ). Kromé toho spliuje vlastnosti eukleidovské normy, takze R je
eukleidovsky obor - diikaz lze najit napt. v Ireland a Rosen| (2013, Tvrzeni 1.4.2).
Z toho mimo jiné plyne, Ze je taky OHI (obor hlavnich idedli) a gaussovsky.

Déle se podivame na invertibilni prvky okruhu R. K jejich vypoétu pouzijeme
nasledujici charakterizaci.

Véta 1.1. Necht a € R. Pak Na =1 & « je invertibilni.
Diikaz.
,=“ Méame aa = 1. Dle tvahy vyse @ € R, staci tedy vzit o= = @.

,<=“ At je a invertibilni. Pak 38 € R : af = 1. Tudiz Naf = NaNp = 1.
Protoze Na i N jsou nezaporna celd ¢isla, tak Na = 1.

]

Nyni jsme schopni uré¢it vSechny invertibilni prvky R. Podle predchozi Véty
to jsou pravé prvky a+ bw splitujici a2 —ab+b% = 1, neboli (a — b)* +a®+b® = 2.
Mohou tedy nastat tyto moznosti:

(i) (a—b)> =0, a® =1, b* = 1: dostavame prvky 1 + w = —w?, —1 — w = w?

(ii) (a —b)* =1, a® = 1, b*> = 0: dostavame prvky 1, —1
(iii) (a —b)> =1, a®> =0, b* = 1: dostdvame prvky w, —w.

Nasim dalsim cilem bude popsat, jak vypadaji prvocinitele (ekvivalentné ire-
ducibilni prvky — v gaussovskych oborech totiz oba tyto pojmy splyvaji) v R.
Predné je potieba si uvédomit, ze prvocislo (v Z) nemusi nutné byt i prvocinitel
v R. Nejjednodudsim protipifkladem je 3 = —w? (1 — w)?. Z tohoto divodu bu-
deme pojmem prvocinitel oznacovat prvocinitel v R a pojmem prvocislo kladny
prvocinitel v Z.



Véta 1.2. Je-li m prvocinitel v R, pak existuje prvocislo p takové, Ze:
e Nmw =p, pricemZ ™ neni asociované s Zadnym prvocislem, nebo
e Nm=p* 7|
=D, p-

Diikaz. Bud 7 prvocinitel v R. Potom 7 neni invertibilni, takze Nm =77 =n > 1,
n € N. Tedy 7 | n. Protoze je m prvocinitel, tak m | p pro néjaké prvocislo p
z prvoéiselného rozkladu n. Cili p = 7 pro vhodné v € R. Dostavaime Nm Ny =
Np = p?, tedy bud N7m = Ny = p, nebo N7 = p? a Ny = 1. V prvnim pifpadd
7 J ¢ pro kazdé prvocislo ¢, nebot kdyby m = qu, u invertibilni, tak by muselo
platit p = Nm = NgNu = ¢*, coZ je spor. Ve druhém piipadé je v invertibilni,
tedy 7 || p. O]

Véta 1.3. Jestlize pro m € R plati Nw = p prvocislo, pak je ™ prvocinitel v R.

Diikaz. Predpokladejme, ze m = v, kde NG, Ny > 1. Pak ale p = Nm = NGN~,
coz je spor s prvociselnosti p. Takze 7 je prvocinitel. O

Véta 1.4. Necht p je prvocislo.
(a) Pokud p =3 nebo p=1(3), pak p =77, kde w je prvocinitel v R.
(b) Pokud p =2 (3), pak p je prvocinitel v R.
KaZdy prvocinitel v R je asociovany s nékterym z téchto prvociniteli.
Diikaz.

(a) Pro p =1(3) je podle zdkona kvadratické reciprocity

<_3> _ <_1> <3> — (-7 ()T (p) _ (p) _ (1) —1

P p P 3 3 3

To znamend, 7e Ja € Z : a> = —3(p). Cili pb = a® + 3 pro néjaké
b € Z. Je-lli p = 3, staci vzit a = 0, b = 1. V obou pripadech tedy
p déli (a+\/—_3) (a—\/—_?)) = (a+1+2w)(a —1—2w). Pro spor at p
déli nektery z téchto dvou ciniteli. Potom “+1p+2“ = “;1 + 2“’ € R nebo
a— 1 2w a—1

= ¢ R. Kazdopadné musi platlt 2 ¢ Z, coz Je spor, nebot

p
P ;é 2. Tedy p nem prvocinitel v R. Z toho plyne, ze p =7y, 7 }f 1 }f~. Navic
p> = Np = N7Nvy, takie N7 = 77 = p. Podle [Véty 1.3]je m prvocinitel.

(b) At p = 7y, kde Nm,Ny > 1, 7 = a + bw. Potom p?> = N7wN~, tedy
p= N7 = a?— ab+ V?, ekvivalentné 4p = (2a — b)2 + 3b%. Tim padem je
p = (2a —b)*(3). Protoze 2% = 0 nebo 1 (mod 3) pro libovolné z € Z, tak
p =0 nebo 1 (mod 3) a dostavame spor s predpokladem p = 2 (3). Tedy p
je prvocinitel.

Necht 7 je prvocinitel. Podle je ™ = p nebo 7 = p? pro vhodné
prvoéislo p. Tedy 7 d&li p nebo p?, pii¢emz oba tyto prvky se dle vyse dokdzaného
rozkladaji na soucin prvociniteli ze skupiny (a) nebo (b). Ale 7 je prvocinitel,
takze musi délit néjaky prvek p; z tohoto rozkladu. Ten je taky prvocinitel, tudiz
jsou 7 a p; asociované. O]



1.2 Kubicky zbytkovy symbol

Analogicky jako v Z miizeme i v R definovat pojem kongruence. Pro jakékoli
a, 3,7 € R budeme znadit o = (), jestlize v | «— . To ndm umoziuje zkoumat
zbytkové tiidy modulo m € R a faktorokruhy R/mR. Specidlné nas bude zajimat
pripad, kdy je m prvocinitel. V celych ¢islech pro libovolné prvocislo p plati, ze
Z/pZ je p-prvkové téleso. Podobné tvrzeni plati také v oboru R.

Véta 1.5. Je-li m € R prvocinitel, pak R/TR je téleso s N proky.

Diikaz. Vime, ze idedl I < R je maximdlni pravé tehdy, kdyz R/I je téleso.
Ukéazeme tedy, ze I = () je maximdlni. Bud v € R\ I. Obor R je eukleidovsky,
takze v ném plati Bézoutova véta. Existuji tedy «,8 € R takové, ze ar + vy = 1,
neboli 1 € () + (B). Jinymi slovy, («) + (8) = R. Z toho jiz plyne, ze I = (7) je
maximalni.

Zbyva ukazat, ze pocet prvku R/mR je roven Nm. K tomu potiebujeme ditkaz
rozdélit na pripady uvedené ve [VEté 1.4]

Predné at 7 = p = 2(3), kde p je prvocislo. Pro libovolné p = ¢ + dw existuji
(déleni se zbytkem) jednoznacné urcené e, f,g,h € Z, 0 < f,h < p takové, ze
p=(ep+ f)+(gp+h)w = f+hw(p). Predpokladejme, ze f+hw = f'+hw (p),
piicemz 0 < f', 1’ < p. Pak L=8 + 52 € R, tedy L8 € 7, 22K € 7. Oviem
|f = f'l <p, |h—1| < p, takze takovd situace muZe nastat pouze v pripadé, ze
f = /f,h =~h.Tim jsme dokazali, ze pro kazdé u € R existuji jednoznacné
urcend Cisla a,b € Z, 0 < a,b < p spliujici 4 = a + bw (p). Tudiz R/TR =
{la+bw]; 0<a,b<p}azjevns |R/TR|=p*> = Nn.

Nyni at p = 3 nebo p = 1(3) je prvocislo, 7 = a + bw a 77 = N7 =
p = a®> — ab + b%. Kdyby p délilo b, tak by muselo délit i a, z ¢eho by plynulo
p* | p=a®—ab+b? TakZe p1b. Diky tomu Vd € Z 3x € Z : b = d (p). Je-li tedy
p = ¢+ dw, potom pro vhodné z plati p —zm = ¢ —xa+ (d — zb) w = ¢ — za (p).
Jelikoz 7 | p, tim spiS p — am = ¢ — za(7), a tedy u = ¢ — za(mw). Vidime,
ze kazdy prvek R je modulo 7 kongruentni néjakému celému ¢islu r z intervalu
[0, p). Pokud r = 7' (7), kde ' € Z, 0 < 7’ < p, jisté r — 1" = 7\ pro vhodné
A € R. Po znormovéni mame (r —')*> = pNA, co znamend, 7e p | r — r'. Ale
|r —r'| < p, takze r = r’. Z toho plyne, ze pro kazdé u € R existuje jednoznaéné
urcené r € Z, 0 < r < p splijici g = r (r). Tudiz R/7R = {[r]; 0 < r < p}
a opét ziejmé |R/mR| = p = Nm. O

Disledek 1.6. Necht 71 «, kde a,m € R, m prvocinitel. Pak
N =1 ().

Diikaz. Podle [Véty 1.5]je velikost multiplikativni grupy (R/7R)" rovna Nm — 1.
Tvrzeni pak plyne z Malé Fermatovy véty. O

Podivejme se blize na zminénou grupu (R/mR)" pro prvocinitel 7, jehoz norma

je riznd od 3. Dle[Véty 1.4/mize byt 7 = ¢ = 2(3) prvoéislo, pak N7 = ¢*> = 1(3),
nebo 77 = N7 = p = 1(3). Kazdopadné ale plati Nm = 1(3). Tohoto faktu
vyuzijeme nejen v diikazu nasledujiciho tvrzeni.

Véta 1.7. Bud o € R. Je-li m € R prvocinitel takovy, Ze Nm # 3 a w1 «, potom

existuje pravé jedno m € {0,1,2} spliujici a5 = w™ (7).
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Diikaz. 7 |Disledku 1.6] a toho, Ze 1, w, w? jsou kofeny rovnice 2 — 1 = 0,

dostavame:

)Nt -1 = (aN?l — 1) (OzNWi;l - w) (aN?l — w2> :

Takze 7w déli néjaky ze tii ¢initeltl na pravé strané. Kdyby délil alespon 2 z nich,
pak by délil i jejich rozdil, tedy 1 — w, 1 — w? nebo w — w?. Pfedpoklddejme, Ze
7| 1 —w. ProtoZze 1 — w je prvocinitel, tak musi byt s 7 asociovany. To ovSem
znamena, ze maji stejnou normu, ¢ili Nm = 3, coz je ve sporu s predpokladem
véty. Zbylé moznosti se vylou¢i podobné primocare. O]

Tato véta ndm umoznuje korektné zavést analogii Legendreova symbolu v Ei-
sensteinovych celych ¢islech, tzv. kubicky zbytkovy symbol.

Definice. Necht a, 7 € R, 7w prvocinitel s Nm # 3. Kubicky zbytkovy symbol (%)3
definujeme predpisem

(a) )0 pokud 7 | «
)5 Jwm=a 5" (7)), kdem € {0,1,2} jinak.

Rekneme, Ze a je kubicky zbytek modulo m, jestlize existuje © € R takové, Ze
3

z® = a (). V opacném piipadé je a kubicky nezbytek modulo .

Vzpomenme si opét na Legendretv symbol. Jeho nejvyznamnéjsi vlastnosti je
to, ze pro vSechna a, p € Z, p prvocislo, p 1 a, plati (%)2 = 1 prave tehdy, kdyz je a
kvadratickym zbytkem modulo p (v pfipadé p | a je a zbytkem trivialné). Podobné

i pro a, m € R ocekdvame, ze nam hodnota kubického zbytkového symbolu (%)
rekne, zda je a kubickym zbytkem, ¢i nezbytkem modulo 7. Spravnost tohoto

oc¢ekavani ted potvrdime.

Véta 1.8. Necht a,m € R, ™ prvocinitel, Nw # 3, m t a. Pak (%)3 =1 prave

tehdy, kdyZ md kongruence x® = o () Teseni v R.

Diikaz.
,= Protoze R/mR je konetné téleso, tak multiplikativn{ grupa (R/7R)" je

cyklickd fadu Nm—1 (viz[Véta 1.5)). Zvolme v € R takové, ze [y] = v+ 7R
je jejf generator. TudiZ o = ~v* () pro n&jaké k € N. Mame tedy

1

_ Nm— —
1= <a>3EaN7r3 = (fyk) 3 Efyw(ﬂ'),

™

takze ord ([y]) = Nm—1 | W, coz implikuje 3 | k. Polozime-li z =~

3
dostaneme x* = (75) =% =a(m).

Nnm—1 Nr—1

p= (9)3 =a 35 = (%) ¢ =2N"1 =1(n) dleDisledku 1.6/ (7 { z plyne

™

z predpokladu 7 t ).
[

Uvedme si jesté nékteré dalsi zakladni vlastnosti kubického zbytkového sym-
bolu.



Véta 1.9. Pro kazdé o, 5,7 € R, ™ prvocinitel, Nw # 3 plati:

(a) Pokud 71 «, tvrzeni plyne piimo z definice, jinak (%)3 =0=a 3 (m).

a _ Nrn—1 _ Nn—1 _ a s
(b) a = f(n) = (;)3 =a 35 =35 = (f)g(w) = (;)3 = (§>3’ nebot
oba symboly mtiZou nabyvat pouze hodnot 0, 1, w, nebo w?, a kazdé dvé

z nich davaji razny zbytek po déleni 7 (viz|[Véta 1.7)).

O (2),= @) "F =P = (2),(2), ot n)

(d) Snadno lze ovétit, ze Vo € {0, 1, w, w?} : 22 = Z. Z toho plyne prvni
rovnost. Druhd je jasnd diky (¢). Podle ¢asti (a) a proto, ze Nm = NT, je

Nr—1 _ Nmn—1 _ Nw-1 o _
—) =a 3 =a 5 =a 5 =|(— (mod ),
/3 /3

takze plati i posledni rovnost.

O

2
% s = (%)3pron,p€Z,
p = 2(3) prvodislo. Pokud navic plati p 1 n, pak jisté (%)3 # 0, tudiz (%)3 =1
Jinymi slovy, n je kubickym zbytkem modulo p. Obecnéji, jsou-li p = ¢ = 2 (3) dvé

Primym dusledkem posledni ¢asti predchozi véty je ( )

ruzné prvocisla, dostavame (%)3 = (%)3. Tim jsme, jak brzy uvidime, dokézali
specialni pripad zakona kubické reciprocity. Nez jej zformulujeme, vybudujeme si

dalsi potfebnou — byt na prvni pohled mozna nesouvisici — teorii k jeho dikazu.

1.3 Jacobiho sumy

Poznamka. Pripomenme si definici a zdkladni vlastnosti multiplikativnich cha-
raktert a Gaussovych soucti.

Necht p je prvocislo. Multiplikativnim charakterem modulo p nazyvame kazdy
grupovy homomorfismus x : Z; — C*. Trividlni charakter znacime ¢, plati tedy
£(a) = 1 Va € Z;. Nékdy se ndm hodi pracovat na celém Z,, v tom piipadé
klademe x (0) = 0, je-li x # € a €(0) = 1. Snadno si lze rozmyslet, Ze se tim
vlastnost homomorfismu zachova. Tato rozsitena definice je proto korektni.

Mnozina vsech charakteri modulo p, kterou znac¢ime X (Z;), tvori grupu
(vzhledem k nésobeni). Réddem charakteru y tedy budeme rozumét jeho ¥ad
jakozto prvku této grupy. Inverznim prvkem k x je sdruzeny charakter y, kde
Vt € Zy: X (t) = x (t), jelikoz hodnoty x lezi na jednotkové kruznici.
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Proa € Z,, § = s primitivni p-tou odmocninu z jedné a x multiplikativni
charakter modulo p nazyvdme vyraz g, (x) = ez X (t) & Gaussoviym souctem
charakteru y. Neuvedeme-li dolni index a, budeme implicitné predpokladat a = 1.

Libovolny charakter x splnuje x (—1) = x (—1), nebot x (—1) = £1. Tudiz

Zx )& =x(—1)>_x( =x(=1)g(X)-

t

V zavislosti na hodnotach parametri a a y maji Gaussovy soucty nasledujici
vlastnosti:

® a:()aXZEng(g):ZtGZ;;g(t):p_la
. a:O,X%s#go(x)zztezzx(t):(),
'a#oaXZSjga@):_lv

ca=1x#¢ec= |9 =P p (dikaz je uveden v Drapal, str. 38), a tedy
g(x)g(x) =x(=1)gx)gx)=x(=1)p.

Definice. Necht x1, x2 jsou multiplikativni charaktery modulo p. Jacobiho sumu
X1 a X2 pak definujeme predpisem J (X1, x2) = Y qrps—1 X1 (@) X2 (b), kde a, b € Z,.

Nasledujici véta nam ukazuje souvislost mezi Gaussovymi a Jacobiho sumami.

Véta 1.10. Budte x, A\ netrivialni charaktery modulo p takové, Ze x\ # €. Potom

TN =9 (gx()XgA()A)‘

Dukaz.

= > x@&" Y A(v)¢

uEZ* veZ*

e

Pokud ¢t = 0, pak dle predchozi Poznamky a predpokladu xA # e plati
Zuro=o X (W) A(v) = Xy x (u) A(—u) = A(=1) Zy xA (u) = 0. Pro kazdé ¢ € Z
definujme v’,v" € Z, tak, aby u = tu’ a v = tv’. Potom

Yox@A) = DY x@u)A) = xA ()T (x,A).

utv=t u'+v'=1

Celkem tedy méame

=D XAO TGN =T (A g(xA).

tez

Jelikoz y A # €, tak z predchozi Poznamky plyne g (yA) # 0, tudiz miZeme timto
clenem délit a dostaneme pozadovany vztah. O



Diisledek 1.11. Jsou-li x, A\, xA # € charaktery modulo p, pak |J (x,\)| = \/p.
Diikaz. Staci pouzit a vzit absolutni hodnoty. O

Lemma 1.12. Necht x je multiplikationi charakter modulo p rddu n > 2. Potom

n—2

g (0" =px (1) IT 7 (x.x*).

k=1

Diikaz. Podle [Véty 1.10| plati ¢ (x)* = J (x,x) g (x?). Opakovanym nasobenim

rovnice prvkem ¢ () a uzitim této Véty obdrzime

n—2
g0 =909 (x" ) IT7 (x.x*) -
k=1
x je fadu n, takze x" ! = y~! = ¥. Tvrzeni ted plyne z pozndmky na zacitku
sekce, nebot ¢ (x) g (X" ') = g (x) ¢ (¥) = x (-1) . O

Poznamka. Necht p je prvocislo a n € N. Z teorie konecnych téles vime, ze

k p" k
Val,...,akEZ:<Zai> Ezagn(p)'
i=1 i=1

Dikaz (pro k = 2) lze najit napiiklad v Barto a Tuma (2008, Lemma 2.5),
zobecnéni na libovolné k£ > 2 se provede indukei. Tvrzeni muzeme snadno rozsirit
i na okruh celistvych prvki C nad Z, v némz budeme pocitat v nasledujicim
ditkazu. Kongruenci v tomto okruhu ozna¢me pro lepsi prehlednost =g.

Véta 1.13. Budp = 1(3) prvocislo a x kubicky (tadu 3) multiplikationi charakter
modulo p. PoloZme J (x,x) = a + bw. Pak

e a=-1(3),

Diikaz. Predné je potieba ovérit, ze J (x,x) € Z[w]. x je fddu 3, takze Vt € Z
plati x (t)* = 1. To znamena, 7e x (t) € {1,w,w?}. Protoze tato mnozina tvoif
multiplikativni grupu a w? = —1 — w, tak J (x, X) = Xipuer X () X (u) € Z[w].

Jelikoz pro vSechna t € Z jsou x (t) i &' celistvé nad Z (jakozto odmocniny
z jedné), tak dle predchozi Poznamky

g(x)’ = (Z x(t)ét) =s Y x(0)°¢" =3 " =-1(3).

LeZy, tezy, tezy,

Déle plati x (—1) = X((—1)3) = x (=1 =1, takze g (x) = g (x) dle po-
znamky ze zacatku sekce. Kombinaci tohoto vztahu, |[Lemmatu 1.12|a kongruence
vyse ziskavame

Ne)



coz po odecteni dava

To znamend, Ze 3k = b? pro vhodné k celistvé nad Z. Ale b € Z, takze i k € Z.
Tim padem v* = b = 0(3) v Z. Tedy a + bw = a = —1(3) v okruhu celistvych
prvku nad Z, coZ ze stejného diuvodu implikuje a = —1(3) v Z. O

1.4 Zakon kubické reciprocity

Jak jiz vime, existuje 6 invertibilnich prvkia v okruhu R. Kazdy prvocinitel
je tedy asociovany se sebou samym a péti dalsimi riznymi prvociniteli. Z této
Sestice vybereme jeden ,vyjimecny“ prvek.

Definice. Prvocinitel 7 = a + bw € R se nazyva primdrni, pokud m = 2(3),
neboli a =2(3) a b= 0(3).

Véta 1.14. Necht 7 = a+ bw € R, p = 1(3) prvocislo takové, ze Nm = p. Pak
existuje prave jeden primdrni prvocinitel asociovany s .

Diikaz. Vsechny asociované prvky s 7 jsou:

™= a+ bw,
—T = —a — bw,
wr =—b+ (a—b)w,
—wr=b+ (b—a)w,
Wt = (b—a) — aw,

—w?r = (a —b) + aw.

Protoze Nm = a®> —ab + 1?> = p = 1(3), staci rozebrat 6 piipadi uvedenych
v nasledujici tabulce (hodnoty jsou modulo 3):

’ a ‘ b H T ‘ - ‘ wm ‘ —Wm ‘ w?m ‘ —wm ‘
01 w 2w 242w | 14w 1 2
012 2w w 14w | 242w 2 1
110 1 2 w 2w 242w | 14w
111 14w | 242w 2 1 2w w
210 2 1 2w w 1+w | 242w
212124 2w| 1+w 1 2 w 2w

Vidime, ze v kazdém tadku je praveé jedna hodnota 2, cili existuje pravé jeden
prvek asociovany s 7, jenz dava zbytek 2 modulo 3, coz jsme chtéli dokazat. [

Bud 7 € R prvocinitel a p € Z prvocislo takové, ze Nm =p =1(3).[Véta 1.5
rikd, ze za téchto podminek je R/mR = 7Z,. Uvazujme zobrazeni x, : R/mtR — C*
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definované predpisem x, ([o]) = (%)3 Podle [Véty 1.9 je x» homomorfismus. To

nas opraviuje mluvit o kubickém zbytkovém symbolu jako o multiplikativnim
charakteru modulo p (ve smyslu rozsifené definice, viz Pozndmku na zac¢atku sekce
1.3)). Diky tomu tedy budeme moci pracovat s Gaussovymi i Jacobiho sumami
a uplatnit tak teorii vybudovanou v predchozi sekci. Pro lepsi prehlednost budeme

déle znacit x, () = xx ([a]).

Véta 1.15. Bud m € R primdrni prvocinitel, Nm = p = 1(3) prvocislo. Pak

g (XW)S = pm.

Diikaz. Podle [Lemmatu 1.12] plati g (x)® = pJ (xx, Xx)- Stadi proto dokézat, ze
J (Xr> Xx) = .

Mame-li libovolny kubicky charakter y modulo p, pak z|Dusledku 1.11] plyne
J(x, x) J (x, x) = p- Kombinaci s dostéavame, ze J (x, x) je primérni
prvocinitel s normou p.

At tedy 7’ je primarni prvocinitel s normou p, J (X, Xx) = 7. Chceme m =
Protoze p = nw = «'7/, tak m | @ nebo m | 7/, resp. 7 = 7 nebo ™ =
(nebot vsechny tyto prvocinitele jsou primarni téze normy). Potiebujeme ukazat,
ze nastane prvni moznost.

Jesté pred tim si dokazme malé pozorovani. Jestlize p—1 1 n, kde p je prvocislo
an €N, tak 1" +2" 4 --- 4+ (p— 1)" = 0(p). Oznacime-li totiz v generator Z,
pak

.
!

,y(p—l)n — 1

=0
=1

1"+2"+...+(p_1)”:7"4_72”4_...4_7(17—1)”:7”
v télese Z;, nebot P~ =1 (p). Ve druhé rovnosti jsme vyuZili vzorec pro soucet
geometrické posloupnosti, pricemz 7" — 1 # 0 (p) z predpokladu p — 1 1 n.
Vratme se nyni k diikazu Véty. Podle definice mame

T (e Xe) = D X (@) X (0) = Y X (@) X (1 — @) Zw (1-a) (r).

a+b=1 a€Zy

Posledni sumu si mtizeme seskupit dle exponenti a nasledné aplikovat vyse uve-
dené pozorovani, tj.

2(p—1) 2(17 1)

p—1 _ 3 p—1
Za%(l—a)%: Z Zci = Z clza
a=0 j=p=L a=0 j=p=L

3 3

kde ¢; je koeficient u z¢ v polynomu x5 (1 — ) En (predpoklad pozorovani je
splnén pro kazdé i, jelikoz 0 < % <i < (3 L«p— 1).

Dohromady méame J (X, Xx) = 0(p). Tim spis taky J (X, xx) = @ = 0(7).
Tudiz 7 | 7', a tedy m = «'. O

Pozndmka. Gaussovské obory jsou celistvé uzavrené. Jinymi slovy, je-li S gaus-
sovsky, T' jeho podilové téleso a u € T celistvy nad S, pak v € S. Dikaz lze
provést nékolika snadnymi dpravami, viz Ruzicka) (2008, Tvrzeni 6.12).

Nyni jsme konec¢né pripraveni dokazat hlavni Vétu této kapitoly.
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Véta 1.16 (Zakon kubické reciprocity). At my, mo jsou primdrni prvocinitele v R,

3 3

Diikaz. Nejdriv si rozmysleme, zda ma uvedena rovnost vibec smysl. K tomu,
aby byly korektné definovany kubické zbytkové symboly (%)3 a (%)3, je po-
treba N7y, Nmy # 3. To ale plyne z toho, Ze jsou m; a my primarni prvocinitele,
nebof je-li 7 = a + bw primarni, tak N7 = a®> — ab + b* = 1(3). Déle budeme
pro kubické zbytkové symboly opét pouzivat znaceni pomoci multiplikativnich
charaktertt a pro kongruenci v okruhu celistvych prvkia nad Z symbol =g. Roz-

délme si nyni dukaz do 3 pripadu.

(a) Pro my,my € Z jsme tvrzeni jiz dokazali v diskuzi za [Vétou 1.9

(b) Necht 7, € Z, oy € Z. Cili 71, = ¢ = 2(3) a N7 = p = 1(3) jsou rtizna
prvodisla, ozna¢ime-li 7 = my. Vyjdeme z rovnosti z [Véty 1.15}

9(xx)’ =pm
-1

90" = (pm) 3
g(xn)" = xg (pr)  (mod g)
g 0)" =5 x4 (1) g (xx) (mod ).

Pro prechod od predposledniho fadku k poslednimu jsme pouzili x, (pm) =
Xq (P) Xq () = x4 (7), coz plyne z a diskuze za ni. Je taky dobré
si uvédomit, ze posledni kongruence jiz formalné neni v okruhu R. Nasobili
jsme totiz prvkem g (x.), ktery obecné v R nelezi. Proto, podobné jako

v diikazu [Véty 1.13] musime podcitat v okruhu celistvych prvku nad Z.
Zamé&fme se podrobngji na levou stranu kongruence. Protoze ¢* = 1 (3),

tak xx ()" = xx (t) V¢ € Z;. Dle Poznamky pred [Vétou 1.13 pak

2

g (Xﬂ)q2 = (Z X (1) gt) =s Z Xr (t)q2 €q2t = Yq? (Xx) (modq).

tez; tez

Snadnou tpravou lze odvodit g2 (xx) = X« (39 (xx) = Xx (@) g (Xx)-
Dostavame tedy

Xr (0) 9 (Xx) =5 Xq (7) 9 (Xx)  (mod q)
Xr ()P =5 X (m)p  (mod g)
Xr (q) =5 Xq (m)  (mod q),

kde druhy radek jsme z prvniho ziskali vyndsobenim prvkem g (xx)-
Porad ale mame kongruenci v okruhu celistvych prvki nad Z. Potiebu-
jeme prejit ke kongruenci v okruhu R. Vime tedy, ze x» (¢) — x4 (7) = agq,
kde « celistvé nad Z, tim spi$ i nad R. Protoze xr (¢),xq(7) € R, tak
ziejmé « lezi v podilovém télese oboru R. Ten je navic gaussovsky, ¢imz
jsou splnény vsechny podminky tvrzeni z predchozi Pozndmky. Takze o € R

a tedy xx (¢) = xq (7) (mod q) v R. Z pak plyne xx (q) = Xq (7).

12



(c) Konecné at my,my & Z. Tedy Nmy = p1 = 1(3), Nmy = py = 1(3), p1 # po.
Navic 77 i 72 jsou primarni prvocinitele. Diikaz bude probihat podobné
jako v ¢asti (b), nékteré detaily proto vynechame. Vyjdeme opét ze vztahu

ve [Vete 1.15¢
3 .
g (Xﬂ) = p171

po—1

g = () ®
9O = Xy (m77) (mod )
9 (x7)"” =5 X, (M7T1) 9 (X77)  (mod 7).
Vyuzitim Poznamky pied a toho, ze py = 1(3) ziskdme

p2
g X7r1 ( Z X7r1 t) =s Z X7r1 th = Gp, (Xﬁ) (mOd p2) :

tGZ*

Jelikoz 7y | pa, plati tato kongruence jisté také modulo m,. Navic g, (x77) =
X (P2") 9 () = X7 (3) g (xr), takize dohromady méme
X (P3) 9 (x#7) =5 Xy (0171) 9 () (mod )
Xz (13) 1 =5 X (07T) 1 (mod 75)

X7 (£3) =5 Xms (p171)  (mod 75)

X7 (1) = Xm (17)  (mod )

Xt (P3) = X (P177T) -

Analogickym postupem bychom ze vztahu g (xx,)> = pams dostali
Xz (P1) = X, (P22) -

Dale, dle [Véty 1.9(d), x= (p3) = X7 (p2) = Xz (P2) = X (p2). Kombinaci

vsech ti1 odvozenych vztahi dostaneme

Xt (72) Xy (P177T) = Xy (m2) X (13)
= Xy (72) Xy (P2)
(

= X (1) X (0177 -

Protoze Nmy = p1 # py = Ny, tak mo { p177. Tim padem je xr, (p171) # 0,
takze nim muzeme rovnici vydélit a ziskdme ., (m2) = X, (71).

]

Princip vypoc¢tu zbytkového symbolu na zakladé této Véty je jednoduchy.
Mame-li 71, m € R spliujici jeji predpoklady, potom X, (m1) = X (m2) =
Xr, (2 mod 71) a opét mizeme prvky uvniti charakteru prohodit (jsou-li splnény
pfedpoklady) Tim postupné sniiujeme normy obou prvkﬁ az dokud nedojdeme
predpoklady ovsem casto splnény nejsou. ReSenim tohoto problemu se budeme
detailnéji zabyvat v nasledujici sekci.
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1.5 Jacobiho kubicky zbytkovy symbol

Definice. Bud « € R neinvertibilni, 1 — w { a. At je @« = a; - - - v, jeho rozklad
na (ne nutné ruzné) prvocinitele. Pak pro kazdé 5 € R definujeme Jacobiho

kubicky zbytkovy symbol Xo (8) = Xay (B) "+ Xa,, (B)-

Korektnost této definice plyne jednak z rovnosti idedlu (o) = (u«) a norem
Na = N (u«) pro libovolné «,u € R, w invertibilni, jednak z jednoznacnosti
rozkladu na prvocinitele az na asociovanost.

Déle prirozenym zptsobem zavedeme pojem primarni prvek.

Definice. Neinvertibilni prvek oo € R se nazyva primdrni, pokud a = 2 (3).

Véta 1.17. Kazdy primdrni prvek o € R md jednoznacny primdrni rozklad, tj. lze
jej jednoznacné rozloZit na soucin £1 a primdrnich prvocinitelil.

Diikaz. Existuji primarni prvocinitele o, ..., a, a invertibilni prvek u takové,
7e a = uoy -+ . Ty jsou diky a tomu, Ze R je gaussovsky, urCeny

jednoznainé. Jelikoz Vi € {1,...,n} : s = 2= —1(3), tak a1 -~ ay, = (—1)" (3).
Ale a = —1(3), &li u = +1, coZ jsme chtéli dokézat. 0
Véta 1.18. Pro kadé o, 8,7,6 € R, 7,6 neinvertibilni, 1 —w 1,8 plati:

(a) a=B(7) = x5 (a) = x4 (8),

(b) X+ (@B) = Xy (@) X5 (B),

(¢) Xy (@) xs (@) = Xq5 (@),

(d) x; (@) = Xy ()" = x5 (@).
Ditkaz. Necht y =1+ a 0 = 01 - - - 0,y jsou rozklady na prvocinitele.
(@) a=B(y) = Vi:a=B(v) = Vi:xy, (@) =X (8) = x5 (@) = x5 (B).
(b) Xy (@) x5 (B) = Xy (@) - - X3 (@) = X5 ().
(€) Xas (@) = Xay (@) =+ X, (@) Xy (@) ++* X6, (@) = X (@) X5 ().
(d)

d) Prvni rovnost plyne z toho, ze Vz € {0, 1, w, w?} : 2? = 7. Vyuz1t1m
L9 (d) ziskime X, (@) = X, (@)~ o, (@) = Xor (@) - Y7 (@) = x5 (@ )-

]

a

Nasgim cilem nyni bude urcit y, (\) pro kazdé =, A € R, m neinvertibilni,
1 — w 1 m. Vétsina tvah bude vychézet z . Ta ma v predpokladech
neékolik omezeni na 7 a A, které budeme postupné odstranovat.

Nejdrive at 7, A jsou obecné (tj. ne nutné primérni) prvocinitele. Pro prechod
k primdrnim si stac¢i uvédomit, ze X,r (uA) = X () xx (A), kde u,v € R jsou
invertibilni. Tutéz uvahu lze samoziejmé aplikovat na jakékoli prvky R, nejen
prvocinitele. Nelze ji ale pouzit v situaci, kdy 1 —w | A (nebot AX || A primarni).
Tu vyfesime pozdéji.

Podivejme se tedy na invertibilni prvky. Af 7 = a + bw € R je primarni
prvodinitel, Nm # 3. Ziejmé 13 = 1, (=1)® = —1, takie x, (1) = x» (=1) = 1

14



vvvvvv

a=3m—1,b=3n. Pak

Nm—1 _az—ab+b2—1 _9m2—6m—9mn+3n+9n2
3 3 N 3

Nn—1

Tudiz x, (w) = w™ 3 = w™. Hodnoty pro zbylé invertibilni prvky jiz ur¢ime
rychle diky multiplikativité.
Déle muzeme z [Véty 1.16| vypustit predpoklad odlisnosti norem. Kdyz m || A,

potom X, (A) = xa(7m) = 0. Podle [Véty 1.4] tedy staci rozebrat pouze moznost
T} A =7. Uvazujme 7 + 7 = 2a — b = 1 (3). Pokud 2a — b = 1, mame

=m+n(3).

Xn (M) = Xa (1=7) = Xz () = 1= X7 (1) = Xz (1 =7) = x= (7).
Jinak je — (7 +7) = b — 2a primdrni. Bud tedy 7 + 7 = +ay - - - «, primdrni

rozklad. Jisté Vi € {1,...,n} : 7 }f a; }f 7, ¢ili Nm # Na;. Smime proto pouzit
Vetu 1.16] ¢im dostaneme

X (T +T) = X (F1) X (1) -+ X () = Xy () *+* X (T) = Xorpm () -

Analogicky 1ze odvodit x7 (7 + T) = X4z (7). Z toho jiz plyne
Xr (T) = Xa (T +7) = Xotw (T) = Xrtw (—T) = Xoi7 (T) = X7 (0 +7) = xz7 (7).

Nyni jsme pripraveni odstranit nejvyznamnéjsi omezeni [Véty 1.16| a sice ire-
ducibilnost 7 a A. Castecné se nam to povedlo jiz v predchozim odstavci, kde jsme
ukazali, ze x, (T + T) = Xru7 (7). Ideu uvedeného dikazu pouzijeme i v obecné
situaci.

Véta 1.19 (Zobecnény zdakon kubické reciprocity). Necht a,  jsou primdrni
prvky okruhu R. Potom

Xa (B) = xs ().
Dikaz. Budte a = +aq -+ ay,, § = £51 - -+ B, primarni rozklady. Pak

Xo (B) = Xa (£1) Xa (B1) - Xa (Bm)
= Xa1 (B1) " Xay (Bm) Xas (B1) = Xan (Bm)
= X (1) -~ Xp,, (1) X, (@2) -+ X5, ()
= X (1) x5 (o)
= Xxp (£a)
= xg (@)

]

Diky tomuto tvrzeni mizeme rozsifit nase poznatky o x, (u), kde u je inver-
tibilni, na jakykoli primarni prvek m. Jiz vime x, (£1) = 1. Zbyva tedy vyTesit
pouze X, (w). Dokézeme, Ze jeho hodnotu lze spocitat stejnym zpisobem jako
pro ireducibilni 7.

Lemma 1.20. Necht o = 3a— 1+ 3bw, a1 = 3a; — 1+ 3biw, as = 3as — 1+ 3bow
jsou primdrni proky R spliujici o = —aya. Pak a = a; 4+ as (3), b = by + by (3).
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Dukaz.

—Q10g = — (3(11 -1+ 3b1w) (3@2 —1 + 3b2w)
=3 (3b1b2 — 3@1@2 +a; + CZQ) —143 (bl + bg — 3@1[)2 — 3b1&2 + Bblbg) w,
takze a = 3b1by — 3ajas + a1 + ag = a; + a (3) a podobné b = by + by (3). O

Véta 1.21. Je-lim=a+ bw € R primarni, a = 3m — 1, b = 3n, tak

X (w) =w

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle r, kde 7 = 47 - - - 7, je primarni roz-
klad. Pro r = 1 jiz vime. Pfedpokladejme platnost tvrzeni Vi € {1,...,r}. At
m = +m - 7my1 je primarni rozklad. Rozdélme ho na souc¢in £1 a dvou pri-
méarnich prvka +my -7, = (3mg — 1) + 3new a w11 =: (3m,q1 — 1) + 3n, w.
Aplikaci indukéntho predpokladu a [Lemmatu 1.20] ziskavame

—+n

motnotmey1tnee — M

Xr (W) = Xtmp o, (W) Xy (W) = w
O

Zbyvé odstranit posledni omezeni, a sice podminku 1 —w t A. Ta zarucuje, zZe
AN || A primarni. V pfipadé 1 —w | A tedy musime postupovat jinak. Rozlozime
A na souc¢in u\ (1 —w)k, kde u, N € R, u invertibilni, A" primarni, £ € N. To
nas dovede k vypoctu y, (1 —w). Ten nejdiiv provedeme pro primarni celd ¢isla
a poté vysledek rozsifime na vsechny primarni prvky.

Véta 1.22 (Doplnék k zdkonu kubické reciprocity). Budm = a+bw € R primdrnid
prvek. Oznacme a = 3m — 1. Potom

2m

Xr(1—w)=w

Diikaz. Za¢neme snadnym pozorovanim. Jestlize k,l € Z, k = 2(3), (k,1) = 1,
pak xx (I) = 1. Podle totiz xx (1) = xk ()°, coz diky predpokladu
nesoudélnosti k, [ implikuje yi (1) = 1.

Pokud m = k = 2(3) € Z, tak z tohoto pozorovani, vlastnosti kubického

zbytkového symbolu a [Véty 1.21] plyne

Xk (1= w) =i (1= w)' = x (1 - w)2)2 = xk (=3)" Xk (W)* = i ()" = ™

Necht tedy dale 7 ¢ Z. Ozna¢me b = 3n. Nejdiive vyfesime pripad, kdy je
7 prvocinitel. Vyjddiime vyraz x, (a +b) dvéma zpusoby. V tom prvnim opét
pouzijeme vyse uvedené pozorovani a taky jiz dokédzané pro m = k = 2(3). Je-li
a+b=—1mime m+n = 0, takze xr (a+b) = xp (=1) = 1 = W = L2+,
Jinak

X (@ +B) = Xars () podle
= Xasb (@ + b+ bw — b) pri¢tenim a odeCtenim b
= Xatb (b(w —1)) podle [Véty 1.18(a )

= Xa+b (—0) Xats (1 — w) podle [Véty 1.18(0))

— Amtn) nebot (a + b, —b) = (a,b) = 1.
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b) Xa (w) = w"

Druhy zpusob je zalozeny na vztahu y,. (a) = x. (7)) = Xa
0 7 néj totiz plyne:

(proa=—1jem=0,¢ili x(a) = xr (—1) =1 =w"’ =w™).

=P

X (a+0) = Xx (b(1 —w))
= X (bw) X ()7 xr (1 = W)
= Xr (=1) X (@) "y (1 - w)
=Wy (1 —w

Dohromady dostéavame X, (1 — w) = w™xx (a + b) = Ww?(" 1) = 2™,

Tento vysledek nyni zobecnime na libovolné primarni m € R. Podobné jako
ve budeme postupovat indukei podle r, kde 7 = £ - - - 7, je primarni
rozklad. Pro r = 1 jiz mame. Af tvrzeni plati Vi € {1,...,r} am = +m -+ Ty
je primarni rozklad. Rozdélme si ho na souc¢in £1 a dvou primarnich prvki
+my--om=:3mp — 1 +now a m01 =: 3m,y1 — 1 +n,w. Potom dle indukéniho
predpokladu a [Lemmatu 1.20] plati

Xr (1 = w) = Xampom, (1 = W) Xy (1 —w) = WAmoHTrel) — (2,
O

Shriime tedy postup vypoctu xs («) pro libovolné o, § € R, 1 —w 1 5. Muzeme
BUNO vzit o := a mod . Pokud o = 0 nebo « || 1, uréime x4 (o) pfimo. Jinak
nalezneme u € R invertibilni, k € Ny a o/, f € R primarni, g || §’ takové, Ze

Xs (@) = xpr (1) xpr (1= w)* X (o).

Prvni dva ¢leny spocteme pifmo, na tieti aplikujeme [Vétu 1.19] Tim dosta-
neme xg (') = xo (/') & zopakujeme uvedeny postup pro tento symbol.

Na zavér ukazme, jak aplikovat nabyté poznatky o teSitelnosti kongruenci
23 = a(B) v okruhu R na problém feSitelnosti 2° = a (p) v Z (pro p prvodislo).

Diskuzi provedeme v zdvislosti na moznostech uvedenych ve [Vété 1.4]
Véta 1.5) ndm tikd, ze pokud p = 3 nebo p = 1(3), kde p = 77 je rozklad

na prvocinitele v R, pak R/mR = Z,. Z toho tedy plyne, Ze x* = a (p) m4 TeSen{

v Z pravé tehdy, kdyZ ma 2® = a () feSeni v R. Podle Malé¢ Fermatovy Véty
dokonce v pripadé p = 3 existuje takové teSeni vzdy — staci vzit x = a.

Jestlize p = 2(3), je kubickym zbytkem modulo p kazdé celé ¢islo. Pro a
délitelné p je to jasné, jinak opét pouzijeme Malou Fermatovu Vétu. Je-li p =
3k—1,taka=1-a=a**"2. a1 =a%3 = (a%’l)g (mod p), vezmeme tedy

r = a? L
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2. Bikvadraticka reciprocita

Nyni se posuneme o stupen vys — budeme zkoumat feseni kongruence z* = a

(mod p), pricemz a € Z, p prvocislo. V predchozi kapitole jsme pracovali v okruhu
R = 7Z[w], kde w = 1+F je primitivni tfeti odmocnina z 1. V této kapitole
budeme pouZivat znacenl R = Z[i], nebot primitivni ¢tvrtd odmocnina z 1 je i.
Analogicky jako u kubické reciprocity si nejdiiv v tomto okruhu vybudujeme za-
kladni teorii, poté zavedeme bikvadraticky zbytkovy symbol a nakonec zformulu-
jeme a dokazeme zakon bikvadratické reciprocity . Podivame se také
na rozsitujici teorii vedouci k vypoctu zbytkového symbolu pro jakékoli prvky
okruhu R = Z[i], pro néz je korektné definovany.

2.1 Okruh Z[i|

Mnozina Gaussovych celych ¢isel {a + bi; a,b € Z} tvoii eukleidovsky obor
Z1i] s normou N : Z[i] — Ny definovanou pro a = a + bi € Z[i] predpisem
Na = aa = a® + b?. Vechny invertibilni prvky v R = Z[i] jsou pravé prvky
normy 1 (ditkaz stejné jako ve [Vété 1.1), ¢ili £1 a +i. Pro kazdé m € R navic
plati N7 = p prvodislo = m prvocinitel (obdoba [Véty 1.3)). Déale potfebujeme
charakterizovat prvocinitele, neboli ireducibilni prvky (v gaussovskych oborech
tyto pojmy splyvaji) v R.

Véta 2.1. Necht p je prvocislo.
(a) Pokud p =2 nebo p=1(4), pak p = 77, kde m je prvocinitel v R.
(b) Pokud p =3(4), pak p je prvocinitel v R.
Kazdy prvocinitel v R je asociovany s nékterym z téchto prvociniteli.
Diikaz.

(@) Je-li p = 1(4), pak (=1 )7 = 1, takse —1 je kvadraticky zbytek mod p.
Tudlz dz € Z : 2? (p). V pripadé p = 2 staci vzit = 1. Potom p déli
2+1=(x —1) (93 + z). Kdyby byl p prvoéinitel, pak by délil alespon jeden
z téchto ¢initeltl, coz zfejmé nemiize nastat. Tedy p = 7w\, kde N7, NA > 1.
Znormovanim dostaneme p?> = NwNA. Z toho plyne N7 = 77 = p, takze
7 je prvocinitel.

(b) Pro spor at p neni prvocinitel. Pak p = 7w\, pficemz N7, NA > 1. Z toho
opét dostaneme N7 = p. Je-li m = a+bi, tak p = a®+b?, coz je spor, nebot
soucet dvou ¢tvercii je kongruentni 0, 1, nebo 2 modulo 4.

Zbytek dukazu probiha podobné jako ve [VEt€ 1.4] nebot plati beze
zmeény i pro R = Z[i]. O
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2.2 Bikvadraticky zbytkovy symbol

Jenom pro potrddek pfipomenme zavedeni pojmu kongruence v.R = Z[i].
Necht «, 3,7 € R. Budeme znadit a = [ (7), jestlize v | a« — . Muzeme tedy
mimo jiné pracovat s faktorokruhy R/aR.

Véta 2.2. Je-li m € R prvocinitel, pak R/TR je téleso s N proky.
Diikaz. Analogicky jako v predchozi kapitole ve O
Disledek 2.3. Necht 7t «, kde a,m € R, 7 prvocinitel. Pak

N =1 (7).

Diikaz. Podle [Véty 2.2|je velikost multiplikativni grupy (R/7R)" rovna N7 — 1.
Tvrzeni pak plyne z Malé Fermatovy véty. [

At m € R je prvocinitel, pricemz N7 # 2. iika, ze bud 77 = N7 =
p=1(4), anebo m = ¢ = 3(4) prvocislo a pak N7 = ¢*> = 1 (4). Kazdopadné ale
plati N7 = 1(4). Dulezitym poznatkem pro nas je, ze % € Z.

Véta 2.4. Necht o € R. Je-li m € R prvocinitel takovy, ze Nm # 2 a 7 1 a,
potom existuje prave jedno m € {0,1,2,3} spliujici o = m ().

Diikaz. Z[Dtisledku 2.3|a toho, ze £1, £ jsou kofeny rovnice 2* —1 = 0 dostdvame:
7T|ozN“*1—1:(Nﬁ —1)( +1)(Nﬂ1—i)(ozN171+i).

Takze m déli néjaky ze CtyT ¢initelti na pravé strané. Kdyby délil alespon 2 z nich,
pak by délil i jejich rozdil, tedy 2, 2, 1 4+ 4 nebo 1 — 1.

Predpokladejme pro spor, ze m | 2. Pak N7 | N (2) = 4. 7w neni invertibilni,
takze Nm # 1. Pripad Nm = 2 vylucuje predpoklad Véty. Zbyva moznost N7 = 4,
ta je ale ve sporu s tim, ze 7 je prvocinitel. Tedy 7 1 2. Podobné snadno lze vyloudit
i ostatni rozdily. O]

Nyni mtzeme korektné zavést bikvadraticky zbytkovy symbol.

Definice. Necht o, m € R, 7 prvocinitel, N7 # 2. Bikvadraticky zbytkovy symbol

(9>4 definujeme predpisem

s

(a) L. pokud 7 | «
/s |im=a T (1), kde m € {0,1,2,3} jinak.

Rekneme, Ze o je bikvadraticky zbytek modulo 7, jestlize existuje x € R takové,
7e v* = a (). V opacném ptipadé je a bikvadraticky nezbytek modulo .

Bikvadraticky zbytkovy symbol (%)4 bude podobné jako ten kvadraticky a ku-
bicky urcovat, zda je a bikvadratickym zbytkem modulo 7, ¢i nikoli.

Véta 2.5. Necht o,m € R, m prvocinitel, Nm # 2, m 1 . Pak (%)4 =1 prave

tehdy, kdyz md kongruence x* = o (7) 7eseni v R.

Diikaz. Probiha presné jako ve [Vt 1.8 O

19



Véta 2.6. Pro kazdé o, B,m € R, ™ prvocinitel, Nw # 2 plati:

Nm—1

(a) (%)45(1 T (m),

() a=psm=(2),=(9),
() (¥),=(2),(5),

@ (2),= (%),

Dukaz. Opét zcela analogicky jako v predchozi kapitole, konkrétné ve [Vetée 1.9,

a) Pokud 7t o, tvrzeni plyne pifmo z definice. jinak (&) =0=a 5 (7).
, plyne p ,J ),

Nn—1 Nr—1 s

(b) a = B(n) = (%)4 =a 1 =1 = (5)4@) = (%)4 = (%)4, nebot

oba symboly mizou nabyvat pouze hodnot 0, +1, nebo +i, pricemz kazdé
dvé z nich dévaji rizny zbytek po déleni 7 (viz [Véta 2.4)).

Nr—1 Nrn—1 , Nmn—1

(c) (“75)4 =(af) T =a 1 1 = (%)4 (2)4 (mod 7).
(d) Podle ¢asti (a) a proto, ze Nm = NT je

Nn—1 Nm—1 N7—1

<7T>4Ea T =a 1 =a 4 E(j>4 (mod 7).

Definice. Necht «, 5 € R, 8 neinvertibilni, 1 + i+ 8. Bud g = /3 - - - §,, rozklad
na (ne nutné rizné) prvocinitele. Pak definujeme Jacobiho bikvadraticky zbytkovy

(3),- (), (),

Rozklad na prvocinitele je jednoznacny az na asociovanost, nicméné Jacobiho
symbol je dobfe definovany, nebot pro libovolné v € R a w || 1 plati jednak
(7) = (uy), jednak Ny = N (u7). Velice snadno lze také dokdzat multiplikativitu

v citateli i jmenovateli ¢ vlastnost a = v (5) = (%)4 = (%)4.
Ve zbytku sekce spocitame hodnotu (Jacobiho) bikvadratického zbytkového
symbolu v nékterych specidlnich pripadech, které vyuzijeme i v diikazu zakona

bikvadratické reciprocity. Nejdriiv si ale fekneme néco o primérnich prvcich.

symbol (%)4 predpisem

Definice. Prvek oo € R se nazyva primdrni, pokud a }f 1 a a = 1(2 + 2i).

Rozhodovani, zda je zkoumany prvek primarni, nam casto vyrazné usnadni
nasledujici tvrzeni.

Véta 2.7. Neinvertibilni prvek o = a + bi € R je primarni pravé tehdy, kdyz
e a=1(4)ANb=0(4), nebo
e a=3(4)Nb=2(4).
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Diikaz. Podle definice je av primarni pravé tehdy, kdyZ 2 4+ 2i | @ — 1, neboli

512 242 2.2 1 T 1

a—1+bi a—1+bi 2—-2¢ a+b—1 b—a+1.
1 € R.

To ekvivalentné znamend a+b = a—b = 1 (4), z ¢eho jiz snadno plyne tvrzeni. [

Véta 2.8. Ke kazdému neinvertibilnimu o € R splnujicimu 1 4+ i 1 a existuje
prave jedno invertibilni u € R takové, Ze ua je primdrni.

Dukaz. Oznaéme o = a + bi. Protoze

a+bi a+bi 1—7 a+b b-—a
_ . - e Rea=b(2
1+i 1+ 1-i 2 Tg '€ a=b(2),

l+i|las

tak a,b maji riznou paritu. Je-li a liché, pak b musi byt sudé, a tedy davat po dé-
leni 4 zbytek 0 nebo 2. V tomto pripadé plati b = —b(4), jeden z dvojice prvku
a, —a je proto podle primarni. Pokud je a sudé a b liché, vynasobenim i
se dostaneme do predchozi situace. Podobnou tvahou si lze rozmyslet, ze kdykoli
je a = a+ bi primarni, pak zaddny z prvki —a, +ia nemutze byt primarni. Tim je
dokéazana i jednoznacnost. O]

Véta 2.9. KazZdy primarni prvek o € R ma jednoznacny primdrni rozklad, tj. lze
jej jednoznacné rozloZit na soucin primdrnich prvociniteli.

Diikaz. Obor R je gaussovsky a plati[Veta 2.8| takze existuje jednoznacny rozklad
na primarni prvocinitele tvaru a = wmy -7 (=q1) - - (—qx), Nm = p = 1(4),
¢ =3(4), u |l 1. Protoze a = 1(2 + 2i), tak u =1(2 + 2i), a tedy u = 1. O

Véta 2.10. Afa,be Z, a0, b liché, b+ +1, (a,b) = 1. Pak (%)4 = 1.

Diikaz. BUNO mutizeme piedpokladat b > 0. Je-li py - - - p, prvodiselny rozklad b,
tak (%)4 = ( a )4 e (i>4. Pokud p; = 1 (4), coz podle[Véty 2.1|znamend p; = 7T,

171 Pn

kde 7 € R je prvocinitel, potom vyuzitim [Véty 2.6(d) dostavame

(3),~().6).- L0~ (),

a

Rovnéz pro p; = 3 (4) plati (;)4 = 1, nebot dle Malé Fermatovy véty mame

2_q p;+1
(a) =g T = (ap"_l) * 1(p;)-
4

Tedy (4), = 1. O

Véta 2.11. Pro kazdy primarni prvek o = a + bt € R plati
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Diikaz. Staci ukdzat prvni ¢ast, druha je jejim pfimym disledkem.
La24b2 1

Predpokladejme nejdiiv, Ze « je prvocinitel. Z definice tedy (é>4 =14 4
takze chceme a® + b? — 1 = 2 — 2a (16), neboli

> +20 -3+ =(a—1)(a+3)+b=(a+1)>+(b—-2)(b+2)=0(16).

+
Z druhého tvaru je vidét platnost pro pripad a = 1(4), b = 0(4), z tretiho naopak

proa=3(4),b=2(4).
Budte a = a + bi, § = ¢+ di priméarni prvocinitele okruhu R. Potom

< /l > Z 1—a 1—c l—atl—c
— — =17 2 7 2 =7 2 R
/4 6 4

potiebujeme tedy dokdzat 2 —a —c =1 —ac+ bd (8). Je-li b = d = 2(4), pak
bd = 4 (8), jinak bd = 0(8). Diky tomu snadno rozebranim vsech moznosti (podle

Veéty 2.7) ovérime, ze kongruence opravdu plati.

Z toho jiz (pouzitim jednoduché indukce) plyne tvrzeni. O

2.3 Zakon bikvadratické reciprocity

Zavedme opét znaceni x3 (o) = (%)4. Je-li totiz m € R prvocinitel takovy, ze
N7 = p = 1(4), pak se na bikvadraticky zbytkovy symbol modulo 7 lze na za-
kladé divat taky jako na multiplikativni charakter modulo p. To ndm
umozni pocitat s Gaussovymi a Jacobiho sumami ptislusnymi x,. Pomoci nich
dokazeme pomocné tvrzeni, jez budeme potfebovat k diikazu zakona bikvadra-
tické reciprocity.

Lemma 2.12. Bud w € R prvocinitel, Nm =p =1(4). Pak

9 ()" =T (Xrr X)”

Diikaz. Podle Véty 1.10| plati 9. (xx)> = J (X Xx) ¢ (x2), umocnemm na druhou
dostaneme g ()" = J(Xan) g(x ) Staci tedy dokazat g (Xﬂ) = p. Jelikoz
X« je Fadu 4, tak x2 = x2. Z Pozndmky na zacatku sekce u 1.3 potom plyne

p—1

2 e P—-
g(x2) =g (xfr) g(2)=x2(-)p=(-1)7 p=p.
O
Lemma 2.13. Je-li m € R primdrni prvocinitel, pak m = —xr (—=1) J (X, Xx)-

Diikaz. Oznacme N7 = p = 1(4). Nejdiiv dokézeme, ze 7 || J (X, Xx). Postup
bude podobny jako v dikazu [VEty 1.15] Z definice mame

J(Xas Xa) = D Xa (@) Xz () = D Xx (a) X (1 — a) ZW (1—a)"T (m).

a+b=1 a€lyp

Posledni sumu si seskupime dle exponentti a aplikujeme pozorovani uvedené
ve zminéném dikazu, tj. Ze pro kazdé prvocislo p a n € N splaujici p — 1 1t n
plati 1" +2" +--- + (p — 1)" = 0 (p). Dostaneme tedy

p—1

p—1
= Z CZ’ZGZE

;_p—1 a=0
=77

S a-0? i

||M\



. — —1
kde ¢; je koeficient u x* v polynomu 2T (1-— x)pT (predpoklad pozorovani je

splnén pro kazdé 4, jelikoz 0 < 21 <i<Zl <p—1).
Celkem tedy méame J (xr, Xx) = 0(p), tim spis také J (xx, Xx) = 0 (7). Kromé
toho podle [Dusledku 1.11] plati N (J (Xr, Xx)) = p, tudiz opravdu 7 || J (Xx, Xx)-
Zbyva proto ukazat, ze —xx (—1) J (Xx, Xx) je priméarni. Uvniti Jacobiho sumy
jsou 2 totozné charaktery, mizeme ji tedy prepsat do tvaru

p—1

T Otrnn) =23 e (0) o (1= @) e

a=2

p+1>2
5 .

Neni tézké spocitat, ze Vu € Ryu || 1 :u = 1(1+1), ¢ili rovnéz 2u = 2 (2 + 2i).
Tim padem

2t _
22)(#(@))(#(1—61)52(]92?)) =p—3=-2 (mod 2+ 2i),
a=2

kde v poslednim kroku jsme vyuzili toho, ze p je primarni (viz [Véta 2.7)). Navic
p+1)? - L a2\ .
o (7)) = @7 = @ = (i (14 1)7) = xe () = xe (1),

takze dohromady mame

~Xr (=1) J (Xr: Xr) = —Xa (=1 (=24 Xz (—1)) = 2xx (-1) =1 = 1(2+ 2i)
jelikoz xr (—1) = +1 a —3 = 1 (2 + 2i). Z toho jiz plyne tvrzeni. O
Kombinaci predchozich dvou Lemmat ziskdme nésledujici Vétu.
Véta 2.14. Bud w € R primdrni prvocinitel, Nm = p = 1(4) prvocislo. Pak

9 (Xfr)4 = 7°T,

Veskerou teorii potiebnou k dikazu zakona bikvadratické reciprocity mame
timto prichystanou. Tvrzeni bude oproti zakonu kubické reciprocity
obecnéjsi — nebudeme se omezovat na prvocinitele, obsadhneme rovnou i ptipad
rovnosti norem. Na prvni pohled ale pridame zasadni pozadavek nesoudélnosti.
Ve skutecnosti ndm to ovSem vibec nevadi - pro «, 8 € R primarni a soudélné
totiz zfejme plati x5 (o) = xa (8) = 0.

Véta 2.15 (Zakon bikvadratické reciprocity). At a« = a + bi, § = ¢ + di jsou
primdrni proky R, (o, B) = 1. Pak

- Na—1 NB—-1 a—1c—1 bd
Xg(@)xa(B) =(=1) = "+ =(-1)= = =(=1)*.
Dukaz. Ovérenim vsech moznosti lze zjistit, ze %% = oled = W)

Dale si diikaz rozdélime na nékolik ptipadi.
Pfedné necht o € Z. Protoze b = 0, dokazujeme yz () = x4 (5). PTedpokla-
dejme navic, ze « = p = 1(4), nebo a = —¢q, ¢ = 3(4), kde p, ¢ jsou prvocisla.

Je-li B € Z, tvrzeni plyne z[Véty 2.10, Uvazujme tedy 5 & Z.
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Zacneme piipadem o = p = 1(4), f = 7 prvocinitel. Oznacme r = N (¢ili
r je prvocislo). Obdobné jako v dikazu zdkona kubické reciprocity (Véta 1.16]),
s pomoci Poznémky pred [Vétou 1.13| odvodime

Xr) =5 D xa ()76 =5 D xa ()€ =Xz (0)g (Xx) (mod p).

teZLy: teZLy
Vynédsobenim prvkem g (x,)* a pouzitim dostaneme
90" =5 Xx ()9 (x2)"  (mod p)
(7T3ﬁ) pTH X= (p)7*7  (mod p).
)

= 1, muzeme tuto kongruenci vydeélit

Protoze predpokladdame (p,7) = (p, 7

¢lenem w7

(#7) T =% () (mod p).

Vime, Ze p = A\ pro vhodny prvocinitel A € R. Uvedena kongruence proto plati
rovnéz modulo A. Potom tedy mame

T) =Xz (p) (mod A)

(7)o (@) = xx (0
)

)

~—

~—

X (T)xa (F) = X (p
T)=Xx(p
Xp (T) = Xx (P)
a pozadovany vysledek ziskame komplexnim sdruzenim obou stran rovnosti.
Podobné dokéazeme i pripad o = —q, q = 3(4), 8 = 7 prvocinitel, Nm = r.
Opét podle Poznémky pred [Vétou 1.13) plati
900! =s D0 X ()€ =5 D0 X (D€ = X () 9 (%) (mod q).

teZ; teZ?

Z téze Pozndmky plyne 74 = (¢ + di)? = ¢+ (di)! = c+ di? = ¢ — di = 7 (q).
Tim padem

~—

90" =5 X (0) 9(X2) 9 (Xx)  (mod gq)
(g (Xw)4>T =5 Xn <Q) X <_1) r (mOd Q)
r T = (gt (mod g)

21

77 =xr(—q) (mod q)
X—q (T) = Xx (=q)-
Zobecnéni na libovolné primarni a, € R, a=1(4) € Z, 8 € Z, (o, ) = 1 je

nasnade. Jestlize 8 = By --- 5, je primarni rozklad, o = py---p; (—q1) - - (—q&),
pi = 1(4), ¢ = 3(4) jsou prvocisla, tak dle vyse dokdzaného plati

Xp (@) = xp (p1) -~ x5 (—aqk)
= Xg (P1) -+ Xg. (P1) X5 (P2) - X5, (— k)
= Xp1 (51) o Xpr (571) Xpa (51) o X—q (/Bn)
= Xp, (B) " X—q, (B)
= Xa (8) -
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Zbyva tedy vyresit situaci a, 8 ¢ Z. Predpokladejme navic (a,b) = (¢,d) = 1.
Tim padem také (a,a) = (b, ) = (¢, 5) = (d, ) = 1. Z toho dale mizeme vyvodit
(ca, B) = 1, coz diky kongruenci ca = ac + bd () znamené (ac + bd, ) = 1.
Obdobné, pomoci aff = ac + bd («), 1ze ukéazat (ac + bd, ) = 1. Plati tedy taky
(ac+bd,@) = 1, takze 1 = (ac+bd,@f) = (ac+ bd,ac+ bd + (ad — bc)i) =
(ac + bd, ad — be). Z uvedenych kongruenci plyne téz

X5 (¢) xg (@) = x5 (ac + bd)
Xa (@) Xa (B) = Xa (ac +bd).

Vynasobenim prvni rovnice komplexné sdruzenou druhou rovnici ziskame

x5 (€) xg (@) Xa (@) Xa (B) = xas (ac + bd)

Xs (@) Xa (B) = X5 (¢) Xa () xas (ac + bd) .
Polozme A, C = +1 tak,aby A =a (4), C = ¢ (4). Lze tedy brat A = (—1)(12;1,
C = (—1)%. Za téchto podminek plati Aa = Cc = AC (ac+ bd) = 1(4), nebot
bd = 0(4) (viz [Véta 2.7). Tudiz
X5 (@) Xa (B) = x5 (Cc) Xa (Aa) xap (AC (ac + bd)) xa (A) x5 (C) Xas (AC)
X5 (C¢) Xa (Aa) Xap (AC (ac + bd)) xa (C) x5 (A)
X3 (Cc) Xa (Aa) xas (AC (ac + bd))

a

protoze xz (C) x5 (A) = (—1)%%1 (—1)%% = 1 podle [Véty 2.11|
Jsou-li a, ¢, ac + bd neinvertibilni, tak diky jiz dokdzané ¢asti a [Vété 2.10] je

X5 (C0) = xce (B) = xe (¢ = di) = X (—di) = xe (i),
Xa (Aa) = xaa (@) = Xa (@ + bi) = Xa (b)) = Xa (7)
Xas (AC (ac + bd)) = X ac(actbd) (@B) = Xac+ba ((ad = bc) i) = Xacyva (1) -

ac(ac+bd)—1

Celkem tedy mame x3 (@) Xa (8) = Xac(actba) (1) = (=1)7  * . Takze potfebu-
jeme ukazat ac (ac+ bd) — 1 = bd (8). Pokud bd = 0 (8), kongruence se redukuje
na (ac)”® = 1(8), pokud bd = 4 (8), dostavame (ac 4 2)* = 1 (8). Obé kongruence
jsou rozhodné platné, nelidot’ ¢tverec lichého cisla dava po déleni 8 vzdy zbytek 1.
Cili 5 (0) xa (8) = (-1

Co kdyz je néktery z prvki a, ¢, ac + bd invertibilni? Urcité to nemuzou
byt vSechny tii zaroven. ReSen{ ilustrujeme na p¥ipadé a,c¢ = +1. Tehdy plati
X5 (Cc) = Xa (Aa) = 1, takze x5 () Xa (B) = Xac+ba (1) = Xac(actbd) (1) a opét
jsme v situaci jako vyse.

Konec¢né at (a,b) = m, (c,d) = n. Z|Véty 2.7 vyplyvé, ze m,n jsou kongruentni
1 nebo 3 modulo 4. Nastane-li druhé moznost, mtizeme polozit m := —m, resp.
n:=—-n. Tedy m=n=1(4) aa =md, § =np pro néjaké primarni o =
a +bi, =+ di, pricemz (a/, V) = (¢, d') = (m,n) = 1. Potom

X (@) = xn (M) Xn (&) xp (M) x5 (&)
— Xon (1) Xar (1) Xom (B) X (B) (=1) T

nebot b = mb' =0 (4), d = nd = d’' (4). Tim je dikaz celého tvrzeni ukoncen. [
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Nyni uz umime pocitat yg (o) témer ve vSech piipadech, kdy je tento vyraz
korektné definovany, a to predevsim pomoci nebo [Véty 2.11] Jedind
situace, se kterou si jesté nedovedeme poradit, je kdyz 1 +i | . Pak totiz neexis-
tuje primarni prvek asociovany s «. Tato situace nas privede privede k vypoctu
Xa (14 7). Mazeme samoziejmé pocitat podle definice, existuje ovSem tvrzeni,
které nam to ve vétsiné pripadi vyrazné urychli. Zavéreéna cast této kapitoly
bude vénovana jeho odvozeni.

Véta 2.16. Bud o = a + bi € R primdrni, (a,b) = 1. Potom

‘T pokuda=1(4),
Xk!(&) = La+1 o
—i 2 pokud a=3(4),

Diikaz. Pro a = 1 zfejmé, pro a = —1 plyne z [Véty 2.11| Miuzeme tedy predpo-
kladat, ze a # +1. Jestlize a = 1(4), b =0(4), tak

l—a a—1

Xa (@) = Xa (@) = Xa (@ + 1) = Xa (b0) = Xa (0) Xa (1) =077 =0 7.
Podobné, nastane-li druha moznost, dostaneme

Lat1

Xa (@) = Xa (=1) Xa (=0) = (=1)°F X_q (@ +bi) = —X—a (b) X—a (i) = —i"F"

V obou vypoctech jsme vyuzili [Vétu 2.10] [Vetu 2.11j a[Vetu 2.15] O

Lemma 2.17. Necht sq,...,8, € Z, s; = 1(4) pro kazdéi € {1,...,k}. Pak

s1—1 sp—1 _s1---5,—1

4 T = 4 (4).

Diikaz. Indukei podle k. Pro k = 1 trividlni. Bud tedy £ > 1 a predpokladejme
platnost tvrzeni pro k — 1. Potom

siccsk—si— o —spth—1_sp(sicsii— 1) —si— =Stk -1
4 o 4
:Sk<81"'8k,1—1)_81—1_.”_Sk,1—1
o 4 4 4
P s (s sem1— 1) sioespm— 1
N 4 4
e — 1
E(sk—l)%zo (mod 4),
takze tvrzeni plati i pro k. O

Véta 2.18 (Doplnék k zékonu bikvadratické reciprocity). Jestlize o = a + bi je
primarni prvek okruhu R, pak

La—b—b2—1

Xa(14+10) =11
Diikaz. Nejdiiv necht o = p = 1(4) prvocislo. Na zakladé [Véty 2.1| je pak

Xp (1417) = xa (142) Xz (1 49) = X (1) Xr (1 =) X (1 + 1)
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pro né&jaky prvocinitel 7 € R. VSimnéme si, ze x. (1 — i) = x7 (1 4+ 7). Tim padem
.p—1

dostavame x, (1 4 i) = x (i), coz je z definice rovno i 7 .

Déle uvazme o = —q, ¢ = 3 (4) prvocislo. Protoze Vj € Z7 : q | (;1.), z bi-
nomické véty ndm vyplyva (1 +4)? = 19+ =1 —i(q). Ziejmé (1 +1,q) = 1,
nebot se jedné o ruzné (neasociovand) prvocisla. Mizeme tedy kongruenci vydélit
prvkem 1 + 4, &m ziskdme (1 +4)"' = —i =i~ (¢). Tudiz

q271 gtl g+1

Xog(I+D) = (140 T = (A4 " =)

Nyni bud @ =py -+ pn (—=q1) -+ (—am), pi = 1(4), ¢; = 3 (4) prvocisla. Pak

Il
o~
N
—
=
SN~—

Xa(l‘l'i):Xpl <1+i)"'Xpn(1+i)X—Q1 (1+i)...X_Q'm(1+i)

p1=1 o pn—1,—@1—1 | —gm-—1
:Z4++n4+ Z |

. p1pn(=q1) - (—gm)—1
=1 4

podle |[Lemmatu 2.17]
Tim je situace o € Z hotova. Necht tedy « & Z. Je-li navic (a,b) = 1, tak

Xa (@) Xa (1 +1) = Xa (@ + ai) = xa (@ + b+ i(a+ b)) = Xa (a4 D) = Xats ()
= Xa+b (a + bi) = Xa+b (bi - b) = Xa+b (b) Xa+b (Z - 1)
(

= Xa+b (1 — 1) = Xa+b (Z) Xa+b (1 + Z)
J1—a—-b La+b—1 1—a—-b
=1 2 -1 4 =1 4

Y

pokud @ + b # 1. Jinak X4 (a) Xa (1+i) = Xa(a+b) = 1 = i+ . Z toho
na zakladé plyne, zZe

(1+1) St = pokuda=1 (4),b=0(4)
« 1) = —a— a —3a—
X i =% pokud a=3(4),b=2

V prvnim pifpadé potiebujeme dokdzat 3—3a—b = a—b—0*>—1(16). JelikoZ
b= 0(4), tak b*> = 0(16). Dostavdme tedy ekvivalentni kongruenci 4 = 4a (16),
neboli a = 1 (4), coz predpokladédme.

Jestlize a = 3(4), b = 2 (4), pak b* = 4 (16). Proto 7—3a—b = a—b—b*—1(16)
pravé tehdy, kdyz 12 = 4a (16), resp. a = 3 (4).

Zbyva uz jenom zobecnéni na (a,b) = k. BUNO uvazujme k = 1 (4). To lze,
nebot moznosti k = 0(4) a k = 2(4) vylutuje [Véta 2.7 a pro k = 3 (4) vezmeme
k= —k. Je-li tedy o = ka/, o/ = ¢+ di primarni (pficemz (¢, d) = 1), potom

k=1  c—d—d?-1 kte—d—d2—2

Yo (L41) = i (L4 ) yor (L44) = 85 555 = 2224

Chceme a —b—b2—1 = kc—kd— (kd)> —1 = k+c—d—d?*—2(16). Ekvivalentné

muzeme dokazovat
clh=1)—d(k—1)—d (k= 1) = k+1=0(16),
(k=1)(c—d—d*(k+1)—1) = 0(16).

Ziskanou kongruenci ovérime pouhym rozebranim vsech moznosti. V ptipadé
k = 1(16) je to zfejmé. Pokud k = 5(16), nebo k = 13(16), dojdeme ke tvaru
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4(c—d—6d*—1) = 0(16), resp. —4(c—d —14d* — 1) = 0(16). Kazdopadné
ale dostavdme ¢ —d+2d*> —1 = 0 (4), coZ je jasné diky vztahu ¢ —d = 1 (4). Také
pro k = 9(16) je ovéfeni snadné - vede totiz ke kongruenci c+d+1 = 0(2), kterd
nepochybné plati.

Celkem tedy méame

ktc—d—d%—2 ke—kd—(kd)?—1 la—b—b2—1
4

Xa (1 -+ @) =7 =1 1 =1 1 ,
takze tvrzeni je nyni kompletné dokazané. O]

Vypocet xs (o) pro libovolné o, 5 € R, 1+ { (3 je analogicky jako v kubickém
piipadé. Pfedné mizeme BUNO brat o := o mod 3. Pokud a = 0 nebo « || 1,
uré¢ime x (o) piimo. Jinak najdeme invertibilni prvek u € R, k € Nya o/, /' € R
primarni, 5 || 5’ takové, ze

Xs (@) = xg (u) xor (1+0)" xp (o).

Prvni dva ¢leny umime spocitat primo, na tfeti pouzijeme |[Vétu 2. Tedy
No/—1 Ng'—1

Xg (@) = (=1)" % 7 xo (8). Hodnotu xo (8’) zjistime zopakovanim uve-
deného postupu.

Zéavérem se podivejme, co jsme zjistili o FeSitelnosti kongruence z* = a (p) v Z
(pro p prvocislo). Uvazujme jednotlivé moznosti na zakladé .

Je-li p = 2 nebo p = 1(4), pficemz p = 77 je rozklad na prvocinitele, pak
podle méme R/7R = Z,, takze z* = a (p) m4 feSeni v Z pravé tehdy,
kdyZ ho ma z* = a (7) v R. Specialné pro p = 2 feseni ziejmé existuje vzdycky.

Necht p = 3(4). Pokud p | a, pak je zrejmé a bikvadratickym zbytkem mo-

dulo p. Jinak je z* = a (p) fesitelnd v Z < a7 =1 (p), coz nastéva pravé tehdy,
kdyz je a kvadratickym zbytkem modulo p (prvni ekvivalenci 1ze odvodit pomérné
snadno z vlastnosti cyklickych grup, dikaz viz napf. [reland a Rosen| (2013, Tvr-
zeni 7.1.2)). To, zda jim je, uz ale umime zjistit pomoci teorie kvadratickych
zbytkl, zejména zdkona kvadratické reciprocity.
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Z.aver

Ackoli bylo primarnim cilem dokazat kubicky a bikvadraticky zakon recipro-
city, neziistalo jen u toho a podivali jsme se na véc Sirsim pohledem. Poukazali
jsme na problém fesitelnosti celo¢iselnych kongruenci =™ = a (p) pro prvocislo p
a pevné zvolené n € N (v nasem pripadé rovno 3 nebo 4), ktery byl hlavnim
divodem podrobného zkoumani reciproc¢nich zéakoni. Proto jsme navic uvedli do-
pliujici teorii nezbytnou k jeho vyteseni, a to jak u kubické, tak bikvadratické
reciprocity.

Celd préce prinesla i nékolik vedlejsich vysledki. Diikazy, k nimz jsme sméro-
vali, vyzadovali hlubsi poznatky o okruzich Z |[w] a Z [i]. Kromé toho bylo potieba
vyuzit netrividlnich vlastnosti Gaussovych a Jacobiho sum. V neposledni fadé jiz
taky umime rozhodnout, zda jsou feSitelné kongruence 2° = o (3) v Z [w], resp.
vt =a(B) v Z[i].

Uvedena teorie kubické a bikvadratické reciprocity poskytuje dobry zaklad
k dalsimu studiu v oblasti recipro¢nich zakont. Jedna se predevsim o rizna zo-
becnéni, jako napriklad Eisensteiniv nebo Artintv zakon reciprocity, ale také
tzv. racionalni recipro¢ni zdkony, které se zabyvaji zbytkovymi symboly liSicimi
se pouze o znaménko. To uz ovSsem vyrazné prekracuje rozsah této prace.
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