
Posudek oponenta na diplomovou práci Bc. Dominika Šulce
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Diplomová práce Dominika Šulce se zabývá studiem některých vlastnost́ı r̊uzných pojmů
vzdálenosti (tj. r̊uzných norem) na prostorech Rn (n ∈ N). Kromě klasické eukleidovské
vzdálenosti (kterou lze vypoč́ıtat pomoćı Pýthagorovy věty) lze uvažovat r̊uzné jiné zp̊usoby,
jak definovat vzdálenost mezi r̊uznými body. Zachováme-li definici jednotkové koule (resp.
kružnice) jakožto množiny všech bod̊u, jejichž vzdálenost od počátku je nejvýše rovna (resp.
je rovna) jedné, měńı se tvar (a tedy často i objem) takové koule v závislosti na použité
normě. Protože je diplomová práce zaměřena zejména na výpočet objemu jednotkové koule
a studium asymptotického chováńı takového objemu (vzhledem k pevně zvolenému typu
normy) pro dimenzi jdoućı do nekonečna, nemám pochyb o tom, že práce spadá do oboru
matematické analýzy. Charakter práce je jednoznačně teoretický, a to ve stylu definice-věta-
d̊ukaz; to práci ovšem nikterak neub́ırá na kvalitě: zkoumané problémy jsou komplikované a
velmi zaj́ımavé. Práce nav́ıc přináš́ı některé výsledky, které patrně nebyly dosud publikovány;
některé d̊ukazy však obsahuj́ı chyby a pravděpodobně by se daly výrazně zkrátit (na zlomek
stávaj́ıćı délky) – viz ńıže.

Diplomová práce je rozdělena na stručný úvod (označený jako Kapitola 1) a kapitoly
2–4. V Kapitole 2 autor stručně probere některá základńı fakta o normovaných lineárńıch
prostorech, a to včetně d̊ukaz̊u. Kapitola 3 se zabývá studiem objemu jednotkové koule.
Nejprve je (pro r̊uzné normy) potřeba vypoč́ıtat objem jednotkové koule, což obnáš́ı výpočet
v́ıcenásobných integrál̊u pomoćı Fubiniovy věty, Věty o substituci, poč́ıtáńı integrálu dvěma
zp̊usoby a práci s funkćı Γ (zobecněńı faktoriálu). V druhé části kapitoly se studuje chováńı
objemu jednotkové koule pro dimenzi jdoućı do nekonečna. Např́ıklad jsou uvedeny všechny
složky d̊ukazu tvrzeńı, že uvažujeme-li v prostorech Rn klasickou eukleidovskou vzdálenost,
největš́ı objem má jednotková koule v dimenzi 5; pro větš́ı dimenze pak objem jednotkové
eukleidovské koule monotónně klesá k nule. Tento výsledek je dobře známý, práce však také
obsahuje (známý) vzorec pro objem jednotkové koule vzhledem k normám ‖ · ‖p, který je
použit k d̊ukazu nového výsledku, že limn→∞ Vn(1) = 0, kde Vn(1) znač́ı (n-dimenzionálńı)
objem jednotkové koule v (Rn, ‖ · ‖p). Kapitola 3 nav́ıc obsahuje ještě daľśı výsledky, které
chováńı posloupnosti {Vn(1)}∞n=1 popisuj́ı podrobněji. Konečně Kapitola 4 studuje poněkud
odlǐsný problém v dimenzi 2, tedy v rovině. Opět můžeme uvažovat r̊uzné normy a z nich
odvozené jednotkové kružnice (jejichž délka může záviset na volbě normy). Zde je potřeba si
uvědomit, že zat́ımco v Kapitole 3 jsme objem měřili standardńım zp̊usobem, jenž nesouviśı
s volbou normy, v př́ıpadě délky

”
kružnice“ muśıme vźıt v úvahu, že použ́ıváme jiný pojem

vzdálenosti, a je tedy nejprve potřeba vysvětlit, co v̊ubec mysĺıme délkou křivky (tento
pojem tedy záviśı na volbě normy). Nyńı se můžeme ptát na souvislost obvodu ` a poloměru
r kružnice; je ovšem známo, že v eukleidovském prostoru plat́ı ` = 2πr, a tedy π = `/2r. To
v prostoru (R2, ‖ · ‖) motivuje definici π‖·‖ = `‖·‖/2r. Je rozumné se ptát, v jakém rozmeźı
se muśı vyskytovat konstanta π‖ · ‖, na což je dána poměrně podrobná odpověd’.

Jak už jsem uvedl, práce je netriviálńı, jej́ı téma je zaj́ımavé; až na drobné chyby je v
pořádku také po jazykové stránce a obsahuje patřičné odkazy na zdroje. Bohužel je však



zároveň potřeba přiznat, že práce trṕı celou řadou formálńıch i podstatných nedostatk̊u.
Hlavńım formálńım problémem je nekonzistentńı a často podivné značeńı a zp̊usob zápisu,
který se měńı kapitolu od kapitoly, někdy i d̊ukaz od d̊ukazu, nejsṕı̌se podle toho, z jakého
zdroje autor d̊ukazy přeb́ıral. Mnohdy je značeńı použ́ıváno bez předchoźıho vysvětleńı, jindy
je zaváděno značeńı nepotřebné. Některé závažněǰśı problémy následuj́ı v seznamu ńıže.

Protože je připomı́nek poměrně mnoho a protože tento posudek (i vzhledem k náročnosti
jeho sepsáńı) pośılám s velkým zpožděńım, nebudu samozřejmě při obhajobě požadovat vy-
jasněńı všech bod̊u (věťsinu jsem si ostatně bez věťśıch pot́ı̌źı vyjasnil sám). Autora bych si
dovolil poprosit zejména o vyjasněńı jeho použit́ı Stirlingovy formule (viz body 3) a 4)).

1) V Kapitole 2 se čtyřikrát opakuje ta samá myšlenka d̊ukazu, přitom by stačila jednou až
dvakrát. Jde o Větu 2.2 (d), Poznámku 2.5, Větu 2.8 a Větu 2.9. Ve všech těchto d̊ukazech
se vyskytuje stejný trik (ale pokaždé zapsaný trochu jinak, což je pravděpodobně dáno
převzet́ım d̊ukaz̊u z r̊uzných zdroj̊u).

2) V d̊ukazu Věty 2.9 se hovoř́ı o jistém minimu, nikde ale neńı zmı́něno, proč by se minima
mělo nabývat. Odstavec 2. téhož d̊ukazu má nedostatečně zd̊uvodněný argument týkaj́ıćı
se hodnoty α, o které se mlčky předpokládá, že je určena jednoznačně. Je tomu tak, ale to
je potřeba dokázat. Je proto lepš́ı se vyhnout tomuto krkolomnému geometrickému argu-
mentu a raději argumentovat omezenost́ı K, ze které požadované závěry plynou mnohem
jednodušeji (a bez vznikaj́ıćıch pochyb).

3) Věta 3.8 je dokázána zbytečně složitě, Stirlingova formule v̊ubec neńı potřeba. Dokázat,
že posloupnost Vn(r) jde k nule, je těžš́ı cvičeńı na limity prvńıho semestru (známe-li už
Větu 3.6). Kromě toho chci poznamenat, že hned v prvńım řádku d̊ukazu je jasné, že
jednu z obou implikaćı o konvergenci uvedené řady budeme dokazovat zbytečně; mı́sto

”
právě tehdy“ bych psal pouze

”
pokud“ a jen to také dokázal. Použit́ı Stirlingova vzorce

je nav́ıc pochybné (bez daľśıho vysvětleńı), protože jeho základńı verze hovoř́ı o limitě
posloupnosti a my zde dosazujeme n/2. To by se mělo aspoň stručně ospravedlnit.

4) Pro Větu 3.9 autor nab́ıźı dokonce dva r̊uzné d̊ukazy, bohužel oba dva obsahuj́ı chyby. S
jistou mı́rou nadsázky se přitom dá ř́ıci, že d̊ukaz lze provést na 3 řádky:
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kde b·c znač́ı dolńı celou část, C = Γ(1 + 1/p) a q = (2rC)p > 1 (plat́ı pro dost velké r,

což nám stač́ı); výsledek nyńı snadno plyne ze známé limity limk→∞
qk

k!
= 0 (q ∈ R).

Konkrétněji k oběma d̊ukaz̊um v práci: V prvńım d̊ukazu je malý problém ve volbě k,
které lze naj́ıt pouze pro dosti velká n (dá se snadno spravit). Větš́ı problém (který
neumı́m snadno spravit) je nahoře na straně 19, kde nevid́ım, proč by uvedená nerovnost
měla platit.



Druhý d̊ukaz (pomoćı Stirlingovy formule) obsahuje stejný problém, jako už předchoźı
d̊ukaz tuto formuli využ́ıvaj́ıćı: bez zd̊uvodněńı se provád́ı

”
substituce“ n = pk, což sa-

mozřejmě nemuśı být přirozené č́ıslo dokonce pro žádné k (když p je iracionálńı). Stirlin-
gova formule je zde uvedena jako limita posloupnosti (nikoliv funkce), takže tento postup
je formálně nekorektńı.

5) Kapitola 4 obsahuje nejasnosti ohledně toho, jakou normu uvažujeme v definici kružnice,
jakou normu v definici jej́ı délky a tak dále. Pochopit se to dá, ale neńı to snadné. Bylo
by lépe explicitně psát např́ıklad X = (R2, ‖ · ‖) a `X a podobně. Vágńı formulace typu

”
vzhledem k jakékoliv normě“, vyskytuj́ı-li se př́ılǐs často, začnou dávat čtenáři př́ılǐs

velký prostor pro r̊uzné interpretace a čteńı je nepohodlné. V Definici 4.1 by bylo vhodné
odlǐsit pojem délky podle použité normy.

6) Důkaz Lemmatu 4.3 je problematický. V konci druhého řádku se tvrd́ı, že rovnoběžńık
neńı určen jednoznačně, což neńı pravda, někdy to tak může být (např́ıklad když jed-
notková koule je čtverec); to je samozřejmě jen drobnost. Na druhou stranu ale neńı
vysvětleno, že takový rovnoběžńık nutně existuje (je např́ıklad možno použ́ıt kompakt-
nost na d̊ukaz existence minima jisté funkce v́ıce proměnných; jistě by nebylo potřeba to
psát podrobně, ale zmı́nku si to zaslouž́ı). Dále se konstruuje jistá rovnoběžka procházej́ıćı
bodem p′ lež́ıćım na jednotkové kružnici. Neńı ovšem jasné, že na této rovnoběžce nelež́ı
žádné body s normou menš́ı než 1, což se v d̊ukazu tvrd́ı a použ́ıvá. Také se zde ṕı̌se, že
něco

”
můžeme“ nahradit, neńı ovšem vysvětleno, co se t́ım mysĺı. A konečně: závěrečný

krok d̊ukazu, kdy z jisté série rovnost́ı dostaneme nerovnost π‖·‖x 6 π‖·‖′ by bylo lépe
vysvětlit o dost podrobněji.

V d̊ukazu také osciluje značeńı ‖ · ‖ vs. ‖ · ‖X .

7) Ve formulaci Lemmatu 4.7 by bylo vhodné specifikovat, pro která p funkci definujeme.
Zdá se mi, že v d̊ukazu možná použ́ıváme, že p > 1/2.

8) Důkaz Věty 4.10 jsem přes značnou snahu nebyl schopen dešifrovat. Úvodńı část o
předpokladu bez újmy na obecnosti sice neńı vysvětlena úplně dobře, ale v podstatě
je v pořádku. Od té chv́ıle jsem už ale pochopil jen velmi málo. Snažil jsem se nakreslit si
obrázek, ale zdá se mi, že tam jsou kolize značeńı a i některé slovńı formulace lze chápat
r̊uzně.

Některé nepodstatné drobněǰśı připomı́nky, které uvád́ım pouze jako zpětnou vazbu au-
torovi:

• Proč chyb́ı indentace odstavc̊u?

• Odkazy na č́ıslované věty, definice atd. je zvykem psát s velkým ṕısmenem, ṕı̌seme tedy
např́ıklad

”
podle Věty 1“ apod.

• V Definici 2.4 by asi bylo dobré definovat i `n∞. (Poznamenávám také, že se obvykle
použ́ıvá symbol `.)



• V Důkazu 2.5 se objev́ı zbytečné značeńı R∗ = [0,∞), přitom tento symbol se stan-
dardně použ́ıvá pro rozš́ı̌renou reálnou osu. (Nav́ıc je ovšem zbytečné pro ten interval
v̊ubec nějaké značeńı zavádět.) Když už ovšem zavád́ım nějaké značeńı, je vhodné ho
použ́ıvat konzistentně.

• Symbol čtverečku znač́ıćıho konec d̊ukazu je skoro vždy až pod posledńım řádkem
d̊ukazu, což nevypadá dobře.

• V úvodu ke Kapitole 3 se ṕı̌se, že jisté vzorce jsou známy
”
již velmi dlouho“; když už

se o tom hovoř́ı, bylo by pěkné vědět, jak dlouho to je. I formulace o
”
běžném výskytu

v př́ırodě“ je poněkud zvláštńı.

• V d̊ukazu Věty 3.6 by asi bylo dobré vysvětlit druhou rovnost na posledńım na str. 11.
(Rovnost plat́ı, ale v práci jsou mnohdy vysvětlovány jednodušš́ı věci než toto.)

• Část o asteroidách by si zasloužila vlastńı nadpis. Při sázeńı je také vhodné věnovat
pozornost umı́stěńı obrázk̊u – třeba obrázek 3.1 je umı́stěn opravdu nešt’astně (mohl
by být hned po definici asteroidy).

• Některé d̊ukazy (např V3.8 atd.) se špatně čtou, protože chyb́ı č́ıslováńı (aspoň některých)
rovnic a odkazy na ně. Čtenář pak často muśı deľśı dobu hledat, než si uvědomı́, ze
čeho to či ono plyne.

• Ve Větě 3.10 by bylo asi logičtěǰśı hovořit o posloupnosti, nikoliv funkci, Vn(1).

• V Lemmatu 3.13: je lépe oddělit kvantifikátory od zbytku výroku dvojtečkou. V př́ıpadě
druhého výroku je lépe napsat bud’to ∀n > 2 nebo lépe ∀n ∈ N:n > 2⇒ . . ..

• Úvodńı poznámky z Kapitoly 4 opět p̊usob́ı poněkud zvláštně. Např́ıklad tvrzeńı, že

”
hodnota konstanty π je dávno známá“ by asi bylo poměrně obt́ıžné interpretovat tak,

aby se dala obhájit jeho pravdivost.

• Symbol π‖·‖ by si určitě zasloužil vlastńı definici mı́sto pouhé zmı́nky někde v textu.

• Kapitola 4 naráž́ı na nesoulad definice kružnice (jde o křivku) a mnohoúhelńıku (poč́ıtá
se i vnitřek). Tento problém se projevuje např́ıklad nahoře na straně 31. Bylo by dobré
to vyřešit nějakou rozumnou konvenćı v úvodu kapitoly.

• Na začátku d̊ukazu Věty 4.4 se tvrd́ı, že jisté nerovnosti plynou z konvexity; ve skutečnosti
plynou z podmı́nky v Lemmatu 4.3. V d̊ukazu se také najednou začne ztotožňovat
R2aC, což by mělo být vysvětleno předem (mı́sto toho je to vysvětleno až na začátku
posledńı sekce).

• V úvodu sekce 4.2 se mi neĺıb́ı značeńı p
√
. . . pro p necelé. Některým integrál̊um nahoře

na str. 32 chyb́ı závorky.



• Sekce 4.3 by si zasloužila v́ıce pozornosti, zejména lepš́ı a přehledněǰśı značeńı spo-
jené s přesným vyjadřováńım. Část obsahuje řadu matoućıch mı́st, ve kterých jsem se
zorientoval až po vynaloženém úsiĺı.

• Důkaz Lemmatu 4.9 je velmi pěkný, ale jistě by pomohl jednoduchý obrázek. Na konci
d̊ukazu je překlep: v posledńı sadě nerovnost́ı má být uprostřed SY , ne SX .

• Stálo by za to někde poznamenat, že Věta 4.10 implikuje Větu 4.8.

Závěr: Práce p̊usob́ı jako kvalitńı celek, který však při podrobném čteńı konzistentně pro-
kazuje i závažněǰśı nedostatky, které mi bráńı navrhnout nejlepš́ı hodnoceńı. Vzhledem ke
komplikovanému a zábavnému tématu si však práce zaslouž́ı hodnoceńı velmi dobře.

Martin Rmoutil


