Posudek vedouciho doktorandské disertaéni prace
Vojtéch Kovatik: Absolutné a neabsolutné F-borelovské prostory

Préce se zabyva hierarchii F-borelovskych mnozin a prostoru. Systém F-borelovskych podmnozin
topologického prostoru je nejmensi systém obsahujici uzaviené mnoziny, ktery je uzavieny na
spocetné pruniky a spocetna sjednoceni. V metrickém prostoru tento systém splyva se o-algebrou
borelovskych mnozin, protoze kazdé oteviend mnozina je F,; v nemetrizovatelnych prostorech
muze jit o vyznamné mensi systém. Podobné jako je tomu v piipadé borelovskych mnozin, systém
F-borelovskych mnozin tvoii pfirozenou hierarchii indexovanou spocetnymi ordinaly.

Hlavnim tématem prace jsou otdzky souvisejici s neabsolutnosti F-borelovskych tiid. M. Ta-
lagrand totiz ukézal, Ze F,5 mnoziny nemusi byt absolutni — muze se stét, ze topologicky prostor
je v nékteré kompaktifikaci F,s a v jiné kompaktifikaci neni ani F-borelovsky. Prvotni motivaci
pro predlozenou préci byly otdzky o Banachovych prostorech. Je-li Banachuv prostor X slabé kom-
paktné generovany (tj., existuje-li linedrné hustd slabé kompaktni podmnozina), je zndmo, ze je Fys
ve svém druhém dudlu X** opatfeném slabou* topolog{. Pfirozenou otézkou je, zda (X, w) je abso-
lutné Fyg, tj. Fys v kazdé kompaktifikaci. Dalsi otazky se tykaji slabé K-analytickych Banachovych
prostoru (tj. téch, které jsou suslinovskou podmnozinou druhého duélu se slabou* topologii). Te-
prve neddvno byly nalezeny piiklady slabé K-analytickych prostoru, které nejsou F,5 v druhém
duélu. Prirozenou otézkou se zda, zda kazdy slabé K-analyticky Banachuv prostor je F,5 v néjaké
kompaktifikaci. Uvedené otdzky se vytesit nepodafilo a zustavaji déle oteviené. Piinosem préce je
zejména podrobna analyza slozitosti F-borelovskych mnozin. Dale uvedu stru¢ny obsah prace.

Disertace je tvofena ¢tyfmi kapitolami, z nichz prvni je ivodni a kazda z dalsich t¥i je tvofena
jednim ¢lankem. Jeden z ¢lanku byl publikovan, jeden pfijat k publikaci a jiz elektronicky publi-
kovan a jeden byl zaslan k publikaci. Prvni z ¢lanku je napsén spolecné se skolitelem, dalsi dva
napsal uchaze¢ samostatneé.

Prvni ¢lanek, obsazeny v druhé kapitole, se tykd absolutnich F,s prostoru, tj. prostoru, které
jsou Fys v kazdé kompaktifikaci. Je v ném dokazano, ze prostor, ktery ma tplnou posloupnost
disjunktnich spocetnych pokryti tvorenych F, mnozinami, je absolutné F,s. Tento vysledek dobte
dopliuje Frolikovy charakterizace (prostor je K-analyticky, prdvé kdyz ma uplnou posloupnost
spocetnych pokryti; prostor je F,s v néjaké kompaktifikaci, pravé kdyz ma uplnou posloupnost
uzavienych spocetnych pokryt{). Tato postacujici podminka je pouzita k dukazu toho, ze dédi¢né
Lindelofovy F,s prostory jsou absolutné Fys. (Uchaze¢ byl upozornén J. Spurnym, ze toto tvr-
zeni lze dokazat jinak, s pouzitim vysledku P. Holického a J. Spurného o absolutnosti tiid bore-
lovskych mnozin; nicméné postacujici podminku formulovanou pomoci uplnych posloupnosti po-
kryti povazuji za zajimavou.)

Druhy a tiet{ ¢lanek (tj. tieti a ctvrtd kapitola) se vénuji vyssim tiiddm F-borelovskych prostoru.
Pricemz tfeti ¢lanek navazuje na druhy, nékteré jeho vysledky vylepsuje a dodava nové pohledy
na véc. Proto shrnuji hlavni piinosy téchto ¢lanku spolecné:

e Je zavedena jemnd hierarchie F-borelovskych mnozin indexovana spocetnymi ordinaly.
Cislovani ve tfetim ¢lanku je odlisné od ¢islovani uzitého ve druhém célanku. Divodem je
skutecnost, ze pii stiidavém iterovéni spoCetnych prunik a spocetnych sjednoceni neni
a priori jasné, kterou z operaci zvolit v limitnim kroku. Ve druhém ¢lanku autor zvolil
jednu z moznosti, ale pfi vylepsovani vysledku se pozdéji ukézalo, ze druhd moznost je
prirozenéjsi.

e Vyse zminény Talagranduv protipfiklad byl rozpracovan, zpfesnén a doplnén obracenymi
implikacemi. Pfipominam, ze M. Talagrand sestrojil piiklad prostoru, ktery je F,s v néjaké
kompaktifikaci a v jiné kompaktifikaci neni F-borelovsky. Ptiklad je zkonstruovan transfi-
nitni indukei a M. Talagrand poznamenava, ze pokud by se s indukei skonc¢ilo diive, dostali
bychom prostor, co je F,s v néjaké kompaktifikaci a v jiné kompaktifikaci neni F-borelovsky
zadané tiidy. Uchaze¢ doplnil pfesnou formulaci vysledku a horni odhad slozitosti. Ukazal,
ze pro kazdy ordindl a € [2,w;] ddvéd Talagrandova konstrukce prostory, ktere jsou Fy5 v
néjaké kompaktifikaci, jsou absolutné F, a nejsou absolutné F.,. Druhy c¢lanek obsahuje
dukaz pro multiplikativni tfidy, ve tfetim ¢ldnku je doplnén dukaz pro aditivni t¥idy.



e Uchazec¢ zavedl dva typy reprezentaci F-borelovskych mnozin — nazyva je jednoduché a
regularni, ukdzal jejich existenci a pouziti. Pro definici reguldrnich reprezentaci vyuzil
metodu ‘pfipustnych zobrazeni stromu’, kterou sam vyvinul a pouzil pro dikaz hornich
odhadn slozitosti.

e Dile zkoumal mnozinu nabyvanych slozitosti. Je-li X topologicky prostor, pak Compl(X)
je mnozinu téch ordindlu «, pro které existuje kompaktifikace, v niz je X presné tiidy F.
Ukézal, ze tato mnozina muze byt {0} (pro kompaktni X), {1} (pro o-kompaktni X') nebo
libovolny uzavieny podinterval intervalu [2,w;] (kde slozitost wy znamend, Ze mnozina je
suslinovskd, ale ne F-borelovskd). Je otevienym problémem, zda tyto piipady jsou jediné
mozné. Pro Talagrandovy piiklady je ukdzano, ze mnozina nabyvanych slozitosti uzavieny
interval.

Praci celkové povazuji za kvalitni. Zejména na druhém a tfetim ¢lanku uchaze¢ pracoval zcela
samostatné. Zadal jsem mu tkol vysetfit absolutni slozitost Talagrandovych piikladu a zkoumat
mozné hodnoty slozitosti. Tento tikol splnil a pfitom sam vyvinul potfebné metody — jiz zminénd
piipustnd zobrazeni stromu, jednoduché a reguldrni reprezentace, jakoz i topologické konstrukce v
tretim ¢lanku. Domnivam se tedy, ze predlozend prace jednoznacné prokacuje, ze je uchaze¢ schopen
samostatné tvotivé prace. Proto bez nejmensich pochyb doporucuji praci uznat jako doktorandskou
disertac¢ni praci.
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