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Kapitola 1

Uvod

1.1 Fyzikalni motivace

Problém najit tvar télesa, které se pohybuje v tekutiné s minimalnim od-
porem, muze byt povazovan za jeden z prvnich problému variaé¢niho poctu.
Byl publikovan Sirem Isaacem Newtonem pted vice nez 300 lety, dokonce
par let pred problémem brachystochorny, coz je jeden z nejpopuldrnéjsich
klasickych problému varia¢niho poctu.

V roce 1685 Newton navrhnul jednoduchy model, ktery popisoval odpor
télesa pohybujiciho se v zidealizovaném prostiedi, tj. v dostatecné fidkém,
nestlacitelném a nevazkém prostiedi. Ve svém slavném dile Principia Ma-
thematica napsal:

"In a rare medium, consisting of equal particles freely disposed at
equal distances from each other, a globe and a cylinder described
on equal diameter move with equal velocities in the direction of
the axis of the cylinder, (then) the resistance of the globe will be
half as great as that of the cylinder... I reckon that this proposi-
tion will be not without application in the building of ships.”

Reseni problému zavisi na tom, jak definujeme odpor télesa. Budeme se
drzet myslenky, kterou formuloval sém Newton a kterou mnoho autoru po
ném déle rozvinulo a propracovalo. Tato prace se bude opirat o vysledky
uvedené v [3], [5] a [6], duraz bude kladen pfedevsim na odvozeni téchto
vysledki.

Uvazujme tiidimensiondlni téleso F, s maximalnim prufezem 2 C R2.
Horn{ hranice télesa je ddna grafem funkce u(z,y) > 0 definované na (.
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Neboli
E={(z,y,2): (z,y) € 2,0 <z <u(z,y)} (1.1)

Predpokladejme, ze téleso se pohybuje s danou konstantni rychlosti ve
smeéru osy z prostiedim, které je tvoreno mnoha nezavislymi ¢asticemi stejné
hmotnosti, velikosti, rychlosti a se smérem rychlosti rovnobéznym s osou z.
Interakce mezi télesem a casticemi se Tidi zakony popisujicimi elastickou
srazku, plati tedy zdkon zachovani hybnosti a zdkon zachovani mechanic-
ké energie. Tieni a jiné efekty zanedbame, stejné tak jako interakce mezi
casticemi.

Nyni muzeme vyjadrit zménu hybnosti télesa zpusobenou srazkou s jed-
nou c¢astici. Zakon zachovani hybnosti ma tvar

mv+ MV =mv' + MV’ (1.2)

kde m, v a v’ jsou postupné hmotnost ¢astice, vektor rychlosti castice pred
srazkou a vektor rychlosti ¢dstice po srdzce. Obdobné M, V a V' pro téleso.
Predpokladali jsme, ze srazky télesa s ¢asticemi tekutiny jsou elastické, a
tedy velikosti rychlosti ¢dstice pred srazkou a po srazce se rovnaji, oznacme
je v = ||v|| = ||V||]. Pro zménu hybnosti télesa po srazce s jednou ¢éstici
plati

p=MV-V)=m(K —v). (1.3)

Pozadujeme, aby se téleso E pohybovalo pouze v ose z, tj. zanedbame posuny
v roviné (z,y) a rotaci. Fixujeme prutez (2 tak, aby byl stéle kolmy k ose z.
Zkoumame zménu hybnosti télesa pouze v ose z, tedy

p. = m(|]v'|] sin(20 — g) + ||[v]]) = mv(1 — cos(29)) = 2mu sin®(9), (1.4)
kde 9 je odklon tecny k profilu télesa v misté srazky od smeéru rychlosti
castice (viz obrazek 1.1).! Velikost zmény hybnosti télesa po srdzce s jed-
nou éastici je imérna sin?(¥). Tento vysledek lze ziskat také ndhledem z
geometrie problému aniz bychom museli pouzivat zakon zachovani hybnosti.

Odpor télesa vzhledem k vyse uvedenym uvaham o interakcich c¢éstic a
télesa zavisi jen na jeho geometrii. Vezmeme-li v ivahu, ze norméla roviny

tecné k télesu v misté srazky ma tvar n = (%, ‘g—Z, —1) a jednotkovy vektor
sméru dopadu ¢astice a = ﬁ = (0,0, 1), muzeme vyjadfit thel, ktery sviraji

LObrézek lze najit v [3].



tyto dva vektory

. -1
cos(z — 1) = na ; (1.5)
2 IRIEY ou\? . (on) 4 4
(3) + (%) +
a proto s vyuzitim vztahu pro kosinus rozdilu dvou thlu dostavame
2, .2 1 1
cos”(= — 1) =sin*d = = : (1.6)
2 ou 2 ou 2 1+ |Dul?
B ()

Obréazek 1.1: Srazka cdstice s télesem.

Bereme-li v itvahu vSechny castice, které se srazi s télesem, je celkovy
odpor télesa imérny integralu

1
pokud predpoklddame, ze se kazda cCastice srazi s télesem pouze jednou.
Takovému pozadavku by napiiklad vyhovovalo téleso, které by bylo kon-
vexni. V nésledujici kapitole se budeme nejprve vénovat tomu, abychom
vhodné zvolili télesa, respektive tiidu funkei popisujici tvar télesa, pro ktera
budeme hledat minimizér F(u). Proto ivahy o tom, jaké pozadavky musi
splnovat u, aby mélo smysl bavit se o minimizéru F(u), nechme na nasledujici
sekeci.

Ackoli Newtonuv model je pouze hruba aproximace realné situace, uka-
zuje se, ze poskytuje dobré vysledky pro télesa v fidkém plynu s nizkou



rychlosti, pro §tihla télesa nebo pro télesa pohybujici se v idedlnim plynu s

vysokym Machovym ¢islem (Machovo éislo je definovéno jako podil rychlosti

telesa vzhledem k rychlosti prostiedi a rychlosti zvuku v daném prostiedi).
Muzeme také definovat relativni odpor profilu u vydélenim odporu télesa

F(u) mirou mnoziny £

_ Flw)
Q]

Naptiklad pokud by téleso byla polosféra o poloméru R, funkce u by méla

tvar u(x,y) = / R? — 2 — y? a relativni odpor

F(u)

T TR?

CO (U)

(1.8)

Co(u) = O, 5}

jak predpovédél Newton v roce 1685. Na obrazku 1.2 je polosféra a kuzel,
které maji stejnou hodnotu relativntho odporu. 2

Obrazek 1.2: Télesa se stejnou hodnotou koeficientu Cj,.

20Obrézek je prevzaty z knihy [3].
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Kapitola 2
Radialni pripad

2.1 Model

Newtonuv problém optimdlniho aerodynamického tvaru byva nejcastéji stu-
dovan v ptipadé, kdy hledané téleso je radidlné symetrické. Tzn. ) je kruh
o poloméru R a funkce u(x,y) je radidlné symetrickd, tj. je zavisla pouze na
r, kde r = /22 + y2. Po prevedeni do poldrnich souradnic ma F(u) tvar

1 R T

a problém se redukuje pouze na jednodimensionalni ptipad. Mame jiz vari-
acni funkcional F(u) (2.1), ktery bychom chtéli minimalizovat. ! Otdzkou
ovSem zustava, mezi jakou tfidou funkeci by se mél minimizér hledat, aby
tloha meéla smysl. Postupujme nyni v tvahdch podobnou cestou jako v [3]
nebo v [6].

Pokud nebudeme klast zadné omezujici pozadavky na funkci u, infimum
funkciondalu (2.1) bude 0, coz je vidét pokud vezmeme napiiklad posloupnost

Un(r) = n(1 - %) Vn € N (2.2)

a posleme-li n — oo, je opravdu

R
lim " _—o. (2.3)
noteo o 1+

1V nésledujicim vypoétu vypustime faktor 27 pied varia¢nim integralem. Vypocet
bude prehlednéjsi a pozdéji bychom zjistili, Ze na vysledek nemd vliv (napise-li se Eulerova
rovnice pro Lagrangidn varia¢niho integralu, konstanty pied integrdlem se zkrati).
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Zadna funkce u tedy nemiize minimalizovat funkciondl F, protoze F(u) >
0 pro kazdou funkci u. Bylo by mozné se domnivat, ze minimizér F v
predchozim piikladé neexistuje diky neomezenosti posloupnosti {u,} v L™
normé. Vezméme M € R kladné a uvazujme funkci v omezenou touto kon-
stantou. Ale dokonce ani tato podminka

0<u<<M (2.4)

nezaruéi existenci minimizéru. Posloupnost funkef u,(r) = M sin®(nr) spl-
niuje podminku (2.4), ale pokud se blize podivame, jak pro tento piipad
vypada funkcional F(u,), tak mame

R’ T R 1
Flun) = dr < R
(tn) /0 1+ M2n2sin®(2nr) ' /0 1+ M2n2?sin®(2nr)

dr. (2.5)

Pokrac¢ujme déle v odhadovéni integralu F(u,) se shora. Jisté plati, ze exis-
tuje takové N € N, aby platilo % —"<R< % + +-. Potom

N
(O’R)CH[_%JF%Q%JFS_Z]:S’ ke (2:6)
Pak
R 1 1
Flun) < R/o 1+ M2n2sin®(2nr) i< R/S 1+ M?n?sin®(2nr) o
N s 1
- kz:; R EESVE IS M?2n2sin®(2nr) dr (27)

TR _ (N+1)mR
¢ 2ny1 + M2n2  2nv/14+ M?2n?

z ¢ehoz je vidét, ze

I
WE

B
Il

lim F(u,) =0 (2.8)

n—-+o0o
a problém opét nema feSeni. Proto je nutné jesté vice zuzit tiidu povolenych
funkci. Jak jsme jiz naznacili v ivodni sekci, bylo by vyhodné uvazovat pouze
konvexni télesa, aby funkcional F(u) vyjadfoval odpor télesa. Tedy spolu s
podminkou (2.4) na omezenost funkce u jesté pozadujeme, aby byla neros-
touci a konkdvni na (0, R). Pro kazdou konkdvni funkci existuje derivace
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skoro vsude, tim padem je F(u) dobfe definovany. Z matematického hlediska
je toto omezeni na u dost silné na to, aby zarucilo existenci minimizéru, jak
lze vidét napt. v 2. kapitole knihy [3].

Snadno lze nahlédnout, ze pokud minimizér F(u) existuje a funkce u
minimizuje F(u), pak funkce u nabyva na krajich intervalu [0, R] hodnot M
a 0, tj. u(0) = M a u(R) = 0. V piipadé, ze by jedna z téchto podminek
nebyla splnéna, tak napiiklad pro funkci w. = (1+¢)(u(r) —u(R)) by platilo

r

#0 = | T pweE <, T

M
ve e (O ) —am Y

(2.9)

(Podminku na e dostavame z toho, aby funkce w,. spliovala omezeni (2.4)
0 <u < M a aby ¢ bylo kladné). A proto podminky u(0) = M a u(R) =0
mohou byt pridany.

Shrneme-li nyni vSechny pozadavky na w uvazované vyse, potom F(u)
budeme minimalizovat ve tiidé

K = {unerostouci a konkavni na (0, R), u(0) = M, u(R) =0} (2.10)

a Newtonuv problém bude mit tvar: Hledejme u € K, tak, aby

= r
F(u):inf{/o Wdr,hEICM}. (2.11)

Na zaveér této sekce jesté poznamenejme, ze lze uvazovat i jiny pozadavek
na funkei u nez jeji omezenost (2.4). Muzeme napiiklad chtit, aby téleso F
meélo konecny obsah nebo koneény objem (tento odlisny piistup lze studovat
napi. v [1]).

Z matematického pohledu je mozné hledat minimizéry funkciondlu (1.7) i
jinde nez mezi konkavnimi funkcemi, naptiklad mezi tfidou kvazikonkavnich
funkei (coz jsou funkee, jejichz horni ¢asti {x € Q : u(x) > t} jsou kon-
vexni) (vice detailu viz [6]). Jinym piikladem vhodné tfidy funkei je tiida
superharmonickych funkei (napf. v [4] je dokdzana existence minimizéru pro
tuto tiidu funkei). Avsak z fyzikdlniho hlediska je nejprirozenéjsi zabyvat se
konkavnimi funkcemi.
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2.2 Trida nerostoucich funkci

V predchozi sekci jsme si ujasnili, jaky problém budeme zkoumat. Hledame

u € Ky, ze
R r
= inf —_— :
F(u) =in /0 FRTIGIE dr, h € Ky

Funkce u € Ky, tedy mimo jiné pozadujeme, aby byla nerostouci a konkavni.
Nyni ukazeme, ze funkciondl F(u) mé stejné infimum ve t¥idé nerostoucich
konkavnich funkei jako ve tiidé nerostoucich funkei. Oznacme

Ny := {unerostouci na (0, R), u(0) = M, u(R) = 0}

Tiida vSech nerostoucich funkei je sirsi nez tiida vsech nerostoucich konkav-
nich funkci, tj. plati Ky C Nas, proto

inf{F(u),u € Ny} <inf{F(u),u € Ky} (2.12)

Nez ukazeme opacnou nerovnost, uvedeme teorii k tomu potiebnou. Teorie
je prevzata z knihy [2], kde jsou uvedeny i ptislusné dikazy. V nésledujicim
bude p jednorozmérnéd Lebesgueova mira a M(R, u) tiida vSech skalarnich
p-méfitelnych funkei na R, které jsou koneéné p-skoro vsude.

Definice 1 Distribucnt funkce py funkce f € M(R,p) je definovdna jako
1N = pf{r € R: [f(1)] > A}, A > 0.

Definice 2 Predpoklidejme, zZe f € M(R, p). Nerostouci prerovndni funkce
f je funkce f* definovand na [0,00) : f*(r) = inf{A : pp(A\) <r}.

Tvrzeni 1 Necht f,g € M(R,uu) a a € R. Nerostouci prerovndni f* je
nezapornd nerostouct zprava spojitd funkce na [0, 00), navic

(a) |f| <lglp-s.v. potom f* < g*

(b)  (af) =lalf*

(¢c) (f+g)(r+ 7"2) < f*(r)
(d) (V) <A pe(f(r))
(e) (fP)y=(f )p p € (0,00)
() wpA) = pp=(A)

+97(r2)
<7 (urA), f7(r) < o0)
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Tvrzeni 2 (Hardyho lemma) Necht & a & jsou nezdpornd meéritelné
funkce na (0,00) a predpoklidejme, Ze plati

/thl(r)dr < /Otgg(r)dr > 0. (2.13)

Necht 1 je nezdpornd nerostouct funkce na (0,00). Pak

/0 " (rn(r)dr < / " eo(rn(r)dr. (2.14)

Pokusme se dokézat nésledujici nerovnost

t dr K dr
| meorz ) trgwr teOm e e

Zvolime-li poté za ¢g vhodnou funkci, dokazeme tim s vyuzitim Hardyho
lemmatu platnost nerovnosti inf{F(u),u € Ny} > inf{F(u),u € Ky}, coz
nam zbyva k dosazeni cile této sekce.

Prepisme si prvni integrdl z (2.15) pomoci Fubiniho véty, provedme
drobné tpravy, vyuzijme vlastnosti (f) a vlastnosti (e) nerostouctho pre-
rovnani z Tvrzeni 1. Tedy

R dr /' 1+g2<r) 1
A re( > s¢pds
/o 1+ (9)2(r) a T+ g2(r) J

{
:/lm'MN{re r)ﬁl_s}ds
{

T+g2(r 1_
2/+() pusr € ( g (r) < S}ds

R dr R dr
:/o 1+ (2(r) :/o 1+ (g (r))?

a nerovnost (2.15) je dokézana.

Abychom do pravé dokézané nerovnosti mohli dosadit Vhodné funkece,
definujme (u)*(r) := —(«)*(R—7) a u™(r) :== M + [/ (u')"(s)ds. Potom
(ut) = ()" a (ut) je zdpornd a navic nerostouci, z ¢ehoz plyne, ze ut je
konkavni. Dosadime-li nyni do nerovnosti (2.15) u’(R —r)za g(r), (u(r))*
za g*(r) (protoze (u'(R—r))* = (u/(r))* z definice nerostouciho prerovnéni)
a vyuzijeme-li vyse definované funkce u'*, dostdvame pro vsechna t € (0, R)

' dr ! dr t dr
/0 1+ (u/'(R—r))? 2/0 1+ (u*(r))? :/0 1+ (W (R—r))2 (2.17)
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Overili jsme tedy predpoklad (2.13) Hardyho lemmatu pro & := m

a6 = TR

Vezmeéme funkci n(r) := (R — r)x(0, R), kde x(0, R) je charakteristicka
funkce intervalu (0, R). Funkce n(r) je nezéporna nerostouci funkce na (0, co),
spliuje tedy predpoklady Hardyho lemmatu (Tvrzeni 2). S jeho uzitim na
(2.17) dostavame

¥ (B-r)x(0.R) * (R=r)x(0, R)
/0 L+ (uw/'(R—1))? ar Z/0 1+ (W (R —r))? dr (2.18)

coz lze vyjadrit jako

R r R r
| etz [ rrorer (2.19)

atedy F(u) > F(ut). Tim jsme dokdzali inf{F(u),u € Ny} > inf{F(u),u €
Kar}, coz spolu s opa¢nou nerovnosti uvedenou na zacatku této sekce dava,

ze funkciondl F(u) ma stejné infimum ve tfidé nerostoucich konkdvnich

funkci jako ve tiidé nerostoucich funkci, tj.

inf{F(u),u € Ny} = inf{F(u),u € Ky} (2.20)

2.3 Existence ploché oblasti

Necht u je minimizér F(u), kde u € Ky, tj. F(u) = inf{F(h), h € K}
Funkce uw musi byt nerostouci a zaroven konkavni funkce. Mohou nastat dvé
situace, bud bude u klesajici konkdvn{ funkce na (0, R), nebo u bude kon-
stantni na intervalu (0,7() a dale klesajici konkavni na (ry, R) pro néjaké r.
Zajima nas, zdali lze zjistit, jaky z téchto dvou pripadu nastane, respektive
jestli kazdé u minimalizujici F(u) mé plochy region. Podivejme se blize na
to, zdali existuje takové ro > 0, ze u(r) = M pro kazdé r € (0,ry) (tj.
W' (r) = 0 pro kazdé r € (0,rg)).

Predpokladejme, Ze neexistuje, tj. Ze nastane prvni situace a tedy v’ < 0
pro kazdé r € (0, R) tam, kde existuje a pokusme se dostat spor. Je-li
u € Ky minimizér, musi platit, viz (2.28) nize,

Flu) < Fluty) Ve Z((0,M)).

Najdeme ted ¢ € C°((0, M), které bude neklesajici na (0, ), konstantn{ na
(e, R — ) a osové symetrické podle g. Pokud najdeme ¢ tak, aby
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F(u) = F(u+ ¢) >0, pak nemuze byt u, které neni konstantni na (0,¢),
minimizérem a existence ploché oblasti je tedy zarucena. Piipravme si nyni
tento rozdil funkcionalu do pohodInéjsi podoby pro odhadovani

£ ,,,. r
G—]:(u)—]-"(u—i—go)—/o <1+u’2_1—|—(ul—{—g0/)2>dr
R T T
— d
+/RE<1+u'2 1+(u'+so’)2> '
_/8 T(QU/QD,+Q0/2)
o \(+w2)[1+ (v 4 ¢)?

(R=[-20(R=1)g () + )]\ -
1+ (WR— )1+ (=) — ¢} )

(2.21)

kde jsme vyuzili substituce R — r za r, abychom druhy integrél prevedli do
stejnych mezi jako ten prvni. V poslednim kroku jsme také vyuzili symetrie
Q.

Nyni za¢néme s odhadovanim G ze zdola. Diky predpokladu je u'(r) < 0
a lze napsat jako —|u/(r)|. Protoze funkce u je konkdvni, muzeme v jed-
notlivych krocich odhadu nahradit «'(r) derivaci u v konkrétnich bodech
tak, aby byly zachovany nerovnosti. Chceme také, aby |u/(R)| < oo ae < %.
Nyni podminky na ¢: vime, ze ¢ je neklesajici na (0,¢) a pozadujeme, aby
| < |u] a||¢]|o < [u/(£)]. Potom mdme

) / 39 (N’ (3)]
G > /0 (— 3ry'(r)|u (?)\ T +4u’(R)2)(5+>“,<R)2)> v

° R R
:/0 Pl (5)'(2(1+4|uf(R)\2)(1+uf(R)2) _3r> =0

pro dostatecné malé €. Tim jsme dostali spor a existence ploché oblasti je
zarucena.

Mohli by vyvstat pochybnosti, zdali opravdu existuje takova funkce ¢,
ktera by spliovala vSechny vyse uvedené pozadavky. Pripomenme si, jaké
podminky jsme kladli na ¢. Funkce ¢ € C2°((0, M)) je neklesajici na (0, ),
ﬁ(b)/r(lztintm' na (g, R — ¢), osové symetrické podle &, |¢'| < |v/] a ||¢/]| <

5)|-

(2.22)
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Dle predpokladu na u vime, ze ' < 0 na (0, R), potom existuje 1 € (0, ¢)
tak, ze u/(r) < u/(e1) < 0 pror € (g1,¢).
Funkci ¢ s témito vlastnostmi muzeme konstruovat napriklad takto:

o(r) :—V/OTE(S_&%— S_€>ds, (2.23)

E—£&1 E—&

Bs) = { 0 se&(—oo0,—1)U(l,+00) (2.24)

e T se(=1,1)

a 7 je vhodna normovaci konstanta, aby ¢ bylo dostatecné malé.

Dokazali jsme, ze kazdé optimalni fesSeni radidlniho Newtonova problému
musi mit plochy region. Tj. specidlné je-li u € Kj; minimizérem F(u), pak
existuje takové ro > 0, ze u(r) = M pro kazdé r € (0,rg).

2.4 Neprimé metody variacniho poctu

Ptredtim, nez se budeme blize vénovat samotné minimalizaci, je vhodné
shrnout nékteré zakladni vztahy variacniho poctu, konkrétné se jedna o ty
vztahy, které popisuji nepiimé metody feSeni variacnich problému a které
budou pfi vypoctech pouzity. Tvrzeni a lemmata jsou uvedena bez odvozeni
nebo dukazu, ty lze nalézt napiiklad v [5].

Funkcional F typu

F(u) = /L(x,u(x),u’(x))dx I=(a,b) eR (2.25)

I

nazvéme varia¢nim integralem. Integrand L(zx,y, z) je redlna funkce, obvykle
nazyvana Lagrangian variacniho integralu F . Vétsinou predpokladame, ze
L je definovany na I x RN x RY a je minimélné t¥idy C*. Potom je varia¢ni in-
tegral dobte definovany pro jakékoli u € C1(I,RY). Casto muzeme uvazovat
F jen na néjakém okolf funkce u. Pak staci uvazovat L € C*(U), kde U znaci
otevienou podmnozinu R x RY x RN obsahujici 1-graf {(x,u(x),u'(x)) :
x € I}, neboli F(v) je definovéano pro jakékoli v € C(I,RY) splitujict
|u —v||c1ry < 0 pro dostatecné malé 6 > 0. Definujme funkci

Q(e) := F(u+ ep) (2.26)
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kde |e| < €, €9 := ||%0Hil(z) a € CHI,RY). Navic @ je tiidy C*' na (—eo, €o).

Lze proto vyjadrit

, OL(z,u,u) OL(z,u,u’) ,
P = . . . 2.2
0=/ { e e L N CE )

Definice 3 Pruni variace F vu € C*(I,RY) a ve sméru ¢ € CHI,RY) je
' (0) a znaci se 0F (u, ).

Definice 4 Funkce u € CY(I,RYN) sphiugici §F (u,p) = 0 pro viechna ¢ €
C>=(I,RY) se nazjvd slabd extremdla funkciondlu F.

Definice 5 Spliuge-li u € C1(I,RY)
Flu) < Flutp) Vo CF(,RY), (2.28)

nazjvd se slaby minimizér F. Spliuge-liu € CY(I, RN)NC?(I,RYN) predchozi
vztah, nazyvd se minimizeér.

Tvrzeni 3 Je-li u slaby minimizér F, pak u je slabd extremdla F.

Lemma 1 (Fundamentdlni lemma) Necht f € C°(I) spliuje

/ f@m@dz =0 Vye (D). (2.29)
I

Pak f(x) = 0 pro viechna x € I (Pokud f € L'(I) spliiuje vztah (2.29), pak
f(x) =0 s.vnal).

Lemma 2 (DuBois-Reymondovo lemma) Necht f € L'(I) spliuge

/f(x)n’(x)da: =0 VneCr(). (2.30)
I
Pak ezistuje konstanta ¢ € R, Ze f(x) = ¢ s.v. na 1.
Tvrzeni 4 Necht u € C*(I,RY) je slabd extremdla F, t.j.

/ OL(z,u,u) OL(z,u,u’)

(OLeudd) | O uw)
T 6y 0z

Pak ezistuje konstantni vektor c € RN, ze

8L(m,uéa;),u’(x)) ey /am 8L(t,ug;),u’(t))dt Vo € (a,b) = I. (2.31)

Rovnici (2.31) se tikda DuBois-Reymondova rovnice nebo také Eulerova rovnice
v integrdlnim tvaru.

.go’}dx —0 Ve C®(,RY).
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Tvrzeni 5 Necht v : I — RY je slabd extremdla F a predpoklddejme, Ze
u € C*(I,RY) a L € C*(U) pro néjaké okoli U 1-grafu u. Pak u splriuge
i(aL(x,U(iE),U’(fﬂ))> _ OL(z,u(x), ' (z))
dx 0z oy

Rovnici (2.32) nazgvdme Eulerovou rovnici.

=0 nal. (2.32)

Definice 6 Rekneme, Ze libovolné Feseni v € C*(I,RYN) Eulerovy rovnice
(2.32) je extremdla F.

Tvrzeni 6 Je-li u minimizér F, pak u je extremdla F.

Poznamka 1 FExtremdly nemuseji nutné byt minimizéry. Napriklad lokadlni
manima nebo sedlové body se mohou vyskytnout jako resend.

V nasledujici sekci budeme chtit minimalizovat variac¢ni integral ve vhodné
tridé funkci. Pro minimizér, respektive slaby minimizér musi byt prvni vari-
ace rovna nule, tedy

oL oL
OF (u, ) = /I (a—y<p + g.gp) dr =0, (2.33)

pokud L a wu jsou dostatecné hladké, tak po integraci per partes druhého
¢lenu dostavame

OF (u, ) = /I (% — %g—i).gpds + [Z—S@K = 0. (2.34)

Méme-li p € C>(I,RY), jak je pro minimizér, respektive slaby mini-
mizér pozadovano, jsou hodnoty ¢ na krajich intervalu I nulové a uzitim
fundamentalntho lemmatu (2.29) dostavame Eulerovu rovnici (viz Tvrzeni

(5))-
= 2. (2.35)

Pokud jsou hodnoty funkce u na krajich intervalu I pevné, pak je ptirozené
pozadovat, aby hodnoty ¢ byly na krajich intervalu I nulové, tj. aby funkce
¢ méla kompaktni nosi¢ v I. Pokud ale hodnoty w na krajich I fixované
nejsou, muze byt ¢ na krajich I libovolné. M4 tedy smysl zkoumat variaci
i ve smérech, které nejsou nulové na krajich. S vyuzitim Eulerovy rovnice
(2.35) dostavame ze vztahu (2.34) tzv. pfirozenou hraniéni podminku
L ! L !

OL(b, uébz),u (b)) o) — 0L(a, u(gaz),u (a)) (@) =0, (2.36)
¢imz dostavame dalsi uziteéné informace o chovani minimizéru u v krajnich
bodech intervalu I.
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2.5 Minimalizace funkcionalu

V této sekci vypocitame kandidata na optimalni feseni radialnitho Newtonova
problému, tj. nalezneme presné vyjadreni funkce u, ktera bude kandidatem

na reseni
R r
= inf ———dr, h )
F(u) =in {/o NI T, E/CM}

Vyjdeme z postupu uvedeného v [5]. V predchozich ¢astech préce jsme
ukazali, ze kazdy minimizér u funkciondlu F(u) ma plochy region, tj. funkce
u je konstantni na (0, ry). Protoze uvazujeme u € KCpy, je u(r) = M pro kazdé
r € (0,79). Funkce u je spojitd na celém (0, R), avSak neni ttidy C'([0, R])
(pozdéji ukazeme, ze v/ (ro+ = —1)), tim paddem nemuzeme vyuzit teorii
uvedenou v predchozi sekei. Na intervalu (rg, R) je u ryze monoténni, prosta,
dostatecné hladka, proto existuje jeji inverze. Toho muzeme vyuzit k tomu,
abychom vyjadfily problém (2.11) ve formé, kterd by umoznila aplikovat
predchozi teorii.

Uvazujme funkci v(s) :== u=(M — s), s € (0, M). Vyjaddifme-li si funkei
v pomoci u, zjistime nékteré jeji vlastnosti. Podle pravidla o derivaci slozené
funkce lze spocitat:

Pokud spocitame druhé derivace v ze vztahu (2.37), mame

" _ u”(uil(M B S))
T T =

(2.38)

Z (2.38) je videt, ze sign(u”) = sign(v”). Protoze u € Ky je konkavni
(u" < 0), je i v konkdvni. Abychom mohli pouzit teorii, pozadujeme v €
CH([0, M] N C?((0, M))). Shrime vlastnosti v, které jsme doposud zjistili a
které pozadujeme a tiidu funkci do niz patii v oznacme Rpg, tedy

Rr := {vrostouci konkdvni na (0, M),

v e CY[0, M]NC2((0, M))), v(0) > 0,v(M) = R}. (2.39)

Derivace (2.37) dosadme do funkciondlu F(u) a po pouziti substituce
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s = M — u(r) mé funkciondl F tvar

f( ) /R r J /ro p +/R r p
u) = ——dr = rdr r
o L+u(r)P 0 o 1+ lvaramy

2 M 13
DIy
2 o L1+

_ w(0)? /M (3v) (v +1)—1)
4

) 1+ 072
R2 M /
:__/ s
2 o 1402

a ziskdme minimalizacni problém v tradi¢ni podobé:

) R2 M UU/
1nf{7+/0 B ds;vERR}. (2.41)

Problém je uz v dostatecné vhodném tvaru, abychom mohli aplikovat teorii.
Podivejme se, zdali nelze zjistit chovani v' v bodé 0. Dosad me do vztahu
(2.36) Lagrangian L = —%, mame

(2.40)

v(M) — v(M)V'(M)? v(0) — v(0)0(0)?
IR e O e

— 0. (2.42)

Uvazme, ze mame-li v(M) pevné a v(0) > 0, musi ¢ spliovat podminky
©(M) = 0 a ¢(0) > 0. Diky tomu je prvni ¢len rovnice (2.42) nulovy a
dostavame vztah

v(0)p(0)(1 = 2'(0)*) =0 (2.43)
a protoze v je rostouci, dostdvame podminku v'(0) = 1.

!

Vyjadieme si nyni Eulerovu rovnici (2.32) pro L = — e
d /o v’ 0 v’
5l 77=)) 5 —7—=5)=0 2.44
ds<82< 1—1—1/2)) ay( 1+v’2) ’ ( )

coz po proderivovani dava
v—o? v’
= : 2.45
(1 + U'2)2 1+U’2 ( )
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Odtud lehkou tpravou dostaneme

, v — vv'? v’

(14 v2)2 + 1+ 072

—c (2.46)

Po pfevedeni na spole¢ného jmenovatele dostavame

V'3 c
—_— = —, 2.47
U(l +v2)2 2 (2.47)

Piipomenme, ze v je konkdvni, tedy v’ je klesajici. Aplikujme substituci z =
v'(s), kde v/(s) € (0,1] a uvazujme funkei w(z) := v((v")"!(z)) definovanou
na (0, 1]. Potom w(v'(s)) = v(s) a

c(14+9'(s)%)?  c(1+27)?

w(z) =v(s) = 5 oep 2 (2.48)

Je-li z = v/(s), muzeme vyjadiit s jako s = (v/)71(2) = v~ H(v((v')7(2))) =
v (w(z)). Pak dle pravidla pro derivaci inverzni funkce lze vyjadFit
ds 1 dw(z) 1 dw(z) ¢

& V@) A @) 4 2¢ T3
(2.49)

Po integraci rovnice (2.49) méame
c o 3 4
s(z) = 3 <lnz + 277+ 17 + A). (2.50)

Uvéazime-li, ze z = v'(s) a v(0) = 1, pak s(1) = 0. S timto tvrzenim a s
predpokladem ¢ # 0 je A = —%. Zavedme funkei f(z) jako podil s(z) a
w(z). Mame tedy

f(z) = 2 (lnz +27%+ §z’4 - z) (2.51)

(14 22)2 4 4)° '
Tato funkce je klesajici, definovana na intervalu (0, 1) a hned také muzeme
vidét, ze f(1) =0 a 1ir(1)1+f(z) = o0o. Funkce f(2) je spojita a dle Darboux-

ovy véty existuje praveé jedno Z € (0,1), ze f(Z) = %&. Protoze f(z) = Z(é))

a vime ze existuje bod v'(M), kde s = M, w(v'(M)) = R, musi tedy byt
Z=v (M), w(Z) =R as(Z)= M. Muzeme vyjadiit R pomoci Z:
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c(1+ Z%)?
R=-——F7—. 2.52
Lze také vyjadrit konstantu c: ¢ = % a muzeme definovat
4RZ?

Nyni muzeme vyjadrit funkci u pomoci vyse odvozenych vztahu. Je-li
v(s(2)) = w(z), je jisté také u(w(z)) = u(v(s(2))) = M — s(z) a r(z) =
v(s(z)) = w(z). Funkce u je konstantni na intervalu (0, 79) a ryze monoténni
(klesajici) na intervalu (g, R), kde je parametrizovdna pomoci z. Resenf ma
v parametrické podobé tvar:

u(r) =M r € (0,7o)
{ u(z) =M — %(lnz +272 434 - %) z€(Z,1) (2.54)

_ 1o (1+2?)?
r(z) =1 Z'z

Nebo vyjadfeno s pomoci f(2):

M
{ w(z) = M — mf() = e (7,1) (2.55)

Obrazek 2.1: Optimalni feseni radialné symetrického Newtonova problému
proMz%,MzRaMzQR.
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Resen{ pro riizné poméry M a R je znazornéno na Obrazku 2.1.2

Za predpokladu, ze minimizér lezi ve tiidé funkci Rp, jsme nasli ex-
tremalu funkciondlu F(v) (2.41) vyjadienou pomoci funkce u ve tvaru (2.54)
respektive (2.55). Zatim nenf jasné, zdali je tato extremadla feseni puvodniho
problému (2.11). Na to ¢dstecné odpovime v nésledujici sekci.

2.6 Existence minimizéru

Nalezli jsme extremalu funkciondlu F(u) ve zvolené tiide funkel ICps. Tj.
fesili jsme Eulerovu rovnici pro Lagrangian L(v), a tak nalezli extremélu
problému (2.41) a poté jsme vyjadiili toto feseni pomoci funkce u. Pro jedno
pevné ro > 0 (stejné rg, jaké jsme spocitali v minulé sekci) ukazeme, ze tato
extremala je opravdu minimizér radidlniho Newtonova problému. Aby byla
existence minimizéru dokazana korektné, musely by se tyto tivahy zobecnit
a dokazovat existenci mezi vSemi pripustnymi 7.

Pro pevné ry definujme funkciondl Fy(u) := f:j Ldr = [ dr

ro 14w/ (r)]27" "

Bud w; extremdla (2.54) funkciondlu F(u) nalezend v minulé sekci‘. %Z)'tom

uy je také extremélou funkcionalu Fy(u) na mnoziné {u(rg) = M, u(R) =

0, u € CY([ro, R]) N C*((ro, R))}. Postup vypoctu by byl tiplné stejny jako

v piipadé F(u), hledali bychom pouze tvar funkce u; od ry do R.
Vysetteme prubéh Lagrangianu

r

Hrwa) =137

(2.56)
vzhledem k z pro néjaké pevné kladné r. Z vyjadieni druhych parcialnich
derivaci podle z
O’L  2r(32* —1)
022 (14 22)3

je vidét, ze L ma v bodé z = \/?g inflexni bod a pro z > \/?g je L striktné

konvexni a tedy i Fo(u) je striktné konvexni na ti{dé A := {u € C'([ry, R])N
C2((ro, R)),u' < —L2, u(R) = 0, u(rg) = M},
Pokud wuy,us € A, plati pro F konvexni kombinace

(2.57)

Fhur + (1= Nug) < AF(wr) + (1 — NF(us) VYA€ (0,1).  (2.58)

20Obrézky je mozné nalézt v knize [3].
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cvv s

mace o velikosti derivace extremaly u;. Na zacatku minimalizace funkcionalu
jsme pouzili vztah (2.37) pro derivaci slozené funkce

1
"r)= ——— Vr € (o, R).
u'(r) o (M = u(r) r € (ro, R)
Pokud do tohoto vztahu dosadime podminku »'(0) = 1, dostdvame, ze
|u)(ro+)| = 1. Uvazujeme-li pouze konkavni funkce, nemuze byt velikost

derivace na intervalu (1o, R) mensi nez jedna. Tedy u; € A, dokonce
lui(r)] >1  Vr € [ro, R). (2.59)
Protoze u; je extremala Fy(u), je variace Fo(u) v uy ve vSech smérech
nulovd, kde smeér @ € {a € C'([ro, R]), a(ro) = a(R) = 0}. To muzeme téz
zapsat jako

Vo>0 Feg>0: Vee (0,6):|F(ur) —F(ug +ea)| <ed,  (2.60)

kde u; + ct € A. Bud uy € A. Za smér @ vezmeme us — u; a z piedchozi
nerovnosti (2.60) uzijeme jen jednu ¢ast, tedy

Fluy) —ed < Fluy + e(uz — uq)) (2.61)

a uzitim konvexity (2.58) dostavame

Fluy) —ed < eF(uz) + (1 —e)F(uy) (2.62)
a po uprave
F(uy) —d < F(us) Vo > 0, (2.63)
z ¢ehoz plyne
F(ur) < F(us) (2.64)

ale rovnost nemuze nastat kvuli striktni konvexité Fo(u) na A. Z (2.64)
vidime, Ze extremadla u; nalezend v predchozi sekci je minimizér Fy(u) pro
pevné 1y ve tiide A.

Nyni ukdzeme, 7e u; je minimizérem Fo(u) na §irsf tiide A := {u €
C*([ro, R]) U C?*((ro, R)), unerostouci, u(R) = 0, u(rg) = M}.

Kdyby byl Lagrangian L (2.56) konvexni pro vSechna z € (0, c0), z kon-
vexity Fo(u) na A by plynulo Fo(u;) = inf{Fy(h), h € A}, ale L je konvexni
az pro z > \/Tg Uvazujme proto funkei L**(r,u, z), kterd je nejvétsi funkce
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takova, ze plati L** < L a je konvexni vzhledem k z. Funkce L** se nazyva
konvexn{ relaxace ® k L a pro nas problém m4 tvar

1-2 1
L** — { 71(7‘ 2) z € [07 ] (265)
Tz 2> 1

Jak muzeme vidét na obrazku 2.2.

0.8

0.6

0.4+

0.24

Obrazek 2.2: Lagrangian L a jeho konvexni relaxace pro r =1, z = u/.

Z definice L** je patrné, ze L™ = L pro |u/| > 1. Tedy diky (2.59)
je uy extreméla F**(u) = f:j L**dr. Ale dle definice vime, ze F**(u) je
konvexni, a proto u; je minimizérem F**(u). Vime, ze Fo(u) > F™(u) a
Fo(uy) = F**(u1), proto je u; minimizérem Fo(u).

Na zaver této sekce udélejme sumarizaci vysledku ziskanych v celé kapi-
tole, tj. co vSe se ndm povedlo zjistit o radialnim Newtonové problému. Pro
dany model zkonstruovany v prvni kapitole jsme nejprve vybrali vhodnou
tfidu funkci, mezi nimiz budeme minimizér hledat. Prislusnymi priklady
jsme ukazali, ze kdybychom neuvedli zadné restriktivni pozadavky nebo ne-
dostatecné pozadavky na funkci u, minimizér funkciondlu F(u) by vubec
neexistoval. Jako vhodnou tiidu funkei jsme zvolili tfidu vSech nerostoucich
konkavnich funkei, kterda vyhovuje fyzikalnimu predpokladu, aby téleso bylo
konvexni. Navic jsme pozadovali funkci u omezenou. Déle jsme ukézali, ze

3Napiiklad P. Marcellini v [8] hojné pracuje s konvexni relaxaci pti studiu Newtonova
problému.
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pokud minimizér existuje, bude stejny jako ve ttidé vsech nerostoucich funkei
s u omezenou. V nasledujici sekci jsme dokazali existenci ploché oblasti pro
kazdy minimizér u funkciondlu F(u). Poté jsme pomoci nepifimych metod
variacniho poctu vypocetli extremélu funkcionalu F(u) a v této sekci jsme
¢éstecné ukazali, ze tato extremadla je opravdu minimizérem F(u). V posledni
kapitole jesté uvedeme vysledky tykajici se obecného Newtonova problému.
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Kapitola 3

Neradialni pripad

3.1 Vlastnosti obecného reSeni

Newtonuv problém minimalniho odporu pro obecny radidlné nesymetricky
timalni Teseni nebylo zcela charakterizovano dokonce ani v pripadé, kdy
maximalni prifez télesa € je kruh v R2. Proto v této zavéreéné sekci pouze
shrneme znamé vysledky, které jsou uvedené napt. v [3] nebo v [6].

Podobné jako v radidlnim pripadé se nejcastéji hledd minimizér funkci-
ondlu F(u) (1.7) mezi tfidou konkdvnich funkei a je pozadovand omezujici
podminka (2.4) naw: 0 < u < M. Necht ) je oteviena konvexni podmnozina
RY (pro fyzikdln{ piipad N = 2). Problém mé& tvar: Hledejme u konkdvni
na Q, u € (0, M), ze

1
F(u) = inf { /Q mdx, hje konkavni na€), 0 < h < M} (3.1)

Uvazime-li, ze kazda konkdvni funkce h je lokalné lipschitzovsky spojita na
Q, pak Dh € L (Q,RY) (viz [6]) a integrdl v (3.1) je dobte definovany. Pro

loc
obecné Teseni jsou znama nasledujici fakta

e Pro kazdé M > 0 mé problém (3.1) alespon jedno feseni. (viz [6] nebo
2. kapitola [3])

e V piipadé, ze Q je kruh, neni optimélni feseni radidlni (tento fakt
ukdzeme v nésledujici sekci). Napiiklad na obrazku 3.1 je neradidlni
optimélni feSeni, které bylo ziskdno numerickym vypoctem.
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e Okamzitym dusledkem neradiality je tvrzeni, Ze problém (3.1) nem4
jednoznac¢né teseni pro pripad, kdy €2 je kruh. Vskutku, pootoc¢ime-li
libovolné neradialni feSeni u, dostavame jiné feSeni problému a tim
padem je pocet feseni nekonecny (viz [3]).

o Je-li feseni u tiidy C?, potom existuje plochy region, tj. existuje Qy C
Q tak, ze u = M na ). Obecné vSak doposud neni znamo, zdali ma
kazdé optimélni feseni plochy region (viz 1. a 2. kapitola knihy [3]).

o Kazdé teseni md vlastnost, ze |Du| ¢ (0,1) (Dukaz uveden na str. 38
a 39 knihy [3]).

Obrazek 3.1: Priklad neradidlniho feseni Newtonova problému, kdy €2 je
kruh, nalezeny P.Gausonim (viz [3]) a nazyvany ”Sroubovak”. ”Plochy re-
gion” je v tomto pripadé usecka.

Napiiklad v élanku [7] se autofi zabyvali hleddnim minimizéru pro tii-
dimensionalni téleso s maximalni vyskou M mezi konvexné rozsititelnymi
funkcemi definovanymi na kruhu pro obecny radialné nesymetricky pripad.
Dokéazali, ze minimizér v této tiidé funkci ma plochy region 2y ve tvaru
pravidelného mnohotihelniku, kde pocet stran mnohotihelnika roste s kle-
sajici vyskou télesa.
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Cheue

Obrazek 3.2: Télesa s plochou oblasti ve tvaru pravidelného n-uhelnika.

3.2 Radialni symetrie optimalniho reseni

Ukézeme (stejnym postupem jako v knize [3]), ze pokud Q je kruh, tak
optimélni feSeni Newtonova problému

1
F(u)zinf{/ﬁmdx: 0 < h < M, hkonkdvni naQ}

nenf{ radialni. Necht u je optimaln{ radidlni fesen{ (2.54). Muzeme vidét, ze
mimo kruh o poloméru ry, kde u = M, je funkce u hladka, ryze konkavni a
nenabyva maximélni hodnoty M. Lze vyjadrit druhou variaci F(u) ve sméru
@, pricemz ¢ ma kompaktni nosi¢ v w := Q — B, (0) (B,,(0) znaci kruh o
poloméru ry a sttedu 0). Je-li v minimizér, potom musi platit §2F(u, p) > 0,
tedy

/ 24(DuDp)” — (L IDuPIDOP) ) o vy e W), (32)

(14 [Dul?)?

Separujeme-li proménné a vyjadiime funkci ¢ jako n(r)y (1), kde 1 (9) je 2x
periodickd hladka funkce, suppn € (ro, R), dostavame

4’u ) ( )‘2 - ’n/(r)w(ﬁ)P + |’17(7”)1//(19)|27“_2 :
/ / 1+Iu( IDE A+ () Jodr 2 0.
(3.3)

Uzijeme-li ¢(kv) misto 1(¥), predchozi nerovnost piejde v

” 4\u (U@ )P + R @)
/ / 1+|u’( )[2)? (1+ [ ()2)? Javar > 0.
(3.4)

Funkce ¥ (¥) je 27 periodickd hladka funkce, integral z (k) nezavisi
na k (coz lze dostat jednoduchym vypoctem), proto jsme v (3.4) opét misto
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(k) uzili (9). V druhém zlomku (3.4) se diky derivovani objevil ¢len k2.
Snadno zvolime piipustné funkce n a v tak, ze integral pres druhy zlomek
je kladny. Pokud posleme k — oo, nezustane zachovand nerovnost v (3.4)
a dostavame spor. Je tedy vidét, ze radialni feSeni nalezené v 2. kapitole
nemuze byt optimalni.
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Kapitola 4
Zaver

Newtonuv problém optiméalniho aecrodynamického tvaru je jednim z nejzaji-
mavejsich klasickych problému variacniho po¢tu a tvarovych optimalizacnich
problému, pfi jeho studiu se uziva mimo jiné i metod nekonvexni analyzy.
Tento problém mé dlouhou historii, v roce 1685 byl predlozen Newtonem,
ktery sam uhadl feseni pro radidlni ptipad, jez je ve své tridé jediné a ktery
pozoroval i nékteré kvalitativni vlastnosti, jez plati obecné. Prvni dukaz
existence byl publikovan az v roce 1902 A. Kneserem. V poslednich letech
se zvysuje zajem o studium tohoto problému a stédle vice autoru publikuje
nové dukazy existence feSeni ve stédle zajimavéjsich tiidach funkei, jsou ob-
jevovany nové vlastnosti feseni a k problému je pfistupovano zajimavéjsimi
a elegantnéjsimi metodami se zapojenim SirSich oblasti matematiky.

V této praci jsme se zamérili na pripad, kdy zkoumané téleso je radialné
symetrické. V tomto pripadé lze optimalni feSeni spocitat analyticky. Opirali
jsme se o knihy a clanky, kde jsou tyto vysledky jiz uvedené, predevsim
(3], [5] a [6]. V kapitole 1 a 3 se ¢erpa pfevazné z téchto trech publikaci,
pricemz vlastnim pfinos je minimalni. Ve 2. kapitole jsme se snazili dojit
vlastni cestou k vysledkiim, které jsou znamé. V publikacich [3], [5] a [6] jsou
tyto vysledky uvedené, aniz by zde byl blize popsan vypocet, jak k témto
zavérum dojit. V nékterych mistech bylo zadané hrubé schéma vypoctu nebo
prozrazena metoda, ktera povede k vysledku. Proto nasim cilem bylo hlavné
tyto vysledky odvodit a dokézat vlastnosti radialniho reSeni, u nichz bylo
pouze napsano "lze ukazat”.
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