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Uvod

Pocit neistoty z budiceho vyvoja je neodlacitelny prvok spojeny s kazdou ¢innostou,
ktora je podmienend uréitymi nedeterministickymi faktormi vyvijajicimi sa v case.
Prirodzenou snahou ¢loveka je tento jav, povedzme riziko budiceho vyvoja, urdi-
tymi prostriedkami eliminovat. S tymto tsilim je spojeny aj vznik opcid, dolezitych
finanénych derivatov.

Spomenutiahodné prvopocdiatky opcii siahaju az do 7.-6. storocia pred Kristom.
7Z tychto dob pochadza pomerne znamy pribeh o antickom filozofovi Tdlesovi, ktory
popisal Aristoteles vo svojom diele Politika. Téles prisiel k bohatstvu pomocou call
opcii (préavo kupit) na pouzitie olivovych lisov. Kedze po ndkupe opcii nasledovala
hojna troda oliv, majitelia olivovych sadov od Télesa toto pravo radsej odkupili,
pretoze straty, ktoré by utrpeli, keby nemohli trodu spracovat, by boli viyrazne vyssie
ako pri odkupe prav. Dalsim znidmym obdobim spojenym s opciami st tridsiate
roky 17. storo¢ia. Vtedy sa v Holandsku stali velmi Ziadanym artiklom tulipany,
¢o viedlo k uzatvaraniu call opénych kontraktov prave na ne, kedZe budtica ponuka
silno z4visela na v tej dobe nie najlepsie ovplyvnitelnych prirodnych podmienkach.
V USA je hlavny rozmach obchodovania opcii spojeny so vznikom The Chicago Board
of Trade, ktora zacala v sedemdesiatych rokoch 19. storo¢ia oficidlne obchodovat
s futures a opciami. Dnes burzy v mnohych krajinich, ktoré pokryvaji majoritu
svetového kapitalového trhu, obchoduj s réoznymi opénymi kontraktmi.

Histdria opcii teda siaha storocia spiit, problematika ich ocefiovania je vSak ovela
mlad$ia. Na prvy pohlad nevyrazny vyraz financény derivat vypovedd o ocenovani
opcii viac ako sa zda. Hodnota opcie samozrejme priamo zavisi na podkladovom
aktive, na ktoré je naviazana. Podstatny prvok procediury ocemnovania je preto odha-
dovanie procesu, ktory sleduju ceny tohoto aktiva, povedzme akcie. Snahou je najst
proces, ktory by dokdzal odzrkadlit vlastnosti vykazované pozorovanym spréavanim
akcie, a na tomto predpoklade vybudovat ocetiovaci model. Louis Bachelier bol pr-
vym, kto sa o nieco také pokusil. V roku 1900 vo svojej praci Théorie de la spéculation
polozil zédklady modelovania finanényh trhov pomocou Brownovho pohybu. Ten bol
ale pre neho vtedy eSte neznadmym terminom, pretoze idea tohoto pojmu, odpozoro-
vand Skétskym botanistom Robertom Brownom na pelovych zrnkich pohybujucich
sa vo vode, do Pariza, Bachelierovho posobiska, prenikla az po roku 1902. Bachelier
sa dopracoval az k ocenovacej formuli, klG¢ovym problémom vsak bolo, Ze jeho model
pripustal aj negativne ceny akcie, v doésledku ¢oho bola cena opcie v jeho ponimani
neobmedzenda. V roku 1955 znovu osvetlil Bachelierove myslienky Paul Samuelson
svojou pracou Brownian Motion in the Stock Market, v ktorej sa snazil vyriesit
hlavné nedostatky Bachelierovho modelu. Brownov pohyb (geometricky) ako model
pre proces ceny akcie uplatnili vo svojej prelomovej praci [1] publikovanej v roku 1973
aj Fischer Black a Myron Scholes. Ich snaha viedla k zrejme najznamejSej ocenova-
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cej formuli pre opcie, za ktoru dostali spoloéne s Robertom Mertonom, ktory s nimi
spolupracoval, v roku 1997 Nobelovu cenu za ekonémiu (presnejsie bez Blacka, ktory
zomrel v roku 1995).

Miernym paradoxom je, Ze jeden z najrozsirenejSich modelov, ktorym nesporne
Black-Scholesov model je, sa v mnohych charakteristikich od skuto¢ného diania
na trhu odklana, ¢o bude demonstrované aj v tejto praci. V ¢om teda spociva dévod
jeho 8irokej aplikacie? Steele v [10] prezentuje nézor, ze podstatnym prvkom Zivnej
pody jeho tspechu je odvodenie konkrétnej ocenovacej formule. Parafraza jednej vety
z tejto publikacie znie: V svete mimo profesionalnu vedu je formula jadrom toho, ¢im
sa rozumie rieSenie problému. Zda sa teda, Ze trh nepotrebuje za kazdu cenu doko-
naly model a je schopny akceptovat aj taky, v ktorom st jasne badatelné nedostatky.

V préci sa pokuasime priblizif niektoré partie stochastickej analyzy, ktoré kores-
ponduju s modernymi pristupmi k tedrii ocenovania a pomocou ktorych je odvodenie
Black-Scholesovej ocenovacej formule jednoduchsie ako pri pévodnom pristupe auto-
rov. UkdZzeme aj odvodenia tzv. Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice
(PDE) pomocou replikicie opcie ur¢itym porféliom. Riesenie tejto PDE taktiez vedie
k spomenutému oceniovaciemu vzorcu. Nakoniec rozdiskutujeme niektoré nevyhody
Black-Scholesovho modelu, nase tvrdenia budeme demonstrovat na vysledkoch em-
pirickej analyzy realnych dat.

Stadium tejto prace predpokladé zakladné znalosti finanénej tedrie tykajtcej sa
opcii, taktiez terminoldgie z tedrie miery a pravdepodobnosti.



Kapitola 1

Stochasticka analyza v teorii
ocenovania

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1.1.1 (Filtracia) Nech (Q, F) je meratelny priestor, T C [0,00). Systém
o-algebier {Fy;t € T}, kde

FsCFCF Vs<t s,teT,
nazgvame filtracia na (Q, F).

Filtraciu budeme v dalSom niekedy zjednoduSene znacit ako {F;}. Ak nebude
inak $pecifikované, budeme uvazovat pravdepodobnostny priestor (2, F, P).

Definicia 1.1.2 (Stochasticky proces) Nech (S,S) je meratelny priestor. Mno-
Zinu nahodnych velicin X = {X;0 <t < oo}, kde

X (,F) = (S,S),

nazjvame stochasticky proces. (S, S) sa nazgva stavovy priestor. Ak (S,S) = (R%, B(RY)),
hovorime, Ze X je d - dimenziondlny stochasticky proces. X moZe byt taktieZ inter-
pretované ako

X : [0,00) X 2 — (S5,S);

X(t,w) = Xi(w) Y(t,w) € ]0,00) x .

X; a X(t) st rovnocenné znacenia. Definiciu mozno zobecnit pre separabilny met-
ricky priestor E a interval T C [0,00) na stochasticky proces so stavmi v E a s
¢asom v T' ako mnozinu {Xy;t € T} takd, Ze

Xi: (Q,F)— (E,B(E)), tel.

Stochasticky (ndhodny) proces budeme niekedy v texte zjednodusene znacit { X;}.
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Definicia 1.1.3 (Trajektoria; spojity proces) KaZdy stochasticky proces mozno
interpretovat ako zobrazenie

X:(0F)— (ET,B(E)"),

kde (ET,B(E)") predstavuje priestor funkcii z T do E. Proky tohoto priestoru nazyj-
vame trajektérie procesu X. Hovorime, Ze stochasticky proces je spojity, ak si jeho
trajektorie spojité funkcie.

Pre nase potreby si vystacime s redlnymi spojitymi stochastickymi procesmi, teda
(S,8) = (R, B(R)), kde B(R) standardne znaé¢i borelovksi o-algebru na R. Index ¢
bude predstavovat hodnoty na ¢asovej ose, ¢ize T = [0,00) = R™.

Definicia 1.1.4 (Standardné podmienky) UvaZujme pravdepodobnostny pries-
tor (Q,F, P) s filtraciou {F;;0 < t < oo}. Hovorime, Ze tento priestor spliia tzv.
Standardné podmienky ak:

(i) F je P-tplna, t.j. pre kazdi B C A taki, e P(A) =0 plati B € F.
(i) Fo obsahuje vsetky P-nulové mnoZiny z 2.
(iii) Filtracia {F;} je zprava spojitd, t.j. Fr = Fyy = Ng=yFs; VO <t < o0,

Podmienka (i7) intuitivne znamend, Ze uz v ¢ase 0 vieme, ktoré javy st moZné,
a ktoré nie. Ak mame pravdepodobnostny priestor (Q,F, P) s filtraciou {F;;0 <
t < oo}, jednoduchou procedirou mozeme ziskat (2, FF, P) spliiajice §tandardné
podmienky, kde {F7;0 < t < oo} predstavuje tzv. P-ziplnenie filtricie {F;}. Ide
v podstate o rozsirenie danych o-algebier o podmnoziny mnozin miery nula; sprava
spojitost o-algebier filtracie dostaneme definovanim prienikom, ako je uvedené vyssie
v definicii.

Definicia 1.1.5 (Kanonicka filtracia) Nech X je stochasticky proces. Definujeme
FX = 0(X;;0< s<t)=0{[Xs € By, Bs € BR), 0< s < t},

t.j. najmensiu o-algebru, vzhladom ku ktorej je Xs meratelné pre Vs € [0,t]. Po-
tom {F7X,t > 0} nazveme kanonické filtracia procesu X. Niekedy sa moézeme stret-
nut taktiez s oznacenim generované filtracia. Uplnou kanonickou filtraciou procesu
X rozumieme kanonicku filtraciu po ziplnent; vniektorej literatire sa moZeme tiez
stretnut s oznacenim prirodzend filtracia.

Kanonicka filtracia je systém obsahujuci vSetky informaécie, ktoré si obsiahnuté
v pozorovanej trajektorii procesu X. Ak nebude povedané inak, budeme v nasledu-
jacom uvazovat préave tuto filtraciu.

7 hladiska finan¢nej matematiky moZno pojem filtracie intuitivne pojat ako isté
usporiadanie dostupnych informéacii. Kazda o-algebra obsiahnutd vo filtracii bude
obsahovat informécie zozbierané pozorovanim do daného éasového horizontu, ktory
predstavuje jej index. Ak teda sledujeme nejaky nahodny proces, jeho prirodzend
filtracia bude tvorend ” pozbieranymi” informdaciami z vysledkov pozorovania do ¢asu,
v ktorom sa v danom pozorovani prave nachadzame.
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Kazda ndhodna veli¢ina z kolekcie nazyvanej nahodny proces je definovana na prav-
depodobnostnom priestore (2, F, P); v kazdom bode t € T' (interpretujme ho ako ¢a-
sovy okamih) teda vystupuje rovnaka pravdepodobnostna miera P, vzhladom ku kto-
rej Specifikujeme rozdelenie danej nahodnej veli¢iny X;. Intuitivne vSak mozno do-
spiet k tomu, Ze v ¢ase t mame k dispozicii viac informécii ako v predchddzajicom
okamihu. Spravnou volbou filtracie na pravdepodobnostnom priestore, s ktorym pra-
cujeme, je tento jav mozné modelovat préve tak, Ze v danom ¢asovom okamihu apli-
kujeme podmietniovanie vzhladom k odpovedajtcej o-algebre zo zvolenej filtracie, t.j.
pravdepodobnostnii mieru restringovana na dana o-algebru.

Definicia 1.1.6 (F;-adaptovany proces) Nech X je stochasticky proces a {F;}
(zjednodusené znacenie) filtracia na (2, F). Proces X je nazyvany Fi-adaptovany
ak X; je Fi-meratelnd V0 < t < oo. Ak je proces FiX -adaptovany, hovorime zjedno-
dusene, Ze je adaptovany.

Definicia 1.1.7 (F;-progresivny proces) Nech X je stochasticky proces, {F;} fil-
tracia. Hovorime, Ze proces X je J;-progresivne meratelny, resp. JF;-progresivny, ak
je zobrazenie (t,w) — X (t,w) meratelné v zmysle

(€2 [0, ], Fs @ B([0,5])) — (R,B(R)) pre Vs=>0.

Poznamky a odkazy

Pre hlbsie nahliadnutie do niektorych pojmov pouzitych v tejto stati, resp. jednot-
livych stvislosti z matematického hladiska, je mozné éerpat z Stépan [11]. Co sa
tyka finanéného kontextu, informécie je mozné hladat napr. v Schoutens [9] alebo
Steele [10]. Poznamky k jednotlivym definicidm maja slazit ako pomocka pre ziskanie
vhladu do danej oblasti tedrie pravdepodobnosti z hladiska finan¢nej matematiky, nie
je vSak vhodné pristupvat k nim dogmaticky, priestor treba prenechat samozrejme
aj vlastnej intuicii.

1.2 Brownov pohyb

Definicia 1.2.1 (Brownov pohyb) Nech W : [0,00) x Q@ — (R, B(R)) je stochas-
ticky proces s nasledujicimsi vlastnostama:

(i) W(0) =0.
(i) Kazdd trajektoria t — W (t) je spojita, t.j. W je spojity proces.

(ii) Pre 0 < tg < t; < ... < tx < 00, k € N st ndhodné veli¢iny (prirastky)
W(t1) — Wi(to),...,W(tg) — W(tx—1) navzajom nezdvislé.

(iv) Pre 0 < s <t plati W(t)—W(s) ~ N(0,(t—s)), t.j. W(t)—W(s) md normdlne
rozdelenie so strednou hodnotou 0 a rozptylom t — s.

Potom sa W nazyjva Brownov pohyb (BP), resp. Wienerov proces.
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Obr. 1.1: Brownov pohyb

1.2.1 Aproximacia Brownovho pohybu nahodnou prechadzkou

Ako prvy dokazal existenciu Brownovho pohybu ako matematického pojmu Nor-
bert Wiener.! Pre isté intuitivne pochopenie spravania Brownovho pohybu mézeme
pouZit porovnanie so symetrickou celo¢iselnou ndhodnou prechadzkou.

Definicia 1.2.2 (Symetrickd nahodna prechiddzka na Z) Nech X = {X;, i =
1,2,...} je postupnost nezdvislijch a rovnako rozdelengch (iid) ndahodngch wvelicin
P(X; =1) = P(X; = —1) = 1/2. Definujeme Z = {Z,,n =0,1,2,...} ako symet-
rick ndhodnt prechddzku na Z tak, 2e Zg :=0 a Z, :=> ¢  Xj, n=1,2,....

Ak pre t € R, k € N uvazujeme normované sicty tvaru

_ 2]
\/E )

kde |z | znadi celt cast redlneho ¢isla, plati, Ze dané postupnost normovanych stactov
konverguje v distribucii (teda slabd konvergecia rozdeleni ako pravdepodobnostnych
mier) pre k — oo k W (t).

Yi(t)

Priklad 1.2.1 Nech k € N. Zrejme Y (0) = 0. Z Definicie 1.2.2 plynie, Ze Y (t)
splria i druhy a treti bod Definicie 1.2.1. Dalej pre 0 < t < s overme, ¢ (Y3,(s +
t) — Yi(t)) ~ N(0,s), kde znak ~ znaci asymptotické (k — o0) rozdelenie danej
nahodnej veliciny. K tomu ndm poslizi centralna limitnd veta (CLV). Plati

_ Zlks+kt]  Zlkt)  Zlks]
vk Vk vk

10dkazy na literattru, v ktorej je mozné vyhladat dokaz existencie, sa nachadzaju za statou
v Pozndmkach a odkazoch. Prave kvoli praci N. Wienera sa pre Brownov pohyb pouziva i oznacenie
Wienerov proces.

Yk(s + t) — Yk(t)
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Konvergenciu v distribicii odvodime pomocou Lévy - Lindebergovej CLV, s prihliad-

V Lks]

nutim na to, Ze X; su iid, EX1 =0, varX; =1 a i /s, k — oo. Dostdvame

teda
Ziks) — |ks|EX
) WA VTEST .4,k — oo
V| ks |var Xy Vk
<&
(; ; 1 I0 1 I5 2‘0 2‘5 3‘0 (!) ‘;I_) 1 IO 1 I5 2‘0 2‘5 3‘0
k= 3 k = 80

Obr. 1.2: Aproximacia Brownovho pohybu nahodnou prechadzkou

1.2.2 Vlastnosti Brownovho pohybu

Lemma 1.2.1 (Vlastnost kanonickej filtracie Brownovho pohybu) Nech {F}V}
je kanonickd filtrdacia Brownovho pohybu, ¢ize F)V = o(W(s);0 < s < t). Potom plati

Vo<t<s o(W(s)=W(@t) a FY
st nezavislé o-algebry (nezdvislost mnozZinovych systémov).

Dokaz uvazenim Definicii 1.1.5 a 1.2.1, viac v Pozndmkach a odkazoch za statou.
V tejto stati budeme implicitne uvazovat filtraciu generovani Brownovym pohybom.

Martingalova vlastnost

Definicia 1.2.3 (Martingal) Nech X = {X;} je stochasticky proces, {F;} filtrd-
cia a X je Fi-adaptovany. Dalej nech plati E | X; |< co V0 < t < co. Tento
stochasticky proces sa nazyva Fi-martingal ak plati

X,=E[X; | F] P-sj, V0<s<t<o.
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Ak v uvedenom vyraze nahradime = znakom <, hovorime, Ze X je tzv. F;-submartingal.
Ak nahradime = znakom >, potom hovorime o F;-supermartingale. Ak je X FiX-
martingal, hovorime jednoducho, Ze je martingédl (resp. submartingdl, resp. super-
martingdl).

Tvrdenie 1.2.1 Brownov pohyb je martingdl.

Dokaz. Nech siit dané () < s < t. Potom
EW () | 7] = E[(W(t) — W(s)) + W(s) | 7] =

= B[W () — W(s)] + W(s) = W(s).

Rovnosti plynt z uvedeného Lemma 1.2.1 o filtracii BP a z vlastnosti podmienenej
strednej hodnoty, konkrétne E[X | ] = X ak X je F-meratelnd a E[X | F] =EX
ak st 0(X) a F nezdvislé mnozinové systémy.

O

Kovariancia Brownovho pohybu

Tvrdenie 1.2.2 Pre s >0, t > 0 plati

EW (s)W (t) = min{t, s}.

Dékaz. BUNYV (bez tijmy na vieobecnosti) nech s < t, potom
EW (s)W (t) = E{W (s)[(W(t) — W(s)) + W(s)]} =

= EW (s)[EW (t) — EW (s)] + EW?(s) = varW (s) = s.

Ak by platila opacnd nerovnost t < s, analogickym spésobom by sme dokéazali,
ze EW (s)W (t) = t, z ¢oho plynie dokazované.

O

Poznamky a odkazy

Dokaz existencie Brownovho pohybu je zaloZzeny na hlbsich tvrdeniach z tedrie prav-
depodobnosti, ako st Daniell-Kolmogorovova veta, ¢i Kolmogorovova veta o spo-
jitej modifikdcii, ktoré sa aj s dokazom existencie nachadzaji v Stépan [11]. Do-
kakizat Lemma 1.2.1 o vlastnosti filtracie generovanej Brownovym pohybom je
pomerne jednoduché. Vyjst mozeme z nezavislosti jednotlivych ndhodnych veli¢in
Wi(s),0 < s <tsW(t)— W(s), ¢o je ekvivalentné s nezavislostou o-algebier ge-
nerovanych tymito ndhodnymi velid¢inami. V Stépan [11] mozno néjst dokaz este
vSeobecnejsieho tvrdenia (VIL.2.1).
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1.3 Itdov integral

Black-Scholesov (B-S) model pre proces ceny podkladovej akcie je prikladom line-
arnej stochastickej diferencidlnej rovnice. Pre spravne pochopenie problematiky je
nutné zaviest pojem stochastickej integracie. V tejto stati sa pokisime priblizit je-
den z typov stochastického integralu, a to [tdov integrdl, ¢o ndm umozni spravnu
interpretaciu vyrazov ako dS; = uSidt + 0S;dW;. Budeme sa teda snazit vysvetlit
definiciu pojmu

T
/ X (t,w)dW (¢, w)

pre procesy
X :]0,00) x Q2 = R,

W (t,w) Brownov pohyb a T € [0, c0). Tento pojem bude definovany pre isti $irokt
triedu danych funkcii.

Pomocou stochastického integralu je moZné zahrnat do ur¢itého modelu prvok né-
hody. Proces W (t,w) moZno chépat ako zdroj Sumu a proces X(¢,w) ako prvok,
ktory urcuje, akou mierou sa na vyvoji modelovaného procesu bude Sum podielat.
Intuitivna predstava moZe viest k tomu, Ze by nebolo spravne, aby tento prvok upra-
voval svoje spravanie na zaklade poznatkov z budiceho vyvoja zdroja Sumu W (t,w),
pretoZe by tymto mohol integral zacat naberat isty deterministicky rozmer. Preto
sa pri jeho konstrukcii pracuje s kanonickou filtraciou {FV} = {F} (v nasleduju-
com) a budeme pozadovat progresivnost procesov, pre ktoré budeme Itoov integral
definovat.

Definicia 1.3.1 (Trieda integrandov Itéovho integralu) Trieda integrandov Ito-
ovho integralu je definovand ako mnoZina procesov, ktoré splriaji:

(i) X ={X;0 <t <T} je ndhodny proces.
(i) X je Fi-progresivny.

(iii) Plati B[f] X?(t,w)dt] < oco.

Oznacme tito mnoZinu ako L?(Fr).

Uvedena definicia triedy integrandov Itéovho integralu je pre zachovanie jedno-
duchosti az prili§ obmedzujica, poznamenajme teda, ze Itoov integral by sme mohli
definovat pre 8irsiu triedu funkcii modifikiciou podmienok (ii) a (ii7), konkrétne roz-
Sirenim definicie pre Tubovolnt filtraciu {H;}, vzhladom ku ktorej je BP martingal,
a zoslabenim podmienky (ii); ¢im dostaneme:

(i)’ {W;} je martingal vzhladom k filtracii {H;}; X je Hy-progresivny.
(iii)’ Plati P f; X2(t,w)dt < o0) = 1.

Zostaneme vsak pri striktnom variante, ktory bude v nasom kontexte postacujuci.
Komplikaciu by bola napriklad strata istych vlastnosti integralu pre Sirsiu skupinu
integrandov.?

2Integral definovany pre irsiu triedu integrandov uz nemusi byt vieobecne martingal (¢o pre nasu
definiciu platit bude), ale len lokdlny martingal. Vid. @ksendal [6].



1.3 Itoov integral 14

Definicia 1.3.2 (F;-jednoduchy proces) Stochasticky proces G € L*(Fr) tvaru

n—1

G(t) = Gollioy(t) + > _ Gyl 4, (1), 0<t<T,

i=1

kde 0 =tg < t; < -+ <tp_1 <ty =T je delenie intervalu [0,T], G; si obmedzené
Fi; -meratelné ndhodné veliciny a Lt ,t,,1) #naci indikdtorovi funkciu, nazgvame Fi-
jednoduchy stochasticky proces.

Definicia 1.3.3 (Itéov integral pre jednoduché procesy) Pre jednoduchy pro-
ces definujeme Itdov integral ako

n—1

T
| Gt e.w) = 3 G- (Wity0) = Wityw)
=0

Povsimnime si, ze G st F;,-meratelné ndhodné veli¢iny, ¢o je velmi dolezité ob-
medzenie. Nasou snahou bude definovat Itdov integral pre nejaki vSeobecni funkciu
(s ur¢itymi vlastnostami uvedenymi vyssie) ako limitu Itdovych integralov postup-
nosti jednoduchych (elementarnych) procesov, ktora v istom zmysle aproximuje dany
proces (bude $pecifikované). Bez tohoto predpokladu by sa vSak mohlo stat to, ze dve
postupnosti elementarnych procesov by boli vhodnou aproximéciou danej vSeobecnej
funkcie, ich Itoove integrily takto definované by sa ale ani pre akokolvek velké n € N
”nepodobali”.

Idea aproximécie funkcie X (¢,w) spoéiva vo volbe aproximacnych funckii

Z X(t;’ w) - LITHEI (t),
J

kde t7 € [tj,t;11]. Volbou ¢} = t; dostaneme Itoov integral.

Lemma 1.3.1 (Itéova izometria) ® Ak je G € L*(Fr) jednoduchyj proces. Potom
plati

B [ /O ' G(t,w)dW(t,w)] g [ /O ' G2(t,w)dt] |

Pomocou tohoto lemma je mozné definovat Itoov integral pre funkcie (procesy)
s uréitymi vlastnostami, pretoZe je mozné istym postupom néjst aproximujicu po-
stupnost jednoduchych procesov v zmysle E[fOT(X(t, w)—Gy(t,w))?dt] — 0, n — oo,
a Itoov integral potom definovat ako nizsie uvedent limitu v zmysle L? konvergen-
cie. Itbova izometria bude platit aj pre prvky triedy integrandov Itdovho integrélu,
nielen jednoduché procesy.

Definicia 1.3.4 (Itéov integral) Ak X patri do triedy L?(Fr), potom existuje ap-
rozimugica postupnost {Gy} jednoduchych procesov (z L*(Fr)) takd, Ze

T
B /0 (X (£, ) — G (t,))2dt] — 0, 0 — oo,

*Dékaz v @Pksendal [6], Lemma 3.1.5.
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a Itoov integral X je definovany ako jednoznacnd limita

T T
/ X () AW (tw) = Tim [ Gt w)dW (¢, w)
0

n—oo 0
v zmysle L? konvergencie.

Existencia uvedenej limity v zmysle L? je odvoden z faktu, Ze postupnost v priestore
L*(Q,F,P) {fOT Gp(t,w)dW (t,w)}, je cauchyovska, ¢o plynie z Itdovej izometrie,
a uvazenim toho, ze dany priestor je uplny.

Da sa dokazat, Ze stochasticky proces {My;0 < ¢t < T'}, definovany ako

t
]\@(w):/0 X(s,w)dW (s,w)

pre nejaké X (t,w) € L?(F;), je martingal vzhladom ku kanonickej filtracii {7}V }. Po-
zoruhodné je, Ze existuju aj tvrdenia, ktoré umoziiujt vyjadrenie martingalov vzhla-
dom ku kanonickej filtracii Wienerovho procesu ako Itdéovych integralov. Hovorime
o tzv. martingalovej reprezentacii.

Veta 1.3.1 (Itdova reprezentacia) * Nech T € [0,00), H € L*(Q, Fr, P). Potom
existuje jednoznacny stochasticky proces X (t,w) € L*(Fr) taky, Ze

T
H(w)=EH +/ X(t,w)dW (t,w).
0

Veta 1.3.2 (Martingalova reprezentacia) ° Nech W = {W,} je Wienerov pro-
ces, {M;} FV-martingdl a My € L*(Q,F,P) V0 <t < oco. Potom existuje jedno-
znacngj stochastickyj proces X € L*(F;) V0 <t < oo taky, Ze

t
M(t,w) =EM(0) +/0 X(s,w)dW (s,w).

Definicia 1.3.5 (Itdov proces) Nech o je stochasticky proces patriaci do triedy
integrandov Itoovho integralu taky, Ze

t
P(/ o(s,w)?ds < oo Vt20>:1
0

a i je {F; }-adaptovany proces taky, Ze

t
P(/ | p(s,w) | ds < oo ‘v’t20>:1.
0

Potom proces definovany ako

X(t,w) = X(0,w) +/0 ,u(s,w)ds—l—/o o(s,w)dW (s,w),

kde X(0,-) je Fo-meratelnd, sa nazgva Itdov proces. Zjednodusene moZeme pouZit
znacenie:

dX (t,w) = p(t,w)dt + o(t,w)dWy(w).

“Dokaz v @ksendal [6], Veta 4.3.3.
®Dékaz v @ksendal [6], Veta 4.3.4.




1.3 Itoéov integral 16

Proces takto definovany je {F;}-adaptovany.

Na tomto mieste uvedme silny néstroj stochastickej analyzy, ktory sa pouZiva aj
pri odvodeni Black-Scholes-Mertonovej parcialnej diferencidlnej rovnice.

Lemma 1.3.2 (Itéovo lemma) Nech X je Itoov proces dX; = pdt +odWy, g(t,
funkcia patriaca do C?([0,00)xR). Potom pre stochasticky proces definovany Y (t) :
g(t, X (t)) plati:

x)

dy; = %(t,X( t))dt + %(t X ())dX; + ;g 2 (t, X (t)o*dt =
dg dg 10%g g
9 X O+ = 1, X(1) + 39,2 b X ))o®| dt + 5 (X (0)odWy.

Ukézme aplikiciu Itéovho lemma v tvare 1.3.2 na geometricky Brownov pohyb.
Ak teda mame proces {S;}, ktory splia stochastickt diferencidlnu rovnicu tvaru

dSt = Studt + StO'th,
ktorej riesenie je
1
Si = Soexp{(n — 50’2)15 + oWy}

s podmienkou Sy = 1 pre jednoduchost mozeme na vyjadrenie dg(t, S;) za splne-
nych predpokladov aplikovat predchadzajice Lemma 1.3.2 na f(¢, X;) = g(¢, S;) kde
f(t,z) = g(t,exp{x — 1/20%t}) a X; = ut + oW;. Vyjadrenim parcidlnych derivicii
funckie f(t,z) pomocou retiazkového pravidla dostaneme

1 1
folt,2) = gu(t, exple — 5ot} exple — 5ot}

1 1 1 1
fi(t,x) = g4(t, exp{x — §U2t}) - §U2g$(t,exp{x — §U2t}) exp{z — 50275},

1 1 1 1
Jea(t,w) = ga(t, exp{z— S0 t}) explu— S0t} +exp{z— S0t} gaa (t, explz—50™t})
a pouzitim Lemma 1.3.2 sa teda dopracujeme k vztahu

10%g

59 2(t 5,)S2c%| dt + @(t, S¢)SiodW.

0s
(1.1)

Parcidlne derivacie funkcie g podla premennej vztahujicej sa k procesu S; s
pre ndzornost oznacené pismenom s.

dg dg
dg(t,S;) = (t S)Sti + —;

s ot (t7 St)

Poznamky a odkazy

Postup definicie Itdovho integralu v tejto stati bol zvicsa prevzaty z Oksendal [6].
V zdroji je mozné najst celkom podrobny postup zostrojenia aproximujicej postup-
nosti jednoduchych procesov s pripadnymi dalsimi referenciami pre hlbsie $tadium.
V publikacii sa taktieZz nachadzaja dokazy uvedenych tvrdeni, konkrétne Itoovej a
martingalovej reprezentdcie a Itoovho lemma v rozsahu formulicie v tomto texte,
rovnako i priklad demonstrujiaci poznamku za Definiciou 1.3.3.
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1.4 Martingalova miera a ocenovanie

1.4.1 Ekvivalentna martingalova miera

Definicia 1.4.1 (Ekvivalentna martingalova miera) Hovorime, Ze pravdepodob-
nostnd miera Q (definovand na (2, F)) je ekvivalentnd martingélova miera ak plati:

(i) Q je ekvivalentnd s P, tzn. VA € F P(A) =0 < Q(A) =0, ¢ize maji
rovnaké nulové mnoZiny, teda P << Q N Q << P.

(i) Proces diskontovangch cien podkladového aktiva (napr. akcie) S = {S; =
exp(—7t)Sy; 0 < t < oo} je martingdl vzhladom k miere Q, tzn.

e MBS | Fs) = e "8, 0<s<t<oo.

Skisme sa pozriet na jednotlivé body definicie ekvivalentnej martingdlovej miery

Nasou snahou je zavedenie akejsi férovosti do systému oceniovania, ¢o je v podstate
motivacia druhého bodu definicie. V ¢ase s mame pristup k informécidm o akejkol-
vek meratelnej veli¢ine na trhu, ktoré sme do tejto chvile napozorovali, nas$ stbor
informacii zastupuje o-algebra F;. To, Ze pri oceniovani pouzivame mieru s danou
vlastnostou, odrdza naSu snahu o konzistenciu pristupu, pretoze predpokladame,
ze diskontovany proces akcie sa vyvija férovo, ¢ize jeho diskontovani budica oca-
kdvana hodnota v Case t > s vzhladom k informéacidm ndm dostupnym v case s je
sucasna diskontovana hodnota.

Prva vlastnost EMM z definicie je nemenej doleZita. Ak by sme ju totiZz vynechali,
diskontovany proces cien akcie by sice mohol byt k danej miere stale martingal,
nasa EMM by vSak mohla pridelif nenulova pravdepodobnost javom, ktoré boli pod
fyzickou mierou P nemozné, a naopak, ¢o by samozrejme malo neblahy dopad na
ocenovanie. Tymto predpokladom sa takémuto degenerovanému pripadu vyhneme.

1.4.2 Arbitraz a EMM v svete s koneénou 2

Pokusime sa pribliZit koncept ocefiovania pomocou ekvivalentnej martinglovej miery
za zjednodusujiceho predpokladu konefnej mnoziny Q = {wj,ws,...,wn} nasho
pravdepodobnostného priestoru (€2, F, P), ako napriklad v Delbaen [2]. Nech F znaci
poten¢ni mnozinu ). Treba poznamenat, Zze obmedzenim na kone¢ni ) sa vyhneme
odlignostiam zavislym na volbe L>(Q, F, P), L'(Q, F, P), L°(Q), F, P);5 pretoze tieto
priestory st vdaka volbe  izomorfné s RV, a teda jadro funkcionalnej analyzy, ktora
budeme potrebovat, sa redukuje na linedrnu algebru.

Na modelovanie finanéného trhu pouzijeme d+ 1-dimenzionalny stochasticky pro-
ces

S: {St;t:()?-"?T}: {(ggﬂgtlw'wgg);t:07"'7T}7:

kde jednotlivé Sf , j=1,...,dpredstavuju ceny j-teho aktiva na trhu vyjadrené v ur-
¢itych menovych jednotkach, st adaptované vzhladom k filtracii {F;;¢t = 0,...,T}
pravdepodobnostného priestoru, na ktorom pracujeme. Taktiez adaptované

S5LP(Q, F,P), p€{0,1,2,...,00} predstavuje systém F-meratelnych nahodngch veli¢in (funkcii),
ktoré maji konec¢né momenty p-teho radu; teda ak p = 0 ziadne, a ak p = oo vSetkych radov.
"Casové élenenie bude pre jednoduchost diskrétne.
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5’,9 >0, t =0,...,T bude predstavovat tzv. numéraire, teda aktivum, ku ktorému
bude moZné v relativnej miere vyjadrit ceny ostatnych aktiv. Za numéraire moze byt
zvolend napriklad jednotka meny ako konstantnd hodnota, za predpokladu konstant-
nej urokovej miery diskontny inStrument ako pokladni¢na poukazka je prikladom
numéraire s premenlivou, ale deterministickou hodnotou; ak uvazujeme stochastické
arokové miery, akumulovand hodnota menovej jednotky investovanej na penaznom
trhu predstavuje numéraire s ndhodnou hodnotou.

Definicia 1.4.2 (Obchodna stratégia) Obchodnd stratégia je d+1-dimenziondl-
ny proces {Hy;t = 1,...,T}, ktory je predpovedatelny, t.j. H; je Fi_1-meratelné.

Hodnota ng interpretuje objem aktiva j drzaného v ¢ase medzi t — 1 a t; rozhod-
nutie o tejto kvantite sa samozrejme vykonava v ¢ase t—1, z ¢oho prameni predpoklad
predpovedatelnosti.

Definicia 1.4.3 (Samofinancujica sa obchodna stratégia) Obchodna stratégia
sa nazyvae samofinancujuca ak plati

d
(Hi,S) = (Hyr,S) =Y H},\5]. (1.2)
7=0

Predpoklad pre samofinancujicu sa stratégiu zaruci, Ze zmenami v portféliu
v ¢ase nedochadza k prijmom ani vydajom, vSetky sa tykaju len rebalancovania
daného portfdlia.

Podiatocny kapital pre dant stratégiu vyjadrime ako Vo = (Hy,Sp). V Case ¢
bude hodnota portfélia definovaného danou obchodnou stratégiou V, = (I:It, S’t) =
(Hiv1, St)-

Model trhu moéZeme zjednodusit zavedenim diskontovania, resp. vyjadrenim cien
aktiv v jednotkach daného numéraire. Nasim novym modelovym procesom bude teda

S={(S},...,80;t=0,...,T}, kde Sg = :Z_g’ Je mozné odvodit, ze pre kazdia ob-

chodnt statégiu {(H}, ..., H);t = 0,...,T} existuje jednoznacne uréend samofinan-
cujiica sa obchodnd stratégia {(H?, ..., H!);t = 0,...,T} takd, ze H = H] Vt; j =
1,....,da H 9 = 0. Odvodenie plynie zo vzfahu (1.2), pomocou ktorého uréime ﬁtoH,
jednoznaénost je zaru¢end pozitivnostou S’?, t=0,...,T. Dalgim dolezitym pozoro-
vanim je, ze diskontovana hodnota portfélia

W

%—S—?,tzo,...,T

nezavisi na ﬂ? ,t=20,...,T,t.j. objeme drzaného numéraire. Plati totiz Vo=Vp =
2?21 H{Sj a pomocou (1.2) AViyy = Vipr — Vi = (Hyp1, ASi41), kde (-, ) znadi
skalarny sa¢in v R?. Koneéne teda

i

Vi=Vo+ Y (Hy, ASk) = Vo + (H - S);.
k=1

Definujme stochasticky integral v nasom kontexte.
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Definicia 1.4.4 (Stochasticky integral) Stochasticky integral H-S = {(H-S);;t =
0,...,T} je realny stochasticky proces definovany ako

t
(H-S) =Y (Hy,ASk), t=0,....T,
k=1

kde (-,-) znaci skaldrny sucin v R

Tymto pojmom budeme modelovat zisk alebo stratu z obchodovania podla stra-
tégie H v urcitom case t.

Definicia 1.4.5 (Mnozina dosiahnutelnych kontraktov) PodmnoZinu K pries-
toru LO(Q, F, P) vsetkych F-meratelngjch redlnych funkcii definovangch na danom
priestore nazgjvame mnozinou dosiahnutelnych kontraktov ak plati

K={(H-S)p; He H}.

Ide v podstate o vyplatné funkcie f v ¢ase T', ktoré je mozné replikovat obcho-
dovanim podla nejakej obchodnej stratégie H s pociatoénym kapitdlom 0. MnoZina,
K, = a+ K bude potom predstavovat vyplatné funkcie dosiahnutelné za cenu a € R,
teda tie, ktoré je mozné replikovat sledovanim nejakej obchodnej stratégie s pocia-
to¢nym kapitalom investora a.

Definicia 1.4.6 (Podmienka neexistencie arbitraze) Financny trh S splia pod-
mienku neexistencie arbitraze (NA) ak plati

KNLY(QF, P)=/{0},
kde LS’F(Q, F, P) znac¢i nezdporny polpriestor a 0 funkciu identicky rovni nule.

7 uvedenej definicie priamo plynie vysvetlenie pojmu arbitrazne;j prilezitosti, ide
o kontrakt f = (H - S)p, ktory je nezdporny a nie je identicky rovny 0.

Definicia 1.4.7 (EMM v zjednodusenom kontexte) Pravdepodobnostnd
miera QQ definovand na (Q,F) sa nazjva ekvivalentnd martingalovd miera vzhladom
k finanénému trhu S ak je ekvivalentnd s P a plati Eg[Siy1 | Fi] = Si, t =0,...,T —
1.

Oznaéme mnozinu ekvivalentnych mier vzhladom k ur¢itému S ako M*(S). Pri-
pomenme, ze v nasom zjednodusenom kontexte s konecnou €2 je ekvivalencia ) a P
ekvivalentnd s tym, ze ak P(w) > 0 Vw € Q, potom plati vztah ekvivalencie ak
rovnaki vlastnost spliia aj Q.

Veta 1.4.1 (Zakladna veta tedrie ocenovania) Nech je S financny trh (model),
potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(i) S splia podmienku (NA).
(i) ME(S) # 0.
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Ak teda méme proces S modelujuci finacény trh, ktory nepripusta arbitraznu
prilezitost, je mozné prejst od povodnej miery P k miere (Q, vzhladom ku ktorej je S
martingal. Prechod sa realizuje prostrednictvom Radon-Nikodjymouvej derivdcie, resp.
hustoty, teda Z = % € LY(Q, F, P), ktora m4 vlastnost

Q(A):/AZdP AeF.

V tomto kontexte sa dé ur¢it jednoducho ako Z(w) = %.

Vieme teda, aky je vztah medzi existenciou EMM a arbitraZou na fina¢nom trhu.
Druhou podstatnou otdzkou je jednoznacnost EMM, odpoved moZno najst v nasle-
dujucej vete.

Veta 1.4.2 (Kompletny finanény trh) Nech S je finanény trh splriiujici podmienku
(NA). Potom si nasledugice turdenia ekvivalentné:
(i) Ewistuje prdve jedna ekvivalentnd martingdlovda miera, t.j. M¢(S) = {Q}.
(i) Kazdé f € L>®(Q,F, P) moze byt reprezentované ako
f=a+ (H-S)r

pre nejoké a € R a H € H. V tomto pripade a = Eq[f] a stochasticky integral
H - S je urceny jednoznacne, taktiez plati

Eolf | Fi] = Eglf] + (H-S);, t =0,...,T.
1.4.3 Ocenovacie formule eurépskych opcii

K ocenovacej formuli eurépskej opcie sa dé dojst dvojakym spdsobom. Priamodciarej-
$ia metdda je zaloZzena na odvodeni parcidlnej diferncidlnej rovnice pre cenu opcie,
ktorej rieSenim dostaneme poZzadovant formulu. Druhy koncept je zaloZeny préave
na EMM, kde sa cena opcie pocita ako diskontovand podmienend strednd (o¢aka-
vana) hodnota vyplatnej funkcie derivatu. Pozrime sa bliZsie na tento sposob.

Nech G({S;,0 < t < T}) znaéi vyplatna funkciu derivitu v ¢ase splatnosti
T < oo; {S;} je stochasticky proces modelujici cenu podkladovej akcie derivatu.
Napr. pre eurépsku call opciu madme G({S;,0 <t < T}) = G(St) = (St — K)*t,
kde K predstavuje realiza¢ni cenu. Potom pre cenu derivatu V; v ¢ase t € [0,7]
za predpokladu neexistencie arbitraze plati:

Vi = Eglexp(—r(T —1t))G({S:,0<t<T}) | F (1.3)

kde uvazované ) znadi ekvivalentnii martingalovi mieru, {F;,0 < ¢t < T'} je priro-
dzené filtracia procesu (uvazujeme koneény horizont) S = {S;,0 <t < T}.

Priklad 1.4.1 Pre eurdpsku call opciu plati V; > (Sy — Ke "(T=0)+,
Plati 0 < (St — K)* > (St — K) s.5., z ¢oho podla (1.8) V; > 0 a dalej

Vi = Eqlexp(—r(T = 1))G({S,0 <t <T}) | Fy] =
= ertEQ[e_TT(ST ~K)" | A > ertEQ[e_rT(ST - K)|F]=
=" (Bgle TSy | Fi] — Ke™T) =
=" (Sie T — Ke ™) = 5, — KemT=t),
V predposlednej rovnosti bola pouZitd druhd vlastnost z Definicie EMM 1.4.1.
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Poznamky a odkazy

Pasaz o arbitrazi a EMM, slaziaca na vysvetlenie stivislosti EMM s existenciou arbit-
réze na trhu a jeho kompletnostou, je odvodena z Delbaen [2]. Referenciou, v ktorej
mozno najst pohlady na problematiku EMM z hladiska diskrétneho modelovania, je
napr. Shreve [8]. VSeobecnejsiu tedriu finanénej matematiky je mozné vyhladat napr.
v spominanej publikacii Delbaen [2], alternativne v Steele [10], v ktorom je popisané
aj problematika volby EMM ak st aktiva na finanénom trhu modelované geomet-
rickym Brownovym pohybom. Existencia EMM je odvodend pomocou Girsanovovej
teorie, ktora umoznuje prechod k miere, pri ktorej sa z Brownovho pohybu s driftom
stava Standardny Brownov pohyb, ¢o sa vyuzije na to, aby sme z diskontovaného pro-
cesu cien akcie dostali martingal po prechode na novt mieru, vid. napriklad Steele
[10]. Jednoznac¢nost sa da dokézat za asistencie Radon-Nikodymovej vety podmie-
nenim istymi predpokladmi pre integrand Itéovej reprezentacie diskontovanej ceny
e S, vid. Steele [10].



Kapitola 2

PribliZzenie Black-Scholesovho

modelu

2.1

Black-Scholesov model

V tejto stati vysvetlime koncepciu B-S modelu pocinajic uvedenim predpokladov
modelu. Pontkneme taktieZ pohlad na mySlienky, ktoré smeruju k odvodeniu Black-
Scholes-Mertonovej parcidlnej diferencidlnej rovnice a jej rieSeniu. Nakoniec odvo-
dime ocenovaci vzorec pomocou konceptu ekvivalentnej martingalovej miery.

2.1.1 Predpoklady Black-Scholesovho modelu

Aby bolo mozné dospiet k rieSeniu otdzky ceny opcie, je nevyhnutné obmedzif redlnu
situaciu na trhu urcitymi idedlnymsi podmienkami, ktoré st v B-S modeli nasledujtce:

a)
b)

Kratkodobé urokova miera (bezrizikova) je zndma a konStantna v Case.

Proces ceny podkladovej akcie {S;} sleduje tzv. geometricky Brownov pohyb
(v spojitom ¢ase), ktory splita linedrnu stochasticki diferencidlnu rovnicu

dS; = Sy(pdt + cdWy);  Sp > 0,
s driftom p a volatilitou o > 0. Vid. Obr. 2.1.
Akcia nevyplaca dividendy ani iné benefity.!
Opcia je eurdpska, t.j. moze byt uplatnend len v ¢ase expiracie.
Neexistuju transakéné naklady tykajtce sa ndkupu a predaja opcie alebo akcie.

Je mozné pozicat si akykolvek podiel z ceny cenného papiera za uc¢elom nakupu
alebo drzania, a to za bezrizikovi trokovi mieru.

Nie st poplatky za predaj na krdtko?.

!Tento predpoklad plati pre originalny B-S model, R. Merton ho vsak neskér rozsiril aj o akcie
vyplacajice dividendy.

2Ide o predaj zapozi¢aného aktiva; investor pritom ocakava pokles ceny aktiva, ¢im opitovnym
nakupom a vratenim dosiahne zisk.
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—— geometr. Brownov pohyH
§ | —— driftova priamka

100
I

drift = 0.09 ; volatilita = 0.2 ; S(0) = 60

Obr. 2.1: Geometricky Brownov pohyb s driftom a volatilitou

Je treba samozrejme pripomentut, ze je predpokladané aj neexistecia arbitrdze.
Tento predpoklad ndm umoznuje pouzitie ekvivalentnej martingalovej miery na-
miesto fyzickej pravdepodobnostnej, ¢iZze prechod do rizikovo neutralneho sveta.
Spravne je predpokladat aj kompletnost trhu, ¢o intuitivne zarucuje jednoznacnost
rizikovo-neutralneho oceniovania a taktiez moznost replikicie nejakého portfélia inym
porféliom, ktorého hodnota vSak moze byt zavisla na inych parametroch ako hodnota
povodného portfdlia.

2.1.2 Naznaky odvodenia Black-Scholesovho ocenovacieho vzorca

Stochasticky proces modelujuci cenu podkladovej akcie {S;;0 <t < T} (s koneénym
horizontom obchodovania T') splita stochasticktl diferencidlnu rovnicu (SDE):

ds; = St(ﬂdt + O'th); So >0, (21)

ktorej riesenie je tvaru
1
St = S() exp{(,u — 50'2)t + O'Wt},

kde p predstavuje drift, ¢ize ocakavany narast ceny, a ¢ znadi volatilitu, povedzme
mieru kolisania ceny. Okrem rizikovej akcie je modelové portfélium tvorené bezrizi-
kovym aktivom (napr. bezny tcet, dlhopis), ktorého cena je modelovana procesom?
B = {B, = exp(rt); 0 < t < T}, kde r predstavuje bezrizikovi trokov mieru (pri
spojitom troceni). Tento proces riesi diferencidlnu rovnicu tvaru

dBt = BtTdt. (22)

V rizikovo neutralnom svete mozeme za parameter p volit bezrizikovi Grokovi mieru
r, v takom pripade dostaneme ako ddsledok rieSenia uz uvedenej SDE vztah pre cenu

3Moézeme interpretovat ako mnozinu redlnych funkcii, zavislych na r a t.
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akcie tvaru:

Sy = Spexp{(r — %az)t + oW}

Oznalme F(t,S;) (= F(t,s)) funkciu vyjadrujicu cenu derivatu v ¢ase ¢, zavisla
na cene podkladového aktiva S;. Za predpokladu dostato¢nej integrovatelnosti do-
staneme aplikdciou Lemma 1.3.2 (resp. vztahu (1.1)) na tato funkciu vztah:

oF oF 82F

oF

dF, =
¢ s

t St) QSt dt + — (t St)O'Stth

(2.3)

Odvodenie Black-Scholesovej diferencialnej rovnice 1.

Pouzita metdda je zaloZend na replikéicii hodnoty opcie pomocou portfélia tvoreného
podkladovou akciou a bezrizikovym aktivom.
Uvazujme portfdlio, ktoré je zloZené z troch nasledujtcich zloziek:

a) Podkladovej akcie, ktorej cena je modelované procesom (2.1).

b) Bezrizikového aktiva, povedzme $téatneho dlhopisu, ktorého cena sleduje proces
(2.2).

c) Opcie, ktorej cena v ¢ase t zavisld na cene podkladovej akcie S; je vyjadrena
ako Ft = F(t, St)

Hodnota nasho portfdlia v ¢ase ¢t bude vyjadrena ako
Ht - OéSt + ﬁBt + Ft- (24)

a a (8 samozrejme predstavuju podiely v danych zlozkach portfdlia. Zmenu hodnoty
portfélia teda bude predstavovat rovnica

dHt = OédSt + ﬁBﬂ‘dt + dFt

Po dosadeni zo vztahov (2.1) a (2.3) dostédvame

(,LLStdt + O'Stth) + ﬁBtTdt + oF

di, = 5 (b S)uSdt +
oF 10%°F oF
+ o —(t, Sy)dt + = 5 5eT (t,S;)o?S2dt + — e —(t, Sy)o S dW; =
OF OF 10%F
= [auSt + BByr + — ot (t St) s (t St),uSt + = 5 Ds a9 (t St) 2St dt +
+ |:CMO'St + %F (t St)StO' dW;.

Chceme, aby nase portfélio bolo bezrizikové (v danom kratkom ¢asovom okamihu),
a aby hodnota opcie bola replikovand hodnotou ostatnych dvoch zloziek. Budeme
teda predpokladat:

1. Portfdlio je bezrizikové.

2. Sucasna hodnota portfélia je 0.
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Z predpokladu 1. plynie, Ze vplyv stochastickej zlozky v zmene ceny portfélia by mal
byt nulovy, ¢ize
OF

a = —%(t, St)

Z druhého predpokladu dostdvame za pomoci predchadzajiceho vztahu a (2.4)

%_Z(ta St)St -

g = B

Plati
oF

0s
ozna¢me II} = %ff(t, St)Sy — Fy, potom

—(t,5)S; — F; = BB,

dITf = BdB; = BByrdt = I rdt

a s prihliadnutim na predchadzajtce rovnice ((2.1) a (2.3)) dostavame vztah

. OF _10°F 5
Z poslednych dvoch vztahov teda plynie
oF OF 10°F
o (t St) a (t St)St + = 2 D3 a7 (t St)U2St = TF(t St) (25)

Tato rovnica sa nazyva Black-Scholes-Mertonova parcidlna diferencidlna rovnica
(B-S-M PDE).*

Odvodenie Black-Scholesovej diferencialnej rovnice 2.

Ukézeme eSte jeden postup, ktorym sa dé dospiet k vysSie uvedenej parcidlnej di-
ferencialnej rovnici. Predpokladajme, Ze investor zostavuje portfélio pozostavajice
z troch zloziek. Aktivum A bude znacif opciu, ktorej cena v ¢ase bude vyjadrend
ako dvakrat spojito diferencovatelnd funkcia V(t) = F(t,S;). Druhé aktivum bude
tvorené podkladovou akciou, oznac¢ime ho B. Ako obycajne proces modelujaci cenu
podkladového aktiva bude {S;}, pre ktory plati vztah (2.1). Trefou zlozkou portfs-
lia znacenou C' bude bezrizikové aktivum so zodpovedajucou bezrizikovou trokovou
mierou r. Nominalna hodnota daného portfélia v ¢ase ¢ potom bude

X(t) = Ni(t)S(t) + No(t)V (t) + M (1),

kde Nj predstavuje investiény podiel v zlozke portfélia B, Ny podiel v zlozke A a M
objem prostriedkov investovanych do bezrizikového aktiva. Dalej oznaéme rovnicu
zo vztahu (2.3) ako

dFt = adt + det,

kde
oF oF 1 O*F
a = — —(t, Sp)pSe + 5 —(t,S¢) + 5 9a2 (¢, St)a St =:apF (2.6)

“Presnejsie vid. Poznamka k rieseniu B-S-M PDE.



2.1 Black-Scholesov model 26

Malliaris v [5] predpokladd, ze N1 a N sa pomaly prispdsobuji zmenam S, V at, ¢ize
budeme predpokladat platnost dNy = dN; = 0 pre kratky casovy okamih (spojité
rebalancovanie porfélia nie je mozné ani v skuto¢nosti), potom teda

dX; = NdS; + NodF, +dM =
= (/J/dt + O'th)let + (Oéth + ﬁFth)NQFt + rMdt.

Definujme V; = N)lf—ft, Vo = Nf(—ft, Vs = % =1-—V; — V4 tak, aby bolo portfélio

bezrizikové (pre dany kratky ¢asovy okamih), teda tak, aby

dX
”m<fﬂ=wmmﬁm+w&NM=Q
t

vary znaéi rozptyl za danych S(t), F(t,S(t)), M(t). Zvolime teda (V7, V3) tak, aby
Vio + Vafp = 0. (2.8)
KedZe plati %t = (udt + odWy)Vi + (apdt + BpdWy)Va + rdtVs dostévame
dXx, _ _ o
E T = wpuWidt + apVaedt + T(l -Vi— VQ)dt = rdt. (29)
t
Poslednéa rovnost plynie z bezrizikovosti portfélia. Zo vztahov (2.8) a (2.9) dostaneme
Vi o e
Vs o
r=uVi +apVo —rVy —rV + 7.
Koneéne teda

w—r ap—7T
= . 2.10
. P (2.10)

Substiticiou (2.6) a (2.7) do vztahu (2.10) dostaneme uz uvedeny tvar Black-Scholes-
Mertonovej diferencialnej rovnice (2.5).

Poznamka k riesSeniu B-S-M PDE

Ak v (2.5) nahradime S; za z dostaneme PDE tvaru

OF OF 10°F

a(t, x) + r%(t, x)r + §W(t’ z)o’z? = rF(t,x).
Za podmienky F(T,z) = G(z), z € R", kde G zna¢i vyplatni funkciu opcie, moZeme
dospiet k rieSeniu, teda opc¢nej oceliovacej formuli, standardne pre eurdpsku call
opciu. Na tomto mieste vSak odkdZeme na prislusna literaturu, ktora je uvedena
v Pozndmkach a odkazoch, a pozrieme sa na odvodenie danej formule z iného hladiska.
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Naznak odvodenia Black-Scholesovho opéného ocenovacieho vzorca

Budeme postupovat podla druhého konceptu ocetiovania, ¢ize pouzitim EMM.

Definicia 2.1.1 (”Transla¢na” hustota) Nech X = {X,} je stochasticky proces.
Oznacme p (to,t1;x,y) pre to < t1 ako podmienent hustotu ndhodnej veliciny X (t1)
za podmienky X (to) = = (premennd je y).

Lemma 2.1.1 (”Transla¢na” hustota geometrického BP) Nech je stochasticky
proces S = {S;}, ktoryj spliia SDE tvaru dS; = rSydt +0S;dW;, dalej to < t; a mdme
dané€ Sy, (znaci hodnotu, nie ndhodni veli¢inu), potom riesenie danej SDE tvaru
S(t1) = Sty exp{a(W (t1) — W (to)) + (r — 202)(t1 — to)} (tzv. geometricky Brownov
pohyb ) mad translaéni hustotu

1
t 7t 7S y )
P (to,t1; St0,9) o 1)
1 Y 1, 2
SN —TS — o) (ty —t } .
eXp{ 2t — to)0? { 85— (1= 30t~ ) }
(2.11)
Naznak dékazu. W (t;) — W(tg) ma hustotu tvaru
1 { 22 }
— X - — .
27T(t1 — to) P 2(t1 - tO)
Substitiiciou
1
Yy = Sto exp{az + (7‘ — 502)(251 — t())}
dy = odz
dostaneme hustotu daného tvaru.
O

Predpokladajme, Ze vyplatna funkcia je tvaru G(y) = (y — K)* (eurépska call
opcia) a pre proces podkladového aktiva plati SDE dS; = rSidt + oS dW; (teda
= 7). Potom pouZitim lemma dostédvame

F(t,8) = e "I DEQG(Sr)| Fil =
[ee)
= @D / G(y)p (t,T; S, y)dy =

_ (T / 1
27T(T )

= Sﬁb(é [log% + (r+ %az)(T — t)}) -

T
e ﬁ[ og S+ (r— 20)(T—t)D, (2.12)

kde ®(v) = [ \/—W -5 da.
Vztah (2.12) sa nazyva Black-Scholesova opénd oceriovacia formula.
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Poznamky a odkazy

Konkrétne predpoklady B-S modelu by sa mohli napr. v zavislosti od pristupu k od-
vodeniu ocetiovacej formule lisit, ich jadro v8ak spociva v efektivnosti a kompletnosti
trhu. V tomto texte sit uvedené v takmer rovnakej podobe ako v pévodnej praci o B-S
modeli Black-Scholes [1].

Postupy odvodenia B-S-M PDE su zaloZzené na schémach uvedenych v Black-
Scholes [1], Hull [4], ¢ Steele [10]; alternativne (2. sposob) v Malliaris [5]. Cennym
zdrojom informaécii je aj Shreve [8], z ktorého vychadza odvodenie ocenovacej formule
pomocou EMM.



Kapitola 3

Kontrasty Black-Scholesovho a
realneho sveta

3.1 Nedostatky Black-Scholesovho modelu

Cielom nasledujtcej ¢asti bude konfrontovat modelové predpoklady a ich vlastnosti
s vlastnotfami ziskanymi empirickou analyzou dat z trhu. Zakladnym kametiom B-S
modelu je linedrna stochastickd diferencidlna rovnica (2.1) modelujica proces cien
podkladovej akcie daného op¢ného kontraktu. Z nasledujiceho textu bude zrejmé,
ze vlastnosti implikované tymto predpokladom, ako st spojitost procesu, ¢i normalne
rozdelenie jeho prirastkov, ¢asto pri porovnani s vlastnostami vykazovanymi readlnymi
datami zlyhavaju. Je samozrejme potrebné si uvedomit, ze vSetky konsStatovania
tykajice sa redlnych dat s podmienené ich vyberom. Empirické studie sa zalozené
na datach z americkej akciovej burzy NASDAQ), ide o isty vyber op¢énych kontraktov
tykajucich sa akcii danej burzy a burzovy index NASDAQ-100, zjednoduSene znaceny
tiez ako NDX. Detailnejsia charakteristika dat a postupov sa nachadza v dodatkoch.

NDX
3000 4000
| |

2000
|

1000
|

0
|

cas

Obr. 3.1: Priebeh indexu NASDAQ-100 v rokoch 1985 - 2007
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3.1.1 (Ne)normaéalne rozdelenie zmien logaritmickych cien

Black-Scholesov model pracuje s predpokladom procesu ceny akcie {S;}, ktory je
rieSenim SDE (2.1) pre uré¢ité Sy > 0. Definujme funkciu g(¢,s) = g(¢,S;) := In S;.
Pre tuto funkciu plati

dg 1 0%g 1 dg

%(tast)zgtv @(tast)z—s—ga a(tast)zo-

Aplikéciou Lemma 1.3.2, resp. vztahu (1.1), dostaneme

2
dg: = <,u—%)dt+0th. (3.1)

Vztah (3.1) implikuje tzv. lognormdlnu vlastnost zmien ceny podkladovej akcie v B-S
modeli, pretoze z vlastnosti Brownovho pohybu vyplynie, Ze zmeny logaritmickych
cien maju normalne rozdelenie, presnejsie In g—é ma4 rozdelenie N/ ((,u — %)t, 02t>.
Otéazne vsak je, do akej miery tento predpoklad koresponduje s redlnym sprava-
nim cien na trhu. Pozrime sa teda na vlastnosti vykazované tzv. dennymi logarit-
mickymi prirastkami dat, ktoré su definované ako
St

Ri=InS;—InS;_1 =1In (—) .
St—1

Aplikaciou znamej Taylorovej formule

St — St—l) . 5= S
St—1 St

Ri=1In <1+

sa dostaneme k interpretacii logaritmickych prirastkov ako dennych relativnych zmien

%. Budeme predpokladat, ze proces definovany logaritmickymi prirastkami je

staciondrny, teda zjednoduSene povedané, Ze rozdelenie procesu zavisi len na dlzke
¢asového intervalu, nie ¢asovom bode pociatku intervalu.

Nenulova sikmost a nadmerna Spicatost

Definicia 3.1.1 (Sikmost) Nech X je ndhodnd veli¢ina, E | X |>< oco. Sikmostou
tejto ndahodnej veliciny je
E(X —-EX)?
(varX)3/2

Tato charakteristika vyjadruje mieru asymetrie rozdelenia. Rozdelenia vychylené
(zoSikmené) viac nalavo od strednej hodnoty vykazuji negativnu Sikmost a naopak.
Pre symetrické rozdelenia (okolo strednej hodnoty) plati, Ze Sikmost je nulova. V Pri-
klade 3.1.1 je tato vlastnost odvodend pre normalne rozdelenie N(u, o2).

Definicia 3.1.2 (Spicatost) Nech X je ndhodnd velicina, E | X |*< oco. Spicatos-
tou tejto ndhodnej veliciny je
E(X —EX)?
(varX)?



3.1 Nedostatky Black-Scholesovho modelu 31

Touto charakteristikou moZeme merat tzv. taZké chvosty rozdelenia danej né-
hodnej veli¢iny, ¢ize zjednodusene povedané, ako sa veli¢ina sprava v oblasti hodnot
dostatocne vzdialenych od jej strednej hodnoty.

Priklad 3.1.1 Nech md ndhodnd velic¢ina X rozdelenie N'(u,0?). Potom

o0 1 (z—w)?
B(X — p)® = / (& — )P T da =

oo V2o
o0 1 2
= / > e202 dy = 0.
—o0 2o

Pouzili sme substiticiu y = x — u, integrujeme teda nepdrnu funkciu cez interval
symetricky okolo 0, ¢o ndm ddva nulovy vysledok.
Spicatost tejto nahodnej veliciny je rovnd 3. Dokdzme i tito vlastnost.

0 1 (z—p)?

BX - = [ @) e T o
—00
o0 4 1 y2
= 2 620-_2d =
/0 4 \2mo 4
1

o0

1

= 2 / ~ Y220 240 e dy =
2o Jo 2

1 (e.e]
= —40’4/ e %y =
T 0

4 4 3 o)
= (R g /0 M2 zdz) —
6o* 601
= —I'(3/2) =--- = —=I'(1/2) = 30™.
IG/2) =500/ = 30
Pouzili sme substiticiu 51% = z a dvakrdt metodu per partes, pricom pri jej druhej
aplikdcii nie je postup rozpisany (analogické s prvou aplikdciou). T' znaci Gamma
funkciu tvaru T(s) = [;° 2% te ®dx, plati T(1/2) = /7. Z vysledku teda plynie,
Ze picatost rozdelenia N (u,0?) je 3.

<&

Problémom je, Ze empirickd Sikmost pre logaritmické prirastky nenadobuda nu-
lovih hodnotu (¢asto nadobuda mensie, zdporné hodnoty), ¢o svedéi o odklone modelu
od realneho diania.

Sikmost Spicatost
-0.0903372 7.098136

Tabulka 3.1: Empirické tidaje indexu NASDAQ-100 za roky 1985 - 2007

Jav nenulovej Sikmosti je dobre badatelny aj pri porovnani hustoty normalneho
rozdelenia s parametrami uréenymi z dat s odhadom hustoty rozdelenia! logaritmic-
kych prirastkov, vid. Obr. 3.2 a 3.4.

'KDE - Kernel Density Estimation, jeden zo spdsobov odhadovania hustoty rozdelenia empiric-
kych dat.
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Obr. 3.3: Q-Q graf pre rozdelenie logaritmickych prirastkov NASDAQ-100

Pri porovnani Spicatosti norméalneho rozdelenia s charakteristikou ziskanou sku-
manim empirickych dat sa opif dostdvame do istého sporu, pretoZe pozorované
data z trhu vykazuju spravidla vii¢siu Spicatost ako na$ model (vid. Tab. 3.1 alebo
Obr. 3.4). To, ze empirické rozdelenie ma leptokuroticky charakter, teda vykazuje
jav tazkych chvostov a zoSikmenie, je badatelné aj z Q-Q grafu (Obr. 3.3), ktory
porovnava kvantily normélneho rozdelenia s empirickymi kvantilmi rozdelenia loga-
ritmickych prirastkov.
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Obr. 3.4: Porovanie odhadu hustoty s hustotou normalneho rozdelenia, NASDAQ-100
1985 - 2007

Zhrnutie

Uvedené porovnania teda poukazuji na to, Ze zmena ceny akcie na trhu sa skutocne
podla normélneho rozdelenia riadif nebude. Finanéné déta maja tendencie k ne-
spojitému, skokovitému priebehu. Embrechts [3] uvadza, ze redlne data nesleduji
spojity proces, pretoZe ceny sa v skutocnosti nemenia v lubovolne malych éasovych
okamihoch, narozdiel od Brownovho pohybu, ktory v akomkolvek ¢asovom intervale
generuje zmenu modelovanej ceny. Linedrna SDE (2.1) taktiez neumoziiuje zachytit
skoky vyskytujice sa v realnych datach spojené s tazkymi chvostami rozdelenia em-
pirickych zmien cien. Upozornime opiit na fakt, Ze akékolvek konStatovanie je zavislé
na vybere dat, ¢o je Castokrat vo finan¢nej literatire podcenované.

Uvedme este tabulku s vysledkami roznych testov normality logaritmickych pri-
rastkov. Vo vSetkych je hypotéza normélneho rozdelenia jednoznacne zamietnuté
(napr. na hladine a = 0,05), vid. Tab. 3.2.

Test Test. statistika p-hodnota
Lilliefors D = 0.0753 < 2.2e-16
Pearson chi-square P = 719.4605 < 2.2e-16
Shapiro-Francia W = 0.9317 < 2.2e-16
Shapiro-Wilk W = 0.9327 < 2.2e-16

Tabulka 3.2: Vysledky testov normality logaritmickych prirastkov indexu NASDAQ-
100 za roky 1985 - 2007
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3.1.2 Nekonstantna volatilita
Volatilita akcie a jednoduchy sposob jej odhadovania

Volatilita akcie o je parameter urcujici mieru kolisania jej ceny, ¢im vyS$Sia hod-
nota parametru, tym vyraznejsie vykyvy moZeme v spravani ceny akcie odakavat.
Volatilitu je mozné odhadntf jednoduchym spdsobom z historickych dat pomocou
standardného odhadu, a to vyberového rozptylu logaritmickych prirastkov pozoro-
vanych cien danej opcie R;. Predpokladajme, Ze mame k dispozicii pozorovania lo-
garitmickych prirastkov Ry, t = 1,...,T, kde R; predstavuje logaritmicky prirastok
v t-tom intervale dlzky 7 vyjadrenej v rokoch, teda R; = InS;; — In S(t—1)r- Odhad
standardnej odchylky R; dostaneme ako

T

1 _
_ § _ 2
SR = T -1 o (Rt R) )

kde R standardne znaé¢i priemer. Zo vztahu (3.1) plynie, Ze teoretickd $tandardnd
odchylka R; je o+/T. Z toho vyplyva odhad volatility tvaru 6 = f—/% Tento vztah je

pouzity pri odhade realizovanes? volatility vyobrazenej v Obr. A.6.

Volatility smile

B-S ocenovaci vzorec pracuje s piatimi vstupnymi parametrami, ktorymi s cena
podkladovej akcie S, uplatiiovacia (realiza¢nd) cena K, doba do splatnosti T', bezri-
zikové urokové miera r a volatilita podkladovej akcie o. Prvé styri parametre st bud
pomerne jednoducho meratelné, alebo priamo dané opénym kontraktom. Jedinym
prvkom s urc¢itym podielom nejednoznacnosti je prave volatilita podkladovej akcie.

Ako, resp. z ktorych pozorovatelnych veli¢in na trhu tento parameter uréit, je po-
merne zlozZita otazka. Uréme volatilitu akcie na zdklade konkrétne danych ostatnych
Styroch parametrov a ceny derivatu pozorovanej na trhu.

Definicia 3.1.3 (Implikovana volatilita) Nech si dané hodnoty parametrov S, K,
T, r a cena opcie C. Potom definujeme implikovant volatilitu oy, ako hodnotu,
pre ktord plat

C =BSP(S,K,T,r,0imp1)

kde BSP znaci B-S ocenovaciu formulu - pre eurdpsku call opciu (2.12).

Za platnosti modelu pre cenu opcie na rovnakt podkladovi akciu s fixovanou
cenou akcie S, dobou do splatnosti 1" a Grokovou mierou r by pre rézne uplatnovacie
ceny K mala byt implikovand volatilita konstantné. Pri empirickych pokusoch vSak
dostédvame nekonstantnt zavislost implikovanej volatility na K. Tento jav sa nazyva
volatility smile, resp. volatility skew.* Volatility smile nezavisi na type opcie (call

2Niekedy sa pouZiva termin historickd volatilita.

3K rieSeniu mozno dospief numerickymi metédami. Poznamenajme este, Ze pri riefeni daného
vztahu pre jednoduché call a put opcie dospejeme k jednozanénému rieSeniu, ¢o by vsak pri réznych
inych zlozitejsich typoch opcii, ako st napriklad ezxotické, nemuselo platit. Tieto typy derivatov vsak
nie s predmetom nasho zaujmu.

4V niektorych $pecifickch pripadoch pozorovania vykazuji odlisny efekt, z oho prameni pojem
volatility frown (zamradeny pohlad).
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alebo put), ¢o plynie z platnosti put-call parity® pre ceny uréené B-S modelom ako a]
pre trhové ceny. Na Obr. 3.5 st zobrazené volatility smiles pre r6zne doby splatnosti.
Badatelny je klesajuci doraz smileu s rastiicou dobou splatnosti. Pre dlhsie doby
splatnosti sa teda pribliZujeme k predpokladu B-S modelu.
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Obr. 3.5: Volatility smile

Vidime teda, Ze v skuto¢nosti existuje funkénd zavislost implikovanej volatility
na uplatfiovacej cene akcie. Obr. 3.5 motivuje ku skiimaniu zavislosti implikovane;
volatility na dobe splatnosti, ¢im dostaneme o nie¢o komplexnejsi pohlad. Studujme
teda i zdvislost implikovanej volatility na dobe splatnosti opcie, v anglickej termi-
noldgii term structure of implied volatility. Takto dostaneme hodnoty implikovanych
volatilit v zavislosti na K a T, teda takzvany volatility surface (vid. Obr. 3.6), laicky
povedané ide o graf funkcie oy (K, T). Na volatility surface je zjavné zjemnujice
sa zakrivenie s rastiicou dobou splatnosti, s tymto javom sme sa stretli v inej inter-
pretacii uz v Obr. 3.5.

Jav volatility smile je paralelou spojeny s empirickym rozdelenim cien podkla-
dovej akcie, presnejSie s jeho porovnanim s rozdelenim teoretickym, vid. Obr. 3.4.
Vidime, Ze empirické rozdelenie prisudzuje relativne vys$iu pravdepodobnost vyssim
a niz$im cendm (resp. zmenam cien), ¢o sposobuje relativne vyssie ocenenie opcii s
vysok§mi, resp. nizkymi uplatiiovacimi cenami.® Toto vedie k pomerne vys$im hod-
notam implikovanej volatility pre vyssie a nizsie hodnoty uplatiovacich cien, ¢o si
mozeme vSimniat na Obr. 3.5.

Ak akceptujeme B-S vzorec ako cenotvorny, mdZeme pomocou konceptu impli-
kovanej volatility vyjadrit ceny derivatov. Existuju rozne metédy pristupu k ana-
lyze javov spojenych s implikovanou volatilitou. Na ocenovanie opcie mozno napri-
klad pouzit ako parameter o B-S vzorca priemer kotovanych implikovanych volatilit

5Vztah vychadzajici z predpokladu neexistencie arbitraze umoziiujici vyjadrit cenu eurépskej
put, resp. call opcie pomocou znamej ceny call, resp. put opcie so zhodnou uplatiiovacou cenou a
dobou splatnosti, v zékladnom tvare ¢ + Ke™ "7 = p + So.

5Deep-out-of-the-money call a put opcie, vid. Hull [4].
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opcii na zhodnu podkladovi akciu, alebo taky parameter, ktory minimalizuje strednu
$tvorcovi odchylku trhovych cien a cien uréenych B-S vzorcom. Kotacie implikova-
nych volatilit pre rozne K a T sa daji samozrejme rozdielnymi spdésobmi interpolo-
vat’, ¢im dostaneme “hladké” krivky, resp. plochy, ktoré nadm opit pontkaju sirsiu
gkalu uplatnenia, napriklad moZeme uréit ceny derivitov B-S vzorcom podla volati-
lit pre nové kombinacie realiza¢nych cien a déb splatnosti ziskanych interpoléaciou.
Implikovana volatilita pontuka finanénym Specialistom néastroj, ktorym moézu Black-
Scholesov model adaptovat na podmienky rdznych trhov, a to rozliénymi sposobmi
modelovania tohoto prvku. Podobné pristupy st uz vsak nad ramec tohoto textu.

Zhrnutie

V spomenutych javoch je odzrkadleny odklon B-S modelu od skutoc¢nosti. Redlny
proces cien akcie, teda ten, ktory sleduji ceny pri vyvoji na trhu (za predpokladu,
ze nejaky existuje), bude zrejme iny ako ten, ktory navrhuje B-S model. Existuju
samozrejme modely, ktoré sa snazia implementovat do procesov poznatky ziskané
empirickymi pozorovaniami, ¢ize napriklad zmenit konStantny charakter volatility
(aj driftu) na deterministicky

dSt = /,LtStdt + JtStth;

resp. zahrnat do ich vyvoja prvok stochasticity, v jednoduchSom pripade naviazanim
volatility i driftu na cenu podkladovej akcie

dSy = p(t, Se)dt + o (t, Sp)dW,

alebo interpreticiou volatility ako stochastického prvku. Model pre proces cien sa
teda moze zovseobecnit na

dS; = p(t,w)dt + o(t,w)dW;.

Tento model predstavuje najvSeobecnejsiu verziu spojitého procesu, pri jeho rozsi-
reni sa dostdvame uZ k pokrodilejsim metédam, ako st napriklad Lévyho procesy atd.
Pri zaujme o hlbsie stidium vSak odkaZeme na prislusnua literattaru.

Poznamky a odkazy

Podklady ziskané empirickou analyzou dat pre spomenuté odklony od modelu nor-
malneho rozdelenia zmien logaritmickych cien sa nachadzaja taktiez v Schoutens
[9].

Zaujimavé pohlady z finan¢ného hladiska na paralely medzi kvadratickou varis-
ciou a volatilitou sa nachédzaji v Rebonato [7]. Kniha je vSak urc¢end pre ¢itatelov
s dobrymi znalostami problematiky obchodovania opénych kontraktov. V publikécii
sa nachadzaju aj informacie o spomenutych pokrocilejsich postupoch modelovania.

Rozsiahlejsia prezentacia poznatkov ziskanych empirickou analyzou trhovych dat,
tykajuca sa i javov volatility smile a volatility surface, sa nachadza v dodatkoch.

"Napriklad v naSom pripade je Obr. 3.6 vysledkom interpolacie splineami.
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Dodatok A

Resumé empirickej analyzy

A.1 Informacie o pouzitych datach, prostriedkoch a po-
stupoch

Datovy subor obsahujuci informécie o opénych kontraktoch bol ziskany zo servera
http://www.ivolatility.com. Ide o ukézkovi vzorku obsahujticu udaje o kontraktoch
vztahujucich sa na akcie americkej burzy NASDAQ); opcie maji rozne doby splatnosti
v rozpiti od 9 dni po viac ako 2 roky, data sa jednotne vztahuju k 3. 1. 2005, ¢as
expiracie je v rozmidzi 22. 1. 2005 do 20. 1. 2007. Dalej sa pracovalo s datami
obsahujacimi informécie o vyvoji burzového indexu NASDAQ-100, skratene NDX,
a to s dvoma stibormi. Tieto sibory poskytla CSOB, zdroj Reuters. Jeden stibor
obsahuje informacie o dennych uzatvaracich hodnotach indexu od 25. 9. 1985 do 11.
4. 2007, druhy rozsirené informacie (denné uzatvéaracie i otvaracie hodnoty, denné
maximé a minima) o priebehu NDX pre obdobie zodpovedajice zhruba datovaniu
opénych kontraktov, konkrétne od 1. 3. 2005 do 11. 4. 2007. Rozsirené charakteristiky
stborov sa nachadzaji na prilozenom CD.

Na analyzu dat bol pouzity GNU Statisticky software R s balikom fOptions ob-
sahujtcim funkcie na oceniovanie opcii okrem iného aj pomocou B-S modelu, dalej
s balikom MBA umoziiujicim interpolaciu pomocou B-splinov na vytvorenie vola-
tility surfacu, pouzity bol taktiez balik rgl, ktory poskytuje sofistikované nastroje
na pracu s grafikou. Na implementéciu testov normality bol pouzity balik nortest.
Vsetok uvedeny software je taktiez sucastou spomenutého CD.

Pri urcéovani cien akcii pomocou B-S modelu bol ako parameter o zvoleny prie-
mer implikovanych volatilit celého stiiboru opcii. Volatility surface je vysledkom uz
spomenutej interpolacie implikovanych volatilit vycislenych pre kombinacie réznych
dob splatnosti a uplatnovacich cien, ktoré boli k dispozicii, pomocou viactroviiovych
B-splinov.

Vsetky vysledky, ako aj zdrojové kédy a déatové subory, je mozné najst na prilo-
zenom CD.
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Obr. A.6: Priebeh NDX, jeho zmien a logaritmickych prirastkov v rokoch 1985 - 2007

Realizovana volatilita bola urc¢enéd ako odhad standardnej odchylky z dat od daného
dna o rok spit a vyndsobenim odmocninou po¢tu dni v kalenddrnom roku, cez ktoré
sa obchoduje, ktorych je priblizne 252. Exaktny postup vypoctu je uvedeny v stati
3.1.2.
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Obr. A.7: Informécie o empirickom rozdeleni logaritmickych prirastkov NDX za roky
1985 - 2007

Priebeh empirickej sikmosti a $picatosti demonstruje zmeny tychto veli¢in pre vybery
z déat velkosti sample spitne od jednotlivych dni v plynticom ¢ase.
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A.8: Priebeh NDX v obdobi datovania opcii, roky 2005 - 2007
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Obr. A.9: Informacie o empirickom rozdeleni logaritmickych prirastkov NDX v obdobi
datovania opcii



