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Abstract: In the present thesis we study collective risk models in general insu-
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KAPITOLA 1

Uvod

Tématem této bakalarské prace je kolektivni model rizika v nezivotnim pojis-
téni. Nezivotni pojisténi je Sirsim odveétvim pojisténi nez pojisténi zivotni. Mezi
nezivotni pojisténi patii napiiklad pojisténi avéru, drazové pojisténi, pojisténi
odpovédnosti za skodu, pojisténi motorovych vozidel, pojisténi pozaru a jinych
majetkovych skod a dalsi.

Hlavni funkci pojistovny (a to i zivotniho pojisténi) je prebirani rizika jinych
fyzickych resp. pravnickych osob za uplatu. JednoduSe Feceno se u pojistovny
mizeme pojistit proti mozné budouci ztraté, ¢i jinému riziku. Za toto pojisténi
musime pojistovné platit pojistné, to mize byt jednordzové nebo v pravidelnych
platbach.

Pojisfovna uzavirdanim pojistnych smluv piebiréd rizika jinych osob a vznikéa
ji tim problém, ktery musi fesit. Jde o problém solventnosti, tj. dostani svych
zavazkl v daném case. Za timto Gcelem pojistovna tvori rezervy. Existuje nékolik
druht rezerv, podrobnéji se o nich dozvime v této praci. Asi nejdilezitéjsi je
rezerva na pojistna plnéni, proto se této rezervé budeme vénovat nejvice. Jde o
rezervu tvorenou pro pojistnd plnéni na nahlasené, ale i dosud nenahlésené skody
vzniklé na uzavienych pojistnych smlouvéach.

Jednim z modelti, ktery slouzi k pocitani vyse rezervy, je kolektivni model
rizika. Tomuto modelu bude vénovana prvni polovina této prace, kde si ukazeme
ruzna pravdépodobnostni rozd€éleni pouzivana v této problematice a nasledné si
ukazeme rtizné metody pouzivané k odhadu vyse pojistnych narokt a tedy i ke
stanoveni potiebné vyse rezervy.

Ve druhé ¢asti prace se budeme blize vénovat konkrétné technickym rezervam
v nezivotnim pojisténi. PopiSeme si funkce rezerv a nékteré rezervy popiseme
podrobnéji. Z velké casti se budeme vénovat metodam vypoctu rezervy na po-
jistna plnéni, kde si predstavime mozné metody pouzivané k vypoctu rezervy.
Tyto metody budou zaloZeny na vyvojovych trojihelnicich, které mé pojistovna
k dispozici, a na doplnéni téchto trojihelnikt na ¢tverec a zjisténi potiebné vyse
rezervy.

Zacneme tedy od zacatku a popiSeme si nejprve problematiku pojistoven z
sirsiho pohledu.



KAPITOLA 2

Individualni a kolektivni model rizika

2.1. Zakladni pojmy a obecné rozdéleni

DEFINICE. Soubor vsech pojistnych smluv urcitého druhu pojisténi nazyvame
pojistny kmen.

Zékladnim problémem ¢innosti pojistoven je modelovani celkové vyse skod
nastalych v urc¢itém case pro urcity pojistny kmen. Rozeznavame dva zakladni
druhy modelovani rizika:

(1) Individualni model rizika: zabyva se jednotlivymi pojistnymi smlou-

vami v pojistném kmeni a pro kazdou z nich modeluje vysi skodnich naroku v
daném obdobi. Necht pojistny kmen obsahuje A pojistnych smluv a necht

Yi,i=1,..., (1)

jsou vyse skodnich naroki jednotlivych pojistnych smluv v daném obdobi.! Pak
pro celkovy tthrn skod S v daném obdobi plati

S-Y v (2)

(2) Kolektivni model rizika: predpoklad4 rizikové homogenni pojistny kmen,

tj. vySe skodnich narokii se daji interpretovat pomoci nezavislych, stejné rozdé-
lenych ndhodnych veli¢in. Necht

X,,i=1,2,... (3)

je posloupnost skodnich narokt v daném obdobi nehledé na ptislusejici pojistnou
smlouvu daného pojistného kmene. Déle necht N je ndhodné vel¢ina predstavujici
pocet vsech skodnich naroktt v daném obdobi. Pak celkovy thrn skod je urcen

souctem

2.2. Rozdéleni vyse Sskodnich naroku

Necht F(z) je distribu¢ni funkce rozdéleni ndhodnych veli¢in (3). K modelo-
vani rozdéleni F'(x) se obvykle vyuzivaji idaje z minulého Sskodniho pritbéhu. Lze
uzit dva postupy, jak najit spravny model F'(x):

1) Zadéni distribu¢ni funkce pomoci tabulky hodnot, ziskanych z minulého
prubéhu.

1Obvykle se predpoklad4, ze (1) jsou vzdjemné nezévislé.

6



2.2. ROZDELENI VYSE SKODNICH NAROKU 7

2) Pouziti nékterého ze znamych rozdéleni pravdépodobnosti, kde parametry
jsou odhadnuty z pozorovanych dat v minulosti. (Tomuto postupu se budeme
déle vénovat)

P1i vybéru vhodného rozdéleni je nutné si uvédomit, ze pro rozdéleni vyse
skod v pojistnych odvétvi plati vétsi cetnost malych skod. Pozadujeme tedy, aby
rozdéleni bylo nezaporné s kladnou Sikmosti. Mizeme tedy vyloucit norméalni
rozdéleni. K modelovani vysi skod se pouzivaji tato rozdéleni:

Exponencialni rozdéleni: Jeho distribucni funkce je
Flx)=1—¢*, 2>0; a>0.

Stfedni hodnota, rozptyl, Sikmost a Spicatost jsou

EX = l, VarX = %,
! o

Toto rozdeéleni vsak podcenuje pravdépodobnost vyskytu vysokych skod, da-
leko cast€ji se proto pouziva nasledujici rozdéleni.

’}/1:2, ’}/2:6

Paretovo rozdéleni: Jeho distribuc¢ni funkce je
a 6
F(x)zl—(—) ,r>a; a>0; a>0,
x
stfedni hodnota a rozptyl jsou

« «
EX =a . VarX =d? .
a—1 (v —1)%(a—2)
Stiredni hodnota je vSak konecné pouze pro a > 1 a rozptyl pouze pro o > 2.
Déle uvedeme tabulku Sikmosti a Spic¢atosti. Necht a = 1 (Sikmost ani Spic¢atost
na parametru a nezavisi), pak plati

o 4,1 5 6 10 90 1000
1 | 6.63629 | 4.64758 | 3.81032 | 2.81106 | 2.12637 | 2.00601
Y2 | 786.665 | 70.8 | 35.6667 | 14.8286 | 7.06 | 6.04886

Problém konecnosti stiedni hodnoty a rozptylu fesi dalsi rozdéleni.
Cenzorované Paretovo rozdéleni: Lze pouZit, jestlize vime, Ze Skody ne-

mohou pfesdhnout urcitou kone¢nou hranici C'. Pak pro distribu¢ni funkci plati

() = D)

Fp(C)’

kde Fp(x) je distribu¢ni funkce Paretova rozdéleni. V tomto piipadé jsou mo-
menty vzdy konecné.

a<x<C,

Gamma rozdéleni: Jeho hustota je

k
f(z) = %xk_le_am , x>0 a>0; k>0.
Stfedni hodnota, rozptyl, Sikmost a Spicatost jsou
k k 2 6
EX = av VarX = ?7 M= ﬁ7 V2 = %
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Weibullovo rozdéleni: Jde o rozdéleni k-té odmocniny ndhodné veliCiny s
exponencialnim rozdélenim. Pro distribu¢ni funkci plati
F(az)zl—e*‘”k , x>0 a>0; k>0.
Stredni hodnota a rozptyl jsou
P(1++ r
EX = u, VarX =

o o?

Sikmost a Spicatost zavisi jen na parametru k. Nize jsou uvedeny grafy zavislosti
sikmosti, resp. Spicatosti na parametru k.

OBRAZEK 1. Sikmost Weibullova 1. v zavislosti na parametru k
W1

OBRAZEK 2. Spicatost Weibullova r. v zévislosti na parametru k
Kt
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Obecné vyjadieni pro sikmost, resp. Spicatost je
L 20(1+4 ) =301+ T () + T(3E)

" (C(EE) —T(L+ D)”
L, DO = 30(1 4 )+ 00+ PTG 1+ PICE)
T+ 17 - T(E)y '

Logaritmicko-normalni rozdéleni: Je rozdéleni logaritmu ndhodné veli-

¢iny s normalnim rozdélenim N (u,0?). Pak ndhodné veli¢cina X m4 hustotu

flz) = o ¢~ (logz—p)?/20° , x> 0.
2mox

Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati
0_2
EX =", VarX = 2+ (¢
Sikmost a $picatost jsou

n=Ver —1(e” +2), 1= (B3+e (24¢7))—6.

2

~1).

2.3. Rozdéleni poctu pojistnych udalosti

Nyni se zaméfime na nejcastéji uzivana rozdéleni poctu pojistnych udalosti
N v kolektivnim modelu (4).
Poissonovo rozdéleni: Rozdéleni je dano
an
P(N=n)=—e %, n=0,1,...; a>0. (5)
Pro stfedni hodnotu, rozptyl, sikmost a Spicatost plati
1 1

%:ﬁ’ 7225-

K Poissonovu rozdéleni se dostaneme tak, ze nejdiive predpokladame indivi-
dudlni model (2), kde veli¢iny Y; jsou nezavislé, stejné rozdélené a plati

PY;#0)=p, i=1,...\

tj. p je pravdépodobnost, Ze na jednom riziku dojde béhem sledovaného obdobi
ke skodé. Predpokladame-li, Ze na jednom riziku nemitize nastat vice skod, jsou
veli¢iny X; v kolektivnim modelu (4) rovny nenulovym hodnotam v individualnim
modelu (2). Rozdéleni po¢tu pojistnych udalosti N ma tedy binomické rozdéleni
s parametrem p, tj. plati

P(N =n) = (2)pn(1—p))‘_" ,m=0,1,...,\

Obvykle plati, ze A nabyva vysokych hodnot a pravdépodobnost pojistnych uda-
losti p mala. Pro A — oo a p — 0 tak, ze A\p = « lze vyuzit aproximaci
AA=1)...(A=n+1) a a”

P(N =n)= p p”(l—X)’\_”HEe_a, n=0,1,....

EN = VarN = a,
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Poissonovo rozdéleni s nahodnym parametrem: Pouziva se v piipadé,
ze rozptyl poc¢tu pojistnych udalosti vyznamné prevysuje stiedni hodnotu. Pro
toto rozdéleni plati

P(N =n) = / %e_“u(a)da
0

Necht parametr o v Poissonové rozdéleni je nahodna veli¢ina U s hustotou
u(y),y > 0, nechf podminéné rozdéleni nahodné veli¢iny N za podminky U = «
je Poissonovo rozdéleni (5) a necht U a N jsou nezavislé. Pak pro nepodminéné
rozdéleni poc¢tu pojistnych udalosti plati

P(N =n)=EP(N =n|U) =

o0

= /P(N =n|U = a)u(a)da :/%Te“u(a)da .
0 0
Pro stfedni hodnotu plati
EN =EE(N|U) = EU

a pro rozptyl mame vyjadieni

VarN = E Var(N|U) + Var E(N|U) = EU + VarU.

Negativné binomické rozdéleni: Toto rozdéleni dostaneme, jestlize mé

nadhodna veli¢ina U v predchozim modelu Gamma rozdéleni. Pak je rozdéleni
definovano pravdépodobnosti

P(N =n)= (""" (1 —p)» = -1,

n=01,...; h>0; 0<p<l (6)
Stredni hodnota, rozptyl, sikmost a Spicatost jsou
1— 1— 2 — 2 —
gy ="01=P) oy = M=) _ p _p—6p+6

— sy N= T/ T2= 7 5
D p? v/n(l—p) n(l —p)

K tomuto odvozeni nejprve predpokladame, ze ndhodna veli¢ina U lze napsat
ve tvaru

U = an,
kde « je konstanta a n ma Gamma rozdéleni s hustotou
W n
= —x" e " >0; h>0
u(x) F(h)x € ) x — Y 9

stfedni hodnotou a rozptylem
1
En=1, Varn=—.
n ) arn =4
Tedy nédhodné veli¢ina U m4 hustotu
(2
f(ﬂ?) —_ la h—1 f(g)x

stfedni hodnotu a rozptyl
2

EU =a, Varl = %
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Vztah pro rozdéleni poctu pojistnych udalosti N je dan odvozenim

P(N =n) =EP(N =n|U) = glan)” o,

n!
L G—
— (o] n $d
n'F(h)/x e x
0
a" _ht 1 i +h—1,—y
_ n d
nl T(h) (o + )tk / vl
0
n h —
_ a h_F(n+h): n+h 1( h i a y
(a+ h)mthnl T'(h) n a+h’ “a+h

Pti dosazeni

p:a+h

dostavame vztah (6) a momenty jsou rovny
2

EN = q, VarN:oz—l—%.

Pii h — oo konverguje negativné binomické rozdéleni k Poissonovu rozdéleni.

2.4. SloZena rozdéleni

Slozena rozdéleni se zabyvaji rozdélenim nahodné veliciny

S=> X, (7)

tedy rozdélenim celkového tthrnu skod v kolektivnim modelu rizika. Predpokla-
dame, ze X, Xs,... je posloupnost vzajemné nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in a N je ndhodné veli¢ina nezavisla na X;,i = 1,2, .. ..

DEFINICE. Momentovd vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny S je definovana
vztahem

Ms(r) = Ee®". (8)

Budeme uvazovat jen r, pro ktera je stfedni hodnota (8) koneéné. Déle vyu-
zijeme dilezité tvrzeni, ze momentova vytvorujici funkce urc¢uje rozdéleni prav-
dépodobnosti jednoznacné. Jestlize ndhodné velic¢iny X;, X5, ... maji distribucni
funkci F'(z), pak zavadime jejich momentovou vytvotujici funkei

Mx(r) = Ee™ " = /e”dF(a:). 9)

DEFINICE. Vytvorujici funkce pravdépodobnosti nahodné velic¢iny N je defi-
novana vztahem

Oy (r) = ErY = My (logr). (10)
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Vyuzijeme vztah mezi (8) a (9)
Ms(r) = E E(e”"|N)

- f: P(N = n)E€(X1+'--+Xn)r
- Z P(N =n)M,(r)" = My(log Mx(r))

a dostavame tak vztah mezi (8) a (10)
Ms(r) = Ty (Mx(r)). (11)
Budeme se zabjvat momenty. Pokud k-t moment ES* existuje, pak plati
ME (r)|,—o = ES*,

Oznacime Mg(r) = M a vypoéteme prvni t¥i centralni momenty ndhodné veli¢iny
S derivovanim log M v nule

d M’

—log M|,—0 = —|r=0 =E

d?" 0og ‘T‘—O M |r—0 S

d2 M"M — (M/)2 ) N

@ 10g M|T:0 = M2 |7~:0 =ES* — (ES) = VarS

d3 (M///M+M//M/_2M/M//)M2_2MM/(M//M_ (M/)Q)

ﬁ 10g M|T:0 = e |T:O
= ES® - 3ESES? + 2(ES)? = E(S — ES)®. (12)

Nyni uvedeme dva nejcastéji pouzivané typy slozeného rozdéleni.
SloZené Poissonovo rozdéleni: Necht N mé Poissonovo rozdéleni s para-

metrem «, tj. rozdéleni jako v (5), pak fekneme, Ze ndhodna veli¢ina S v (7) ma
slozené Poissonovo rozdéleni.
Dosazenim do definice vytvorujici funkce pravdpodobnosti dostavame

= a” —o,.n —a - (Cw,)n a(r—1)
HN(T‘):ZFG ™=e ZT:e :
n=0 n=0 )

Uzitim vztahu (11) ziskdme
Mg(r) = e*Mx()=1) (13)

Predpokladejme, Ze prvni tfi momenty ndhodnych veli¢in X} existuji, oznacime-li
je
pPj = EX]i) ] = 172737

pak pouzitim (12) mame

ES = aM(r)|=0 = ap1,
VarS = aMy(r)|,—0 = apa,
E(S — ES)* = aMy(r)|,—0 = aps.
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VETA 2.4.1. Necht Sy, ..., Sy jsou vzajemné nezdvislé nahodné velic¢iny. Necht
S; md sloZené Poissonovo rozdéleni (o, Fi(x)), kde Fi(x) je distribucni funkce
rozdeleni vyse skod a «; prislusny parametr. Pak soucet

md sloZené Poissonovo rozdéleni s parametrem

k
a = E a;
1=1

a distribucni funkci pro rozdéleni vyse skod

DUKAzZ. Vyuzijeme nezavislosti veli¢in S; a dosadime do vztahu (13)

k k
Ms(r) = H Mg, (r) = H @i (M, (=) — Y1 aa(Mx; (n)=1)
i=1 i=1
Upravenim exponentu mame

D (M, (r) = 1) = a(Y_ T My, (r) = 1),

tedy

je momentova vytvorujici funkce rozdéleni s distribuéni funkci F'(x). Jednoznac-
nost mezi momentovou vytvorujici funkci a rozdélenim pravdépodobnosti dava
tvrzeni véty. 0

Predesla véta nam dava pravo nahradit soucet skodnich tthrnii z nékolika vza-
jemné nezavislych skupin pojistnych smluv s riznymi parametry Poissonova roz-
déleni pouze jedinym slozenym Poissonovym rozdélenim se spole¢nou distribuc¢ni
funkci urcenou dle znéni véty.

SloZzené negativné binomické rozdéleni: Necht N mé negativné bino-

mické rozdéleni, tj. rozdéleni jako v (6), pak fekneme, Ze ndhodné veli¢ina S v
(7) m4 slozené negativné binomické rozdéleni.
Z definice vytvorujici funkce pravdpodobnosti mame

v =3 (o = (2)

n=0

pro |r| < 1/q, kde ¢ = 1 — p. Zavedenim nového parametru vztahem
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i (c25) -5

pro |r| < O‘T*h Pro momentovou vytvorujici funkei tedy plati

Ms(r) = (1 - %(MX(T) - 1))_h

dostavame

pro |Mx(r)| < ot&.

Opét oznacme prvni t¥i momenty ndhodnych veli¢in X}, jako p;, j = 1,2, 3. Dale
oznacme M = Mx(r) a (M) =1— (M — 1). Pouzitim (12) ziskdme vyjadfeni
pro prvni tfi momenty

aM’
ES = W|r:0 = api
QM (M) + 5 (M) o?
Var$ = @(M)Qh lr—0 = apz + FP%
o per (CYM”/QO(M) o a_hQM//M/ + Za_;M/M//> (p(M)Q
( - ) - QO(M)4 |T=0
2p(M) (5 M" + 5 (M')°)
" p(M)* =0
a? a?
= ap3 + 37191}92 + 2ﬁp?'

VETA 2.4.2. Necht S md sloZeni negativné binomické rozdéleni (a, h, F(z)),
kde o a h jsou parametry a F(x) distribucni funkce rozdéleni vysi jednotlivijch
skod. K parametrim «, h a F(z) lze nalézt a a F(z) tak, Ze sloZené negativné
binomické rozdéleni (o, h, F\(x)) je zdroven sloZené Poissonovo rozdéleni s para-
metry (&, F(z)).

DUKAZ. VyuZijeme skutecnosti, Ze momentova vytvorujici funkce urcuje roz-
déleni ndhodné veli¢iny jednoznac¢né. Provedeme transformaci na momentovou
vytvorujici funkci slozeného negativné binomického rozdéleni, tj. chceme aby pla-
tilo

o —h (Mo
(1- 201 = 1))~ = =0,
tedy
a —h
log (1= T(Mx(r) = 1)) = a(Mg(r)— 1),

Upravime levou stranu

log (1 _ %(MX(T) _ 1))_h — log ((1 n %) (1 - i hMX(r))>h

o}
= —hlog <1 + E> — hlog (1 - a—i—hMX(T)) :

Volime
a=nlog (1+7) (14)
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a ma tedy platit
_ « _
—Oé—thg (1_05—4—}1,MX(T)) IO((MX(T’)—l)

Upravou dostaneme

o
Mg(r)=—=1 1— M :
<) =~ 21og (1=~ e
Vyuzitim Taylorova rozvoje
oo mn
—log(l—2) = —, —1<z<1 15
r(l-0)=3 % d<e<l (15

pouzitim (15) a dosazenim zpét za & dle (14) dostavame

00 1 n .
Mx(r) = bgb% Ejﬁ(a+h)ﬂh&)' (16)

n=1

Uvédomme si, ze

E: (a+h)n=—ba1—a%%):bg1+%y

Soucet koeficientt u My (r)" je roven jedné a hodnoty

1 1 a \"
— ,n=12,...
log(1+¢)n \a+h

tedy urcuji rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny K nabyvajicich

kladnych celo¢iselnych hodnot, oznacime ¢ = -5
1 q"
PIK=n)=—— n=12.... 17
(K =n) “log(l—q)n’ "7 an
Uvazujeme nahodnou veli¢inu
K
£oyx,
n=1

kde K ma rozdéleni (17) s parametrem ¢, X, jsou vzajemné nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny s distribu¢ni funkci F'(x), pak momentova vytvorujici
funkce ndhodné veli¢iny X je uréené vztahem (16). Tedy pro prevedeni slozeného
negativné binomického rozdéleni na slozené Poissonovo rozdéleni se provede volba
parametru @ dle (14) a

PO = sy fj% (%) Fer

kde F(z)™ zna¢i n-nasobnou konvoluci distribu¢ni funkce F'(x). Tim je véta
dokézana. O
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2.5. Aproximace Skodniho thrnu pomoci znamych rozdéleni

V tomto oddilu se budeme vénovat aproximacemi ndhodné veli¢iny S pomoci
znadmych rozdéleni. Budeme pozadovat rovnost prvnich dvou nebo t¥i momentu.
Pro dal§i vypoéty ozna¢me u = ES, 0? = VarS a 1 = E(S — u)?/03.

PriibliZeni pomoci normalniho rozdéleni - NP1

Méame normélni rozdéleni N(0,1), tedy pro distribuéni funkei plati

1.
@(w):E/e_2du.

Priblizné vyjadieni distribu¢ni funkce rozdéleni nahodné veli¢iny S je v tomto

pripadé
P(Sgy):P(S_“gy_“) i@(y_u>.

o o o

Toto priblizeni neni casto idealni diky nulové Sikmosti. Budeme se proto dale
zabyvat rozdélenimi s asymetrickym rozdélenim, které déavaji lepsi aproximaci
nahodné veli¢iny S.

Priblizeni pomoci Gamma rozdéleni

Piedpokladejme kladnou sikmost, tj. v; > 0. Nechf ma ndhodné veli¢ina ¥
Gamma rozdéleni s hustotou

L ek
w >0; k>0
F(k‘)e 7 x>0, k>0,
tj. rozdéleni I'(1, k). Pro momenty nédhodné veli¢iny ¥ plati
['(k+1)
EV=—*"=§&
(k) ’
Ik +2)
EV? = — = = k(k+1
['(k+3)
BU? = — = —k(k+1)(k+2).
F = bl 12
Mame tedy
Var¥ = k.

Chceme, aby se prvni dva momenty rovnaly, proto piiblizime rozdéleni S;”
rozdélenim nahodné veliciny % V tomto pfipadé maji obé veli¢iny nulovou

stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl. Plati tedy

k+vky

P(S;”gy)ip(%§y>=ﬁ / e "t dr,

Parametr k se urci tak, aby se shodovala i Sikmost ;. Mame

E(¥ — EV)? = EV® — 3EVEV + 2(EV)® =
=k(k+1)(k+2) —3k*(k+ 1) + 2k* = 2k,
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Chceme, aby platilo
E(V -EV)?* 2
sz ﬁ =7
tedy

Celkem tedy dostavame aproximaci rozdéleni ndhodné veli¢iny S

4/¥3+2/m(s—p)/o

1 2
P At

PI<9 = rarp

Priblizeni pomoci logaritmicko-normalniho rozdéleni

Mame nahodnou veli¢inu Y s logaritmicko-normalnim rozdélenim, tj.
Y =a+eY,

kde 1 m4 normalni rozdéleni N(m,s?). Potfebujeme uréit momenty ndhodné
veli¢iny Y, k tomu vyuzijeme momentovou vytvorujici funkci ndhodné velic¢iny ).

1 (z—m)?
My(r) = Be™ = /e”" e 22 dx
V2ms
1 L s 2 2
_ 5 Xp —@(x —2xm +m” — 2s mr) dx
s
e 1 1
= ™t . <—2—2 (z — (m+ 5°r)) ) dx
7‘25'2 -
=™t (18)

Dosazenim (18) pro r = 1,2, 3 méame

EY =a+ em+§,

VarY = Ee? — (Ee¥)? = (e*

E(Y —EY)? Ee* — 3Ee®Ee? + 2(Ee?)? ¥/ — 3¢%/%" 4 2¢3/25
(Vary)3/2 (VarY)3/2 B ((es* — 1)es?)3/2

e —3e” +2 (e —1)%e” +2)
(652 _ 1)3/2 o (652 _ 1)3/2

2 2
. 1)62m+s ,

= /(e = 1)(e +2).
Uvazujeme normovanou nahodnou veli¢inu S, tj. ndhodnou veli¢inu % a poza-
dujeme, aby ndhodné veli¢ina Y méla shodné prvni tii momenty, tedy aby platilo

E(Y — EY)3

EY = Y=1 ——i
0, Var T Vary o

= . (19)
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Z téchto podminek uréime parametry a, m a s2. Oznaéme ¢ = 652, a prepiseme
podminky (19) jako
0=a+e"/q,
1= (qg—1)e™g,
0=(¢—1)(g+2) -7
Z prvnich dvou rovnic vyjadiime parametry a, m v zavislosti na ¢ takto
1

T
m = —log\/q(q - 1).

Z tieti rovnice vypocteme parametr ¢, rovnice je tietiho stupné a ma tedy tii
kofeny, jeden realny a dva komplexné sdruzené koteny. Cardanovy vzorce nam
poskytuji vyjadieni readlného kotene ve tvaru

g=\d+ V@B -1+ \d— V& —1-1, (20)

kde d =1+ g (Pfitom plati g > 1.)
Parametr s? lze vyjadiit jako

s* =logq, (21)

kde ¢ je urceno dle (20).
Necht G(y) je distribuéni funkce normovaného logaritmicko-normélniho roz-
déleni s parametry (20) a (21). Mame

G(y) = P(a+e” <y) = P(¢ <log(y — a))
:P(Q/J—mglog(y—a)—m).

S S

Dosadime za a, m podle (20) a ¢ = ¢** a dostaneme

1
<10g(y + \/ﬁ) +log /e (e — 1)>
1 2 2 1 2
= glog\/es (yve —1+1) :§+glog(y\/es —1+1).
Y

Néhodnd veli¢ina =™ ma normované normalni rozdéleni N(0,1), pro distribucni
funkci G(y) tedy plati

Gly) = ® <§ + élog(y\/ﬁJr 1)> .

Chceme-li tedy priblizit rozdéleni nahodné veli¢iny S pomoci logaritmicko-normalniho
rozdéleni, vypoc¢teme parametr s dle (20) a (21) a dosadime

P(sgy)ﬁG(%).

logly —a) —m 1

S S
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Gram-Charlierovo priblizeni

Nejdrive je potieba nékolik predpokladii. Necht f(x) je hustota rozdéleni prav-
dépodobnosti se stiedni hodnotou rovnou nule a rozptylem rovnym jedné, tj. plati

/ zf(x)dr =0, / 2% f(z)dz = 1.
Necht déle w(z) > 0 je spojita funkce takova, ze integral
/ m(x)w(x)dz

existuje pro kazdy polynom 7(x). Necht také existuje posloupnost téchto poly-
nomu 7o (x), w1 (x), me(z), ... (kde index znadi stupen polynomu) takové, zZe jsou
ortogonalni vzhledem k vahové funkci w(z). Tedy plati

/ ()75 (x)w(z)de = 0 pro r # s.
Za urcitych podminek se funkce f(z) da vyjadiit jako
f(z) = Agmo(2)w(z) + Aymi(2)w(x) + .. . (22)

kde koeficienty Ag, Ay, ... jsou urceny ze vztahu

o0 [e.e] o0

[ mwrwa= | wk<x>§;Az-m<x>w<x>dx:Ak [ s

tedy pro Ay plati
J oo (@) f(2)dw
ffooo m2(z)w(z)dz’
Vidime, Ze koeficienty Ay, Ay, ... jsou dany linearni kombinaci momenti rozdéleni
s hustotou f(x).

Pii vySe uvedenych predpokladech je Gram-Charlierova aproximace hustoty
f(z) vyjadiena jako

f(z) = Agmo(x)w(z) + - - - + Apmp(2)w(). (24)
Volime vahovou funkci w(x) rovnou hustoté normovaného normalniho rozdé-

leni N(0,1)

Ay = (23)

1 22
w(z) =plx) = e 2.
(x) = olw) = ===
Dale ®
() = E®) o (25)
()
kde o) () zna¢i k-tou derivaci hustoty ¢(z). Dosazenim do (22) dostévame tzv.
Gram-Charlieriv rozvoj. Nyni zderivujeme (25) a vyuzijeme, ze ¢'(z) = —xp(x).
Méame
() = P @)p(r) + wp()e®(@) ") - eW(a)
* p*(z) p(x) p(z)

= Tpt1(2) + xmi ().
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Tedy plati

a1 (2) = m.(z) — ame (). (26)
Dale plati

Ty (2) = = (k + Dme (). (27)
To dokazeme indukci s vyuzitim (26). Pro & = 0 vzorec plati, pfedpokladejme
nyni, ze plati 7 (z) = —km_1(x). Pak

Try1(x) = —kmp_1(z) — xmg(2)

Teyr () = —kmy_y (2) — mp(2) + whmp—1 ()

Teyr () = —k(m, 1 (2) — 2mpa(2)) — mp(2) = —(k + Dmy(x).
Vychézi mo(z) = 1, m(z) = —x, m(r) = 22 — 1, m3(x) = —(2® — 3x), my(x) =
z* — 622 + 3.

Nyni ovéfime ortogonalitu polynomt 7 (x). UvazZujeme k > j > 1 a pouZzijeme
(27) pfi integrovani per partes.

[ mm@eei = [ n@eed = -r [ 5@t e
:---:r(r—l)...(r—s—i-l)/m_s(x)gp(x)dxzopror%s,
protoze
/ mr(z)p(r)dr = / o™ (z)dz = 0 pro k > 1.
Dale plati
/ mi(z)p(z)dz = k!, k=0,1....

Vypocteme koeficienty Ay, Aj, Az, Az, Ay dle vztahu (23). Dostavame
A0:17 A1:07 A2:07
EX®?-3EX  EX® m

Ag = _ S
3! 3! 6

A_EX4—6EX2+3_EX4—3_72—3

4 41 TR VI

kde 1, resp. 2 je koeficient Sikmosti, resp. Spicatosti.
Dosazenim do (24) dostdvame aprofimaci hustoty f(x), resp. distribu¢ni funkce
F(x)

f(@) = o(z) — L@ (@) + 223 ,0(s),

6 24
F(r) = ®(z) - La(r) + 2 2al(r), (28)
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Edgeworthovo pribliZzeni

Opét predpokladame hustotu f(x) z normovaného rozdéleni, tj. ndhodné ve-
liciny Z = % Necht je ddna momentova vytvorujici funkce
My(r)= | " f(x)dx.
Zajiméa nas Tayloriv rozvoj logaritmu momentové vytvorujici funkce na okoli
nuly, tedy
log My (r) = ag + arr + agr® + . . ., (29)
kde
1 d*log M(r)
I
Po vypocteni vychazi koeficienty

0 EZ% 1
an = a1 = Ay == — — —
0 1 , W2 9 27
EZ® EZ4—3 -3
a3 = — = -, a4 = = .
6 6 24 24

Dosadime do (29) za ag, a;, ay a dostaneme

MZ(T) — er2/2€a37~3+a4r4+... — 67«2/2(1 + a37“3 + a47‘4 4+ %TG 4. ) (30)

2
Povsimnéme si, ze plati
e’? = / e p(zr)de, (31)
protoze e/ je momentové vytvoiujici funkce rozdéleni N(0,1).
Déle méame
/ e oM (z)dz = —r / e o*D(g)dr = ... = (—1)krk / e o(x)de,

kde jsme integrovali metodou per partes. Nyni na vysledek aplikujeme (31) a
ziskame vztah

rFer’/? = (—1) / e o™ (z)dz. (32)
Uzitim vztahi (30) a (32) dostaneme
oo oo 9
a
e f(x)dx = / e (p(x) — aze®(x) + ase®(x) + ... + 5?’@(6) (x)+...)dz

Edgeworthova aproximace je zaloZena na pouziti urc¢itého poctu s¢itanci z fady
2
a3

5 90(6)(35) +.... (33)

o(x) — aggo(?’) () + a4go(4) () + ...+

Radu (33) nazyvame Edgeworthtiv rozvoj.
Pouzijeme-li prvni t¥i s¢itance (33), dostavame vysledek jako u Gram-Charlierovy
aproximace.
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Presnost Edgeworthovy aproximace neroste s po¢tem pouzitych ¢lent, obecné
totiz fada (33) nemusi konvergovat. Ze zkuSenosti je tato aproximace vyhodna
pii pfiblizeni P(S < y) v bodech y blizkych stfedni hodnoté .

Normalni mocninné pribliZzeni - NP2
Tato aproximace se lisi od drive vylozeného pfiblizeni NP1 tim, Ze bere v
uvahu koeficient Sikmosti ;. Mé&jme opét normovanou veli¢inu 5, tj. ndhodnou
veli¢inu Z = % Necht mame funkei g(z) takovou, Ze plati
P(Z < g(x)) = ®(). (34)
Volime g(x) = x + Ax. Levou stranu (34) rozvineme pomoci prvnich dvou ¢lentt
Gram-Charlierova rozvoje (28) a mame

O(z + Az) — %qﬂfﬂ (z + Az) = B(x). (35)
Nyni pouzijeme piiblizné vztahy
O(x + Az) = O(x) + Azp(z),,
o9 (2 + Ax) = 2V (2) = ¢®(2) = (2 - Dp()
a pouzijeme je k vyjadieni Az z (35). Dostavame

Az = %(;ﬁ —1).

NP2 ptiblizeni tedy spoc¢iva v tomto vztahu

P(Z <+ %(ﬁ ~ 1)) = ®(a).

Esscherovo pribliZeni

Zakladem této aproximace je znalost momentové vytvorujici funkce ndhodné
veli¢iny S Uvazujeme F'(x) distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny S a Mg(r) mo-
mentovou vytvorujici funkci.

DEFINICE. Necht r je pevné déno. Pro dané r definujeme distribu¢ni funkeci

nahodné veli¢iny S, vztahem

xT

F.(z) = Mg(r)™* / e"dF(t).

—0o0
Tento vztah nazyvame Esscherova transformace funkce F'(z) s parametrem 7.

Vyuzitim definice ziskdme vyjadieni pro momentovou vytvorujici funkci na-
hodné veli¢iny S,
Mg, (t) = w
Ms(r)
Jestlize f(x) je hustota od distribu¢ni funkce F'(z) pak pro hustotu od distribu¢ni
funkce F,.(x) plati

fr(@) = Ms(r)"e™ f(y)

1~ F(z) = Ms(r) / e F, (y)dy. (36)

T

a také plati
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Nejprve zvolime parametr r tak, aby platilo

M (r)
ES, = M4 (0) = —2—< =
ST( ) Ms(T)
Necht h,.(z) je hustota normované veli¢iny S,, tj. veli¢iny f\% Pro h,(z) plati
= \/VarSrfr(\/VarSrz + ),
resp. pro f.(z) plati
1 z—
+(2) = hy :
fr(z) v/ Vars, (\/VarSr)

Nyni vyuzijeme Gram-Charliertiv rozvoj (28) pro hustotu h,.(z). Dosadime do
(36) a dostavame

. Ms(r) r . z—x E(S, — x)3 e z—x

Upravime substituci y = Narg, Da tvar

e Ji e~y VarS E(ST _‘T)g 3
1—F(z) = 0/ VVarse ( (y) — WSO( )(?/)) dy.  (37)

DEFINICE. Definujeme Esscherovu funkci vztahem

e}

Ek(y):/ oW (z)dz, k=0,1,..., (38)

kde ©®)(z) je k-t4 derivace hustoty normalniho rozdéleni N(0,1).
Pro k = 0 plati

o0

B B R ,L 1 1-2(y)
Eo(y)o/e p(x)de = \/ﬁ/ vdr = o)

Integrovanim per partes integralu (38) ziskavame rekurzivni vzorec
Ei(y) = =% (0) + uBp_1(y), k=1,2,....
Oznacime y = v/ VarS, a dosadime do (37), dostavame

1= Fla) = M) ™ ( Bul) — g mm Pa0))



KAPITOLA 3
Technické rezervy v nezivotnim pojisténi

3.1. Funkce technickych rezerv a jejich druhy

Dle zékona o pojistovnictvi ¢.363/1999 Sb. ma pojistovna povinnost vytvéret
technické rezervy. Slouzi jako prostifedky potiebné ke kryti zadvazka vzniklych pri
prevzeti rizik. PTi tvorbé rezerv je pojistovna povinna dodrzet zadsadu bezpecnosti,
rentability, likvidity a diverzifikace. Podrobna tuprava tvorby technickych rezerv
a jejich tétovani je dana pravni normou, konkrétné v zdkoné o pojistovnictvi ¢.
363/1999 Sb. a vyhlasce k tomuto zakonu, tj. vyhlasce ¢.303/2004 Sb.

Druhy rezerv v nezivotnim pojisténi:

- rezerva na nezaslouzené pojistné

- rezerva na pojistnd plnéni (Sskodni rezerva)

- vyrovnavaci rezerva (vykyvova rezerva)

- rezerva na prémie a slevy

- rezerva pojistného nezivotnich pojisténi

- rezerva na splnéni zévazkil z ruceni za zavazky Ceské kancelaie pojisti-
telt
jiné rezervy

V nasledujicich oddilech si nékteré rezervy a jejich modelovani popiseme podrob-
néji.

3.2. Rezerva na nezaslouZené pojistné

Dle zakona ¢.363/1999 Sb. §14 odst.1 se pravi

Rezerva na nezaslouzené pojistné se tvori jak u zivotnich, tak i

u nezivotnich pojisténi. Vyse této rezervy odpovida ¢asti prede-

psaného pojistného, ktera ¢asové souvisi s nasledujicim tc¢etnim

obdobim a stanovi se jako souhrn téchto ¢asti pojistného vypo-

¢itany podle jednotlivych pojistnych smluv.
Pokud nelze postupovat timto zptisobem, pouziji se matematicko-statistické me-
tody. Cast predepsaného pojistného, kterd se prevadi do rezervy na nezaslouzené
pojistné, se ¢asto oznacuje jako prenaska pojistného. Stanoveni vysky této pre-
nasky se urci jednotlivé dle pojistnych smluv a zavisi na rozlozeni rizika béhem
roku. Metoda, ktera predpoklada rovnomeérné rozlozeni tohoto rizika, se jmenuje
pro rata temporis.

3.3. Rezerva na pojistna plnéni

Slouzi ke kryti zavazkt z pojistnych udalosti a obsahuje odhad nakladd spo-
jenych s likvidaci téchto udalosti.
Pojistna plnéni délime na dva druhy:

24
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(1) skody pted rozvahovym dnem vzniklé, nahldSené, ale jesté nezlikvido-
vané, tzv. RBNS (reported but not settled)

(2) skody pfed rozvahovym dnem vzniklé, ale dosud nenahlasené, tzv. IBNR
(incurred but not reported)

Vypocet rezerv pro oba druhy se zpravidla provadi pro jednotlivé smlouvy
a vyuziva se zkuSenosti z minulosti. Ke kalkulaci se ¢asto vyuZivaji vyvojové
trojuhelniky. Obecné plati, Ze ve sloupcich jsou data sefazené dle zpozdéni v
uhradé nebo nahlaseni skody a v fadcich pak dle obdobi, kdy skody nastaly.

0 1 ce. S e t—=2 t—1
1 Xl,O X171 e Xl,s e Xl,t72 X17t,1
2 Xa0 Xa1 Xas Xoto
’ ‘ 39
J Xj,O Xj 1 Xj,s ( )

t—1| X210 Xic1n

)

Rozeznavame dva zakladni typy téchto trojuhelnikii:
Kumulativni trojahelnik: V ném maji hodnoty X ; vyznam skod vzniklych
v roce j a uhrazenych nebo nahlaSenych do konce roku j + s.
Nekumulativni trojuhelnik: Hodnoty tohoto trojuhelniku se ¢asto ozna-

cuji Yj s a maji vyznam skod vzniklych v roce j a uhrazenych nebo nahlasenych
v roce j + s. Nekumulativni trojuhelnik miizeme ziskat velice snadno z kumula-
tivniho trojthelniku, staci volit Y, = X, — X s_1. Tento trojuhelnik se casto
vyuziva v pripadech, kdy se zohlednuje inflace ve Skodnich nakladech.
Zakladnim problémem, kterym se budeme zabyvat, je doplnéni trojahelniku

~

na Ctverec, tj. nalezeni odhadt X, j+s > t. Jestlize X ; pfedstavuje celkovou
vysi 8kod z roku j a uhrazenych/nahlasenych do konce roku j+s a X 0o DIedsta-
vuje odhad celkové vyse skod vzniklych v roce j, pak pro t dostatecné velké lze
predpokladat, ze X -1 = X joo- Jestlize mame odhad celkové vyse skod X oo Z
roku j a vysi skod X, ;_; vzniklych v roce j a uhrazenych do konce roku ¢, zis-
kame jejich rozdilem X joo — Xjt—j Cast rezervy na pojistnéd plnéni na konci roku
t na kryti skod z roku j. Pokud méme X, ; pfedstavujici celkovou vysi skod
z roku j a nahlaSenych do konce roku ¢, pak rozdil ijo — X4, predstavuje
rezervu na nehlasené skody z roku j.

Dalsi moznosti je vytvoreni podobného trojuhelniku, ktery obsahuje misto
vysi skod jejich pocty. Podélenim hodnot v kumulovaném resp. nekumulovaném
trojihelniku a v trojuhelniku obsahujicim pocty skod ziskdme trojuhelnik obsa-
hujici primérné skodni naklady. Poté se trojuihelniky s pocty skod a primérnymi
naklady doplni na ¢tverce a soucinem piislusnych hodnot se ziskaji odhady cel-
kovych skodnich nakladt pro jednotlivé roky.

3.4. Metody odhadu rezervy na pojistna plnéni
Nyni si popiseme nékteré metody pro vypocet odhadi X jss J s>t
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Metoda chain-ladder
Patii mezi nejcastéji pouzivané metody. Pouziva kumulativni trojihelnik a
predpoklada imeérnou zavislost mezi sloupci trojuhelniku, tj.
Xj,s—l—liCsz,s; SZO,...,t—2, jzl,,t—s—l
Parametry ¢, odhadujeme podle vztahu
N Z;;Sl_l Xj,8+1
Cs = s 1< S ::O,...,t<— 2.
23:1 Xj,s
Doplnéni trojihelniku (39) na ¢tverec provedeme nasobenim odhadnutymi para-
metry ¢, pocinaje od diagonaly, tj.

A

Xjﬂ‘:ét—j"'ér—lXj,t—ja T:t—j+1,...,t—1, ]:2,,t

Jestlize skody mohou byt nahldseny nejpozdéji se zpozdénim ¢ let, pak je vyse
rezervy na Skody z roku j rovna X, 1 — X, ;.

Varianty metody chain-ladder

Predpokladejme, Ze parametry nezavisi jen na sloupcovém indexu ale i na
fadcich. Zavadime vyvojové faktory takto

Djvsz%, j=1,...t—1, s=0,...,t—2.
7 takto vypocitanych hodnot sestavime trojihelnik
0 1 oS e t—=3 t—2
1 Dy Diy ... Dis ... Diy3 Dig
2 Dy Doy Do Doy 3
: : (40)
J Djo  Dja D;
t—1|Di1p

a poté lze uzit jednu ze dvou modifikaci metody chain-ladder.
1) Vypocteme pro kazdy sloupec parametr D, podobné jako v klasické metodé
chain-ladder parametry ¢;. Vyuzijeme k tomu vazené priaméry
t—s—1
b Tl o
23:1 Wi.s
a nasobenim témito parametry ziskame odhady X js» J s>t analogicky jako v
klasické metodé chain-ladder. Vahy w;, se mohou napfiklad volit s vyssi vahou
pro novejsi data, tj. wjs = j + s.
2) Doplnime trojtihelnik (40) na ¢tverec. Staci pfedpoklad linedrni zavislosti
D; s na j, prolozime sloupci (40) pfimky a metodou nejmensich ¢tverct najdeme

odhady

A

Djs, j=t—s5,...,t—1,5s=0,...,t—4
a pro posledni dva sloupce mutzeme volit napriklad
1

Dj,t—z = §(D1,t—3 +Dyys3), j=3,...,t—1
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bj’t_g - Dl’t_g, j = 2, e ,t - ].
Doplnéni trojuhelniku (39) se pak provede takto

Xj,r:bj,tfj"'Dj,rlej,tij T:t—j+1,...,t—1, j:2,,t

Londyndsky retézec

Tento model uvazuje opét kumulativni trojuhelnik a predpoklada nasledujici
zévislost dat

Xjst1=as+csXjs, s=0,...,t -2, 5=1,...,t—s—1

Parametry as a c¢; se odhadnou metodou nejmensich c¢tverct, tj. minimalizaci

vyrazu
t—s—1

> (Xjes1 —as—co— X;,)%, 5=0,...,t=3. (41)
j=1
Zderivujeme podle parametrii a polozime rovno nule, dostaneme tak soustavu
rovnic

t—s—1 t—s—1

E jst1=(t—s—1)as+cs E Xjs, s=0,...,t—3,
=1

t—s—1 t—s—1 t—s—1

> Xjan X = asZX]s—l—cSZ 2, 5=0,...,t—3 (42
j=1

Upravami ziskame

A Zz;i 'X Xjs41 Zt TX _Zt_S_IX Zt T Xjs+1Xjs

T (75—5—1)2”1)(2 — (0 Xj)? ,
(s =D T X e X = 20 Xy 0 X

T (t—s =) X2 - (0 X5)? 7

s=0,...,t—3. (43)

Pro s = t — 2 nelze z (41) odhadnout dva parametry a; o, ¢; 2, lze napiiklad
X1,t-1

e Doplnéni trojihelniku (39) provedeme

volit a;_o = 0 a dostaneme ¢;_o =
rekurzivné takto

~

Xjop1 =g+ X0, s=t—j,...,t—2, j=2,... .t

kde X jt—j = Xj+—j je znama hodnota na diagonale.
P1i volbé a;, = 0, s = 0,...,t — 2 dostavame klasicky model metody chain-
ladder.

De Vylderova metoda nejmensich ¢tvercu

V této metodé uvazujeme nekumulativni hodnoty Y ; a pfedpokladame, Ze se
daji vyjadrit souc¢inem takovych dvou parametri, ze jeden je zavisly jen na roce
vzniku skody j a druhy pouze na zpozdéni s, tj. plati

Yo =ujvs, s=0,...,t =1, y=1,...,¢
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Dalsi predpoklad je, ze
v = 1. (44)

Parametry u; a v, se vypocitaji minimalizaci vyrazu

t t—1

Z Z — u,vg)2, (45)

j=1 s=0

Tedy zderivujeme (45) podle parametri, polozime rovno nule a ziskdme soustavu
rovnic

"I
u; = 250 =0 IS B Gt
Zs ng
t—s
Y; su;
Vg = 2 =l a0, =1 (46)
Zt s U,2
J=1"3
Soustavu (46) Fesime iteracné. Odhadneme parametry vs, s = 0,...,t — 1 a

spo¢teme hodnoty u;, j = 1,...,¢, poté se vy znormuji tak, aby platil pfedpoklad
(44) a opét se vypoctou u;, j=1,..., 1.

Vhodna interpretace tohoto modelu je napiiklad jestlize u; pfedstavuji celko-
vou vysi skod z roku j nahlasenych, resp. uhrazenych maximalné se zpozdénim
t—1let a v, je podﬂ celkové vyse skod a skod se zpozdénim s. Pokud volime
c, = Wbl g — — 2, pak je De Vylderova metoda totozna klasické

vo+--+Us )
metode chaln—ladder

Separac¢ni metody

Vypocet rezervy miize vyznamné ovlivnit inflace, tim se zabyvaji separac¢ni
metody, které inflaci ve vypoctech zohlednuji. Nasledujici modely umozni odhad-
nout inflaci ve skodnich narocich piimo z pozorovanych dat. Budeme pouzivat
nekumulativni trojuhelnik s hodnotami Yj ;. VyuzZijeme piedchozi De Vylderovu
metodu a doplnime ji o dalsi parametr predstavujici inflaci v roce j+ s, dostavame
tak model

Yis = ujvshjys, s=0,...,t =1, 7=1,...,t. (47)

7 tohoto modelu vsak nelze odhadnout vSechny parametry na zakladé po-
zorovanych dat, proto je potfeba pocet parametrii zredukovat. Vydélime-li (47)
parametrem u;, mohli bychom k odhadu v, s =0,...,t =1, A\, r=1,....¢
pouzit hodnoty Y /u;, j+ s < t, tj. vySe 8kod z roku j uhrazenych resp. na-
hlaSenych do konce roku j + s ku celkové vysi skod z roku j. Hodnoty u; vsSak
nezname, zname maximalné akorat u;, v praxi se casto pouzivaji néjaké hodnoty,
ktera pro dany rok dobie vystihuji miru objemu rizika. Pfedpokladejme, Ze Y;
jsou jiz takto upravené hodnoty a nadéle tedy uvazujeme model

}/j,sivs/\j+878:07"‘7t_17j:17"'7t' (48)
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Tomuto modelu odpovida trojuhelnik teoretickych nekumulativnich hodnot

0 1 et =2 t—1
1 U()/\l U1>\2 Ce Ut,QAt,1 'Utfl)\t
2 VpAy  Ui3 Vi_o A

(49)

t—1 UO)\t—l Ul)\t
t 'U())\t

Pro dalsi vypocty ztotoznime hodnoty nekumulativnich skod Y s a jejich te-
oretické hodnoty v (49). Nyni si pfedstavime dva druhy separacnich metod:

1) Aritmeticka separa¢ni metoda, jejiz specialni predpoklad je

» =1 (50)

7j=1
P Y11
t—1 — = )
At
t—1
5\ _ 23:1 Jit—=j—1
t—1 1 — 'lA)t_l )
o — Yiio+ Yo, o
t—2 = — = =
Ai—1+ M\
h
3\ . Zt Y t—j—h
o L—0Opq — o= g
h+1
X > it Yi-n
Vi—h—1 = % R
A e Y
(51)
Obecné vyjadreni lze napsat ve tvaru
A= Z] 1 Yjr—j
= r=1...,1
Zs ()vs
t—s
Yis
s Z A,SZO,...,t—l. (52)
LA
Zr:erl T

Abychom mohli doplnit nekumulativni trojuhelnik na c¢tverec, potifebujeme
jesté ziskat odhady pro budouci vyvoj inflace. Z hodnot A\, r =1,...,t extrapo-
lujeme hodnoty A, r = t+1,...,2t—1. Lze pouzit napiiklad logaritmicko-linearni
regresi.
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2) Geometricka separa¢ni metoda piedpoklada navic

t—1

Hvs =1. (53)

s=0

Oproti aritmetické separa¢ni metodé vyuzijeme v modelu (48) pfedpoklad (53) a
dostaneme opét vyjadreni pro jednotlivé parametry

J=1
P Yiea
t—1 — = )
A
t—1
2 1
Ai—1 = (041 HY',t—J—l)“la

(54)
Obecné tedy plati

t—s
T Y‘s t—s
v:<Hj—#> L s=0,...,t—1. (55)

Ke stejnému vysledku lze dospét také, pokud v modelu (48) pouzijeme k od-
hadu parametr metodu nejmensich ¢tverct na logaritmy hodnot Y ;.

Metoda skodniho poméru

Zakladem této jednoduché metody je definice sSkodniho poméru.

DEFINICE. Skodni pomér roku j definujeme jako podil celkové vyse skod
vzniklych v roce j a zaslouzeného pojistného pro tento rok.

Daéle predpokladame, Ze pojistovna dokaze odhadnout jaké ¢asti zaslouzeného
pojistného jsou uréeny na Skodni ndklady, spravni néklady a na zisk pojistovny.
Pro rok j oznac¢ime skodni pomér jako S P}, zaslouZené pojistné jako Z P; a celkové
pojistné plnéni za skody z roku j jako C'P;. Odhadneme-li $kodni pomér pro rok
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7 hodnotou @j, miizeme celkové pojistné plnéni odhadnout vztahem

CP; = ZP,SP;. (56)
Vysi rezervy na pojistnéd plnéni za skody z roku j dostaneme jako

kde Xj,_; je vySe jiz vyplacenych plnéni za skody z roku j.

Bornhuetter-Fergusonova metoda

Tato metoda je kombinaci né€kolika vySe popsanych metod. Pouziva kumula-
tivni trojuhelnik s hodnotami X

Nejprve nékterou z popsanych metod doplmme trojuhelnik (40) na ¢tverec,
tj. ziskdme hodnoty DJ s, j+ s >t. Necht D]oo je odhad celkového nésobitele,
kterym ziskame X joo Z€ vztahu

Xjoo = DjocXjij. (57)

Za predpokladu, ze skody mohou byt nahlaSeny nejdéle se zpozdénim t let, plati
D]OO_Djt ijt —j+1" D]t 2-

Odhadneme $kodni pomér SP; pro rok j a podle (56) mizeme odhadnou celkové

plnéni C’P pro rok j. Upravenlm (57) dostavame vyjadieni pro dosud vyplacené
plnéni za ékody z roku j

~

5 X
Xjt-5 = D]— (58)
7,00

Nyni dosadime do (58) za )A(j,oo odhad celkového plnéni 51\3]- vypocCteny diive.
Dostavame vztah pro vysi rezervy na nevyplacend plnéni z roku j

_— 1
CP;[1- =
Do

3.5. Vyrovnavaci rezerva

Je to rezerva urcena ke kryti vykyvi ve skodném pomeéru, které nezavisi na
vili pojistovny. Postup, kterym se stanovi vySe rezervy a podminky pro ¢erpani
rezervy, je stanoven Ceskou narodni bankou. Pojistovna kazdy rok vykazuje tech-
nicky zisk resp. ztratu, tj. rozdil mezi naklady na skody a ryzim pojistnym. Pokud
je toto pojistné vyssi nez dané naklady, hovoiime o technickém zisku a v tomto
pripadé 1ze z tohoto zisku tvorit vykyvovou rezervu, v opa¢ném piipadé mluvime
o technické ztraté a v takovém pripadé dochézi k ¢erpani vykyvové rezervy.
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Zavér

Seznamili jsme se s kolektivnim modelem rizika a technickymi rezervami v
nezivotnim pojisténi. Ukéazali jsme si rizné metody a postupy vypoctu dosta-
tecné vyse rezervy. Princip kolektivniho modelu je uzivan ve velké mife v celém
nezivotnim pojisténi. S timto modelem zejména souviseji slozené rozdéleni, ktera
jsme si také popsaly. Slozené rozdéleni a i vyse odvozena tvrzeni jsou jednim ze
zékladnich kament pii kalkulaci rezerv pojistovny.

Velka ¢ast teorie vypoctu technickych rezerv je zalozena na znalostech z teorie
pravdépodobnosti. Vyuzivali jsme rizna znama diskrétni, ale i spojita rozdélent,
pouzili jsme napiiklad momentové vytvorujici funkce a vytvotrujici funkce prav-
dépodobnosti, které nam velmi pomohli k vypoctu momentii pii aproximacich
pomoci zndmych rozdéleni.

Vypracovani této prace mi pfineslo mnoho uziteénych znalosti v oboru nezi-
votniho pojisténi. Poskytlo mi hlubsi pohled na fungovéni pojistovny a na teorii
vypoctu technickych rezerv. Pojistovnictvi je pro mé velmi zajimavé a perspek-
tivni oblast a lepsi pochopeni této problematiky mé opét posunulo o trochu blize
ke skute¢nému pojistovnictvi, ve kterém se snad budu moci v budoucnu uplatnit.
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