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Kapitola 1

Kopule

1.1 Úvod

V této práci se seznámíme s kopulemi a jejich užití při studiu závislosti. Práce
předpokládá čtenáře sice minimálně, ale přesto erudovaného v matematické
statistice. Pojmy, které jsou v bakalářském ročníku notoricky známé, už se
nedefinují, základní tvrzení, používaná implicitně, se neopakují. Vše ostatní
je vysvětleno podrobně.

1.2 Definice a seznámení

Kopule jsou funkce, které pojí jednorozměrné marginální distribuční funkce
k mnohorozměrným distribučním funkcím. Byly poprvé představeny v roce
1959 A. Sklarem jako odpověď M. Fréchetovi týkající se vztahu mezi více-
rozměrnými pravděpodobnostními distribučními funkcemi a jejich méněroz-
měrnými marginály. Blíže k historii viz [11]. Užití kopulí v článku [3], který
pro ně našel dobré využití ve financích, znamenalo jejich bouřlivý rozvoj,
který trvá dodnes a skýtá mnoho otevřených (a vzhledem k uplatnění pro
mnohé matematiky lákavě lukrativních) témat.

Definice 1. Řekneme, že funkce C : I2 → I, kde I značí interval [0,1], je
(dvojrozměrná) kopule, má-li následující vlastnosti:

(i) C(0, t) = C(t, 0) = 0 a C(1, t) = C(t, 1) = t ∀ t ∈ I
(ii) C(u2, v2)−C(u2, v1)−C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0 ∀u1, u2, v1, v2 ∈ I

taková, že u1 ≤ u2 a v1 ≤ v2.
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Z definice okamžitě plyne, že C je neklesající v každé proměnné (položme
u či v rovné nule) a spojitá (protože je dokonce stejnoměrně spojitá). Tento
závěr nám plyne právě z monotonie a z trojúhelníkové nerovnosti. Mějme
bez újmy na obecnosti u1 ≤ u2 a v1 ≤ v2:

|C(u2, v2)− C(u1, v1)| ≤ |C(u2, v2)− C(u1, v2)|+ |C(u1, v2)− C(u1, v1)|
≤ |C(u2, 1)− C(u1, 1)|+ |C(1, v2)− C(1, v1)|
= |u2 − u1|+ |v2 − v1|.

Všimněme si dalších základních vlastností, okamžitě plynoucích z definice:

Lemma 1.2.1. max(u + v − 1, 0) ≤ C(u, v) ≤ min(u, v) ∀u, v ∈ I.

Důkaz. Důkaz je elementární, první nerovnost: C(1, 1)−C(1, v)−C(u, 1) +
C(u, v) ≥ 0, odtud C(u, v) ≥ u+v−1 a kopule musí zároveň být nezáporná,
druhá nerovnost: C(u, v) ≤ C(u, 1) = u, pro v analogicky.

Poznámka. Tato nerovnost je kopulovou verzí Fréchetovy–Hoeffdingovy ne-
rovnosti vyjádřené pomocí distribučních funkcí. Mezím tedy budeme ří-
kat Fréchetovy–Hoeffdingovy a značit je: W (u, v) = max(u + v − 1, 0),
M(u, v) = min(u, v). Zmíníme zde ještě jednu charakteristickou kopuli, tzv.
součinovou kopuli: Π(u, v) = uv.

Důležitost kopulí pro matematickou statistiku tkví v následujícím základ-
ním tvrzení:

Věta 1.2.2 (Sklar). Nechť H je dvojrozměrná distribuční funkce (d.f.) s
marginálními d.f. F a G. Pak existuje kopule C taková, že H(x, y) = C(F (x), G(y))
pro všechna x a y ∈ R. Navíc, jsou-li F a G spojité, je C určena jedno-
značně. Opačně, pro jakékoliv jednorozměrné d.f. F a G a jakoukoliv kopuli
C, funkce H definovaná výše je dvojrozměrná d.f. s marginály F a G.

Důkaz. Viz [9].

Od nyní dále mohou být všechna tvrzení nazývána důsledky. Pozname-
nejme, že kopule sama je dvojrozměrnou distribuční funkcí. Její marginály
mají rovnoměrné rozdělení na I.
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1.3 Charakterizace

Nyní buďte X a Y spojité náhodné veličiny se sdruženou d.f. H, marginál-
ními d.f. po řadě F a G a kopulí C. Vztah veličin X a Y dává do souvislosti
s význačnými kopulemi následující věta 1.3.1.

Věta 1.3.1. (i) X a Y jsou nezávislé ⇔ C(u, v) = uv;
(ii) Y je skoro jistě rostoucí funkcí X ⇔ C(u, v) = min(u, v);

(iii) Y je skoro jistě klesající funkcí X ⇔ C(u, v) = max(u + v − 1, 0).

Důkaz. (i) je zřejmé, zbytek viz například [8].

Věta 1.3.2. Nechť X a Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulí CXY . Nechť
α a β jsou ryze monotónní transformace na RanX a RanY , kde RanF
rozumíme obraz zobrazení F . Potom platí:

(i) Jsou-li obě transformace rostoucí, pak

Cα(X)β(Y )(u, v) = CXY (u, v);

(ii) Je-li α rostoucí a β klesající, pak

Cα(X)β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v);

(iii) Je-li α klesající a β rostoucí, pak

Cα(X)β(Y )(u, v) = v − CXY (1− u, v);

(iv) Jsou li obě transformace klesající, pak

Cα(X)β(Y )(u, v) = u + v − 1 + CXY (1− u, 1− v).

Důkaz. Snadný důkaz jen naznačíme pro nám později užitečný případ (i).
Nechť F1, G1, F2, G2 značí distribuční funkce po řadě X, Y, α(X), β(Y ). Máme
rovnosti:

Cα(X),β(Y )(F2(x), G2(y)) = P (X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y))

= CX,Y (F1(α−1(x)), G1(β−1(y))) = CX,Y (F2(x), G2(y)).

Díky faktu, že RanF2 = RanG2 = I a spojitosti X a Y máme výsledek.
Zbytek je podobnou rutinou, viz [9].
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Máme-li kopuli, potom, jako důsledek Sklarovy věty, automaticky máme
dvojrozměrnou distribuční funkci s jakýmikoliv marginálními d.f. si přejeme.
To je jistě užitečné například v modelování či simulacích. Navíc, v duchu
předchozí věty 1.3.2, neparametrická podstata závislosti mezi dvěma ná-
hodnými veličinami je vyjádřena kopulí (ta je totiž invariantní na striktně
rostoucí transformace). Studium neparametrické závislosti je tedy studium
vlastností kopulí. Dejme si proto pár význačných typů (rodin) kopulí do
zásoby.

1.4 Některé rodiny kopulí

Nejprve zmiňme jednu obecnou skupinu kopulí, kam patří mnoho rodin,
Archimédovy kopule. K tomuto potřebujeme pojem pseudoinverzní funkce
(pseudoinverze): Nechť je ϕ spojitá, ryze klesající funkce z I do [0,∞] taková,
že ϕ(1) = 0. Pseudoinverzí funkce ϕ rozumíme funkci ϕ[−1] s definičním
oborem [0,∞] danou předpisem

ϕ[−1](t) = ϕ−1(t) pro ∀t ∈ [0, ϕ(0)] a

ϕ[−1](t) = 0 jinde.

Definice 2 (Archimedes). Nechť je ϕ spojitá, ryze klesající funkce z I do
[0,∞] taková, že ϕ(1) = 0 a ϕ[−1] její pseudoinverze. Kopuli, kterou lze
zapsat ve tvaru:

C(u, v) = ϕ[−1][ϕ(u) + ϕ(v)]

nazveme Archimedovou a funkci ϕ jejím generátorem.

Poznámka. V případě, že ϕ(0) = ∞, je samozřejmě ϕ[−1] = ϕ−1. Archimé-
dovy kopule jsou symetrické a asociativní. Toto a další vlastnosti viz [9].

Představme si některé Archimedovy rodiny.

Definice 3 (GH). Gumbelovou–Hougaardovou rodinou zveme kopule dané
vztahem:

Cθ(u, v) = e−[(− log u)θ+(− log v)θ]
1
θ ; θ ∈ [1,∞].

Definice 4 (AMH). Do rodiny Ali–Mikhail–Haq patří kopule dané vztahem:

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
; θ ∈ [−1, 1).
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Definice 5 (Clayton). Claytonovou rodinou zveme kopule zapsané následu-
jícím vzorcem:

Cθ(u, v) = max[(u−θ + v−θ − 1)−1/θ, 0]; θ ∈ [−1,∞) \ {0}.

Definice 6 (Frank). Kopule Frankovy rodiny jsou definované vztahem:

Cθ(u, v) = −1
δ

log

[
1 +

(e−δu − 1)(e−δv − 1)
e−δ − 1

]
; θ 6= 0.

Dále se nám bude hodit rodina patřící mezi obecnou skupinu kopulí
s kvadratickými částmi, tzn. kopule obecně dané vzorcem C(u, v) = a(v)u2+
b(v)u + c(v) pro kvadratické části v proměnné u.

Definice 7 (FGM). Vzorec pro rodinu zvanou Farlie–Gumbel–Morgenstern
je:

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v); θ ∈ [−1, 1].

Zmiňme si také některé rodiny s dvěma parametry:

Definice 8 (Fréchet). Fréchetovou rodinu zveme kopule splňující:

Cα,β(u, v) = αM(u, v) + (1− α− β)Π(u, v) + βW (u, v);

α, β ∈ [0, 1], α + β ≤ 1.

Definice 9 (MO). Marshallova–Olkinova rodina je jméno pro kopule se
vzorcem:

Cα,β(u, v) = min(u(1−α)v, uv(1−β)); α, β ∈ [0, 1].
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Kapitola 2

Korelace

Úkolem korelační analýzy je odhalit vztahy mezi náhodnými veličinami.
V této kapitole si uvedeme několik přístupů, jak tyto vztahy a závislost
měřit. Nejobvykleji se zkoumají vztahy lineární.

2.1 Pearsonův korelační koeficient

Jedná se o nejčastěji užívaný korelační koeficient a je definován, jsou-li X
a Y náhodné veličiny s konečnými druhými momenty a kladnými rozptyly,
takto:

Definice 10.
% = cov(X, Y )/

√
(varX)(varY ).

Lze snadno ukázat, že %(X, Y ) = %(Y, X) a že při lineárních transfor-
macích X a Y korelační koeficient nanejvýš změní znaménko. Platí, viz [1],
že −1 ≤ % ≤ 1 a také, že % = 1 (resp. % = −1), právě když Y = a + bX
s pravděpodobností 1, kde b > 0 (resp. b < 0).

Definice 11. Mějme náhodný výběr (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) z nějakého dvoj-
rozměrného rozdělení. Označme X = 1

n

∑n
k=1 Xk; S2

X = 1
n−1

∑n
k=1(Xk−X)2;

SXY = 1
n−1

∑n
k=1((Xk−X)(Yk−Y )); výběrovou verzí Pearsonova koeficientu

nazveme
r = SXY /

√
S2

XS2
Y .
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U následujících koeficientů se budeme snažit slovnímu spojení „korelační
koeficientÿ úzkostlivě vyhýbat, v moderní zahraniční literatuře se toto spo-
jení totiž používá pouze u vztahu lineárního, zatímco pro jiné monotónní
vztahy se užívá termín „measure of associationÿ.

2.2 Kendallovo τ

Hodnocení výběrového korelačního koeficientu je vázáno na splnění předpo-
kladu, že výběr pochází z normálního rozdělení (viz. [1]). Tento předpoklad
však dost často bývá silně porušen, leckdy nejde hodnoty uvedených náhod-
ných veličin stanovit přesně a někdy dokonce jejich hodnoty neznáme vůbec
a máme k dispozici jen jejich pořadí.

Definice 12. Mějme dvě pozorování (xi, yi), (xj, yj) spojitého náhodného
vektoru (X,Y ). Řekneme, že tato pozorování jsou konkordantní, platí-li
xi < xj a zároveň yi < yj nebo xi > xj a zároveň yi > yj. V jiném pří-
padě řekneme, že jsou diskordantní. Připomeňme, že ve spojitém rozdělení
je pravděpodobnost shody (xi = xj) rovna nule.

Kendallovo τ je potom definováno jako pravděpodobnost konkordance
mínus pravděpodobnost diskordance, tedy:

Definice 13. Buďte (X1, Y1), (X2, Y2) nezávislé a stejně rozdělené náhodné
vektory, každý se sdruženou d.f. H. Potom je Kendallovo τ definováno násle-
dovně:

τ = P ((X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0)− P ((X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0).

Definice 14. Mějme (x1, y1), ..., (xn, yn) náhodný výběr pozorování vektoru
(X, Y ) o rozsahu n. Máme (n

2 ) různých párů (xi, yi) a (xj, yj) pozorování
a každý pár je buď konkordantní, nebo diskordantní. Nechť c značí počet
konkordantních a d počet diskordantních párů. Výběrová verze Kendallova
tau je potom

t = (c− d)/(c + d) = (c− d)/(n
2 ).

Poznámka. Známe-li jen pořadí veličin, výběrovou verzi Kendallova koefi-
cientu můžeme zapsat i bez pojmu konkordance, zápis však vypadá trochu
ďábelsky:

t =
1

n(n− 1)

∑∑

i 6=j

(sgn(ri − rj) sgn(qi − qj));

kde ri a qi jsou pořadí veličin Xi a Yi.
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2.3 Spearmanovo ρ

Spearmanovo ρ je, stejně jako Kendallovo τ , založeno na konkordanci a dis-
kordanci. Abychom získali jeho hodnotu, mějme (X1, Y1), (X2, Y2) a (X3, Y3)
tři nezávislé náhodné vektory, každý se sdruženou distribuční funkcí H, jejíž
marginálními d.f. jsou F a G, a kopulí C. Spearmanovo ρ je úměrné pravdě-
podobnosti konkordance minus pravděpodobnost diskordance dvou vektorů
(X1, Y1) (X2, Y3), to znamená dvojice vektorů se stejnými marginálními d.f.,
ale jeden se sdruženou distribuční funkcí H, zatímco složky druhého vektoru
jsou nezávislé:

Definice 15. S předpoklady výše zmíněnými definujme:

ρ = 3P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0].

Je jasné, že v definici by nám posloužil vektor (X3, Y2) namísto vektoru
(X2, Y3) stejně dobře. Zarazila-li čtenáře v definici konstanta 3 (proč ne třeba
3,99?), je to dobře, ještě si jí všimneme (viz větu 3.0.7).

Výběrová verze Spearmanova ρ:

Definice 16. Výběrová verze se definuje jako Pearsonův výběrový koefici-
ent aplikovaný na pořadí složek dvojrozměrného vektoru, přesněji, mějme
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn); n ∈ N výběr ze spojitého dvojrozměrného rozdělení.
Seřaďme výběr podle první složky. Nechť R1, . . . , Rn jsou pořadí veličin
Y1, . . . , Yn. Potom lze, jak se můžeme dočíst v [1], výběrová verze Spear-
manova ρ upravit na následující přehledný tvar:

rS = 1− 6
n(n2 − 1)

n∑
i=1

(i−Ri)
2.

2.4 Blomqvistovo β

Uveďme si zde na závěr třetí neparametrický koeficient, opět založený na
konkordanci.

Definice 17. Buď (X, Y ) náhodný vektor.

β = P [(X − x̃)(Y − ỹ) > 0]− P [(X − x̃)(Y − ỹ) < 0].

kde x̃ a ỹ znamenají po řadě mediány náhodných veličin X a Y .
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Výběrovou verzi β zavedeme intuitivně:

Definice 18. Mějme (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn); n ∈ N výběr z dvojrozměrného
rozdělení se sdruženou distribuční funkcí F a spojitými marginálními d.f.
Mějme dvojrozměrnou kontingenční tabulku, kde dělícími body jsou výbě-
rové mediány jednotlivých marginálních rozdělení. Buď n1 počet napozoro-
vaných dvojic, které patří do prvního či třetího kvadrantu, n2 buď počet
dvojic z kvadrantu druhého a čtvrtého, n1 + n2 = n. Potom výběrová verze
Blomqvistova β je:

b =
n1 − n2

n
.

Výhody tohoto koeficientu oproti předchozím koeficientům jsou ryze prak-
tické. Zaprvé, jak uvidíme v lemmatu 2.4.1, hodnotu β lze explicitně spočíst,
kdykoliv máme explicitně vyjádřenou kopuli, což rozhodně není pravidlem u
předchozích koeficientů τ a ρ (viz [6]). Zadruhé je tu nízká výpočtová nároč-
nost jeho odhadu. Definice t či rS napovídají, že implementace na spočtení
budou mít časovou složitost O(n2), zatímco časová náročnost spočtení od-
hadu b Blomqvistova β, u kterého je třeba spočíst medián jednorozměrných
marginálních d.f., poroste s n pouze lineárně.

Lemma 2.4.1. Buďte X a Y spojité náhodné veličiny se sdruženou d.f. H a
s marginálními d.f. po řadě F a G a kopulí C. Potom máme F (x̃) = G(ỹ) =
1/2 a β = 4C(1

2 ,
1
2)− 1.

Důkaz.

β = 2P ((X − x̃)(Y − ỹ) > 0)− 1

= 2(P [X > x̃, Y > ỹ] + P [X < x̃, Y < ỹ])− 1

= 2(H(x̃, ỹ) + [1− F (x̃)−G(ỹ) + H(x̃, ỹ])− 1

= 4H(x̃, ỹ)− 1 = 4C(F (x̃), G(ỹ))− 1

= 4C(
1
2
,
1
2

)− 1.
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Kapitola 3

Závislost

Ukažme si nejprve, v duchu předchozí úvahy o vhodnosti kopulí při zkou-
mání neparametrické závislosti, že u dvou náhodných veličin nám znalost
jejich kopule ještě nestačí k určení Pearsonova korelačního koeficientu %.

Příklad 3.0.2. Mějme náhodné veličiny X a Y , X měj rovnoměrné rozdělení
na intervalu [0, 1] a nechť Y = X. Jak okamžitě plyne z definice, %XY = 1.
Transformujme náhodné veličiny: α(X) = X, β(Y ) = Y 2. Transformace jsou
rostoucí, tedy z věty 1.3.2 nám plyne:

CX,Y 2 = CX,Y = CX,X = M.

Ovšem %α(X)β(Y ) je rozhodně různé od jedné:

cov(X,Y 2) = EXY 2−EXEY 2 = EX3−EXEX2 = 1/4− 1/6 = 1/12,
varX = EX2 − (EX)2 = 1/12 a také: varY 2 = EX4 − (EX2)2 = 4/45.

Odtud dostáváme výsledek:

%α(X)β(Y ) =

√
15
4

.

Poznámka. Je nám tedy jasné, že při snaze určit Pearsonův korelační koefi-
cient bez marginálních rozdělení neuspějeme. Lze ukázat i rostoucí transfor-
mace, které korelační koeficient sníží o dost více, tento příklad je vskutku
základní. Ukažme si ale, podrobněji v [10], že kopule i tak při zkoumání
Pearsonova korelačního koeficientu mohou mít podstatnou úlohu:
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Buď (X,Y ) dvojrozměrný náhodný vektor s kopulí C a marginálními d.f.
F a G. Potom kovariance X a Y lze vyjádřit takto:

cov(X, Y ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(C[F (x), G(x)]− Π[F (x), G(x)])dxdy

a vzhledem k Fréchetovým–Hoeffdingovým mezím máme dále tvrzení: Mějme
fixní marginální d.f. F a G (opravdu fixní, srovnejme s příkladem 3.0.2). %C

vždy leží mezi koeficienty odpovídajícími rozdělením s mezními kopulemi W
a M :

%W ≤ %C ≤ %M

a zavedeme-li na množině všech kopulí částečné uspořádání (množina kopulí
je tzv. ČUM), pak je % (jakožto funkce kopule) neklesající. ČUM se zavede
intuitivně: C1 ≺ C2, jestliže C1(u, v) ≤ C2(u, v) ∀u, v ∈ I.

Je na čase zdůraznit, že Kendallův či Spearmanův koeficient problémy při
ryze monotónních transformacích nedělají, pravděpodobnost, že X1 ≥ X2

je totiž při rostoucí transformaci α rovna pravděpodobnosti, že α(X1) ≥
α(X2). To nám napovídá, že takové koeficienty budou hrát ve vztazích ke
kopulím veledůležitou roli. Povaha koeficientů jako je Kendallův, to jest, že,
nepřesně řečeno, nezávisí na rozdělení, jim dává přízvisko „neparametrickéÿ.

Abychom přesně ukázali roli, kterou kopule hrají při studiu neparame-
trických koeficientů, zaveďme si tzv. funkci konkordance (shody) Q, která
je rozdílem pravděpodobností konkordance a diskordance mezi dvěma spoji-
tými náhodnými vektory (X1, Y1) a (X2, Y2) s obecně rozdílnými sdruženými
d.f. H1 a H2, ale se stejnými marginály F a G. Ukažme, že takováto funkce
závisí na rozdělení vektorů (X1, Y1) a (X2, Y2) jen skrz jejich kopule:

Věta 3.0.3. Nechť jsou (X1, Y1) a (X2, Y2) nezávislé spojité náhodné vek-
tory se sdruženými d.f. po řadě H1 a H2, s marginály F (od X1 a X2) a
G (od Y1 a Y2). Nechť C1 a C2 značí kopule po řadě (X1, Y1) a (X2, Y2),
tzn. H1(x, y) = C1(F (x), G(y)) a H2(x, y) = C2(F (x), G(y)). Nechť Q značí
rozdíl pravděpodobností konkordance a diskordance (X1, Y1) a (X2, Y2), to
jest, nechť

Q = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0].

Potom

Q = Q(C1, C2) = 4
∫∫

I2

C2(u, v)dC1(u, v)− 1.
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Důkaz. Podrobně si zde ukážeme důkaz, který je k nalezení v hrubší formě
v [9]. Jelikož jsou náhodné vektory spojité, je pravděpodobnost shodného
pozorování nula, 1−P [(X1−X2)(Y1−Y2) > 0] = P [(X1−X2)(Y1−Y2) < 0]
a tedy

Q = 2P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− 1.

Ovšem P [(X1−X2)(Y1−Y2) > 0] = P [X1 > X2, Y1 > Y2]+P [X1 < X2, Y1 <
Y2] a na spočítání těchto pravděpodobností můžeme zkusit podmiňovat a
využít integrování přes sdruženou d.f. jednoho z vektorů, například (X1, Y1).
Máme:

P [X1 > X2, Y1 > Y2] = P [X2 < X1, Y2 < Y1]

=
∫∫

R2

P [X2 < X1, Y2 < Y1|X1 = x, Y1 = y]dH1(x, y)

=
∫∫

R2

P [X2 < x, Y2 < y]dH1(x, y)

=
∫∫

R2

P [X2 < x, Y2 < y]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

R2

C2(F (x), G(y))dC1(F (x), G(y))

a substitucí u = F (x), v = G(y) dostaneme:

P [X1 > X2, Y1 > Y2] =
∫ ∫

I2

C2(u, v)dC1(u, v).

Stejným způsobem,

P [X1 < X2, Y1 < Y2] =

= P [X2 < x, Y2 < y|X1 = x, Y1 = y]

=
∫∫

R2

P [X2 > x, Y2 > y]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

R2

[1− F (x)−G(y) + C2(F (x), G(y))]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

I2

[1− u− v + C2(u, v)]dC1(u, v).

C1 je sdružená distribuční funkce (U, V ) rovnoměrně rozdělených náhodných
veličin na (0, 1), zřejmě tedy E(U) = E(V ) = 1/2 a proto:
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P [X1 < X2, Y1 < Y2] = 1− 1
2
− 1

2
+

∫∫

I2

C2(u, v)dC1(u, v)

a tedy P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0] = 2
∫∫

I2

C2(u, v)dC1(u, v)

a tvrzení plyne dosazením.

Poznámka. Funkce Q hraje důležitou roli, shrňme si její vlastnosti: Je sy-
metrická ve svých proměnných a, vzpomeneme-li na ČUM, je neklesající v
každém svém argumentu.

Jako okamžitý důsledek spojení definice Kendallova τ (viz definici 13)
a výsledků předchozí věty 3.0.3 máme následující tvrzení.

Věta 3.0.4. Buďte X a Y spojité náhodné veličiny, jejichž kopule je C.
Potom dostáváme následující návod k počítání Kendallova τ pro X a Y :

τX,Y = Q(C, C) = 4
∫∫

I2

C(u, v)dC(u, v)− 1.

Tento integrál lze interpretovat jako střední hodnotu funkce C(U, V ) rovno-
měrně rozdělených náhodných veličin U a V, jejichž sdružená distribuční
funkce je C, tj. τX,Y = 4E(C(U, V ))− 1.

Důkaz. Zřejmý.

Příklad 3.0.5. Spočtěme si, co dává funkce Q pro dvojice základních ko-
pulí M , W a Π. Uvědomme si nejprve, dΠ(u, v) = dudv a že nosičem M je
pouze hlavní diagonála u = v v I2. Toto zjištění je zřejmé, když si uvědo-
míme, že míra indukovaná kopulí M každého otevřeného obdélníku, který
leží celý nad nebo pod touto hlavní diagonálou, je nula. Stejně tak nosič
W je druhá diagonála, v = 1− u. Takže pokud máme funkci g definovanou
a integrovatelnou na I2, platí:
∫∫

I2

g(u, v)dM(u, v) =
∫ 1

0
g(u, u)du;

∫∫

I2

g(u, v)dW (u, v) =
∫ 1

0
g(u, 1−u)du.

Proto:

Q(M, M) = 4
∫∫

I2

min(u, v)dM(u, v)− 1 = 4
∫ 1

0
udu− 1 = 1;

Q(M, Π) = 4
∫∫

I2

uvdM(u, v)− 1 = 4
∫ 1

0
u2du− 1 = 1/3;
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Q(M, W ) = 4
∫∫

I2

max(u + v − 1, 0)dM(u, v)− 1 = 4
∫ 1

1/2
(2u− 1)du− 1 = 0;

Q(W, Π) = 4
∫∫

I2

uvdW (u, v)− 1 = 4
∫ 1

0
u(1− u)du− 1 = −1/3;

Q(W,W ) = 4
∫∫

I2

max(u + v − 1, 0)dW (u, v)− 1 = 4
∫ 1

0
0du− 1 = −1;

Q(Π, Π) = 4
∫∫

I2

uvdΠ(u, v)− 1 = 4
∫ 1

0

∫ 1

0
uvdudv − 1 = 0.

Buď nyní C libovolná kopule. Protože funkce konkordance je rozdílem
dvou pravděpodobností, je jasné, že Q(C,C) ∈ [−1, 1] a jako důsledek ČUM
a hodnot funkce Q pro význačné kopule M , W a Π v tomto příkladě plyne,
že:

Q(C, M) ∈ [0, 1], Q(C, W ) ∈ [−1, 0] a Q(C, Π) ∈ [−1/3, 1/3].

Pro počítání Kendallova τ tedy obvykle musíme spočíst leckdy netriviální
dvojný integrál. Pro Archimedovské kopule je situace poněkud jednodušší:

Lemma 3.0.6. Buďte X a Y náhodné veličiny s Archimédovskou kopulí C
generovanou funkcí φ z Φ. Kendallovo τ pro X a Y je potom dáno vzorcem:

τ = 1 + 4
∫ 1

0

φ(t)
φ′(t)

Důkaz. Lze nalézt v [7].

Poznámka. Jak R.B.Nelsen v [9] píše, pro velkou třídu kopulí , jež splňují
podmínku integrovatelnosti (∂C/∂u).(∂C/∂v) na I2, se leckdy také hodí
k počítání vyjádření Kendallova τ takto:

τC = 1− 4
∫∫

I2

∂C(u, v)
∂u

∂C(u, v)
∂v

dudv

Přistupme k dalšímu koeficientu– Spearmanovu ρ (viz definici 15). Při-
pomeňme si, že sdružená d.f. (X1, Y1) je H(x, y), zatímco u (X2, Y3) je to
F (x)G(y). Proto kopule (X2, Y3) je Π a užijeme-li větu 3.0.3 a symetrii Q,
okamžitě máme tvrzení:
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Věta 3.0.7. Buďte X a Y spojité náhodné veličiny, jejichž kopule je C.
Potom:

ρXY = 3Q(C, Π) = 12
∫∫

I2

uvdC(u, v)− 3

= 3Q(Π, C) = 12
∫∫

I2

C(u, v)dudv − 3.

Důkaz. Prosté dosazení.

Tady si uvědomíme, že číslo tři v definici 15 Spearmanova ρ je tedy jen
normalizační konstanta, jelikož již víme, že Q(C, Π) ∈ [−1/3, 1/3] a zdá se
nám nemravné, aby se koeficient, vyjadřující závislost dvou veličin, pohybo-
val pouze v tomto rozmezí. Radši máme interval [−1, 1]. Všimněme si také,
že definice Spearmanova ρ a jeho výběrové verze jsou korektní. Kdybychom
si ušetřili práci s osvětou a i Spearmanovo ρ pro X a Y definovali tak, že
to je Pearsonův korelační koeficient aplikovaný na U = F (X) a V = G(Y ),
máme E(U) = E(V ) = 1/2, V arU = V arV = 1/12, sdružená d.f. U a V je
C a tedy:

ρ =
E(UV )− 1/4

1/12
= 12E(UV )− 3 = 12

∫∫

I2

uvdC − 3.

Poznámka. V [4] nalezneme důkaz vztahu pro počítání Spearmanova ρ:
Nechť X a Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulí C. Potom:

ρXY = 3− 6
∫∫

I2

[
u
∂C

∂u
(u, v) + v

∂C

∂u
(u, v)

]
dudv.

3.1 Jednoparametrické rodiny kopulí a kore-
lace

Jako úvod si zde uvedeme jeden nový výsledek z roku 2007, který je vyvr-
cholením snahy (viz [9] kapitola 5.1.3) o nalezení vztahu mezi ρ a τ a dá
se nalézt v [4]. Hledáme podíl Spearmanova ρ a Kendallova τ v rozděleních
s jednoparametrickou kopulí.

Věta 3.1.1. Nechť C(θ, u, v) je rodina kopulí s jedním reálným parametrem,
který patří do intervalu, jehož je nula vnitřním bodem a nechť C(0, u, v) =
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uv. Nechť ρθ a τθ značí Spearmanovo ρ a Kendallovo τ pro kopuli C(θ, u, v).
Jestliže (a) ∂C/∂θ, ∂/∂θ[u(∂C/∂u) + v(∂C/∂v)] a ∂/∂θ[(∂C/∂u)(∂C/∂v)]
jsou spojité na J× I pro nějaký interval J centrovaný v nule a dále platí (b)∫∫

I2 ∂C/∂θ(0, u, v)dudv 6= 0, potom:

lim
θ→0

ρθ

τθ

=
3
2

Vyzdvihněme, že pro θ → 0 se kopule Cθ blíží k součinové, tedy „k ne-
závislostiÿ. Počítejme nyní naše zavedené neparametrické koeficienty přímo
z parametrů jednotlivých rodin kopulí.

Lemma 3.1.2 (FGM). Nechť je Cθ členem rodiny FGM. Cθ je absolutně
spojitá distribuční funkce, tedy

dCθ(u, v) =
∂2Cθ(u, v)

∂u∂v
= [1 + θ(1− 2u)(1− 2v)]dudv,

odkud máme, po chvíli jednoduchého, ale pracného počítání (nebo přizvání
PC ke spolupráci), že:

∫ ∫
I2 Cθ(u, v)dCθ(u, v) =

∫∫
I2(uv + θuv(1 − u)(1 −

v))(1 + θ(1− 2u)(1− 2v))dudv = 1
4 + θ

18 ,
∫∫

I2 uv + θuv(1− u)(1− v)dudv =
1/4 + θ/36; výpočet β je triviální dosazení. Platí tedy:

τθ =
2θ

9
; ρθ =

θ

3
; βθ =

θ

4
.

Je zřejmé, že jednotlivé podíly koeficientů v tomto jednoduchém případě ne-
závisí na θ a podíl ρ a τ je konstantně 3/2. Vzhledem k tomu, že např.
τθ ∈ [−2/9, 2/9], je jasné, jak zdůrazňuje Joe v [6], že možnosti modelování
s touto kopulí jsou omezené.

Lemma 3.1.3 (AMH). Spočítejme nyní naše neparametrické koeficienty
pro rodinu AMH.

∫ 1

0
log

[
(1− θ(1− t))

t

]
/

θ−1
t

1− θ(1− t)
dt = −θ + (1− θ)2 log(1− θ)

6θ2
;

tudíž dostaneme výsledek pro τ :

τθ =
3θ − 2

3θ
− 2(1− θ2

3θ2
log(1− θ),
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ρ získáme ze základního vztahu v tvrzení 3.0.7,

ρθ =
12(1 + θ)

θ2

∫ 1−θ

1

log t

1− t
− 24(1− θ)

θ2
log(1− θ)− 3(θ + 12)

θ
,

a βθ nám opět dělá pouze minimum práce: βθ = θ
4−θ

. Grafické znázornění:

0.2

theta

0.0

0.3

0.1

−0.1

1.00.50.0−0.5−1.0

tau                     

−0.5

0.2

−0.2

theta

1.00.50.0

0.4

0.0

−1.0

rho                     

−0.6

1.498

−1.0

theta

−0.2−0.4

1.5

1.496

−0.8

1.494

1.492

Podíl rho/tau           

−0.02

theta

−0.06

0.0

−0.04

−0.08

−0.25−0.5−0.75−1.0

Rozdíl rho−tau          

S nadšením tedy potvrzujeme, že tvrzení věty 3.1.1 je na našem grafu „Podíl
rho/tauÿ na obrázku výrazné. Grafy podílu a rozdílu koeficientů τ a ρ jsou
vykresleny jen na pro záporné hodnoty parametru θ z důvodu, že v nule vý-
raz není definovaný, náhodné veličiny se zde blíží nezávislosti. Samozřejmě,
že graf pro kladné hodnoty θ by měl vypovídající schopnost identickou. Za-
pojme do studia i parametr β:
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0.0

−0.2

0.3

0.2

0.1

−0.1

theta

1.00.50.0−0.5−1.0

Beta                    

0.995

0.985

1.0

0.9975

0.9925

0.99

0.9875

theta

−0.2−0.4−0.6−0.8−1.0

Podíl 4beta/3rho        

Zde vidíme, že pro θ blízká nule lze směle používat na místo τ či ρ koeficient
β (vynásobený příslušnou konstantou). To není náhoda, stejně jako u Fran-
kovy rodiny (viz lemma 3.1.6) je teoretický podklad této varianty vysvětlen
pomocí Taylorových rozvojů v [9].

Lemma 3.1.4 (Clayton). Claytonova rodina je, jak víme, Archimédova, čili
zjistíme-li její generátor, už se nám počítá lehce. Generátorem jest funkce
ϕ(t) = θ−1(t−θ − 1), tedy ϕθ(t)

ϕ
′
θ(t)

= tθ+1−t
θ

pro θ 6= 0 a ϕ0(t)

ϕ
′
0(t)

= t log t, spolu s

dosazením do vzorce pro β tedy máme:

τθ =
θ

θ + 2
, βθ = 4(2.2θ − 1)−1/θ − 1.

−0.5

−1.0

0.25

0.0

−0.25

−0.75

theta

1.00.50.0−0.5−1.0

Tau                     

−0.5

−1.0

0.25

0.0

−0.25

−0.75

theta

1.00.50.0−0.5−1.0

Beta                    
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−0.5

1.03

1.01

1.06

1.05

1.04

1.02

1.0

theta

1.00.50.0−1.0

Podíl tau/beta          

−1.0 −0.5

−0.02

theta

1.00.50.0

0.0

−0.01

−0.03

Rozdíl tau−beta         

Lemma 3.1.5 (GH). Generátorem Gumbelovy–Hougaardovy rodiny je funkce
(− log t)θ, máme tedy, pro θ ≥ 1, ϕθ(t)

ϕ
′
θ(t)

= t log t
θ

, C(1
2 ,

1
2) = exp(−21/θ log 2)

a proto:

τθ =
θ − 1

θ
, βθ = 4 exp(−21/θ log 2)− 1

a dostáváme následující grafy, z kterých je vidět, že τ lze velmi dobře nahradit
koeficientem β:

8

0.6

4

theta

10

0.8

0.4

6

0.2

0.0

2

Tau                     

theta

5

1.02

1.0

1.04

1.03

1.01

201510

Podíl tau/beta          

Všimněme si, že koeficient τ nabývá pouze kladných hodnot, což tuto rodinu
činí specifickou.
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Lemma 3.1.6 (Frank). Zkoumejme Frankovu rodinu. Jak se lze dočíst v
[5], počítání dopadne takto:

τθ = 1− 4
θ

[1−D1(θ)],

ρθ = 1− 12
θ

[D1(θ)−D2(θ)],

kde ∀ n přirozená:

Dn(x) =
n

xn

∫ x

0

tn

et − 1
dt

je tzv. „Debyeho funkceÿ.
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0.0
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40200−40

tau                     

0.5

−0.5

−20
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1.0

20

0.0

0

−1.0

−40

rho                     

−100

1.3

1.1

1.5

1.4

1.2

−25

theta

−50−75

Podíl rho/tau           

−50−75

−0.2

−100

−0.1

theta

−25

−0.05

−0.15

Rozdíl rho−tau          
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1.1

1.0

1.125

1.075

1.05

1.025

theta

−2.5−5.0−7.5−10.0

Podíl 4beta/3rho        

−10.0

0.995

0.985

1.0

0.99

0.98

0.975

0.97

theta

−2.5−5.0−7.5

Podíl 8beta/9tau        

Naše pozorování jsou znovu ve shodě s teoretickými očekáváními. Grafy
podílu a rozdílu jsou zde opět vykresleny pro θ jdoucí k nule zleva, kde se
naše kopule blíží nezávislosti. Kdybychom v nule naše křivky uměle vyhladili,
graf podílu (resp. rozdílu) by vypadal jako graf „pěknéÿ sudé (resp. liché)
funkce. V [5] lze najít i zajímavou simulační studii týkající se této rodiny.

Abychom nezůstali jen u jednoparametrických rodin, které mají široké
využití, zmíníme tu některé speciální výsledky i u dvouparametrických rodin,
které jsou přece jen na okraji zájmu.

3.2 Dvouparametrické rodiny a korelace

R.B. Nelsen v [9] předkládá následující dokázaná tvrzení:

Lemma 3.2.1 (Fréchet). Pro náhodný vektor (X,Y ) s kopulí patřící do
Fréchetovy rodiny platí:

τα,β =
(α− β)(α + β + 2)

3
,

ρα,β = α− β.

Lemma 3.2.2 (MO). Pro náhodný vektor (X,Y ) s kopulí patřící do Mar-
shallovy–Olkinovy rodiny platí:

τα,β =
αβ

α− αβ + β
,

ρα,β =
3αβ

2α− αβ + 2β
.
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3.3 Závěrečné zamyšlení

Z našich počítání a grafů se okamžitě skýtá otázka jistého obrácení problému.
Přesné metody již nejsou náplní této práce, ale přesto zhruba nakoukneme
do jistě zajímavých sfér a pro autora i čtenáře je to návod k budoucímu za-
myšlení. Nabízím následující postup: Mějme sadu n pozorování náhodného
vektoru (X1, X2) s neznámou kopulí C, je libovolné, zda je to plodnost od-
růdy jahod hnojené ledkem respektive jahodkou, či vývoj cen akcií na praž-
ské a londýnské burze. Chceme zjistit, do které parametrické rodiny kopulí
patří C, popř. testovat hypotézu:

H0 : C ∈ Cθ : θ ∈ Θ oproti H1 : C /∈ Cθ : θ ∈ Θ.

Při rozsáhlých datech jde již s velkou přesností zkoumat empirická margi-
nální rozdělení a neparametrické vztahy mezi jednotlivými výběry. Empi-
ricky odhadněme například Kendallovo τ (pomocí t, viz definici 14, samo-
zřejmě, že se dají užít i další neparametrické koeficienty, jejich výběr bude
záležet na okolnostech). Jak vidíme, u mnoha rodin lze jejich parametr (em-
pirický parametr označme θ̂) z Kendallova τ explicitně spočíst (v této práci
viz GH, Clayton), u jiných, jako je například rodina AMH, bude určitě třeba
nějaké numerické postupy, které nám inverzní počítání parametru kopule z
Kendallova τ umožní. Vezměme jednu dvojici dat a užijme naše empirické
distribuční funkce F̂i. Přichází chvíle, kdy se nám bude opět hodit Sklarova
věta. Mělo by platit:

F̂ (x, y) = Cθ̂(F̂1(x), F̂2(y)),

kde Cθ̂ je jedna z námi navrhovaných Archimédovských kopulí. Nyní již
zbývá pomocí numerických či grafických postupů rozhodnout, do které ro-
diny tedy naše hledaná kopule opravdu patří. Toto důležité rozhodování
je zatím nevyřešená záležitost, kterou se zabývají v dnešních dnech mnohé
články po světě využívající různé simulace a postupy, které by vystačily na
samostatnou práci. Narazíme tu na metody zvané Akaike’s Information Cri-
terion (AIC), Goodness–Of–Fit (GOF) atp. Právě GOF se dostal do centra
zájmu a bylo k němu navrženo několik přístupů. Tato problematika je již
těžší. Čtenáře proto odkáži na [2], práci, která v úvodu přístupy shrnuje,
uvádí patřičnou literaturu a sama dochází k zajímavým závěrům. Určitě by
se pro výběr správné rodiny kopulí leccos dalo vytěžit i z chování vztahů
jednotlivých koeficientů, z grafů to vypadá, že by tyto vztahy měly být cha-
rakteristické. Tento přístup však ještě čeká na detailní promyšlení.
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