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Kapitola 1

Kopule

1.1 Uvod

V této praci se seznamime s kopulemi a jejich uziti pti studiu zavislosti. Prace
predpoklada ctenare sice minimalné, ale presto erudovaného v matematické
statistice. Pojmy, které jsou v bakalarském ro¢niku notoricky znamé, uz se
nedefinuji, zédkladni tvrzeni, pouzivana implicitné, se neopakuji. VSe ostatni
je vysvétleno podrobné.

1.2 Definice a seznameni

Kopule jsou funkce, které poji jednorozmérné marginalni distribuc¢ni funkce
k mnohorozmérnym distribu¢nim funkcim. Byly poprvé predstaveny v roce
1959 A. Sklarem jako odpovéd M. Fréchetovi tykajici se vztahu mezi vice-
rozmérnymi pravdépodobnostnimi distribu¢nimi funkcemi a jejich ménéroz-
mérnymi marginaly. Blize k historii viz [11]. Uziti kopuli v ¢lanku [3], ktery
pro né nasel dobré vyuziti ve financich, znamenalo jejich bouflivy rozvoj,
ktery trva dodnes a skyta mnoho otevienych (a vzhledem k uplatnéni pro
mnohé matematiky ldkavé lukrativnich) témat.

Definice 1. Rekneme, Ze funkce C' : I? — I, kde I znadi interval [0,1], je
(dvojrozmérnd) kopule, ma-li néasledujici vlastnosti:

(i) C(0,t) =C(t,0)=0a C(1,t)=C(t,1)=t Vtel

(i) C(ug,v2) — C(ug,v1) — Cluy,v9) + C(us,v1) >0  Vuy,ug,v,v9 € I
takova, ze u; < us a v; < vs.



Z definice okamzité plyne, Ze C je neklesajici v kazdé proménné (polozme
u ¢i v rovné nule) a spojita (protoZe je dokonce stejnomérné spojita). Tento
zaveér nam plyne pravé z monotonie a z trojihelnikové nerovnosti. Méjme
bez Gjmy na obecnosti u; < ug a v; < vo:

|C(ug, va) — C(ur,v1)| < [Clug, va) — C(ur,v2)| + |C(ur, v2) — Cluy, v1)]
S |C(u2a 1) - C(ula 1)| + |C(17 UQ) - C((177}1)|

= |ug — uq| + |vg — vy].

Vsimnéme si dalsich zakladnich vlastnosti, okamzité plynoucich z definice:
Lemma 1.2.1. max(u + v — 1,0) < C(u,v) < min(u,v) Yu,v € I.

Diikaz. Diikaz je elementarni, prvni nerovnost: C(1,1) — C(1,v) — C(u, 1)+
C(u,v) >0, odtud C(u,v) > u+v—1 a kopule musi zaroven byt nezédporna,
druhé nerovnost: C(u,v) < C(u,1) = u, pro v analogicky. O

Pozndmka. Tato nerovnost je kopulovou verzi Fréchetovy—Hoeffdingovy ne-
rovnosti vyjadiené pomoci distribu¢nich funkci. Mezim tedy budeme fi-
kat Fréchetovy—Hoeffdingovy a znadit je: W(u,v) = max(u + v — 1,0),
M (u,v) = min(u, v). Zminime zde jesté jednu charakteristickou kopuli, tzv.
souc¢inovou kopuli: II(u, v) = uwv.

Diilezitost kopuli pro matematickou statistiku tkvi v nasledujicim zaklad-
nim tvrzeni:

Véta 1.2.2 (Sklar). Necht H je dvojrozmérnd distribuéni funkce (d.f.) s
margindlnimi d.f. F' a G. Pak existuje kopule C' takovd, Ze H(x,y) = C(F(z),G(y))
pro vSechna x a y € R. Navic, jsou-li ' a G spojité, je C' urcena jedno-
znacne. Opacné, pro jakékoliv jednorozmerné d.f. F' a G a jakoukoliv kopuli

C, funkce H definovand vyse je dvojrozmernd d.f. s margindly F' o G.

Diikaz. Viz [9]. O

Od nyni dale mohou byt vSechna tvrzeni nazyvana disledky. Pozname-
nejme, ze kopule sama je dvojrozmérnou distribu¢ni funkci. Jeji marginaly
maji rovnomeérné rozdeéleni na [.



1.3 Charakterizace

Nyni budte X a Y spojité ndhodné veli¢iny se sdruzenou d.f. H, marginél-
nimi d.f. po fadé F' a G a kopuli C'. Vztah veli¢in X a Y dava do souvislosti
s vyznacnymi kopulemi nésledujici véta 1.3.1.

uv;
min(u, v);
max(u +v — 1,0).

Véta 1.3.1. (i) X a Y jsou nezdvislé < C(u,v)
(ii) Y je skoro jisté rostouct funkci X < C(u,v)
(111) Y je skoro jisté klesajici funkci X < C(u,v)

Diikaz. (i) je zfejmé, zbytek viz napiiklad [8]. O

Véta 1.3.2. Necht X a'Y jsou spojité nahodné veliciny s kopuli Cxy . Necht
a a 3 jsou ryze monotonni transformace na RanX a RanY, kde RanF
rozumime obraz zobrazeni F'. Potom plati:

(i) Jsou-li 0bé transformace rostouct, pak

Cax)p) (u,v) = Cxy (u,v);
(ii) Je-li a rostouct a [3 klesagici, pak
Cax)pr)(u,v) = u = Cxy(u, 1 —v);
(111) Je-li o klesajici a (3 rostouct, pak
Ca(x)p0r) (1, v) = v — Cxy (1 — u, v);
(iv) Jsou li 0bé transformace klesagici, pak
Coax)pry(u,v) =u+v =14+ Cxy(1 —u, 1 —v).

Diikaz. Snadny dikaz jen naznacime pro nam pozdéji uziteény pripad (i).
Necht Fy, G1, Fy, G znadi distribuéni funkce po fadé X, Y, a(X), 4(Y). Mame
rovnosti:

Cax),50r) (Fa(7), G2(y)) = P(X < o H(2),Y < 7' (y))
= Cxy (Fi(e (2)), G1(B7 (y ))) Cxy(Fa(z), G2(y))-

Diky faktu, ze RanF, = RanGs = I a spojitosti X a Y mame vysledek.
Zbytek je podobnou rutinou, viz [9]. O



Mame-li kopuli, potom, jako disledek Sklarovy véty, automaticky mame
dvojrozmérnou distribu¢ni funkei s jakymikoliv marginalnimi d.f. si prejeme.
To je jisté uzitecné napiiklad v modelovani ¢i simulacich. Navic, v duchu
predchozi véty 1.3.2, neparametrickd podstata zavislosti mezi dvéma néa-
hodnymi veli¢inami je vyjadfena kopuli (ta je totiz invariantni na striktné
rostouci transformace). Studium neparametrické zéavislosti je tedy studium
vlastnosti kopuli. Dejme si proto par vyznacnych typt (rodin) kopuli do
zasoby.

1.4 Nékteré rodiny kopuli

Nejprve zminme jednu obecnou skupinu kopuli, kam patii mnoho rodin,
Archimédovy kopule. K tomuto potfebujeme pojem pseudoinverzni funkce
(pseudoinverze): Necht je ¢ spojita, ryze klesajici funkce z I do [0, co] takova,
7e p(1) = 0. Pseudoinverzi funkce ¢ rozumime funkci ¢!~ s defini¢nim
oborem [0, oo] danou predpisem

P7U(t) = 97 (1) pro Vit € [0,(0)] a
©H(t) = 0 jinde.
Definice 2 (Archimedes). Necht je ¢ spojité, ryze klesajici funkce z I do
[0, 00] takova, Ze (1) = 0 a @l~Y jeji pseudoinverze. Kopuli, kterou lze
zapsat ve tvaru:
Cu,v) = ! p(u) + ¢(v)]
nazveme Archimedovou a funkci ¢ jejim generatorem.
Pozndmka. V piipadé, ze ¢(0) = oo, je samozfejmé o~ = p~. Archimé-
dovy kopule jsou symetrické a asociativni. Toto a dalsi vlastnosti viz [9].
Piedstavme si nékteré Archimedovy rodiny.

Definice 3 (GH). Gumbelovou-Hougaardovou rodinou zveme kopule dané
vztahem:

Colu,v) = e~ [Clow*+-low0) 1. g e 11 o],
Definice 4 (AMH). Do rodiny Ali-Mikhail-Haq pat¥i kopule dané vztahem:

uv

Co(u,v) = 1—0(1—u)(1— U)J

6e[-1,1).



Definice 5 (Clayton). Claytonovou rodinou zveme kopule zapsané nasledu-
jicim vzorcem:

Cyp(u,v) = max[(u™ + v —=1)"Y% 0]; 6 [-1,00)\ {0}.

Definice 6 (Frank). Kopule Frankovy rodiny jsou definované vztahem:

1 —§u_1 —61}_1
Co(u,v) = —=log |1+ (e (e )

J e —1 » 070

Dale se nam bude hodit rodina patiici mezi obecnou skupinu kopuli
s kvadratickymi ¢astmi, tzn. kopule obecné dané vzorcem C(u,v) = a(v)u?+
b(v)u + ¢(v) pro kvadratické ¢asti v proménné wu.

Definice 7 (FGM). Vzorec pro rodinu zvanou Farlie-Gumbel-Morgenstern
je:
Co(u,v) = wv + Quv(l —u)(1 —v); 6€[-1,1].

Zminme si také nékteré rodiny s dvéma parametry:
Definice 8 (Fréchet). Fréchetovou rodinu zveme kopule spliiujici:
Cap(u,v) = aM(u,v) + (1 — a — B)(u,v) + W (u,v);
a,Be€(0,1],a+p<1.

Definice 9 (MO). Marshallova—Olkinova rodina je jméno pro kopule se
vzorcem:

Cop(u,v) = min(u v, w0=9);  a, 5 €[0,1].



Kapitola 2

Korelace

Ukolem korela¢ni analjzy je odhalit vztahy mezi ndhodnymi velicinami.
V této kapitole si uvedeme nékolik pristupti, jak tyto vztahy a zavislost
méfit. Nejobvykleji se zkoumaji vztahy linearni.

2.1 Pearsonuv korelaéni koeficient

Jedna se o nejcastéji uzivany korelacni koeficient a je definovan, jsou-li X
a Y nahodné veli¢iny s konec¢nymi druhjymi momenty a kladnymi rozptyly,
takto:

Definice 10.

0= cov(X,Y)/v/ (varX)(varY).

Lze snadno ukézat, ze o(X,Y) = o(Y, X) a Ze pii linedrnich transfor-
macich X a Y korela¢ni koeficient nanejvys zméni znaménko. Plati, viz [1],
ze —1 < p <1 ataké, ze p = 1 (resp. o = —1), pravé kdyz ¥ = a + bX
s pravdépodobnosti 1, kde b > 0 (resp. b < 0).

Definice 11. Méjme nahodny vybér (Xi,Y1),. .., (X,, Ys) z néjakého dvoj-
rozmérného rozdéleni. Oznaéme X = 250 X3 5% = L 570 (X— X)%
Sxy = =5 31 (X —X) (Y —Y)); vibérovou verzi Pearsonova koeficientu

nazveme

r = Sxy/ Sg(S%/

10



U nasledujicich koeficient se budeme snazit slovnimu spojeni , korelacni
koeficient” tizkostlivé vyhybat, v moderni zahrani¢ni literatuie se toto spo-
jeni totiz pouziva pouze u vztahu linearniho, zatimco pro jiné monoténni
vztahy se uziva termin ,,measure of association.

2.2 Kendallovo 7

Hodnoceni vybérového korela¢niho koeficientu je vazano na splnéni predpo-
kladu, ze vybér pochazi z norméalniho rozdéleni (viz. [1]). Tento pfedpoklad
vSak dost ¢asto byva silné porusen, leckdy nejde hodnoty uvedenych nahod-
nych veli¢in stanovit presné a nékdy dokonce jejich hodnoty nezname viibec
a mame k dispozici jen jejich poradi.

Definice 12. Mé&jme dvé pozorovani (z;,y;), (x,y;) spojitého nahodného
vektoru (X,Y). Rekneme, 7e tato pozorovani jsou konkordantni, plati-li
x; < x; a zaroven y; < y; nebo x; > x; a zaroven y; > y;. V jiném pfi-
padé fekneme, ze jsou diskordantni. Pripomenme, ze ve spojitém rozdéleni
je pravdépodobnost shody (z; = x;) rovna nule.

Kendallovo 7 je potom definovano jako pravdépodobnost konkordance
minus pravdépodobnost diskordance, tedy:

Definice 13. Budte (X7, Y)), (X3, Y2) nezavislé a stejné rozdélené ndhodné
vektory, kazdy se sdruzenou d.f. H. Potom je Kendallovo 7 definovano nasle-
dovné:

7= P((X; — X5)(Y; — Ya) > 0) — P((X; — X2)(Y; — Y2) < 0).

Definice 14. Mé&jme (21, 41), ---, (Tpn, Yn) ndhodny vybér pozorovéani vektoru
(X,Y) o rozsahu n. Mame (%) rtznych part (z;,vy;) a (z;,y;) pozorovani
a kazdy par je bud konkordantni, nebo diskordantni. Nechf ¢ znaci pocet
konkordantnich a d pocet diskordantnich pari. Vybérova verze Kendallova

tau je potom
t=(c—d)/(ct+d)=(c—d)/{)

Poznamka. Zname-li jen poradi veli¢in, vybérovou verzi Kendallova koefi-
cientu mizeme zapsat i bez pojmu konkordance, zapis vSak vypada trochu

dabelsky:
1
t=—— > (sgn(ri — ;) sgn(g — ¢;));
n(n —1) Py
kde r; a g; jsou poradi veli¢in X; a Y;.

11



2.3 Spearmanovo p

Spearmanovo p je, stejné jako Kendallovo 7, zalozeno na konkordanci a dis-
kordanci. Abychom ziskali jeho hodnotu, mé&jme (X7, Y7), (X2, Y2) a (X3, Y3)
t1 nezavislé nadhodné vektory, kazdy se sdruzenou distribu¢ni funkci H, jejiz
marginalnimi d.f. jsou F' a GG, a kopuli C'. Spearmanovo p je Gmérné pravdé-
podobnosti konkordance minus pravdépodobnost diskordance dvou vektort
(X1, Y1) (X3,Y3), to znamena dvojice vektori se stejnymi margindlnimi d.f.,
ale jeden se sdruzenou distribu¢ni funkci H, zatimco slozky druhého vektoru
jsou nezavislé:

Definice 15. S predpoklady vyse zminénymi definujme:
p=3P[(Xy — Xu)(Vi — Y3) > 0] — P[(X1 — X2)(Yi — ¥3) < 0].

Je jasné, Ze v definici by ndm poslouzil vektor (X3, Ys) namisto vektoru
(Xs,Y3) stejné dobfe. Zarazila-li ¢tenare v definici konstanta 3 (proc ne t¥eba
3,997), je to dobfe, jesté si ji vSimneme (viz vétu 3.0.7).

Vybérova verze Spearmanova p:

Definice 16. Vybérova verze se definuje jako Pearsontv vybérovy koefici-
ent aplikovany na poradi slozek dvojrozmérného vektoru, presnéji, méjme
(X1, Y1),...,(X,,Yn);n € N vybér ze spojitého dvojrozmérného rozdéleni.
Sefadme vybér podle prvni slozky. Necht Ri,..., R, jsou poradi veli¢in
Yi,...,Y,. Potom lze, jak se miuzeme doc¢ist v [1], vybérova verze Spear-
manova p upravit na nasledujici prehledny tvar:

6 . )
rszl—mZ(z—Ri).

2.4 Blomqvistovo [

Uvedme si zde na zavér tieti neparametricky koeficient, opét zaloZeny na
konkordanci.

Definice 17. Bud (X,Y’) ndhodny vektor.
f=P(X-2)(Y —9)>0] - P[(X -2)(Y —g) <0].
kde T a y znamenaji po fadé mediany nadhodnych veli¢in X a Y.

12



Vybérovou verzi 3 zavedeme intuitivné:

Definice 18. Méjme (X1,Y7),...,(X,,Y,);n € N vybér z dvojrozmérného
rozdéleni se sdruzenou distribu¢ni funkci F' a spojitymi marginalnimi d.f.
Méjme dvojrozmérnou kontingencni tabulku, kde délicimi body jsou vybé-
rové medidny jednotlivych marginalnich rozdéleni. Bud n; pocet napozoro-
vanych dvojic, které patii do prvniho ¢&i tfetiho kvadrantu, ny bud pocet
dvojic z kvadrantu druhého a ¢tvrtého, ny + ny = n. Potom vybérova verze

Blomqvistova g je:
ny —n2

b= :
n

Vyhody tohoto koeficientu oproti predchozim koeficientiim jsou ryze prak-
tické. Zaprvé, jak uvidime v lemmatu 2.4.1, hodnotu  lze explicitné spocist,
kdykoliv méame explicitné vyjadienou kopuli, coz rozhodné neni pravidlem u
predchozich koeficientii 7 a p (viz [6]). Zadruhé je tu nizkd vypoc¢tova naroé-
nost jeho odhadu. Definice t ¢i rg napovidaji, Ze implementace na spocteni
budou mit ¢asovou slozitost O(n?), zatimco ¢asova naro¢nost spocteni od-
hadu b Blomqgvistova (3, u kterého je tieba spocist median jednorozmérnych
marginalnich d.f., poroste s n pouze linearné.

Lemma 2.4.1. Budte X a'Y spojité ndhodné veliciny se sdruzenou d.f. H a
s margindlnimi d.f. po fadé F a G a kopuli C. Potom mdme F(Z) = G(j) =
1/2 ap=40(%,%) — 1.

272

Dukaz.

B=2P(X-2)(Y—-79)>0) -1
=2(PX>z,Y>g|+PX<z,Y<yg])—1
=2(H(2,9) + [ - F(7) - G(y) + H(Z,9]) -1
= 4H(z,§) - 1 = 4C(F(#), G(7)) - 1
:40(%,%)—1.

13



Kapitola 3

Zavislost

Ukazme si nejprve, v duchu predchozi ivahy o vhodnosti kopuli pii zkou-
mani neparametrické zavislosti, Zze u dvou nadhodnych veli¢in ndm znalost
jejich kopule jesté nestaci k urceni Pearsonova korela¢niho koeficientu p.

Priklad 3.0.2. Mé&jme ndhodné veli¢iny X a Y, X méj rovnomérné rozdéleni
na intervalu [0,1] a necht Y = X. Jak okam?zité plyne z definice, oxy = 1.
Transformujme nahodné veli¢iny: a(X) = X, 3(Y) = Y2 Transformace jsou
rostouci, tedy z véty 1.3.2 ndm plyne:

Cxy:=Cxy =Cxx =M.

Ovsem 0,(x)(v) je rozhodné rizné od jedné:

cov(X,Y?) = EXY? — EXEY? = EX® — EXEX?=1/4—1/6 = 1/12,
varX = EX? — (EX)? =1/12 a také: varY? = EX* — (EX?)? = 4/45.

Odtud dostavame vysledek:

Qa(X)B(Y) =

“[3
ot

Pozndmka. Je nam tedy jasné, ze pfi snaze urcit Pearsontv korelac¢ni koefi-
cient bez marginalnich rozdéleni neuspéjeme. Lze ukéazat i rostouci transfor-
mace, které korelacni koeficient snizi o dost vice, tento piiklad je vskutku
zékladni. Ukazme si ale, podrobnéji v [10], ze kopule i tak pii zkouméni
Pearsonova korela¢niho koeficientu mohou mit podstatnou tlohu:

14



Bud (X, Y’) dvojrozmérny ndhodny vektor s kopuli C' a marginélnimi d.f.
F a G. Potom kovariance X a Y lze vyjadrit takto:

cov(X,Y) = /_OO /_OO (C[F(x),G(x)] — II[F(x), G(x)])dxdy

a vzhledem k Fréchetovym—Hoeffdingovym mezim mame dale tvrzeni: Mé&jme
fixni marginalni d.f. F' a G (opravdu fizni, srovnejme s piikladem 3.0.2). o¢
vzdy lezi mezi koeficienty odpovidajicimi rozdélenim s meznimi kopulemi W
a M:
ow < 0c < Oum

a zavedeme-li na mnoziné vSech kopuli ¢asteéné usporadani (mnozina kopuli
je tzv. CUM), pak je o (jakozto funkce kopule) neklesajici. CUM se zavede
intuitivné: C; < Oy, jestlize C)(u,v) < Cy(u,v) Yu,v € I.

Je na Case zdiraznit, ze Kendalltiv ¢i Spearmaniiv koeficient problémy pii
ryze monotonnich transformacich nedélaji, pravdépodobnost, ze X; > X,
je totiz pii rostouci transformaci o rovna pravdépodobnosti, Ze a(X;) >
a(Xs). To ndm napovida, ze takové koeficienty budou hrat ve vztazich ke
kopulim veledtilezitou roli. Povaha koeficientii jako je Kendalltv, to jest, ze,
nepresné feceno, nezavisi na rozdéleni, jim dava prizvisko ,neparametrické®.

Abychom presné ukazali roli, kterou kopule hraji pfi studiu neparame-
trickych koeficientii, zavedme si tzv. funkci konkordance (shody) @, ktera
je rozdilem pravdépodobnosti konkordance a diskordance mezi dvéma spoji-
tymi ndhodnymi vektory (X1, Y]) a (Xz, Y2) s obecné rozdilnymi sdruzenymi
d.f. H; a H, ale se stejnymi marginaly F' a GG. Ukazme, ze takovato funkce
zévisi na rozdéleni vektort (Xi,Y)) a (X, Y3) jen skrz jejich kopule:

Véta 3.0.3. Necht jsou (X1,Y1) a (Xa,Y2) nezavislé spojité nahodné vek-
tory se sdruZenymi d.f. po fadé Hy a Hs, s margindly F (od X; a X3) a
G (0d Y1 aYy). Necht Cy a Cy znaci kopule po tadé (X1,Y1) a (Xa,Ya),
tzn. Hy(z,y) = C1(F(z),G(y)) a Ha(z,y) = Co(F(x),G(y)). Necht Q znaci
rozdil pravdépodobnosti konkordance a diskordance (X1,Y1) a (Xa,Y3), to
jest, necht

Q = P[(X1 — X5)(Y1 = Y2) > 0] = P[(Xy — X5) (Y1 — ¥2) < 0].

Potom

Q= Q(C1,Cy) = 4//1 Co(u, 0)dCh (u,v) — 1.
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Diikaz. Podrobné si zde ukazeme dtikaz, ktery je k nalezeni v hrubsi formé
v [9]. Jelikoz jsou ndhodné vektory spojité, je pravdépodobnost shodného
pozorovani nula, 1 — P[(X; — X5)(Y1 —Y2) > 0] = P[(X; — X2)(Y1 —Ys) < 0]
a tedy

Q = 2P[(X1 — X)(Yi — V2) > 0] - 1.

Ovsem P[(X;—X5)(Y1—Y2) > 0] = P[X; > X0, Y] > Yo+ P[X; < Xp,Y1 <
Y5] a na spocitani téchto pravdépodobnosti mizeme zkusit podminovat a
vyuzit integrovani ptes sdruzenou d.f. jednoho z vektort, napiiklad (X7, Y;).
Méme:

P[Xl>X2,}/1>Y2]:P[X2<X1,Y2<}/1]
:/ PX; < X1,Y, <Y1|X) = 2,Y) = y|dH,(z,y)
R2

- / . P[X; < 2,Y; < yldHy(z,y)
:/mm&<%n<mawmﬂ@>
:/R2 Co(F(2), G(y))dCy(F(x), G(y))
a substituci u = F(z), v = G(y) dostaneme:
P[X1 > X5, Y > Yo = //12 Cy(u, v)dCi(u,v).

Stejnym zpusobem,

P[X, < X5,Y] <Yy] =
= P[Xy < 2,Yy <y|X) =z,Y; =1

/32 (X2 > 2, Yy > yldCi(F (), G(y))
//Ra 1-F G(y) + Co(F(x), G(y)|dCL(F (x), G(y))
://12[1_U_U+C2(u,v)]d01(u,v).

(1 je sdruzend distribuc¢ni funkce (U, V') rovnomérné rozdélenych ndhodnych
veli¢in na (0, 1), zfejmé tedy E(U) = E(V) = 1/2 a proto:
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1 1
P[X1<X2,Y1<Y2]:1—§—§+/ CQ(U,’U)dCl(U,U)
J2

a tedy P[(X; — X5)(Y1 —Y2) > 0] = 2// Cs(u, v)dCy (u,v)
12
a tvrzeni plyne dosazenim. O

Pozndamka. Funkce Q hraje dilezitou roli, shriime si jeji vlastnosti: Je sy-
metrickd ve svych proménnych a, vzpomeneme-li na CUM, je neklesajici v
kazdém svém argumentu.

Jako okamzity disledek spojeni definice Kendallova 7 (viz definici 13)
a vysledki predchozi véty 3.0.3 mame nasledujici tvrzeni.
Véta 3.0.4. Budte X a Y spojité ndhodné veliciny, jejichz kopule je C.
Potom dostdvame nasledujici navod k pocitani Kendallova 7 pro X a Y :

xy = Q(C,C) = 4/ 2 C(u,v)dC(u,v) — 1.

Tento integrdl lze interpretovat jako stredni hodnotu funkce C(U,V') rovno-
merné rozdélenych ndhodnych velicin U a V, jejichZ sdruZenda distribucni
funkce je C, tj. Txy =4E(C(U,V)) — 1.

Diikaz. Ziejmy. O]
Priklad 3.0.5. Spoc¢téme si, co dava funkce @) pro dvojice zékladnich ko-
puli M, W a II. Uvédomme si nejprve, dll(u,v) = dudv a Ze nosicem M je
pouze hlavni diagonala u = v v I?. Toto zjisténi je zfejmé, kdyz si uvédo-
mime, Ze mira indukovana kopuli M kazdého otevieného obdélniku, ktery
lezi cely nad nebo pod touto hlavni diagonalou, je nula. Stejné tak nosic
W je druhé diagonala, v = 1 — u. Takze pokud mame funkci g definovanou
a integrovatelnou na I?, plati:

//Izg(u,v)d]\/[(u,v) = /Olg(U,u)du; //Izg(u,v)dW(u,v) = /Olg(u, 1—u)du.

Proto:

Q(M,M):4/ min(u,v)d]\/[(u,v)—l:4/01udu—1:1;

12

Q(M,H):4// uvdM(u,U)—1:4/1u2du—1:1/3;
2 0

17



1
Q(M,W):4/ max(u+v—1,0)dM(u,v)—1:4/ (2u —1)du —1 =0;
72 1/2

1
W.1I) =4 dWw —1=4 1—uwdu—1=-1/3;
Q(W,1I) //puv (u,v) /Ou( w)du /3;
1
Q(W’,W)zél/ max(u+v—1,0)dW(u,v)—1:4/ 0du — 1 = —1;
2 0

1 1
Q(ILII) = 4// wodll(u,v) — 1 = 4/ / wvdudv — 1 = 0.
2 0 Jo

Bud nyni C' libovolné kopule. ProtoZze funkce konkordance je rozdilem
dvou pravdépodobnosti, je jasné, ze Q(C,C) € [—~1,1] a jako dtisledek CUM
a hodnot funkce ) pro vyznacné kopule M, W a Il v tomto ptikladé plyne,
ze:

Q(C, M) €[0,1],Q(C,W) € [-1,0] a Q(C,II) € [-1/3,1/3].

Pro pocitani Kendallova 7 tedy obvykle musime spocist leckdy netrivialni
dvojny integral. Pro Archimedovské kopule je situace ponékud jednodussi:

Lemma 3.0.6. Budte X a Y ndhodné veliciny s Archimédovskou kopuli C
generovanou funkci ¢ z ®. Kendallovo 7 pro X a 'Y je potom ddno vzorcem:

B ' o(t)
7'—1+4/0 0

Diikaz. Lze nalézt v [7]. O

Pozndmka. Jak R.B.Nelsen v [9] piSe, pro velkou t¥idu kopuli , jez spliiuji
podminku integrovatelnosti (9C/du).(0C/Ov) na I?, se leckdy také hodi
k pocitani vyjadieni Kendallova 7 takto:

=114 // 0C (u,v) 8cuv)dudv
12

ov

Pristupme k dalsimu koeficientu— Spearmanovu p (viz definici 15). Pfi-
pomenme si, ze sdruzena d.f. (X1,Y7) je H(x,y), zatimco u (Xo,Y3) je to
F(z)G(y). Proto kopule (X5, Y3) je IT a uzijeme-li vétu 3.0.3 a symetrii @,
okamzité mame tvrzeni:
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Véta 3.0.7. Budte X a Y spojité ndhodné veliciny, jejichz kopule je C.
Potom:

pxy = 3Q(C,II) = 12 // uvdC(u,v) — 3
12
=3Q(II,C) =12 // C(u,v)dudv — 3.
12

Dukaz. Prosté dosazeni. O]

Tady si uvédomime, ze ¢islo tfi v definici 15 Spearmanova p je tedy jen
normaliza¢ni konstanta, jelikoz jiz vime, ze Q(C,II) € [—1/3,1/3] a zd4 se
nam nemravné, aby se koeficient, vyjadiujici zavislost dvou veli¢in, pohybo-
val pouze v tomto rozmezi. Radsi mame interval [—1, 1]. VSimnéme si také,
ze definice Spearmanova p a jeho vybérové verze jsou korektni. Kdybychom
si uSetrili praci s osvétou a i Spearmanovo p pro X a Y definovali tak, ze
to je Pearsontiv korela¢ni koeficient aplikovany na U = F(X) a V = G(Y),
mame E(U) = E(V) =1/2,VarU = VarV = 1/12, sdruzena d.f. U a V je
C a tedy:

E(UV) - 1/4

Pozndmka. V [4] nalezneme dtikaz vztahu pro pocitani Spearmanova p:
Necht X a Y jsou spojité ndhodné veli¢iny s kopuli C'. Potom:

oC oC
pxy =3 — 6//12 {u%(u,v) + ’U%(u,v)} dudv.

3.1 Jednoparametrické rodiny kopuli a kore-
lace

Jako uvod si zde uvedeme jeden novy vysledek z roku 2007, ktery je vyvr-
cholenim snahy (viz [9] kapitola 5.1.3) o nalezeni vztahu mezi p a 7 a d&
se nalézt v [4]. Hledame podil Spearmanova p a Kendallova 7 v rozdélenich
s jednoparametrickou kopuli.

Véta 3.1.1. Necht C(0,u,v) je rodina kopuli s jednim redlngm parametrem,
ktery patii do intervalu, jehoZ je nula vnitinim bodem a necht C(0,u,v) =
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uv. Necht pg a Ty znaci Spearmanovo p a Kendallovo T pro kopuli C'(0,u,v).
Jestlize (a) 0C'/06,0/00[u(0C /ou) + v(OC[Ov)] a 0/00[(OC/0u)(OC/0v)]
Jsou spojité na J x I pro néjaky interval J centrovany v nule a ddle plati (b)

[[,290C/06(0, u,v)dudv # 0, potom:

. po 3
lim — = —
0—0 Ty 2

Vyzdvihnéme, ze pro ¢ — 0 se kopule Cy blizi k souc¢inové, tedy ,k ne-
zavislosti“. Pocitejme nyni nase zavedené neparametrické koeficienty pfimo
z parametri jednotlivych rodin kopuli.

Lemma 3.1.2 (FGM). Necht je Cy élenem rodiny FGM. Cy je absolutné
spojitd distribucni funkce, tedy

9?Cy(u,v)

dC,g (u, ’U) = auav

=[1+46(1—2u)(1—2v)]dudv,

odkud mdme, po chvili jednoduchého, ale pracného pocitani (nebo prizvdni
PC ke spoluprdci), Ze: [ [, Co(u,v)dCo(u,v) = [[(uv + uv(l — u)(1 —
0))(146(1 —2u)(1 - 2v))dudv = : + &, [[, v+ uv(l — u)(1 — v)dudv =
1/4 + 0/36; vypocet [ je trividlni dosazend. Plati tedy:

20 s 0
=5 Pe=3 59—1-
Je zreymé, Ze jednotlivé podily koeficientid v tomto jednoduchém pripadé ne-
zavist na 0 a podil p a T je konstantné 3/2. Vzhledem k tomu, Ze napf.
9 € [—2/9,2/9], je jasné, jak zdirazniuge Joe v [6], Ze moznosti modelovdni
s touto kopuli jsou omezené.

Lemma 3.1.3 (AMH). Spocitejme nyni nase neparametrické koeficienty
pro rodinu AMH.

! (1—6(1—1)) -1 0+ (1-0)%log(1—06)
A bg{ / }/r—ﬂl—odt__ e ’

tudiz dostaneme vysledek pro 7:

S 30-2 2016

- log(1 — 6
Y’ sz oe(1—0).

20



p ziskdme ze zakladniho vztahu v tvrzent 3.0.7,

120 +6) (Y% logt 24(1 -0 3(0 4+ 12
P (92 )/ gt 24( )1og(1—9)— ( )
1

)
1—t 0? 0
. “, Ix7 e . ;o 9 ; . s
a B3p ndm opéet déld pouze minimum prdce: By = ;5. Grafické zndzornéni:
0.3
7] 0.4
0.2 ]
] 0.2+
0.1—_ :
0.0 0.0
o] ]
4 —-0.2
1 LI I N N N N B N N N I N N B B B T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
theta theta
tau —_— rho
1.5 0.0
1.498 -0.02;
1.496 ~0.04]
1 —0.06:
1.494 1
4 —0.08:
1.492 1
B o T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 -1.0 -0.75 -0.5 -0.25
theta theta

Podil rho/tau Rozdil rho-tau

S nadsenim tedy potvrzujeme, ze tvrzeni véty 3.1.1 je na nasem grafu ,,Podil
rho/tau“ na obrazku vyrazné. Grafy podilu a rozdilu koeficientii 7 a p jsou
vykresleny jen na pro zaporné hodnoty parametru 6 z divodu, Ze v nule vy-
raz neni definovany, ndhodné veliciny se zde blizi nezavislosti. Samoziejme,
ze graf pro kladné hodnoty 6 by mél vypovidajici schopnost identickou. Za-
pojme do studia i parametr 3:
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1.0
0.3 :
] 0.9975
0.2: ]
] 0.9957
017 0.9925
0.0 0.99
] 0.9875]
-0.H ]
] 0.9857

_0'2_----|----|----|---- LI L B e B L ) B L B B

-1.0 -05 0.0 05 1.0 -10 -08 -06 04  -02

theta theta
—— Beta — Podil 4beta/3rho

Zde vidime, ze pro 6 blizka nule lze sméle pouzivat na misto 7 ¢i p koeficient
[ (vynéasobeny pfislusnou konstantou). To neni ndhoda, stejné jako u Fran-
kovy rodiny (viz lemma 3.1.6) je teoreticky podklad této varianty vysvétlen
pomoci Taylorovych rozvoji v [9].

Lemma 3.1.4 (Clayton). Claytonova rodina je, jak vime, Archimédova, ¢ili
zjistime-li jeji generdtor, uZ se ndm pocitd lehce. Generatorem jest funkce
p(t) = 07110 — 1), tedy 22D = 2=t pro 6 4 0 a 22U = tlogt, spolu s

oy (t) %o (1)
dosazenim do vzorce pro [ tedy mdame:
0 9 ~1/0
9= ——, [p=4(2.2"-1) — 1.
0+2
0.25] 0.257
0.0 0.0
-0.25 -0.25
-05] -05]
-0.75 -0.75]
-1.0 -1.0]
LI B B B B B B B B B B B B B B B | T T T T T T T T T T T T T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -10 -05 0.0 05 1.0
theta theta
— Tau E— Beta
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1067 0.0
1.057 ]
1.04 001
1.03] g
] -0.02-]
1.02 .
1.01 -0.03
1.0 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T N B B S S S B B B B B B B B B B B B
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 -1.0 -05 0.0 05 1.0
theta theta

I Podil tau/beta Rozdil tau-beta

Lemma 3.1.5 (GH). Generdtorem Gumbelovy-Hougaardovy rodiny je funkce
(—logt)?, mdme tedy, pro 6 > 1,:2,2—8 = “f%, C(%,%) = exp(—2"%10g 2)
a proto:

9= ——, [ =4exp(—2"%log2) -1

a dostavdame nasledugjici grafy, z kterych je vidét, Ze T lze velmi dobre nahradit
koeficientem [3:

] 1.04
0.8
1 1.03
0.6
] 1.02
0.4
] 1.01
0.2
. 1.0
0.0 T - T — T T T
2 4 6 8 10 5 10 15 20
theta theta

Podil tau/beta

Vsimnéme si, ze koeficient 7 nabyva pouze kladnych hodnot, coz tuto rodinu
¢ini specifickou.
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Lemma 3.1.6 (Frank). Zkoumejme Frankovu rodinu. Jak se lze docist v

[5], pocitani dopadne takto:

11— Dyo)),

Ty — 1—-
0
12
po=1-— g[Dl(Q) — Dy (0)],
kde ¥ n prirozend:
x n
n t
D,(x) = — ——dt
v Jo et —1
je tzv. ,,Debyeho funkce®.
E 1.0
0.754 .
053 ]
] 0.5+
0.25]
O'OE 0.0
—o.25§ ]
“05] -05]
—0.75§ :
T LI I N A N L Y I N N B B N B B B _10- T T T T T T T
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
theta theta
— tau —_— rho
1.5:
1.4: —0.05:
1.3 ;
1 —-0.1
1.2: 4
] -0.15
l.l:
] 021
T T T T T 1 T T T T
-100 =75 -50 =25 -100 -75 -50 -25
theta theta

Podil rho/tau
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1.1254 104
11 0.9951

] 0.99
1.0757 ]
. 0.9857

1A05: 0.985

1.025 0.975+
. 0.97]
1014 T T T T T T T T T T T T T T T T L T
~10.0 75 -50 o5 -10.0 -75 -5.0 -2.5
theta theta
— Podil 4beta/3rho — Podil 8beta/9tau

Nase pozorovani jsou znovu ve shodé s teoretickymi ocekavanimi. Grafy
podilu a rozdilu jsou zde opét vykresleny pro € jdouci k nule zleva, kde se
nase kopule blizi nezavislosti. Kdybychom v nule nase kiivky uméle vyhladili,
graf podilu (resp. rozdilu) by vypadal jako graf ,pékné“ sudé (resp. liché)
funkce. V [5] lze najit i zajimavou simula¢ni studii tykajici se této rodiny.

Abychom neztstali jen u jednoparametrickych rodin, které maji Siroké
vyuziti, zminime tu nékteré specialni vysledky i u dvouparametrickych rodin,
které jsou prece jen na okraji zajmu.

3.2 Dvouparametrické rodiny a korelace

R.B. Nelsen v [9] pfedkldda nésledujici dokdzand tvrzeni:

Lemma 3.2.1 (Fréchet). Pro ndhodny vektor (X,Y) s kopuli patiici do
Fréchetovy rodiny plati:
(a—B)(a+B8+2)

3 ;
Pap =0 — 3.
Lemma 3.2.2 (MO). Pro ndhodny vektor (X,Y) s kopuli patiici do Mar-
shallovy—Olkinovy rodiny plati:

Ta?ﬂ -

af
a—afB+ 5
B 3a3
Peub = 200 — aff + 203

Ta?ﬁ -
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3.3 Zavérecné zamysleni

7 nasich pocitani a grafu se okamzité skyta otazka jistého obraceni problému.
Presné metody jiz nejsou naplni této prace, ale presto zhruba nakoukneme
do jisté zajimavych sfér a pro autora i ¢tenare je to navod k budoucimu za-
mysleni. Nabizim nasledujici postup: Méjme sadu n pozorovani ndhodného
vektoru (X7, X3) s nezndmou kopuli C, je libovolné, zda je to plodnost od-
riady jahod hnojené ledkem respektive jahodkou, ¢i vyvoj cen akcii na praz-
ské a londynské burze. Chceme zjistit, do které parametrické rodiny kopuli
patii C', popf. testovat hypotézu:

Hy:CeCyp:0€©oproti H : C ¢ Cy:0€0.

Pfti rozsahlych datech jde jiz s velkou pfesnosti zkoumat empirickd margi-
nalni rozdéleni a neparametrické vztahy mezi jednotlivymi vybéry. Empi-
ricky odhadnéme napiiklad Kendallovo 7 (pomoci ¢, viz definici 14, samo-
ziejme, ze se daji uzit i dalsi neparametrické koeficienty, jejich vybér bude
zélezet na okolnostech). Jak vidime, u mnoha rodin lze jejich parametr (em-
pirick§ parametr oznacme 0) z Kendallova 7 explicitng spocist (v této praci
viz GH, Clayton), u jinych, jako je napfiklad rodina AMH, bude urcité t¥eba
néjaké numerické postupy, které nam inverzni pocitani parametru kopule z
Kendallova 7 umozni. Vezméme jednu dvojici dat a uzijme nase empirické
distribuéni funkce F. Prichézi chvile, kdy se nam bude opét hodit Sklarova
véta. Mélo by platit:

F(l‘,y) = Cé(pl(x)ap2(y))a

kde Cj je jedna z nami navrhovanych Archimédovskych kopuli. Nyni jiz
zbyva pomoci numerickych ¢i grafickych postupt rozhodnout, do které ro-
diny tedy nase hledand kopule opravdu patii. Toto dilezité rozhodovani
je zatim nevyfesena zalezitost, kterou se zabyvaji v dnesnich dnech mnohé
¢lanky po svété vyuzivajici rizné simulace a postupy, které by vystacily na
samostatnou praci. Narazime tu na metody zvané Akaike’s Information Cri-
terion (AIC), Goodness—Of-Fit (GOF) atp. Pravé GOF se dostal do centra
zajmu a bylo k nému navrzeno nékolik pristupti. Tato problematika je jiz
tézsl. Ctenafe proto odkdzi na [2], praci, kterd v tvodu pifstupy shrnuje,
uvadi patricnou literaturu a sama dochézi k zajimavym zaveértim. Urcité by
se pro vybér spravné rodiny kopuli leccos dalo vytézit i z chovani vztaht
jednotlivych koeficientt, z grafti to vypada, ze by tyto vztahy mély byt cha-
rakteristické. Tento pristup vsak jesté ¢eka na detailni promysleni.
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