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factorizations: Gram-Schmidt, Modified Gram-Schmidt, Householder and Givens QR-facto-
rization. In detail we show the proof of the convergence of the QR-algorithm. Because of
asymptotic behaviour we tried to apply Aitken 6-process. This extrapolation accelerates the
computation. In the case of the smallest eigenvalue it could be direction, how to construct
the shift, which is used to accelerate the convergence of QR-algorithm. The theoretical con-
siderations we make on the full matriz, but the practical examples we solve by means of
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Uvod

Jednim z hlavnich Ukolu pii pocitani s maticemi je vypocet vSech nebo alespon
nékterych vlastnich ¢isel ¢tvercové matice. Jeden z postupu, ktery se propaguje a
uziva, je QR-algoritmus a jeho ruzné modifikace. To je také hlavnim predmétem
této prace.

QR-algoritmus [1],[2],[5] je zalozen na QR-rozkladu matice, coz je rozklad ma-
tice na souc¢in matice ortonormalni a matice horni trojihelnikové. Nejprve tedy
budeme studovat jednotlivé postupy QR-rozkladu. V numerickych experimentech se
podivame na to, zdali bude QR-algoritmus ovlivnén pouzitim ruznych QR-rozkladu.
Mezi hlavni rozklady patii Gram-Schmidtuv, modifikovany Gram-Schmidtuv, Gi-
vensuv a Householderuv QR-rozklad. V prvni ¢dsti prace tyto postupy popiseme a
uvedeme jejich algoritmy.

Dalsi ¢ast pojednava o QR-algoritmu. Jedna se o iterac¢ni metodu, kdy provadime
QR rozklad matice, pomoci jehoz konstruujeme posloupnost matic, které konverguji
k horni trojihelnikové matici s vlastnimi ¢isly na diagondle, ptipadné ke kvazi-
trojuhelnikové matici v pfipadé komplexnich vlastnich ¢isel.

Parlett se ve své knize [5] soustfedi na analogicky QL-algoritmus (str. 151-188) s
pouzitim QL-transformace. Pracuje hlavné s tiidiagondlni symetrickou matici. Do-
kazuje naptiklad, ze QL-algoritmus s uzitim Wilkinsonova posunuti vzdy konverguje,
pricemz se omezuje na konvergenci poddiagonalniho prvku. Konvergence je velice
rychla, coz je dokumentovano na numerickém piikladé. Kromé toho studuje celou
fadu posunuti.

Nesymetricky piipad neni jiz tak pruhledny. Pii studiu QR-algoritmu jsme v
tomto piipadé vzali za zdklad Wilkinsonuv ¢lanek [3], ktery vysSetfuje konvergenci
LR a QR-algoritmu. Jiz z tohoto ¢lanku je patrné, ze QR~algoritmus bude mit Sirsi
pouziti, proto jsme se omezili pouze na néj. Analogicky jsme rozpracovali konvergenci
QR-algoritmu, ktera je ovsem postavena na nékterych neovéritelnych predpokladech.
Pokud je pfijmeme, pfesto obdrzime fadu informaci, které se nakonec ukéazaly byt
uzitetné pri vypoctu.

V numerickych testech jsme uvazovali i plné matice ze sbirky piikladu [10] a to
proto, ze jsou zde uvedeny vysledky, se kterymi provadime srovnéni. Pro srovnani
jsme rovnéz pouzili program stazeny z baliku Lapac. Jinak pfi praktickém pocitani
se matice prevede nejprve na Hessenberguv tvar, se kterym se dale pocita, stejné tak
jako Parlett transformuje symetrickou matici na ttidiagondlni symetrickou matici.
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VySetiovali jsme specidlni tvary matice (tfidiagonalni a Hessenberguv tvar) a
chovani QR~algoritmu pro tyto matice. Numerickymi experimenty jsme dospéli k za-
veéru, ze je nejlépe symetrickou matici nejprve prevést na tiidiagondlni tvar a po-
tom aplikovat QR-algoritmus. Jelikoz QR~algoritmus neméni tuto strukturu matice,
jednorazovy prevod na tifdiagonalni tvar se vyplati, nebot diky nému v algoritmu
usetiime velké mnozstvi kroku. Totéz plati u nesymetrické matice, kterou prevadime
na tvar Hessenberguv.

Provadime posun spektra matice (metody se shifty), ¢imz se konvergence urych-
luje. Mnohdy je tento krok dokonce nezbytnym, aby QR-algortimus viibec konver-
goval.

Vsemi postupy, vypocCty a algoritmy jsme se zabyvali nejenom teoreticky, ale
také prakticky. Naprogramovali jsme QR-rozklady, QR-algoritmy a dalsi metody
ve Fortranu, abychom mohli jednotlivé algoritmy a postupy numericky testovat.
Vysetrovali jsme, jak jsou metody ptesné a rychlé pro ruzné (Spatné podminéné)
matice.

Ke konci préace se zabyvame presnosti jednotlivych QR-rozkladu a QR-algoritmu.
Zkoumame kritérium skonceni algoritmu. Narazime na nékolik dalsich problému, ke
kterym navrhujeme feSeni.

Pti studiu prubéhu logaritmu chyby jsme zjistili, ze se graf chova jako primka, coz
nas dovedlo k myslence zkusit pii vypoctu alespon nékterych vlastnich ¢isel pouzit
Aitkenova §2-procesu. Numerické vysledky ukézaly i¢innost tohoto postupu.

Praci jsme rozclenili do tii c¢asti: QR-rozklad, QR-algoritmus a Vypocty a nume-
rickd srovndnd.

V prvni kapitole rozebereme c¢tyfi ruzné postupy pii QR-rozkladech: Gram-
Schmidtuv, modifikovany Gram-Schmidtuv, Householderuv a Givensuv QR-rozklad.
Ukazeme jak tyto rozklady konstruovat a také u kazdého QR-rozkladu napiseme al-
goritmy jeho konstrukce.

Druha kapitola je vénovana QR-algoritmu. Stézejnim bodem této ¢asti bude véta
o konvergenci QR~algoritmu.

QR-algoritmus se pouziva s ruznymi modifikacemi. Ukazeme, jak prevadét ma-
tice na Hessenberguv tvar a na tiidiagonalni tvar. Popiseme také, jakym zpusobem
lze posunout spektrum matice a jak se to projevi pii vypoctech.

Treti kapitola bude obsahovat vysledky naseho praktického pozorovani jednot-
livych metod. Nejprve porovname presnost vSech ¢tyi QR-rozkladi. Potom bu-
deme studovat spravnost vypoctu vlastnich ¢isel pomoci QR~algoritmu. Zavérem
nabidneme nékolik moznosti vylepseni vypoctu a predevsim popiseme metodu ex-
trapolace vlastnich ¢isel pomoci Aitkenova d2-procesu.



Kapitola 1

QR-rozklad

V této kapitole probereme Gram-Schmidtiv QR-rozklad, modifikovany Gram-Schmid-
tuv QR-rozklad, Householderuv QR-rozklad a Givensuv QR-rozklad.

U Gram-Schmidtova QR-rozkladu uvedeme vétu o existenci a jednoznacnosti
tohoto rozkladu a dikladné rozepiseme jeji konstruktivni dukaz, podle néhoZ bude
snadné Gram-Schmidtiv QR-rozklad matice zkonstruovat.

Popiseme také postup modifikovaného Gram-Schmidtova QR-rozkladu a ukdZeme,
jak se v literature uvddi chyba tohoto rozkladu a chyba ortogonality matice Q). UkdZe-
me zajimavou myslenku tzv. dvojitého modifikovaného Gram-Schmidtova QR-rozkla-
du, ktery prindsi podstatné mensi chybu ortogonality matice Q.

V dalsi podkapitole predstavime Householderovu transformaci a ukdzZeme jak zkon-
struovat Householderovu matici, kterd tuto transformaci urcéuje. Householderovu
transformaci vyuzZijeme ke konstrukci Householderova QQR-rozkladu.

Nakonec popiseme Givensovu rotaci a jeji pouziti na stanoveni QQR-rozkladu.
Takto provedeny QR-rozklad se nazjvd Givensuv QR-rozklad. Ukdzeme, jak lze tento
rozklad zjednodusit, pokud je matice v Hessenbergové tvaru.

Jak jiz bylo teceno, u vsech QR-rozkladu jsou prehledné uvedeny algoritmy jejich
konstrukce.

1.1 Gram-Schmidtav QR-rozklad

Jako prvni metodou QR-rozkladu matice A € R™™ " kterou se budeme zabyvat, bude
Gram-Schmidtuv QR-rozklad. Vyslovime vétu o existenci a jednozna¢nosti tohoto
QR-rozkladu a v dikazu podrobné ukazeme, jak zkonstruovat ortogonalni matici
@ € R™™ a horni trojuhelnikovou matici R € R™*", pro které plati A = QR.

Véta 1.1 Necht A € R™™ je requldrni matice. Pak existuje ortonormdlni matice
Q € R™™ a horni trojuhelnikovd matice R € R™™ takovd, Ze

A=QR (1.1)
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Pokud jsou diagondlni prvky matice R kladné, je tento rozklad jednoznacny.

Dikaz. Provedeme konstruktivni dukaz.

Oznacme i-ty sloupec matice A resp. () symbolem a; resp. ¢; a dale R = [Tz‘j]?,j:r
Podle (1.1) musi byt a; = r11¢;. Polozime tedy 11 = ||a1]|2, & ¢1 = a1/r11. Zde lze
volit 17 1 s opacnym znaménkem. Zvolime r1; kladné.

Predpokladejme, Ze jiz mame uréeno s (s > 1) sloupcu ¢y, ..., qs matice Q a s
sloupcu matice R, pricemz plati span{qi,...,qs} = spania,...,as}. Chceme nyni
urcit dalsi sloupec ¢gy1. Podle (1.1) musi nutné byt

Qst+1 = T1,5+1q1 T T2541G2 + - + Ts41,5+1Gs+1 (1.2)
Vyndsobime-li rovnost (1.2) postupné zleva vektory ¢! (i = 1,2,...,s) obdrzime
proi=1,2,...,s rovnost ¢/ as;1 = riey1. Z (1.2) plyne
Ts4+1,5419s+1 = Qs4+1 — T1,5+1491 — *** — Ts,541Gs = Zs41-

Plati z,,1 # 0, nebot v opaéném pifpadeé by a1 € span{qi,...,qs} = spanfay, ..., a4},
coz by bylo ve sporu s tim, ze matice A je regularni.
Muzeme tedy urcit

Ts+1,5+1 = ||z$+1||2

Gs+1 = Zs+1/rs+1,s+1

Po provedeni celé konstrukce obdrzime ortonormalni matici () a horni trojihelnikovou
matici R a plati A = QR. Tim jsme dokazali existenci rozkladu.

Nyni ukdzeme jednoznaénost rozkladu A = QR. Plati Q7Q = I. Predpokladejme
existenci dalstho rozkladu A = QR;, kde QTQ, = I a R; m4 kladné diagondln{
prvky.

Plati Q; = QRR;' = QT = (QRR{ YT = (RR;H)TQT, tudiz

J = Q{Ql — (RRl—l)TQTQRRl—l _ (RRl—l)TRRl—l

a odtud plyne
(RR{Y)')™ = RR; (1.3)

Ve vztahu (1.3) je matice vlevo je dolni trojihelnikovéd, matice vpravo horni
trojihelnikovd, proto je matice RR;' diagonalni. Rovnost (1.3) miizeme tedy psat
jako (RR;Y)™' = RR;! a vidime, ze RR; " se rovnd diagonalni matici s diagonalnimi
prvky rovnymi v absolutni hodnoté 1. Uvazujeme matice R i R; s kladnymi prvky
na diagondle a tudiz RR;' = I, tedy

R:Rl.
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7 rovnosti QR = Q1 R, plyne, ze
Q=01
[

Poznamka 1.1: Timto zpusobem lze provést QR-rozklad i obdélnikové matice s
maximalni hodnosti. Véta i s dikazem je uvedena v knize [2] jako véta 11.5 na
strané 207.

Poznamka 1.2: QR-rozklad se provadi analogicky i pro matici A s komplexnimi
prvky, s tim rozdilem, Ze vSude misto transpozice (A”) pouzivdme hermitovské
sdruzeni (A) a nehovoiime o ortonormdaln{ matici, ale o matici unitarni, viz ¢ldnek

3].

Nyni si uvedeme algoritmicky zapis konstrukce matic () a R pomoci Gram-
Schmidtova QR-rozkladu.

Algoritmus 1.1: Gram-Schmidtiv QR-rozklad

Vstup: matice A € R™*" skladagici se ze sloupcu ay, prok=1,....n
Vystup: ortonormdlni matice () € R™™ a horni trojuhelnikovd matice R € R™™,
1egiz sloupce oznacime q resp. v, prok =1,....n

fork=1ton
forj=k+1ton
Tk = 0
end
end
rin = ||ai|]2
Q1:Cl1/7"11
fork=2ton
Z = ag
forj=1tok—1
rjk:quak
z = Z—T'jkqj'
end
i = |[2]]2
Qe = 2/Thi
end

1.2 Modifikovany Gram-Schmidtiv QR-rozklad

Modifikovany Gram-Schmidtuv QR-rozklad (dale jen MGS) je metoda QR-rozkladu,
ktera se vyuziva kvuli lepsim numerickym vlastnostem, nez ma klasicky Gram-

Schmidtuv QR-rozklad.
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V jednotlivych krocich ziskdavame sloupce matice () a fadky matice R.
Metoda se vyznacuje tim, ze v kazdém kroku dochéazi k prepocitdavani matice A.
Toto prepocitavani je dano tim, ze nejprve stanovime prvni sloupec matice @), ktery
odvodime z prvniho sloupce matice A a potom prepocitame zbylé sloupce matice A,
aby vSechny byly kolmé na prvni sloupec matice (). Prostor tvoreny druhym az n-
tym sloupcem matice A je nyni dimenze n—1. Dale postupujeme stejnym zpusobem,
avSak v kazdém nasledujicim kroku pracujeme s prostorem dimenze o 1 mensi.
Tato metoda je matematicky identickd s Gram-Schmidtovym QR-rozkladem.
Pomoci MGS vsak dosahujeme lepsich numerickych vysledka.

1.2.1 Postup
Matici A oznaéime jako A, v k-tém kroku J;i oznaéime jako A®). Matice A®)
K

vypadd takto: A% = [q1,qa,. .., qr, a,(:zl, . ,agl ].

V prvnim kroku uréime ry; = ||ai|l2,q1 = a1/r11. Pro j = 2,...,n spocitdme
j-ty sloupec matice A timto zpusobem: agl) = a§0)

- 0
polozime 71, = qlTag. ),

V k-tém kroku postupujeme néasledovné.
Urcime diagonalni prvek matice R:

— 1491 Aby platilo qlTag.l) =0,

e = [lay ]2

a k-ty sloupec matice ):
(k—1)
qr = a;, /Tkk-

Daéle dopocitame k-ty fadek matice R: chceme, aby qgagk) = 0, proto bude
Tkj = qgaék_l)a kde ] =k + L...,n.
V k-tém kroku tedy vyjadiujeme j-ty sloupec matice A takto:

a®) — GG Thiqr, kde j =k +1,...n.

J J
Plati:
g =ay Ve = (a7 — g — 1) i =
= (a/(fo) —T1kq1 — Tokq2 — - — Tk—l,ka—l)/Tkk.
Takze

k
ap = Tip + TopG + -+ Tk Gho1 + TREGE = E Tikqk,
j=1

coz neni nic jiného nez

A=QR.
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Algoritmus 1.2: Modifikovay Gram-Schmidtiv QR-rozklad
Vstup: matice A € R™™" se sloupci a;, proj=1,...,n
Vystup: ortonormdlni matice () € R™™ a horni trojuhelnikovd matice R € R™"™,
které obsahuji sloupce q; resp. rj, proj=1,....n
fork=1ton
forj=1tok—1
Tk; = 0
end
Tk = [|ax|[2
Qe = x/Tkk
forj=k+1ton
Tkj = qgaj
(Zj = aj — Tquk
end
end

1.2.2 Chyba rozkladu

Pro reguldarni matici A € R™" se singularnimi vlastnimi éisly oy > - -+ > 0, muzeme
spocitat ¢islo podminénosti jako ka(A) = 01/0,.
Pro matice @ a R, které ziskdme z MGS, podle [8], [9] plati:

14 = QR|> < crul[All.
Poruseni ortonormality matice @ muzeme omezit takto:
11— Q"Qll2 < car(A)u. (1.4)
K matici }A%, kterou jsme ziskali z MGS, existuje ortonormalni matice @), ze plati:
1A = QRJ|> < cul|A]]s.

Konstanty ¢y, co a ¢ jsou zavislé pouze na fadu matice n a na aritmetice stroje,
ktery provad{ vypocet, konstanta u = 27" je zaokrouhlovaci jednotka. V [7] jsou
konstanty ¢y, co a ¢ odvozeny a spocitany, jejich hodnota je

c; =1,853-n2,cy = 31,6863 -n2 ac=18,53 - n3.

V [7] je studovana ortogonalita matice @ pomoci jejitho ¢isla podminénosti.
Autori uvadéji tuto vétu:

Véta 1.2 Neécht A € R™™ je requldrni matice, k(A) ¢islo podminénosti matice A a
plati:
2,12-(n+ 1)u < 0,01
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c-u-k(A) <0,1,

kde ¢ = 18,53 - n: a u_je zaokrouhlovaci jednotka.
Potom pro matici Q € R™"™ spocitanou pomoci MGS plati

~

k(Q) <1,3. (1.5)
Diikaz. Dikaz je podrobné rozveden v [7]. O

Metoda MGS by se méla pouzivat pouze tehdy, pokud jsou ortonormalizované
vektory matice A "pékné” nezavislé (kdyz je ko(A) malé).

1.2.3 Dvojity MGS

V [7] se také autoti zabyvaji tzv. dvojitym MGS. Po provedeni MGS na matici A
ziskdme matice @ a R. Piesnost ortogonality matice @ zavisi na ¢islu podminénosti
matice A, kterou rozkladame. Provedeme-li MGS jesté jednou na matici @, ziskame
matice @2 a ﬁg, ovsem matice @2 bude podstatné ”ortogonalnéjsi”.

Vyjadiime-li ¢ = 1.71 - ¢ a dosadime-li do (1.4), ziskame

|[1 — @T@ﬂb < Czﬁ(@)u =1,71-c-u- R(@)
Vyuzijeme nerovnosti (1.5) a dosadime za ¢, ziskdme
17 — QFQalls < 40,52 - un.

~

Poznamenejme, ze jsme k(@) ve skutec¢nosti omezili trochu presnéjsim odhadem
(1,27848...), nez uvadime ve véte.

Vidime tedy, ze presnost ortogonality matice ()o uz zavisi pouze na presnosti
stroje provadéjictho vypocet a na fadu matice.

1.3 Householderiv QR-rozklad

Householderuv QR-rozklad vyuzivé tzv. Householderovy matice zrcadleni (déle jen
Householderova matice). Budeme definovat, jak vypadd Householderova matice.
Tato matice je urcena tzv. Householderovym vektorem. Ukazeme, jak tento vek-
tor spocitat, abychom mohli transformaci danou Householderovou matici vyuzit ke
QR-rozkladu.

1.3.1 Householderova matice
Definice 1.1 Necht w € R, ||w|], = 1. Matice P € R"™™ ve tvaru
P=1—2wuw"

se nazyva Householderovou matici. Vektor w se nazyva Householderovym
vektorem.
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Transformace dand Householderovou matici ”zrcadli” dany vektor x na vektor

y, ktery je symetricky k vektoru x podle nadroviny ortogondlni k vektoru w.
Chceme urcit Householderuv vektor, aby transformace méla podobu

Px = ae;.

Takto bude vypadat Householderova transformace matice A, kdyz za vektor
xr vezmeme prvni sloupec matice A, (transformaci pouzijeme na vsechny sloupce
matice):

X X X X X
0 X %X X X
A— ] 0 X X X X
0 x %X X X
0 x X %X X

Stejny postup provedeme na podmatici [a;]},_, a analogicky déle, az ziskdme
matici

X X X X X
0 X %X X X
0 0 x x x|,
0 0 0 x x
0 0 0 0 x

coz bude hledana horni trojihelnikova matice R.
Ukéazeme si, jak nalézt velikost ¢isla a € R a jak k zadanému vektoru x nalézt
matici Householderovy transformace.

Householderova matice ma tyto vlastnosti:

e je symetricka

Diikaz: plyne ze symetrie matice ww? .

e je ortonormalni
Dikaz:

PpPT — (I — 2wa)(] — waT) =1 —duww? +4wwww’ =1
1

Pro zajimavost uvedme, ze Householderova matice mé determinant roven -1.

1.3.2 Vypocet Householderova vektoru

Méjme vektor x € R™, = # 0. Hleddme vektor w € R", ktery ur¢uje Householderovu
matici P = I — 2ww” tak, aby Px byl ndsobkem vektoru e;. Uk4dzeme, Ze plati

Y .
P—— =¢4, tj. Pz = ||z||2€1.
[][2
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Oznaceni e; pouzivame pro kanonicky vektor s prvkem 1 v prvni slozce, x; a w;
pouzivame pro oznaceni prvni slozky vektoru x resp. w.
Vyjadiime
Pz = (I —2wwh)r = 2 — 2w’ zw. (1.6)
Tato rovnost a Pz € span{e;} znamenaji, ze w € span{z, e, }. Zvolime w = = + aey
a dostaneme rovnost:
wlr =272 + an (1.7)

a po dosazeni r = w — ae; plati

T

1 =wlw=2"2+ 202, + o (1.8)

Dosadime do (1.6) w = z + ae; a obdrzime
Pr =2 —2wlzw =2 — 2w z(z + ae)) = v — 2w wr — 2wl rae,
Do druhého ¢lenu dosadime za w?x vyraz z (1.7) a vytkneme x z prvnich dvou

¢lenu. Vznikne tato rovnost:

vz + ax; T

£ )z — 2aw” ze;.
x4+ 2ax + a2

Pr = (1-22"2 — 2ax))z — 20w’ ze, (

(1-2

Aby Pz € span{ei}, potiebujeme vynulovat koeficient u z. Toho dosdhneme
volbou a = =£||z||2.

Pro vektor w tedy plati w = x £ ||z||2€;.

Do vyjadieni w”z muzeme za 72 dosadit o

wie = ao® + ar; = ala+ x1).

Plati

T

1 =w'w = a®+ 20z, +a® = 2(a® + ar;) = 2a(a + x1).

Plati tedy:
Pz = —20wlze; = —2aa(a+ 1)e; = —ae; = Fl|z||2€1.

Vektor w muzeme zvolit bud jako x + ||z||2e; nebo = — [|z||2e1. Volbou w =
x — ||x||2e1 docilime toho, ze Pz bude kladnym nésobkem e;. Pro prvni slozku
vektoru w bude platit w; = x1 — ||z||]2. Problém muze nastat, pokud bude x blizké
kladnému nésobku e;. Muze dojit k tomu, ze x; — ||x||s se pfi omezené presnosti
stroje provadéjiciho vypocet bude rovnat 0.

Pro kladné z; si ale sta¢i rovnost rozsitit:

_wi el (@it )

R w1+ ||2]]2
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a vidime, Ze tento problém uz nenastava, protoze nebudeme od sebe odecitat cisla
blizka 1, ale budeme misto toho s¢itat mala cisla.

Je praktické, aby prvni slozka Householderova vektoru byla rovna 1, proto vektor
budeme normalizovat prenasobenim w%

Tento postup nyni shrneme do algoritmického zapisu:

Algoritmus 1.3: Vypocet Householderova vektoru

Vstup: vektor x € R
Vystup: vektor v € R™ a ¢islo 3 € R

o=|xo, ..., 20| [w2, ..., 2]
vl =[1,20,...,2,])
ifo=0
g=0
else
p=+/zi+o
U1 =21 — W
else
vy = —o/(x1+ p)
end
_ 7
T o+0?
v = %v
end

Tento algoritmus (funkci) budeme oznacovat [v, 5] = house(z).
Vektor v a ¢islo § definuji Householderovu matici ve tvaru

P=1-puwl.

Cislo g vyjadfuje normovani vektoru v. Je spocitano jako zlomek %, ktery je
navic ndsoben prvnf slozkou vektoru v#, protoze potom vektor ndsobime %, abychom
ziskali prvni slozku vektoru v rovnou 1.

1.3.3 Householdertav QR-rozklad

Pti provadéni Householderova QR-rozkladu postupujeme nésledovné: K vektoru,
ktery je tvoren j-tou az n-tou slozkou j-tého sloupce matice A, 7 = 1,...,n, urc¢ime
Householderuv vektor. Pro jednotlivé sloupce j, j = 1...n, matice A tedy ziskdvame
Householderovy vektory v;. Z vektoru v; vytvoiime Householderovu matici P;. V
kazdém kroku matici A zleva pifendsobime touto matici P;.

V prvnim kroku prenasobime matici A Householderovou matici P;. Prvni sloupec
matice A se pretransformuje na nasobek e;. Po k krocich bude matice A pretrans-
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formovana na matici tvaru:

X X . X
X X
P...PLPA= y y I
0
i X . X
k

Householderovy matice nebyva potieba explicitné vyjadiovat.
Oznacime si P, P,_1... P, = H. Po n krocich ziskdme horni trojihelnikovou matici
HA = R. Plati A = H”R, nebot H je ortonormalni, a tak H~! = H”. Ozna¢ime
Q=P ...P, plati A= QR.

Poddiagonalni prvky matice A budeme v algoritmu pti kazdém kroku nahrazovat
druhou az n-j+1-tou slozkou piislusného Householderova vektoru. Oznacime j-ty
Householdertiv vektor: v0) = [0,...,0,1, v](ﬂr)l, e ,v,(f)]T a vysledna matice A bude

j—1
vypadat takto:
[t T2 T3 ... Tin ]
1
Ué ) T22 T23 Ce Ton
1 2
A= Ué) Ué) 33 ... T3pn
o0 W@ @

Algoritmus 1.4: Householderiv QR-rozklad

Vstup: matice A € R™" se sloupci a;, proj=1,...,n

Vystup: matice A € R™", horni trojuhelnikovd ¢ast matice A obsahuje slozky ma-
tice R, poddiagondlni ¢dst obsahuje druhou az n-j+1-tou slozZkou Householderovych
vektoru

for j=1ton
[v, 5] = house([(a;);; - - -, (a;)n])
k] = (In—jur — Bov")[aan]—;
ifj<n
fori=j53+1ton
(a)i = vi—jy1
end
end
end
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Explicitni vyjadfeni matice ) muzeme ziskat timto zpusobem: pro kazdy Hou-
seholderuv vektor, jehoz slozky jsou ulozeny v matici A, uréime Householderovy
matice P, ..., P,. Tyto matice jsou fadu 2 x 2 az n X n, jejich sou¢in provedeme
nasledujicim zpusobem. Nasobime ”odzadu”, tzn. nejprve provedeme soucin matic
P, 1 (matice fadu 3 x 3) a P, (matice fadu 2 x 2):

Lo |

0 P,

Vyslednou matici opét stejnym zpusobem rozsifime o prvni sloupec a prvni radek a
zleva vynasobime matici P,_,. Takto postupujeme az po matici P;.
Tento zpusob je popsan v nasledujicim algoritmu.

Algoritmus 1.5: Urcéeni matice Q

Vstup: matice A € R™" se slozkami Householderovijch vektori, matice A se skldada
ze sloupci aj, kde j =1,...,n
Viystup: matice () € R™™"

Q =1,
for j =n—1 downto 1

[Uj, Ce ,Un]T = [1, (aj)j+1, N (aj)n]

[git)ihey = (I = Blvss - s on][vg, - 0a] ") gy
end

Poznamka 1.3: Pro matici @, ktera vznikne z Householderova QR-rozkladu, podle
[1] plati:
11— Q7Ql2 < esu,

kde u je zaokrouhlovaci jednotka a c3 je konstanta, ktera zavisi pouze na rozmeéru
matice A.
Podstatou tohoto vztahu je, ze v ném nefiguruje ¢islo podminénosti matice A.

1.4 Givensuv QR-rozklad

Givensuv QR-rozklad vyuziva tzv. Givensovy rotace. Tato rotace transformuje dvou-
slozkovy vektor na vektor, ktery ma druhou slozku nulovou. Kazda transformace
aplikovand na dvojici fadku matice A vytvori v této matici tedy jednu nulu. Provade-
nim Givensovych rotaci na matici A ziskdme horni trojihelnikovou matici, kterou
ozna¢ime R. Ortonomdélni matici () ziskdme jako soucin vSech matic Givensovy
rotace.
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1.4.1 Givensova matice rotace

Definice 1.2 Givensova rotace je matice ve tvaru

1 -« 0 -+ 0 -+ 0]
0 c S 0 7
G(i, k) = : ,
0 -8 c - 0 k
| 0 0 0 1
1 k

kde s> +c? = 1. Indexy i a k oznacugi vddky a sloupce s prvky c a s.

Je-li vektor z € R" a y = G(i, k)T x, potom

CT; — ST, J =1
Y; = ST; + cTp j =k
C(Zj ] 7& i, k
Budeme potiebovat, aby k-ta slozka vektoru y byla nulova. Musi tedy platit

Z; — Tk
= — 5§ = —F—.
Vai+ad Vi 4
Zajimaji nas pouze fddky a sloupce i a k, proto budeme uvazovat prostor R2.
Nasim cilem je vynulovat druhou slozku vektoru y € R2. To budeme potiebovat

proto, abychom transformovali matici A na matici R, ktera bude mit pod diagonalou
nuly. Rozepiseme-li uvazovany vztah y = GTz po slozkach, obdrzime:

c s [a r
R AR =
Nésledujici algoritmus pocitd Givensovu rotaci pro zadany vektor z = (a,b) €

R2. Slouzi k Fesen{ soustavy rovnic (1.9), ve které hleddme ¢isla ¢ a s takovd, abychom
vynulovali druhou slozku vektoru y.

Algoritmus 1.6: Vypocéet Givensovy rotace

Vstup: slozky vektoru x € R?: redind ¢isla a a b
Vystup: cisla c,s € R
ifb=0

c=1
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s=0
else
if [0] > |al
T=—a/b
s=1/vV1+712
c= ST
else
T=-b/a
c= l/m
s=cT
end
end

Tuto funkci budeme oznacovat [c, s| = givens(a, b).

1.4.2 Konstrukce Givensova QR-rozkladu

Dalsim postupem vypoctu QR-rozkladu matice muze byt vyuziti Givensovy rotace.
K poddiagonalnim prvkum zadané matice A € R™*" pocitame ¢isla c, s, ktera urcuji
Givensovu rotaci a prislusny blok matice A potom zleva prendsobime matici rotace.
Tim budeme v matici A ziskdvat po diagonalou nuly. Matice A se v algoritmu
piepisuje matici R € R™™. Platf QTA = R a R je horn{ trojtihelnikovd a Q je
ortonormalni, () = G ... Gy, kde t znaci pocet rotaci.

Ukazme si priklad Givensovy rotace. U kazdé matice jedna Givensova rotace
zmeéni radky, které jsou uvadény v zavorkach.

A= &3 @ @3 R

X X X
X X X
X X X
o X X
X X X
X X X
o O X
X X X
X X X
o O X
o X X
X X X

V naSem piikladu jsme pouzili tii Givensovy rotace, kazda je charakterizovand
indexy ¢ a k, které jsou uvedeny v zavorkach a hodnotami ¢ a s, které pro kazdou
transformaci urcujeme podle algoritmu 1.6.

Algoritmus 1.7: Givensiuv QR-rozklad

Vstup: matice A € R™*"
Vystup: matice A € R™™" obsahugjici proky matice R

for j=1ton
fori=n downto j+1
[C, S] = givens(ai_l,j, CLij)
c s

s C} [akl]k:i—l,i;l:j,...,n

[akl]k:i—l,i; I=j,..n — [
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end
end

1.4.3 Givensuv QR-rozklad horni Hessenbergovy matice

V této podkapitole budeme uvazovat matice v Hessenbergové tvaru. Tento piipad
pro nas bude zajimavy tim, ze v QR-algoritmu se Hessenbergtv tvar zachovava, t;j.
vSechny matice A, maji tento tvar.

O QR-algoritmu pojednava nésledujici kapitola, nyni jen predesleme, jak vypada
posloupnost matic Ay z tohoto algoritmu: za matici Ay uvazujeme matici A, jejiz
vlastni ¢isla chceme spocitat, provadime QR-rozklad matice A, = QpR). a dalsi
matici této posloupnosti ziskdme jako A1 = RpQs.

Definice 1.3 O étvercové matici A € R™" rekneme, Ze je (p,q)-pdsovd, jestlize
p a q jsou Sirky minimadlniho naddiagondlniho resp. poddiagondiniho pdsu, v némz
jsou obsazeny vsechny nenulové nediagondlni prvky matice A.

Piiklad 1.1 Matice, kterd je (2,1)-pdsovd:

X X X
X .0
X
0 X
X X

Specidlni pripady pasovych matic:

e pokud ¢ = 0, matice ma horni trojuhelnikovy tvar,
e pokud p = 0, matice ma dolni trojihelnikovy tvar,

e pokud p =0 a ¢ = 0, matice je diagonélni,

pokud p =1 a ¢ = 1, matice je tfidiagonalni,

pokud g = 1, matice je Hessenbergova, tj. ma tvar:

X o0 o0 oo Lo X

X
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Pii QR-rozkladu Hessenbergovy matice uzijeme Givensuv QR-rozklad.
Po dvou krocich algoritmu bude matice vypadat takto:

X X X X
0 x X X
0 0 x
G(2,3)7G(1,2)TA =
0 0 x
| 0 0 ... 0 XX

Jelikoz je matice A v hornim Hessenbergové tvaru, algoritmus se nam vyrazné
zjednodusi:

Algoritmus 1.8: Givensiv QR-rozklad matice v Hessenbergové tvaru

Vstup: matice A € R™*™ v Hessenbergové tvaru
Vystup: matice A € R™™"™ obsahugici pruky matice R

forj=1ton—1
¢, s] = givens(a;;, aj11,5)
c S

s C] [akilk=jj+1; 1=j,...m

[akl]k:j,jJrl; I=j,..n — [

end

Ortonormalni matici () muzeme explicitné ziskat jako soucin Givensovych matic
Gi, kde G; = G(i,i+ 1):
Q=GGy...Gphg.
Matice Ay z QR-algoritmu zachovavaji Hessenberguv tvar nebo tvar redlné sy-
metrické tiidiagonalni matice. Ukazuje to nasledujici véta, kterd uvazuje obecné;jsi
tvar nez Hessenberguv, a to tvar matice (n-1,q)-pésové.

Véta 1.3

i. Je-li matice A (n-1,q)-pdsovd, je i kaZdd matice Ay z QR-algoritmu (n-1,q)-
pdsovd.

i1. Je-li matice A redlnd symetrickd tridiagondlni, je i kazZdd matice Ay 2z QR-
algoritmu redlnd symetricka tridiagondlni.

Dikaz. Viz [2] - véty 14.6 a 14.7 na str. 244 a 245. O



Kapitola 2
QR-algoritmus

Tato kapitola popisuje konstrukct QR-algoritmu. Nasim cilem bude predevsim dokd-
zat konvergenci tohoto algoritmu k horni trojuhelnikové matici s vlastnimi cisly na
diagondle.

Pro jednoduchost nejprve rozeberme pripad, kdy md matice v absolutni hodnoté
ruznd vlastni ¢isla. Uvedeme vétu s dukazem. Pokusime se ukdzat, jaké prvky obsa-
huji jednotlivé matice v dukazu a jak se asymptoticky chovaji.

Budeme se zabyvat rychlosti konvergence jednotlivijch vlastnich cisel. Zjistime,
Ze tato konvergence je logaritmickd a Ze zdvisi ma pomeéru mezi po sobe jdoucimi
vlastnimi ¢isly. Logaritmickd konvergence nds privedla na myslenku Aitkenova 62-
procesu, pomoci nehoz budeme vlastni ¢isla extrapolovat.

Pro urychleni QR-algoritmu provedeme zmensenim poctu iteraci pomoci shiftu.
Shift je redlné cislo, pomoci nehoz posuneme spektrum matice, a tak pozménime
pomery mezi jednotlivymi vlastnima cisly, ¢imz se konvergence urychli. Nekdy je
pouziti shiftu nezbytné. Konvergence QR-algoritmu bez pouziti shiftu muze byt velice
pomalad a bez shiftu by nebylo mozné se dopracovat k visledku.

V' kazdé iteraci QR-algoritmu provddime QR-rozklad matice. Provddéni tohoto
rozkladu muze byt ndroéné na velky pocet operaci. Proto se nesymetrickd matice
predem prevedou na Hessenberguv tvar nebo na tridiagondlni tvar, pokud se jednd
o maticit symetrickou. Tato transformace se provadi jedinkrdt, pouze pred zapocetim
QR-algoritmu a uSetii ndm potom v kaZdé iteraci mnoZstvi kroku, proto je vyhodné
gt vyuZit.

Zde jsme vychdzeli z vyhodné vlastnosti QR-algoritmu: tridiagondlni matice si
v QR-algoritmu zachovdvd svij tridiagondlni tvar. (Stejé tak je zachovdvdn tvar
Hessenberguv.) Uvedeme algoritmy, které popisuji prevod matice na Hessenberguiv
nebo tridiagondlni tvar.

24



KAPITOLA 2. QR-ALGORITMUS 25

2.1 Uvod

Nasim tkolem je spocitat vlastni ¢isla matice A; € R™*". Budeme definovat posloup-
nost matic Ay, As, As, ... pomoci QR-rozkladu timto zpusobem: matici Ay rozlozime
na soucin ortonormalni a horni trojihelnikové matice

A = Qr Ry,

a matici Ay, definujeme nasledovneé:

A1 = RipQy.

Ukazeme, ze matice A, k = 1,2,3,... jsou podobné matici A;, maji tedy stejnd
vlastni ¢isla a ze posloupnost téchto matic konverguje k horni trojiuhelnikové matici
s vlastnimi ¢isly na diagonéle.

Poznamka 2.1: Pro vétsi nazornost prozatim predpokladame, ze vlastni ¢isla ma-
tice A jsou redlna.

Algoritmus 2.1: QR-algoritmus

Vstup: matice A € R"*"
Vystup: matice A1 € R™"™ ve tvaru horni trojuhelnikové matice

A1 - A
fork=12...

Ay = Qr Ry,

App1 = RipQp

test na ukoncent
end

Test na ukonceni algoritmu se v literatute standardné uvadi tento:

Z|aij|<5 = konec

>]

Kromeé tohoto testu, ktery zarucuje, Ze je matice A, potiebné blizko trojiuhelnikové
matici, jesté stanovime maximalni pocet iteraci. To je z toho duvodu, abychom se
nedostali do nekonecného cyklu, pokud by posloupnost matic konvergovala velice
pomalu.

Nyni se podivame na konvergenci matice A; k horni trojuhelnikové matici pri
pouziti QR~algoritmu a tuto konvergenci dokazeme. Nejdiive budeme potiebovat
dokazat nasledujici dvé lemmata.

Lemma 2.1 Posloupnost matic Ay € R™"™ v QR-algoritmu je tvorena navzdjem
podobnymi maticems.
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Dikaz.
A =R 1Qr 1= Qf A 1Qr 1 =01, ... Q0T A1Q1Qs ... Qi

Tedy:
Ap= Qi QT AIQQs .. Qs (2.1)

Zavedeme néasledujici oznaceni:
Q= @Q1Q2...Qr-1Qr a Ry = ReRy—1 ... RoRy.
Potom muzeme rovnost (2.1) zapsat jako
Ap=9QF (AQ 1. (2.2)
Timto jsme ukazali, ze matice A je podobna matici A; pro vsechna k.

Bude se nam jesté hodit vyjadieni k-té mocniny matice A;. Plati:

Q. Ry
2.1)

©1Q2. . Qrr(Qr Ri)Ri—r ... RoRy = Q1Qs .. QurAxRyy ... RyRy 2

= A1Q1Q2. .. (Qr—1Rp—1) ... RoRy.

Timto zpusobem jesté (k — 1)-krat pokrac¢ujeme a vyuzivdme pii tom rovnost
(2.1). Ziskdme

Q1Qs ... Qu-1(QrRi)Ri—1 ... RaRy = A} = QiRy..
[l

Lemma 2.2 Meéjme matici G, € R™", G, — 0. Provedeme-li QQR-rozklad matice
(I + Gy):
I+ G, = Qr Ry, (2.3)

muzeme Qr a Ry vyjadrit timto zpisobem:
Qu=(I+Q"), kde Q' — 0,
R, = (I+R%¥), kde R% — 0.
Diikaz. Z rovnosti (2.3) dostavdme vyndsobenim zleva matici QF vztah
Qr + QL Gy = Ry.
Piendsobime matici RY zleva a dostaneme

R Q) + Ry QG = Ry By
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Matice G}, — 0, proto i RFQTG), — 0. Plati tedy I + Gy — RE Ry, proto plati

RIR,—1—0.
Nechf CERG ()
0 r ..
Rk _ . 22 2n

o 0 o0 ¥
Provedeme-li sou¢in R} Ry, obdrzime tuto matici:

min{i,j}

(RIR)y = Y rirlh. (2.4)

s=1

Plat{ RF' R, — I, tedy mimodiagonaln{ prvky matice RI R}, koverguji k nule a
diagonalni prvky k jednicce.

Bez jmy na obecnosti ukdzeme feSeni soustavy pro n = 3. Ze vztahu (2.4)
postupné pro prvky s indexy (i, ) obdrzime:

(1,1) By = 1+001) = % = 1+00)
(uvazujeme kladné diagonalni prvky)
(1,2) riyr = o) = 0(1)
(k),.(F) (k)

(1,3) mi'ms = o1) = ry = O(1)
(2:2) r)ry) + 1)) = 1+0(1) = rp = 1+0()
(23) rp)ry) + 1)y = 01 = n = 0@
3.3) oDl 4 B9~ 14 00) = D = 1400

Obecné bude platit 7‘873) —0prot<ja rl(f) — 1 pro¢=j.

Matici Ry, tedy mizeme vyjadiit jako I + R kde R% — 0

Z (2.3) mame I + G, = Qr(I + R(Gk)). Z této rovnosti ziskdme vztah

Qk_I:Gk_QkR(Gk)-
0
Plati Q, — I, muzeme tedy Q) vyjadrit jako I + QG), kde Q Il

2.2 Konvergence QR-algoritmu

Pro vétsi ndzornost a srozumitelnost rozebereme nejprve pripad matice A, kterd ma
v absolutni hodnoté navzijem ruzna vlastni ¢isla.
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2.2.1 Matice s ruznymi vlastnimi ¢isly

Tato podkapitola obsahuje dukaz konvergence matice A; k horni trojuhelnikové
matici. Nejdfive budeme tedy predpokladat, ze ma matice A; v absolutni hodnoté
navzijem ruznd vlastni ¢isla. V podkapitole 2.2.3 tento predpoklad odstranime.

Veéta 2.1 Predpokladejme, Ze matice Ay € R™™ je requldrni a plati
IA1] > |Aa] > - > |\l (2.5)

Predpoklddejme ddle, Ze matice X1 € R™™", kterd vznikne pri rozkladu matice
Ay na Jordaniv tvar Ay = XDX™Y, md requldrni vsechny hlavni minory. Potom
posloupnost matic Ay pri pouziti QR-algoritmu konverguje k horni trojuhelnikové
matici.

Diikaz. Matici A; pfevedeme na Jordanuv tvar A; = X DX 1. Protoze jsou \ v ab-
solutni hodnoté ruzna vlastnf ¢isla, bude Jordanuv tvar diagondlni matici diag(\;),
kterou oznacime D. Matice X je samoziejmé regularni. Pro zjednoduseni zapisu si
X! ozna¢ime jako Y.

Ay = Xdiag(\)X ' = XDY.

Provedeme LR-rozklad matice Y. Rozklad existuje tehdy, kdyz ma matice re-
gularni vSechny hlavni minory.

A¥ = XD*Y = XD*Ly Ry = X(D*Ly D7%)(D*Ry)

Matice Ly je dolni trojuhelnikova, jeji diagondlni prvky jsou jednicky. Oznacime-li
DLy D=F = I + F},, matice F}, bude vypadat nasledovné:

@me{(Lﬂ”QM%% 22? (2.6)

Tedy pro k — oo je F, — 0. Matice X je regularni, ma proto QR-rozklad a
muzeme psat:

A% = QxRx(I + F,)D*Ry = Qx(I + RxF Ry ) RxD*Ry = Qx (I + G)Rx D*Ry,
kde I + Ry F,Ry' jsme si oznaéili jako I + Gy. Ziejmé tedy i pro G}, plati, ze pro
k — oo je G — 0.
Matice I + G ma QR-rozklad:
I + Gy = QpRy. (2.7)

Podle lemmatu (2.2) muzeme tento rozklad vyjadrit jako:

[+G=T+QW I+ R%).
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Ukézali jsme, ze pro k — oo plati ng) —0a R(Gk) — 0.
Mame tedy

A = Qx (I + Q") (I + RG ) RxD* Ry = Q4%

oznaceni Qy, Ry jsme pouzili stejné jako v Lemmatu 2.1, kde jsme oznacili Q; =

QlQQ .. Qk a i)‘{k = RkRk—l .. .R1.
9, = Qx(I+QY) — Qx

Apn B QTXDX'9, — QUXDX'Qx = RyDRY!

Ay, tedy s ohledem na predpoklad (2.5) konverguje k horni trojihelnikové matici (s
vlastnimi ¢isly na diagonale). [

Zajima nas, jak vypada asymptoticky rozvoj matic Q(éf ) a R(Gk ). Pro nzornost a
stru¢nost zapisu to ukazeme na matici radu 2 x 2. I kdyz fadu prvka jsme schopni
popsat presné, pro jednoduchost zapisu se budeme vyjadiovat pomoci symbolu O().
Obecny pripad pujde z piipadu 2 x 2 odvodit.

Matice F} bude vypadat takto:

0 0
F, = :
' { la(52)" 0 }
Tuto matici ndsobime maticemi Ry a Ry', jejich prvky oznacime timto zptisobem:

T2

RX - |: 0 T4 :| ’
-1 __ Z1 <2

Ry = [ oz ] .

Soucin Rx FpRy' bude vypadat takto:

A

(€]

7“221121(
7“12’1121(

kx|

k l A2\k
RXFkR;(l — |: ) ToZ2 21(&_) :| .

1
l)k 7'122l21(>i)k

>

Prvky této matice oznacime takto:

o e[ b
RXF’“RXIZ(A_j)k{b; bz}:G’“'

Vyjadiime matici I + Gy:

I+G= () [ G.)* (£>k ] (22 { b by ] _
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A " by (32)F + b
Matici oznac¢ime symbolem Hy:
(a)k + by by
2 = Hy.
{ b3 (i—;)k + by K

Chceme provést QR-rozklad této matice. Pouzijeme Givensuv QR-rozklad. Na-
jdeme tedy prvky ¢ a s, Givensovy matice Qy:

(,\_;) + 01 bs
y Sk = .
\/((71) +01)% + b3 \/((i—;)k+bl)2+b§

Vidime, 7ze ¢y — 1 a s, — 0. Vytkneme-li z citatele i jmenovatele prvku c; c¢len

( :\\; )k, ziskdme

Cr —

1+( 2 )k,
\/1+2b1 (32)k 4+ (02 + b3) (32)%

Nyni vidime, jak se prvky ¢, a s, chovaji:

2k g = O(22

Ao
Ck—l—l—O( \
1

k
A )

Vynéasobime Q. Hj. (provedeni Givensovy rotace):

Cr skH(A—l) + by by }:

—SL Ck b3 (i—;)k + b4

QrHy, = [

Ck((i_;)k + bl) + Skbg Ckbz + Skb4(}‘§\
0 —Skbz + Ckb4(—) '

Rozklad matice I 4+ G}, tedy bude vypadat takto:

Q_1<—2> Cr ((}\_1) —|—b1) +Skb3 Ckb2+8kb4<>‘§\ _
k )\1 0 —Skbg -+ Ckb4(—)k
_ Q 1 |: Cr + Ckbl()\—z) + Skbg()\—z) Cka(i_ﬁ\ k + Skb4 :| _
k 0 _Skb2()\_1) +Ckb4
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Z tohoto piikladu 2 x 2 zkusime odvodit, jak by vypadal obecny ptipad. Soucin
matic RXFkR;(l bude vypadat takto:

M1 Ti12 ... T1n (?\ N 211 R12 ... Z1n
Tog ... Topn l21()\_f) 0 299 ... Zop .
0 T (32 o (2R 0 0 Znm,
11T T2 ... T1n 0 0
Too ... Top 211l21(§—f)k Z1zl21(§—f)k
0 T'nn anm(i—?)k 212ln1(§—f)k + Z2zln2(§\—’;)k
11 T2 ... T1n 9 A E\) . 9 k
B T22 ... Ton O(A_f) O(f) s O(;Ti)
0 rn || 0GR OG2)" oo OG2)

V obecném piipadé nelze porovnat hodnoty /\f\il a ’\f\f Lproi =2,...,n — 1,
nam ale staci vétsi z téchto hodnot. Oznac¢ime ¢ = i—f, ¢; = max{ Mf\jl, A/\tl} pro
i=2,..n—1lag,= /\ijl. Podstatné je to, ze |¢;| < 1.

[ O(@)"  Olg2)"  O(gs)" O(gn)* 7
O(q)" Ofg)"  Olgs)* O(gn)"
e | OGUE OGYE ORr o)
= k k k k
Xk O(3H)" O(%2)" 0(52) O(3%)
O O) O .. O |

Matici RXFkR)_(l jsme opét oznacili jako G. Vyjadiime matici I + Gy:

[ 14+ O(q)*  O(g2)* O(g3)* O(g)" 1

O(@)*  1+0(e)*  O(gs)* O(gqn)*

O(32)F O(R2)F 14 0(32)F O(32)F

&= oGt oG o) Oz
Ok O(e)F O 14 O(2e ) |

Vyjadrit obecné QR-rozklad této matice je slozité. Lze vsak usoudit, jak by
vypadalo asymptotické chovani této matice. Prvky vykazuji logaritmické chovéni,
proto lze predpokladat pouzitelnost Aitkenova d2-procesu.
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2.2.2 Aitkentv §*-proces

Teoreticky jsme zjistili, ze v QR-algoritmu konverguji diagonalni prvky matice A
k jejim vlastnim ¢islum logaritmicky. Zkusime si tuto zkutecnost ilustrovat na prikladu:

Priklad 2.1 Ukazme, jak probihd konvergence QR-algoritmu aplikovaného na matici
A. Jak rychle konvergugi jednotlivé diagondlni prvky k vlastnim cislum?

100 0 0 0 O

19 0 0 0

A= 0 1 63 0 0
0 0 1 21 O

0 0 0 1 21

Vlastni c¢isla této matice jsou 100, 90, 63, 21, a 2,1. Pro rychlost konvergence je
rozhodujici pomér mezi témito vlastnima cisly. Tyto pomery jsou ndsledujici:
/\2 )\3 /\5

A
_— = :1 = :1 —:1: —:11 .
N 9:10, o 7:10, " 3, " 0

Ctm je pomér mezi vlastnimi ¢isly vétsi, tim prislusnd hodnota k presnému
vlastnimu cislu konverguje rychleji. MuZeme se o tom presvédcit v tabulce, kde po
jednotlivych iteracich vypisujeme rozdily spocitanych a presnych vlastnich cisel.
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iterace | [\t — M| | Az — A5 | [As — M] | [ha— Ai] | [As — Af
1 0,008999 | 0,001221 | 0,002{87 | 0,00053S8 | 0,004752
2| 0,015385 | 0,006130 | 0,006903 | 0,001829 | 0,000522
3| 0,019745 | 0,011398 | 0,007497 | 0,000796 | 5,27E-05
4| 0022544 | 0,015786 | 0,006467 | 0,000285 | 5,27E-06
51 0,024151 | 0,018972 | 0,005082 | 9,71E-05 | 5,27E-07
6| 0,024860 | 0,021014 | 0,003813 | 3,25E-05 | 5,27E-08
71 0,024900 | 0,022100 | 0,002789 | 1,08E-05 | 5,27E-09
8| 0,024454 | 0,022441 | 0,002009 | 3,63B-06 | 5,27E-10
9| 0,023661 | 0,022226 | 0,001433 | 1,21E-06 | 5,27E-11
10 | 0,022631 | 0,021614 | 0,001016 | 4,03E-07 | 5,28E-12
11| 0,021449 | 0,020731 | 0,000718 | 1,34B-07 | 5,30E-13
12| 0,020179 | 0,019673 | 0,000505 | 4,4SE-08 | 5,00E-14
13 | 0,018869 | 0,018513 | 0,000355 | 1,/9E-08
14| 0,01755/ | 0,017304 | 0,000249 | 4,98E-09
15 | 0,016262 | 0,016086 | 0,000175 | 1,66E-09
16 | 0,015010 | 0,014887 | 0,000122 | 5,53E-10
17| 0,013812 | 0,013726 | 8,60E-05 | 1,84E-10
18 | 0,012676 | 0,012616 | 6,02B-05 | 6,1/E-11
19 | 0,011607 | 0,011565 | 4,22E-05 | 2,04E-11
20 | 0,010607 | 0,010578 | 2,95E-05 | 6,81E-12
21 | 0,009677 | 0,009656 | 2,07E-05 | 2,27E-12
22 | 0,008814 | 0,008800 | 1,44E-05| 7,30E-13
23 | 0,008018 | 0,008008 | 1,01E-05 | 2,20E-13
2/ | 0,007285 | 0,007278 | 7,10B-06 | {,00E-1}
25 | 0,006613 | 0,006608 | 4,97E-06
26 | 0,005997 | 0,005993 | 3,48E-06
27 | 0,005433 | 0,005431 | 2,43E-06
28 | 0,004920 | 0,004918 | 1,70B-06
29 | 0,004452 | 0,004451 | 1,19B-06
30 | 0,004026 | 0,004,025 | 8,36E-07
31| 0,003639 | 0,003638 | 5,85E-07
32 | 0,009288 | 0,003287 | 4,09E-07
33 | 0,002969 | 0,002969 | 2,86E-07
34 | 0,002681 | 0,002681 | 2,00B-07
35 | 0,002419 | 0,002419 | 1,40B-07
36 | 0,002183 | 0,002183 | 9,83E-08
37| 0,001969 | 0,001969 | 6,88E-08
38 | 0,001776 | 0,001776 | 4,821E-08
39 | 0,001601 | 0,001601 | 3,37B-08
40| 0,001443 | 0,001443 | 2,36E-08
41| 0,001301 | 0,001301 | 1,65E-08
42| 0,001172 | 0,001172 | 1,15E-08
43| 0,001056 | 0,001056 | 8,10E-09
44 | 0,000951 | 0,000951 | 5,67E-09
45| 0,000857 | 0,000857 | 3,96E-09
46| 0,000772 | 0,000772 | 2,77E-09
47| 0,000695 | 0,000695 | 1,9/E-09
48 | 0,000626 | 0,000626 | 1,36E-09
49 | 0,000564 | 0,000564 | 9,53E-10
50 | 0,000508 | 0,000508 | 6,67E-10
51| 0,000457 | 0,000457 | 4,67B-10

33
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Grafické znazornéni logaritmu odchylek spocitanych vlastnich c¢isel od skuteénijch
hodnot:

Tim se nam prakticky potvrdila iivaha s logaritmickou konvergenci, zkusime tedy
pouzit Aitkeniv 2-proces.

V uvedeném ptikladu jsme pocitali logaritmus odchylky spoc¢itaného vlastniho
¢isla (Mg, kde pismenem k oznaéime k — tou iteraci) od skutecného vlastniho cisla
(A*) a do grafu jsme kreslili hodnoty

In| A\, — A

Zjistili jsme, ze graf s témito hodnotami je velice podobny piimce (z toho duvodu,
ze rozdily A — A* klesaji logaritmicky). Znamena to tedy, ze muzeme uvazovat tuto
rovnost:
In|Ap — X*| — In|A\g—1 — X*| = ¢, kde ¢ je konst.

Muzeme napsat

[ Ae—1 — A%
a uvazujeme-li rozdily ve zlomku prozatim kladné (nize rozebereme znaménko téchto
rozilu) a oznacime-li konstantu e? jako ¢, bude platit:

l

A — A*

—)\kq Epvi c.

Vezmeme-li tento vzorec také pro iteraci k + 1 a vynasobime-li jmenovateli, dosta-
neme dvé rovnice:

)\k — A\* = C()\k,1 — )\*)
)‘k—i-l — A" = C(/\k — )\*)

Kdyz kiizem vynasobime tyto rovnice a vykratime c, ziskame vztah:
(Ae = A)? = (M1 — A (Amr — A).
7 tohoto vztahu lze vyjadrit, jak vypada presnd hodnota A*:

N
Ait1 + A1 — 22X
V posledni kapitole s numerickymi vypocty ukdzeme, jak 1ze pomoci této extra-
polace urychlit vypocet vlastnich cisel.

(2.8)
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2.2.3 DMatice s nékterymi stejnymi vlastnimi cisly

Véta 2.2 Necht plati predpoklady predchozi véty, kromé predpokladu
(A > [Ag] >+ > [N,

ktery nahradime predpokladem

Al > > A
)\r:)\rJrl:"':)\t
el > Pasa| > <o > [,

Posloupnost matic Ay, bude opét konvergovat k horni trojihelnikové matici.

Diukaz. Matice D bude vypadat takhle:

A

At

An

Oproti pfedchozimu dikazu rozlozime DFLyD7F = L+ ﬁ’k
Matice L vypada takto:

1
0
1 r—1
X X r
L= : , kde x znaci prvky maticeLy
X X t
1 t+1

35
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a matice Fj ma tento tvar:

" o -
X . 0
: 0
x 0 0
Fp = : : : : , kde x jsou prvky matice (2.6).
x 0 0
X X x 0
| X e s s X 0

Vyjadifme matici A¥:
AY = X (L + F,)D*Ry = XL(I + L™'F,)D*Ry.
Predpokladame, ze existuje QR-rozklad matice X L:
A¥ = QxRx(I + L 'F,)D*Ry = Qx(I + RxL 'F,R5")Rx D" Ry,

vyuzijeme toho, ze F — 0 a stejnym zpusobem jako v piedchozi vété vyjddiime
QR-rozklad matice I + RXL_leR;(l:

[+ RyL'FRy = (I+ Q¥ (1 +R%Y)

a opét plati Qj, = @X(I + Qgc))
Pro matici Ag., tedy bude platit

Apsr = QFXDX 0, = (1+ QW) QLXDX ' Qx (I + Q).

Matici XL jsme rozlozili na @ Xf{X, muzeme tedy psat:

. MNT D T-1N1T D-1 (k)
Ay = (1 + Qe )" RxL "DLR, (I + ?G ). (2.9)
—1 -

Ukéazeme, ze plati vztah L'DL = D.
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Vyjadiime, jak vypadaji matice DL a LD:

A1
0
>\r—1
Ar e X Ap - X Ap - X
~ Arp1 o X Apa1 o X o0 Ao X
DI — +1‘ +1 +1. ’
)\t X )\t « X )\t X
A+ 1
0
symboly x znaci prvky matice L.
oy -
0
)\rfl
Ao X Apap o X oo A X
~ Aro X A1 X s Ao X
iD— +1 t
A X Ao X e A e X
A+ 1
0
Jelikoz plati A, = .11 = -+ = )¢, jsou tyto matice stejné. Plati tedy DL = ZD,

coz neni nic jiného nez B _
L7'DL =D.
Podle vztahu (2.9) tedy muzeme ftict, Zze matice Ay opét konverguje k horni
trojihelnikové matici:
Api1 =% RxDRY.

Ukazme si priklad matice s hodné blizkymi vlastnimi ¢isly:

Priklad 2.2 Zajimaji nds vlastni éisla matice A:

—2,37794438 —0,19200000 0,18812081 —0,18432000 0,90297990
—18,71605025 —0,12064653 1,09800487 —1,07582067 5,27042339

A= | —24,25652135 —0,15136653 2,12810420 —1,10531187 5,41490018
—28,72696998 —0,12126720 2,09861300 —0,07641651 5,27334242
—17,42651025 —0,94975119 1,13056232 —0,90772032 5,44690322
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Pomoci programu z baliku Lapack jsme ziskali tyto viysledky:

A1 1,015354576 + 0.0110281:
Ao = 1,015354576 — 0.0110281%
As = 0,994244953 + 0.01820757
A = 0,994244953 — 0.01820757
As = 0,980800942

Pomoci QR-algoritmu, ktery jsme naprogramovali ve Fortranu jsme se dopraco-
vali k viysledkum témto:

A = 1,015354571 + 0,0110281i
X2 = 1,015354571 — 0,0110281i
A3 = 0,094244954 + 0,0182074i
A = 0,994244954 — 0,0182074
As = 0,980800947

2.3 QR-algoritmus se shiftem

Rychlost konvergence QR-algoritmu zavisi na rozdilu velikosti vlastnich ¢isel. Ukazali
jsme, ze poddiagonalni prvky matice A konverguji k nule stejné rychle jako %Vf :
Posuneme-li vhodné hodnoty vlastnich ¢isel matice o néjaké redlné cislo u, kterému
budeme fikat shift, zvétsi se pomér vlastnich ¢isel, a tak urychlime konvergenci.

Hodnoty vlastnich ¢isel matice T posuneme tim zpusobem, ze pricteme k dia-
gonalnim prvkum matice T shift . Budeme tedy déale pracovat s matici T' — ul.

Matice T' m4 charakteristicky polynom Pr()\) a vlastni ¢isla Ay, Ay, ..., A,. Cha-
rakteristicky polynom matice T'— ul vypada takto:

tin—p— A t1o
PT—MI()\):|T—/LI—)\[|: to1 log — b — A _
tin— (4 A) t1o
= 21 too — (;L—i—)\) — PT()\+M),

takze vlastni ¢isla matice (T — pl) jsou Ay — p, Ay — by ..., A, — . Vlastni ¢isla
jsou stejna jako u matice T', jenom posunutd o shift p.

Nyni zkonstruujeme QR~algoritmus se shiftem .

Pocitame vlastni ¢isla matice A. Prevedeme ji na matici ve tfidiagonalnim tvaru,
kterou oznacime T}. Pro zrychleni konvergence posuneme jeji vlastni ¢isla a pracovat
budeme s matici 77 — pul. Provedeme jeji QR-rozklad:
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a dalsi matici QR-algoritmu ziskame takto:
T, = RQ) + pl.
Matice T) je také tiidiagondlni a skutecéné plati, ze Th = QTT1Q:
Ty = RQ+pl = QTQR)Q + pl = QN (T — pl)Q + ul = Q"T1Q — pQ"1Q + pl =

=Q'TQ — pl +pl = Q" THQ.
Zapisme postup algoritmicky:
Algoritmus 2.2: QR-algoritmus se shiftem

Vstup: matice A € R™*"
Vystup: matice T' € R™™ ve tvaru horni trojihelnikové matice

Ty = UTAU

fork=12...
urcéent shiftu
Ty — pd = QrRy,

Thi1 = RpQr + pd
test na ukonceni
end

Potiebujeme jesté vhodné zvolit hodnotu shiftu p. Uvéd me tii z nékolika moznost,
které se nabizeji:

e nejjednodussi moznosti je pu = t,,

. s . . n ey . th-1n-1 tn—
o efektivnéjsi je zvolit za shift hodnotu vlastniho éfsla matice | "~tn~t "n=in

)
tn,nfl tnn

které je blizsi k hodnoté t,,,
e pouzivany je tzv. Wilkinsoniv shift, ktery vypadd takto:
po=tun + d — sign(d)\/d + ty 1 0,
kde d = (tn—1n-1 — tun)/2

Priklad 2.3 Chceme spocitat vlastni c¢isla matice

(10 —19 17 —12 4 1]
9 —18 17 —12 4 1
8 —16 15 —11 4 1
6 —12 12 —10 4 1
4 -8 8 61 2

2 4 4 310
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Podle knizky [10] vime, Ze presnd vlastni ¢isla této matice magi hodnotu
11,1, 1,4, —i.

Pomoci QR-algoritmu bez shiftu by bylo nemozné se k tomuto vysledku dobrat.
Matice by sice k horni trojuhelnikové matici konvergovala, ale tato konvergence by
byla tak pomald, Ze bychom se 37 nedockali ani pri pouZiti seberychlejsiho pocitace.

Pouzili jsme tedy shift o hodnoté 1. Vysledek jsme dostali velice rychle - hned po
prond iteraci:

0.00000000000001 + 0.99999999999980:
0.00000000000001 —  0.99999999999980:
—0.99999999999994
—1.00000000000000
—1.00000000000016
1.00000000000008

2.4 Jednorazové upravy matic

V této podkapitole ukazeme, jak se prevadi nesymetrickd matice na horni Hes-
senberglv tvar a symetrickda matice na tvar tridiagondlni.

2.4.1 Prevod matice na Hessenberguv tvar

V predchozi kapitole jsme ukazali, jak se provadi QR-rozklad Hessenbergovy matice.
Rekli jsme, ze je tento tvar vyhodny z toho divodu, ze ho posloupnost matic Ay
v QR-algoritmu zachovava a ze se pii QR-rozkladu matice v Hessenbergové tvaru
redukuje pocet operaci.

Pro urychleni QR-algoritmu budeme tedy nejprve nesymetrickou matici A pre-
vadeét na Hessenberguv tvar (v piipadé symetrické matice budeme matici prevadeét
na tiidiagondlni tvar - viz nésledujici podkapitola). Na Hessenberguv tvar matici
prevedeme pomoci Householderovych transformaci. Provedeme celkem n — 2 trans-
formaci. Schématicky znédzornéno:

X
X
X
X
X
} .

s

I
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
o o o X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

O O O X X
o o X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
O O O X X
o O X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X

I

=
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Provedli jsme tuto transformaci:
(PP, P3)" A(P,PyPs) = H.
Prevod matice A na Hessenberguv tvar zapsany algoritmicky:

Algoritmus 2.3: Prevod matice na Hessenbergiv tvar

Vstup: matice A € R™" sklddajici se ze sloupci ay, prok=1,...n
Vystup: matice A € R"*™ v Hessenbergové tvaru

fork=1ton—2
[v, f] = house ([(ar)r+1, - - -, (ar)n])
[aij]i:kJrl,...,n; j=k,...m = ([ - ﬁUUT)[aij]i:k+1,.‘.,n;j:k,...,n
[aij]izl,...,n; j=k+1l,..n = [aij]izl,...,n; j:k+1,...,n(I - 5UUT)
end

2.4.2 Prevod matice na tridiagonalni tvar

Symetrickou matici A prevadime na tiidiagonalni tvar, abychom redukovali pocet
kroku provadénych pri QR-rozkladu a urychlili tak QR-algoritmus. Plati totiz, ze
kdyz T} = QR je rozklad symetrické tiidiagonalni matice 17 € R™*", potom matice
T, = RQ) je také symetrickd a tiidiagonalni.

Pro symetrickou matici Ay budeme chtit nalézt ortonormalni matici @) tak, aby
platilo

QTAOQ = T)
kde T je ttidiagonalni matice.
Tridiagondlni matici 7" uvazujeme v tomto tvaru:

aq b1
by ay by 0
bg . .
T —
bn—2
0 bn72 Ap—1 bnfl
B bnfl G, |

Ptevod na tiidiagonalni tvar budeme provadét pomoci Householderovych trans-
formaci. Pfevadénou matici Ay budeme prenasobovat Householderovymi maticemi
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Py,.. Po prendsobeni matice Ag matici P; ziskdme matici v tomto tvaru:

O O O X X
X X X X X
X X X X ©
X X X X ©
X X X X O

Matice Ay a P detailnéji znazornime nasledovneé:

T
a | d 1oL o |

A0: ) P1:

C1 Ml 0 ?1

V prvnim kroku tedy prenasobime matici Ay Householderovymi maticemi P; a
vznikou matici oznac¢ime jako A;:

A1 = P1A0P1.

Po tomto prvnim kroku bude matice A; vypadat takto:

pLor ][ [ d 1oL o |

Al - —
O Fl i Cl Ml 0 ?1
[ cI'p

—=T

Pl C1 ﬁfMlﬁl

Pokud Fchl = e1by, potom bude prvni fadek a prvni sloupec odpovidat tiidiagonalnimu
tvaru. K tomu pouzijeme Householderovu transformaci, ktera vektor ¢; pretransformuje
na nasobek e;. Matice P, bude tedy Householderovou matici a lze ji vyjadfit ve tvaru
P, =1—-pwT.

V prvnim kroku jsme tedy ziskali prvek a; a také prvek b;:

—T
|b1] = [lexrbu[l2 = |[Py call2 = [[ea]]-

Blok FITMlﬁl bude vypadat néasledovneé:
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ﬁlTMlﬁl = (I-Bvv" )My (I-Bvv") = My —pBo(v! My)—B(Mv)vT +5%v(v” Mjv)o” =

=M, —vp" —pv’ + (Bv'p)ov’,

kde jsme si zjednodusili vypocet oznacenim
p = BMv.

Plati tedy p? = BvT ML a BvTp = 20l M.
Pomoci vyjadieni
w=p—v('p)/2,

muzeme vypocet ﬁlTMlﬁl jesté zjednodusit:
??Mlﬁl = M, —vw? —wo?.

Stejnym zpusobem jako matici Ay budeme transformovat matici FTMlﬁl, COZ
je matice fadu (n — 1) x (n — 1). Takto provedeme n — 2 kroku, v kazdém kroku
prenasobime matici A;_; matici P:

Ap = PLAy 1 Py

a ziskame tiidiagonalni matici.
Shrime uvedeny postup do algoritmu popisujiciho prevod matice A na tiidiagonalni
tvar:

Algoritmus 2.4: Householderova tridiagonalizace

Vstup: symetrickd matice A € R™™" sklddajici se ze sloupci ay, prok =1,...n
Vystup: matice A € R™" v tridiagondlnim tvaru

fork=1ton—2
v, B = house([(ak)ks1, - - - (ar)n])
p= 5[aij]%=k+1v
w=p— (BpTv/2)v
(ar)k+1 = |[[(ar)rs1s - - - (ar)nl|l2
(ars1)k = (k) rt1
forl=k+2ton

A = 0
Qi = 0
end

[aij]?j:kﬂ = [@z’j]?j:kH —vwl —wot

end



Kapitola 3

Vypocty a numericka srovnani

Budeme porovndvat jednotlivé metody QR-rozkladu a QR-algoritmu zaloZengch na
ruznych QR-rozkladech. Budeme sledovat presnost rozkladu a rychlost konvergence
QR-algoritmu.

Metody budeme aplikovat na matice, které jsou spatné podminené. Na zacdtku
kapitoly uvedeme tri matice, které budeme ddle pouZivat.

Ve Fortranu jsme naprogramouvali jednotlivé programy a algoritmy: QR-rozklady,
QR-algoritmus a jeho modifikace a vsechny dalsi algoritmy, které v této prdaci uvd-
dime, jako napt. rizné transformace (na tridiagondlni tvar, na Hessenberguv tvar,
aj.). Mohli jsme tedy prakticky zkoumat, jak algoritmy funguji pro rizné matice.

V proni ¢asti porovndame jednotlivé QR-rozklady aplikované na jednotlivé matice.
Na matici Cerfacs ukdZeme wucinnost tzv. dvojitého MGS.

Ddle porovname QR-algoritmus pouZity na viypocet vlastnich ¢isel "Spatné” ma-
tice SMC Eyy. Zde bude zajimavé porovnani visledki nikoliv mezi jednotlivymi pouZi-
tymi QR-rozklady, ale porovndni vysledku mezi jednotlivymi systémy, které umoznugi
vypocet vlasntich cisel, jako je Maple, Matlab nebo Lapack.

I kdyz jsme vidéli patrné rozdily v presnosti jednotlivijch QR-rozkladd, nedokdzali
jsme porovnat ucinnost jednotlivijch QR-algoritmi zaloZenijch na téchto riznijch QR-
rozkladech.

Zaveérem se budeme zabyvat ndavrhy vylepSeni a zefektivneéni QR-algoritmu. Bu-
deme se zabyvat otazkou tykajici se vhodnosti kritéria (suma poddiagondlndch pruki)
pro konec QR-algoritmu. Pri zkoumani grafu logaritmu rozdilu pocitanych a skutec-
nych vlastnich cisel jsme zjistili, Ze se graf chova jako primka. UkdZeme, jak lze
pomoci Aitkenova 6% procesu QR-algoritmus urychlit.

Ukazeme také, jak nakladat s pripady, kdy vlastnima cisly jsou cisla komplexné
sdruZend.

V této kapitole budeme pouzivat tyto matice:

e " Jednickovd” matice

44
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Vygenerovali jsme si matici, kterd obsahuje na diagonéle 1, pod diagonalou
—1 a nad diagonélou 0. Tuto matici oznacime JED Ny, kde N znac¢i fad této
matice. Naptiklad matice JE D N5 vypada takto:

10 0 00

-1 1 0 00

JEDN;=| -1 -1 1 0 0
-1 -1 -1 1 0

-1 -1 -1 -1 1

e Matice Cerfacs
Tato matice fadu 3 x 3 pochéazi z [7]. Pii jejim QR-rozkladu i pii vypoctu
vlastnich ¢isel jsme ziskavali zajimavé numerické vysledky.
0.12100300219993308  2.09408775152625060  1.26139640819301024
—0.10439395064078592 —1.80665016070527140 —1.08825526624380808
0.21661355806776747  0.49451660567698374 —0.84174336538575500

e "Spatna” matice

Matici oznaéime SMCEy. Rikdme ji "$patnd”, protoze dokézala potrapit i
komeréni a " profesiondlni” software slouzici k vypocétu vlastnich éfsel. Uved' me
priklad této matice 6 x 6:

SMCEs; =

N W k= Ot O
N W = Ot Ot
N W = & O
N W w oo
NN OO
_—_0 O O O

11111

matici lze pochopitelnym zpusobem analogicky definovat pro jakykoliv rozmeér.

e Sedmidiagondlni matice

Tato matice je tadu 11 x 11, oznacime ji SEDMI:

[\]
—_
—_
(a)

SEDMI =

O OO DO OO DN O
OO O DD OO WO
O OO OO WO W
OO OO H M WO WK
O OO WO WRHFF=O
OO WO W MF=O
O = WO Wk = OO
—_ = WO W OO OO
R WO WL P, OOOOOo
NOHWHR P OO O OoOo
(G200 RN e B en Bl an Bl an B an B an BN @)
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3.1 Numericka porovnani QR-rozkladu

Nejprve porovname jednotlivé QR-rozklady. Matici A program rozlozi na matice @
a E, které nejsou presné z duvodu omezené prestnosti stroje, ktery tyto vypocty
provadi.

Kvalitu rozkladu zhodnotime podle presnosti rozkladu a podle ortonormality
matice ().

Ptesnost rozkladu zméiime pomoci normy matice

|IA = QR =: || Erl],
ortonormalitu matice @ pomoci normy matice

11 =Q"Qll =: ||E]|.

Za normu jsme zvolili Frobeniovu normu:

Al = 33

3.1.1 Rozklad jednickové matice JE D Ny,
Jednotlivé algoritmy na vypocet QR-rozkladu vykazovaly néasledujici chyby:

e Gram-Schmidt
|Ey|| = 0.347715E — 28,

|| E2|| = 0.219042F — 01.
e MGS
||Ey|| = 0.294344F — 28,
|| E,|| = 0.835548E — 02.
e Givens
|Ey|| = 0.716292E — 27,
|| E2|| = 0.321697F — 28.
e Householder
|Ey|| = 0.373311E — 26,
|| E,|| = 0.630567E — 28.
Gram-Schmidtovy metody (GS a MGS) QR-rozkladu vykazuji velice spatnou
ortogonalitu matice (). Vliv kvality ortogonaliy matice () na prubéh QR-~algoritmu se

nam ale nepodarilo prokazat. QR-algoritmus fungoval dobte i s "méné ortogonalni”
matici Q.
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3.1.2 Rozklad matice Cerfacs

Matice CERFACS je akademickym prikladem, ktery ma poukazovat na chybu
ortogonality matice () pri pouziti Gram-Schmidtova nebo modifikovaného Gram-
Schmidtova QR-rozkladu. Pii QR-rozkladu této matice jsme ziskali tyto vysledky:

e Gram-Schmidt
||EBy|| = 0.254223F — 31,

|| Eo|| = 0.189044F + 01.
e MGS

||Ey|| = 0.254223F — 31,

|| Eo|| = 0.189044F + 01.
e Givens

|Ey|| = 0.127304E — 30,

|| Es|| = 0.566589E — 31.
e Householder

|Ey|| = 0.124222F — 30,

|| E,|| = 0.685498F — 32.

Matice CERF AC'S je velice patné podminéna. Cislo podminénosti x(A) pouzivame
v nerovnosti slouzici k odhadu presnosti ortogonality matice Q:

11— QTQ|2 < car(A)u,

ktera je uvedena vyse jako nerovnost (1.4).

P1i pouziti MGS (a pochopitelné i v Gram-Schmidtova QR-rozkladu) jsme ocekavali
nepresnost v ortogonalité matice @

Na této matici jsme si ovérili uvahu z kapitoly 1.2.3, ktera pojedndva o tzv. dvo-
jitém MGS. Po druhém pouziti MGS na matici () ziskdme matici (), jejiz ortogona-
lita uz neni ” postizena” vysokym ¢islem podminénosti matice A. Chyba ortogonality
matice ()7 je jiz ovlivnéna pouze fadem matice a zaokrouhlovacimi vlastnostmi stroje
provadéjictho vypocet.

Po druhém pouziti MGS jsme dostali tyto vysledky:

IIA — QR|| = ||A — Q2R R|| = 0.254223E — 31,

11 — QT Q|| = 0.200334F — 29.
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3.1.3 Rozklad sedmidiagonalni matice
S QR-rozkladem sedmidiagonalni matice SEDM I si dobte poradily vSechny algo-
ritmy:
e Gram-Schmidt
||E1|| = 0.147006 E — 29,
|| E,|| = 0.198687E — 28.

e MGS
|Ey|| = 0.480269F — 29,

|| Es|| = 0.883279E — 29.

e Givens
||E1]] = 0.599206 F — 28,
|| E2|| = 0.147402F — 29.
e Householder

||E1]] = 0.611989F — 28,
|| By|| = 0.132259E — 29.

3.2 Numerické porovnani QR-algoritmu

QR-algoritmy jsme porovnavali nejenom podle QR-rozkladu, které jsme v nich
pouzili, ale zkouseli jsme vysledky porovnavat i v konkurenci jiz hotovych programu
jako je napt. Maple, Matlab nebo program QZ z baliku Lapack.

3.2.1 Matice SMCFEy

S touto matici jsme ziskali velice zajimavé a prekvapivé vysledky. Prekvapivé (bo-

huzel v negativnim smyslu) z toho duvodu, ze ani algoritmy na vypocet vlastnich

¢isel komercniho software nam nebyly schopny dat spolehlivé vysledky.
Porovnejme nejprve vysledky z Maplu, Matlabu a Lapacku:
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A Maple Matlab Lapack

1 60.03324383 60.03324324 60.03324324

2 44.36524374 44.36524402 44.36524403

3 33.09210797 33.09210797 33.09210798

4 24.37523529 24.37523516 24.37523516

5 17.49772822 17.49772818 17.49772819

6 12.08708262 12.08708254 12.08708255

7 7.918744163 7.918744101 7.918744102

8 4.839247954 4.839244379 4.839244379

9 2.719957858 2.720101685 2.720101686
10 1.360117687 1.412338597 1.412338639
11 1.176296 0.708035 0.708045
12 | 0.732624 + 0.569045¢ | —0.085672 4 0.0560474 0.367634
13 | 0.732624 — 0.5690457 | —0.085672 — 0.0560474 0.209228
14 | 0.194246 + 0.685859: | —0.004493 + 0.1403207 | 0.138573 + 0.039938i
15 | 0.194246 — 0.685859: | —0.004493 — 0.1403207 | 0.138573 — 0.039938i
16 | —0.492046 + 0.219907: 0.374338 0.064222 — 0.071850¢
17 | —0.492046 — 0.219907:; | 0.124481 + 0.1546364 0.064222 + 0.071850¢
18 0.099024 0.124481 — 0.154636¢ | —0.001782 + 0.052749¢
19 | —0.216838 + 0.5391547 | 0.253962 4 0.083776i | —0.001782 — 0.052749¢
20 | —0.216838 — 0.5391547 | 0.253962 — 0.083776¢ —0.028004

Na vysledky z druhé poloviny tabulky uz se viibec nemuzeme spolehnout.

49

Poznamenejme jesté, ze program Maple pouzil k vypoctu vlastnich ¢isel QR-
algoritmus, kterému predchazel prevod na Hessenberguv tvar.
Nyni uvedeme vysledky tfech nasich programu: QR-algoritmus zalozeny na Gram-
Schmidtové QR-rozkladu, na Modifikovaném Gram-Schmidtové QR-rozkladu a na
Givensové QR-rozkladu, kde jsme navic jesté prevedli matici na Hessenberguv tvar.
Po zkuSenostech s vysledky, které nam poskytl komeréni software, jsme ziskali
prekvapivé navzajem podobné vysledky:
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A GS MGS Givens

1 60.03324324292650 60.03324324292660 60.03324324292662

2 44.36524402581347 44.36524402581368 44.36524402581404

3 33.09210797898585 33.09210797898584 33.09210797898638

4 24.37523516347238 24.37523516347229 24.37523516347295

5 17.49772818677922 17.49772818677925 17.49772818677963

6 12.08708254988644 12.08708254988643 12.08708254988680

7 7.91874410161812 7.91874410161812 7.91874410161838

8 4.83924437933158 4.83924437933159 4.83924437933160

9 2.72010168550744 2.72010168550771 2.72010168550961
10 1.41233863863721 1.41233863862805 1.41233863933241
11 0.70804558589638 0.70804558256297 0.70804545140925
12 0.36763351265592 0.36763350907941 0.36762908066469
13 0.20501850388083 0.20503459078622 0.20688569449115
14 0.15013478059831 0.15008626493790 0.12812085849051
15 | 0.09747372 4 0.052989714 0.09754806 + 0.052978857 0.09185849 + 0.028917614
16 | 0.09747372 — 0.052989714 0.09754806 — 0.052978851 0.09185849 — 0.028917614¢
17 | 0.02972013 + 0.058125801 0.02976364 + 0.05823738% 0.03636622 + 0.045339714
18 | 0.02972013 — 0.058125801 0.02976364 — 0.05823738: 0.03636622 — 0.045339714
19 | —0.01314503 + 0.024218297 | —0.01324666 + 0.024299637 | —0.00410024 + 0.02052555%
20 | —0.01314503 — 0.02421829¢ | —0.01324666 — 0.024299637 | —0.00410024 — 0.020525551%

3.3 Pozorovani a vylepseni QR-algoritmu

Pii chodu QR-algoritmu nés zarazelo, jak je konvergence pomald. ZkousSeli jsme
proto navrhnout a vyzkouset nékolik vylepseni:

3.3.1 ”Preklapéni matice”

Matice A by méla konvergovat k horni trojihelnikové matici. Pfedpokladali jsme, ze
se algoritmus zrychli, kdyz bychom v piipadé, ze by naddiagonalni prvky matice A
byly mensi nez poddiagonalni prvky, matici néjak transformovali, abychom zaménili
naddiagonalni prvky s poddiagonalnimi.

Testovali jsme v kazdé iteraci QR-algoritmu, zda nejsou naddiagonalni prvky
mensi nez poddiagonalni prvky a pokud tomu tak bylo, tak jsme provedli transfor-
maci matice A. Tato podobnostni transformace byla ddna matici s jednickami na

vedlejsi diagondle. Matice pak vypadala, jakoby se ”pteklopila” podle hlavni a podle
vedlejsi diagondly:

1 2 3 9 8 7
4 5 6 6 5 4
789 3 21

Urychleni konvergence QR-algoritmu jsme dosahli bohuzel pouze u trividlniho
pripadu, kdy matice A méla dolni trojuhelnikovy trvar.

—
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3.3.2 Suma pod diagonalou a presnost vlastnich ¢isel

Zamysleli jsme se také, jestli souvislost presnosti spoc¢itanych vlastnich cisel a veli-
kosté sumy poddiagonalnich prvku je tak tuzka, jak se zda byt. Provadéli jsme testy
na jednoduché matici fadu 2 x 2:

10

a 5 |’

kde jsme za prametr a € R volili rizné hodnoty.

Zkoumali jsme, jakd je velikost sumy poddiagondlnich prvkua (v tomto piipadé
velikost prvku ag;) a jaké je odchylka spocitanych vlastnich éisel od skutecnych
vlastnich ¢isel (1 a 5).

Nakreslili jsme si grafy znazornujici prubéh konvergence. Na osu x jsme nanaseli
iterace, osa y znazornuje log;o prislusné hodnoty. Témito hodnotami byl logaritmus
sumy pod diagonalou a logaritmus rozdilu skuteéného vlastniho ¢isla od hodnoty
spocitané QR-algoritmem. Kritérum pro skonc¢eni QR-algoritmu bylo takové, aby
suma pod diagonalou byla mensi nez 0,1 - 10712,

Ukézeme si dva pripady: a) a = 0,000001, b) a = 1000000.

e a = 0,000001

iterace
12 3 45 6 7 8 9 10111213 1415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

4
0 s Q\.\.\. —e—log(A-N)
2 / —slogx) ||

"
/

Zde je zajimavosti, ze do desaté iterace nam suma poddiagonalnich prvku
dokonce vzrustala. Algoritmus na vypocet potieboval 30 iteraci. Podivame-
li se blize na sledované hodnoty napt. po 16. iteraci, vidime, Zze suma pod
diagondlou je velikd: 0,105 - 1073, piesto piesnost spocitanych vlastnich éfsel
uz je pomérné slusnd: odchylka ¢ini 0,272 - 1078, Pokud bychom se spokojili s
touto presnosti, stacilo by nam poloviéni mnozstvi iteraci.

e a = 1000000
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iterace

—o-log(A-\*)

—#-log(E)

7%

- \\ I
: \»

V tomto pfipadé je tomu naopak. Nase kritérium (velikost sumy poddia-
gonalnich prvku) zde pfindsi pomérné malou pfesnost spocitanych vlastnich
¢isel. Napf. po 6. iteraci uz je suma docela mald: 0,102 - 1078, ale odchylka
spocitanych vlastich éisel ¢inf 0,256 - 1072, T po skonceni QR-algoritmu (13
iteraci) jsme nebyli spokojeni s presnost{ vlastnich ¢fsel, byt jsme dosdhli
pozadované velikosti sumy poddiagonalnich prvku.

Vidime zde, ze velikost sumy poddiagonalnich prvku nezarucuje presnost spocita-
nych vlastnich éisel. Nabizi se zde tedy otdzka volby (a hlavné vymysleni) vhodného
kritéria pro presnost QR-algoritmu.

Nicméné tento test a predevsim grafy (presnéji jejich tvar piimky) nas privedli
na zajimavou myslenku, ze se zde jedna o logaritmickou konvergenci a ze by se toho
dalo vyuzit.

3.3.3 Extrapolace vlastnich cisel

Pomoci vzorce (2.8) jsme se snazili extrapolovat hodnotu vlastniho ¢isla ze tif po
sobé jdoucich spocitanych iteracich. Skutecné se tato extrapolace projevila jako
vyrazné urychleni konvergence algoritmu.

Poc¢itame-li vlastni ¢isla matice SMCFEjy (u které zname skutecné hodnoty
vlastnich ¢isel), muzeme se presvédéit o presnosti spocitanych vlastnich éisel (modra
barva) a o presnosti extrapolovanych vlastnich ¢isel (zelend barva). Opét do grafu
nanasime logaritmus odchylky od skutecného vlastniho ¢isla. Prvni graf je pro
nejveétsi vlastni ¢islo, druhy graf pro nejmensi vlastni cislo:
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itarace
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

2 —o-log\A) |

0 "3\*& —e-log(ext-\) |

;
/

iterace
1 3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47

o T
2 M. —e-logn) ||
W s log(ext-A")
4 \ \‘
-6 ‘\ N
‘oae

log
(--]

=10 .\.\‘\.‘
A2 \.‘\-
-14

Poznamenejme, ze pii pocitani vzorce (2.8) jsme uvazovali kladné rozdily \y_; —
A A — A A1 — A a s klidem jsme pii vypoctu odstranili absolutni hodnotu.
Kdyby tyto rozdily nebyly vSechny kladné, ale byly by vSechny zaporné nebo v tomto
poradi: kladny, zaporny, kladny (+ —+) ¢ zaporny, kladny, zéporny (—+ —), bude
vzorec pro extrapolaci vypadat potrad stejné. Budou-li rozdily vypadat ++—, —++,
+ — — nebo — — +, nepujde \* tak jednoduse vyjadrit a v takovych pripadech se
extrapolaci vyhneme.

3.3.4 Komplexni vlastni cisla

Pokud mé& matice vlastni ¢isla komplexni, nekonverguje QR-algoritmus k horni
trojihelnikové matici, ale k tzv. kvazitrojuhelnikové. Pokud bude mit matice radu
5 x 5 prvni dvé vlastni ¢isla komplexni a ostatni realna, bude QR-algoritmus kon-
vergovat k matici, ktera bude vypadat takto:

O O O X X
O O O X X
o O X X X
O X X X X
X X X X X
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Na diagonale na prvnim a druhém fadku vznikne blok fadu 2 x 2, jehoz vlastni ¢isla
jsou i prvnim a druhym vlastnim ¢islem této celé matice.

Kritérium na ukonceni QR-algoritmu jsme tedy nemohli pouzit >, |a;;| < e,
protoze vznikl-li diky komplexnim vlastnim ¢islim blok na diagonale, vznikl tak i
prvek po diagonalou, ktery nekonvergoval k nule. Bylo potfeba tedy identifikovat
vznik tohoto bloku a trochu jinak s nim nakladat, tedy hlavné nezapocitavat prvek
bloku pod diagonélou do této sumy.

Sumu jsme tedy zacali pocitat jinym zpusobem: napted jsme do sumy zatadili
prvky pod druhou diagondlou a potom jsme prozkouméavali, jak vypadaji prvky
druhé diagonaly. Pokud jsme objevili prvek, ktery byl obklopen nulami, oznacili
jsme tento prvek, jako ¢ast bloku, ktery obsahuje komplexni vlastni ¢isla. Vznikne-li
blok na diagonéle, opravdu je poddiagonalni prvek obklopen nulami, jak je vidét na
prikladé, kdy matice fadu 6 x 6 méla 6 komplexnich vlastnich cisel:

(3.1)

X X X X X X

o O O O X X
o O O o X X
O O X X X X
O O X X X X
X X X X X X

Vidime, ze poddiagonalni prvky nélezici bloku 2 x 2 maji kolem sebe nuly (pokud
je v druhém nebo poslednim tddku, mé nulu jenom z jedné strany pochopitelné).

Priklad 3.1 Vypocet vlastnich cisel matice A:

co~, o OO
orr oo oo
o OO oo
|
~J

o O oo~ O
SO o~ OO

Charakteristicky polynom je
2 4+52° + 727+ 1

Pri uziti QR-algoritmu konvergovala matice A ke kvazitrojihelnikovému tvaru schématicky
zndzornéného jako (3.1). Viastni ¢isla jednotliviich bloku na diagondle a tedy i vlastni

¢isla celé matice jsou:
1.19470640451938 + 1.56210679941984¢

—1.23939907019597 £ 0.62708344210567¢
0.04469266567659 £ 0.36334499639425:
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3.3.5 Kritérium konce QR-algoritmu

V kapitole (3.3.2) jsme videéli, ze kritérium konce QR-algoritmu . lay;| < ¢
(v pripadé redlnych vlastnich ¢isel) neni nejvhodnéjsim. I kdyz je tato suma hodné
mald, mohou se spocitand vlastni ¢isla jesté hodné lisit od skutéénych hodnot. Roz-
hodli jsme se proto koncit QR-algoritmus tehdy, az se vlastni ¢isla po dvou po sobé
jdoucich iteracich od sebe lisila méné nez o zadané e. Zde jsme také vyuzivali extra-
polace (2.8) pocitanych vlastnich ¢isel.

Postupovali jsme takto: pokud jsme identifikovali na diagonale blok, spocitali
jsme komplexni vlastni ¢isla. Z poslednich tii iteraci daného vlastniho ¢isla jsme
vypocitali extrapolovanou hodnotu. V dalsi iteraci jsme provedli totéz a porovnali
jsme spocitané hodnoty s predchozimi. Pokud se zadna hodnota od hodnoty z minulé
iterace nelisila vice nez o e, QR-algoritmus jsme skoncili. Pokud jsme porovnavali
komplexni vlastni ¢isla, porovnavali jsme navzajem realné a imaginalni casti.

Pokud néas zajimala vSechna vlastni ¢isla, tak nam kritérium porovnavani dvou
po sobé jdoucich iteraci moc nepomohlo, nebot se vidycky naslo néjaké vlastni &fslo,
které se iteraci po iteraci lisilo vice nez o . Néktera vlastni ¢isla ale byla spocitana
prakticky hned a pokud nas zajimalo jenom toto vlastni ¢islo, nemuseli jsme cekat,
az suma pod diagonalou bude dostatecné maléd. Porovnali jsme dvé po sobé jdouci
extrapolace tohoto vlastniho ¢isla a pokud se uz moc neménily (jejich rozdil byl
mensi nez ¢), algoritmus jsme skon¢ili.

Piiklad 3.2 Zajimaji nds vlastni ¢isla matice SMCE5. Méjme presnost e = 1075,
Kolik je potreba iteraci, aby

1. suma poddiagondlnich prvki byla mensi nez €?

Po 35 iteracich QR-algoritmu méla suma poddiagondlnich prvku této matice
hodnotu 0.97-107%. Skutecné hodnoty pro nejuétsi a nejménsi vlastni éislo cini

T = 32.22889150157214 a A}, = 0.03102806088596 1. Vypoctend hodnota A\
cinila 32.22889288746892, lisila se tedy od skuteéné hodnoty o 1.38-107%, \i»
vyslo 0.0310285167912, od skutecné hodnoty se lisi o 0.455 - 1076,

2. rozdil spocitaného nejvétsiho a nejmensiho vlastniho cisla a jejich presnych
hodnot byl mensi nez €?
K tomu jsme potiebovali jesté jednu iteraci. Rozdil pro \; ¢inil 0.868 - 1076,
pro Ao ¢inil 0.285 - 1076,

3. rozdil extrapolovaného nejvétsiho vlastniho ¢isla a jeho presné hodnoty byl
mensi nez ¢

Po 19 iteracich jsme ziskali tuto extrapolovanou hodnotu: 32.22889215848012.
Od skutecné hodnoty se lisi o 0.656 - 1075, Abychom tuto presnost nejvétsiho

'podle knihy [10]
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vlastniho cisla ziskali bez extrapolace, potrebovali bychom k tomu 36 iteraci
QR-algoritmu.

4. rozdil extrapolovaného nejmensiho vlastniho c¢isla a jeho presné hodnoty byl
mensi nez €

V tomto pripadé jsme potrebnou presnost obdrzeli po 24 iteracich. Pri vijpoctu
bez extrapolace bychom potrebovali 34 iteract.



Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo studovat jeden z nejpouzivanéjsich zpusobu vypoctu
vlastnich ¢isel, tj. QR-algoritmus.

Nejdiive bylo potieba prozkoumat QR-rozklad, ktery je zakladem QR-algoritmu.
Porovnavali jsme Gram-Schmidtuv, modifikovany Gram-Schmidtuv, Householderuv
a Givensuv QR-rozklad. Zjistovali jsme, ktery z téchto rozkladi je pro QR-algoritmus
nejvhodnéjsi. Jednotlivé QR-rozklady se lisily zejména ve kvalité ortogonality ma-
tice Q. Zjistili jsme, ze presnost ortogonality matice ) ma na vypocet vlastnich ¢isel
pomoci QR-algoritmu maly vliv.

Prehledné jsme sestavili a podrobné vysvétlili ditkaz konvergence QR-algoritmu
k horni trojuhelnikové matici. Zde jsme se pokusili ukazat asymptotiku posloupnosti
matic Ag. Chtéli jsme predvést, ze diagonalni prvky konverguji k vlastnim ¢islum
logaritmicky a Ze by §lo vyuzit Aitkenova §%-procesu.

Zkoumali jsme po jednotlivych iteracich velikost odchylek spocitanych vlastnich
¢isel od skutecnych jejich hodnot. Kreslili jsme si prubéh logaritmu téchto odchylek
a zde si ovérili teoretické uvahy, ze se tento graf vzdycky podoba ptimce. Vyuzili
jsme tedy Aitkenova d%-procesu a timto zptsobem jsme vlastni éisla extrapolovali.
Mnohdy nam ke stejné presnosti vlastnich ¢isel stacilo poloviéni mnozstvi iteraci.

Narazeli jsme na matice, u kterych QR-algoritmus konvergoval velice pomalu. K
odstanéni tohoto problému jsme vyuzivali posunuti, ¢imz jsme zménili pomér mezi
hodnotami vlastnich ¢isel, ktery pravé rychlost konvergence ovliviiuje.

Ukazali jsme, jakym zpusobem se konvergence casové urychluje. Urychleni se
provadi prevodem matice na specidlni tvar (Hessenberguv v piipadé nesymetrické
nebo tiidiagonalni v piipadé symetrické matice). QR-rozklad matice v tomto tvaru
vyzaduje podstatné méné operaci, proto se QR-algoritmus vyrazné urychli. Vlast-
nosti QR-algortimu je, ze pokud ma matice Hessenberguv nebo tfidiagondlni tvar,
tak i matice v néasledujici iteraci QR-algoritmu bude tento tvar zachovavat. Proto
se tento prevod provadi pouze jedinkrat, a to pred zapocetim QR-algoritmu.

Veskeré postupy jsme prakticky zkouseli na mnozstvi riznych matic. Jednotlivé
algoritmy jsme naprogramovali ve Fortranu a zkouseli jsme, jak se tyto algoritmy
chovaji v praxi. Zajimalo nds, jakych vysledku dosdhneme, spocitdme-li rychle a
presné vlastni ¢isla. Kromé toho jsme také chtéli porovnat nase vysledky s vysledky
komer¢nich programu a s vysledky programu na vypocet vlastnich ¢isel z baliku
Lapack. Proto uvadime i priklady s ukdzkami nasich vypoctu.

o7
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—uvedl bych, co se da jesté zkoumat —
— taky to, co se nam neporarilo zjistit, nebo co by nas zajimalo —
— piinos této prace —
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