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Uvod

Tato diplomova prace vznikla jako rozsireni mé bakalarské prace a prinasi dalsi
sbirku 1loh vénovanou bindrnim relacim v souvislosti s jejich vyuzitim ve skol-
ské matematice. Diiraz je kladen predevsim na priklady relaci, které se vyskytuji
ve vyuce matematiky na stifedni skole. Prace je rozsifena nejen o nové priklady
grafického Teseni rovnic a nerovnic, ale i o dalsi priklady relaci, které zaci bézné
pouzivaji, aniz by si uvédomovali, Ze se jedna o relace. Do textu je nové zaclenéna
kapitola vénovana mnozindm a zaroven doslo k rozsiteni stavajicich kapitol.

Prace vychéazi z predpokladu, Ze se zaci v predchozim studiu jiz setkali se za-
kladnimi pojmy (mnozina, zobrazeni, funkce) a ovladaji zédkladni logické spojky.
Latka je predstavovana postupné a nové zavadéné pojmy jsou pro nazornost ilu-
strovany jednoduchymi priklady.

V prvni kapitole jsou zaci seznameni s pojmem mnozina a s problémem, se kterym
se matematika potyka pri jeji definici. Nasleduji zakladni operace na mnozinach
a jejich grafické znazornovani, které se v nasledujicim textu vyuziva pii ovérovani
mnozinovych vztahi. Déle je diikladné probran kartézsky soucin a jeho vlastnosti.

Druha kapitola jiz na zakladé kartézského soucinu definuje binarni relace a vénuje
se postupné jejich vlastnostem. Diraz je kladen na to, aby si zaci osvojili grafické
znazornovani binarnich relaci, které déle slouzi jako uzitecny néstroj ke grafic-
kému feseni soustav rovnic a nerovnic. Hloubéji jsou rozebrany nékteré specialni
typy relaci, jejich vyuziti pro konstrukci oboru racionalnich ¢isel a jejich aplikaci
ve stredoskolské matematice, predevsim v geometrii.

Kapitola 3 dale zuzuje oblast relaci. Nejprve je definovan pojem zobrazeni, jeho
jednotlivé typy (zobrazeni injektivni, surjektivni, bijektivni) a jeho specidlni pii-
pad — funkce. Jsou uvedeny zakladni definice, pomoci kterych je na konkrét-
nich ptikladech ovérovano, zda dané binarni relace jsou ¢i nejsou zobrazeni, resp.
funkce. Dale jsou pripomenuty nékteré elementarni funkce, které se vyuzivaji
v kapitolach 4 a 5.

Vvev

ulohy z kapitoly 4, zaméfené na grafické zndzornéni binarnich relaci. Cilem kapi-
toly je zprostiedkovat zaktim praktickou zkusenost s binarnimi relacemi a s jejich
vyuzitim pfi grafickém feseni soustav rovnic a nerovnic. Ke grafickému reseni tiloh
se vyuzivaji konstrukce primek, parabol, hyperbol a dalsich grafi funkci uvede-
nych v predchozi kapitole 3. Kapitola 5 prinasi dalsi soubor ptikladi, které jiz
prenechévaji postup studenttim. Ti si pak spravnost reseni mohou zkontrolovat
v kompletnim seznamu vysledkt v kapitole 6.

Cela prace je prokladana obrazky, které byly vytvoreny pomoci matematického
softwaru GeoGebra. Tento program mohou studenti sami vyuzit pii vlastnim
reseni tloh z kapitoly 5. Definice a véty uvedené v diplomové praci vychazeji
z publikaci [4], [5], [8], [10] a [11].



1. Mnoziny a vztahy mezi nimi

Zakladnim pojmem, se kterym budeme v celém textu pracovat, je mnozina. Mno-
zinou chapeme v intuitivnim pojeti libovolny soubor objekti. Vyraz intuitivni je
pouzivan pro zduraznéni rozdilu mezi Cantorovym intuitivnim zavedenim mnozin
a korektnim zavedenim pomoci tzv. axiomatické teorie mnozin.

1.1 Russeliv paradox

Vyvoj matematiky ukézal, Ze zptusob zavedeni v Cantorové pojeti neni dostacujici.
S pojmem mnozina se zachazelo velmi volné, coz vedlo k tomu, ze byly vytvoreny
priklady mnozin, které nemohou existovat. Pokud bychom totiz podrobnéji ne-
specifikovali, co mize a nemuze byt mnozinou, snadno bychom dosli ke sporim.
Britsky matematik Bertrand Russel (1872-1970) poukazal na problém, ze v tomto
pojeti mnozin existuje vyrok, ktery je pravdivy, pravé kdyz je nepravdivy. Jedna
se o paradox, kdy mnozina je prvkem sebe sama.

Russel definoval mnozinu M, jejimiz prvky jsou vsechny mnoziny, které nejsou
prvkem sebe sama. Je pak mnozina M prvkem sebe sama? Zkouméame-li tuto
otazku, dospivame vzdy ke sporim. Kdyby totiz M byla prvkem sama sebe, pak
podle definice M mnozina M neni prvkem M. Predpoklddame-li naopak, ze M
neni sama svym prvkem, potom by M patfila do mnoziny M, protoze M obsa-
huje vsechny mnoziny, které nejsou prvky sebe sama. Zjistili jsme tedy, ze M je
prvkem M praveé tehdy, kdyz M neni prvkem M. To je v matematice naprosto
nemyslitelné. Nemize se stat, ze tvrzeni plati pravé tehdy, kdyz neplati. [1]

Ukazalo se tak, ze ackoliv je mnozina jeden ze zdkladnich pojmi v matematice,
definovat ji je velice obtizné. Dnes je ¢astym zpiisobem vystavby matematickych
teorii axiomatickd metoda. Této metodé se vSak podrobnéji vénovat nebudeme
a v nasledujicim textu si vystacime s Cantorovou intuitivni teorii, ktera je pro
vyuku na stfedni skole dostacujici.

1.2 Cantorovo intuitivni zavedeni
MmnoZinou chapeme soubor libovolnych navzajem rtznych objektii.

o Kazdy z objektt, ktery patii do mnoziny, se nazyva prvek mnoziny. Prvky
nejsou usporadané, tedy nezalezi na jejich poradi.

e Pro oznacovani mnozin se obvykle pouzivaji velka pismena latinské abecedy
a pro oznacovani jejich prvka mald pismena.

o Je-li z prvkem mnoziny A, piSeme x € A, v opacném piipadé x ¢ A.

Ve skolské matematice ¢asto pracujeme s mnozinami, jejichz prvky jsou cisla.
Pro nazornéjsi predstavu si vSak miizeme predstavit i jiné nez ¢iselné mnoziny.
Napriklad skolni t¥idu 1ze chapat jako mnozinu, jejimiz prvky jsou jednotlivi zaci.



V této kapitole budeme dale pracovat s mnozinou zéku ttidy 1.A. Pro kazdy nové
zavedeny pojem bude uveden konkrétni priklad na této mnoziné. Tyto priklady
budeme pro prehlednost odliSovat modrou barvou textu.

1.3 Zadavani mnozin

Mnozina M obsahujici prvky 1, 2, 3, 4 mize byt zadana bud vyctem prvki, tj.
M = {1,2,3,4}, ¢i pomoci charakteristické vlastnosti M = {z € N,z < 4}.
V takovych ptipadech zapisujeme mnoziny pomoci slozenych zavorek.

Ve specidlnich pripadech lze mnoziny zadévat téz pomoci intervalu, tj. N = (1,4).
Pozor, mnozina N se nerovna mnoziné M! Mnozina M na rozdil od mnoziny N
obsahuje pouze prirozend ¢isla.

Pokud bychom uvazovali mnozinu vsech zaku ve tridé 1.A a chtéli bychom tuto
mnozinu zadat pomoci vyc¢tu prvki, museli bychom vypsat vsechny zaky této
tfidy. Pomoci charakteristické vlastnosti bychom mohli stejnou mnozinu zadat
jako mnozinu vsech déti ve skole, ktefi jsou zdky 1.A. Takové zadani nam rika,
abychom ze vSech zaki ve skole vybrali jen ty, ktefi splnuji zadanou charakteris-
tickou vlastnost, tj. jsou zaky 1.A.

Poznamka. Mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek, se nazyva prdazdnd mnozina
a znacime ji symbolem (), piipadné {}. Tyto zapisy vSak nelze kombinovat. Zapis
{0} by urcoval jednoprvkovou mnozinu, kterd obsahuje prazdnou mnozinu.

Priklad 1.1. Zapiste mnozinu C, ktera obsahuje prvky x, v, z.

Reseni. C = {x,y, 2}. JelikoZ nezélezi na pofad{ jednotlivich prvki, ekvivalent-
nimi zapisy jsou rovnéz:

C: {a:?Z?y}? C:{y7$7z}7 C: {y7z7x}7 C:{Z7I7y}7 C: {Z7y7x}‘

1.4 Vztahy mezi mnozinami

Graficky se mnozina ve skolské matematice obvykle znazornuje jako ¢ast roviny,
kterd je ohrani¢end uzavienou krivkou (nejcastéji jako kruh). Pro grafické zna-
zornéni intervalli se vyziva redlna osa, na které se vyznadi jeji ¢ast pomoci tsecky
¢i poloprimky podle toho, zda se jedna o konecny ¢i nekonecny interval.

1.4.1 Vennovy diagramy

Grafické schéma, kterym je mozné zachytit vSechny vztahy mezi libovolnym ko-
necnym poctem mnozin, se nazyva Venniuv diagram. My budeme nejcastéji po-
uzivat Vennuv diagram pro dvé nebo tifi mnoziny. Pro velké poéty mnozin jsou
tyto diagramy jiz pomérné nepiehledné. Na obr. 1.1 je pro ilustraci postupné
znazornén Vennuv diagram pro dvé, tfi a ¢tyfi mnoziny. Mnozina Z se nazyva
zékladni mnozina a obsahuje mnoziny A, B, C, D.



Je-li dan prvek zakladni mnoziny, vzdy je na obrazku pravé jedno pole (a, b, ¢, ...),
kam ho muzeme zakreslit. Vennovy diagramy jsou tak rovnéz jednoduchym a ve-
lice ndzornym grafickym schématem pro tridéni matematickych pojmt a vizuali-
zaci jejich vazeb.

A B
A B a b\ c C p
d|lel| flg
h|i|J y {
d z Llm]m o )Z

Obrazek 1.1

Pro podrobnéjsi popsani jednotlivych vztahti mezi dvéma mnozinami vyuzijeme
prvni Venniv diagram na obr 1.1. Ten se sklada z nasledujicich poli.

Pole a obsahuje prvky, které patti do mnoziny A, ale nepatii do mnoziny B.
Pole b obsahuje prvky, které patii do mnoziny A a zaroven patii do mnoziny B.
Pole ¢ obsahuje prvky, které nepatii do mnoziny A, ale patii do mnoziny B.
Pole d obsahuje prvky, které nepatii do mnoziny A ani do mnoziny B.
Priklad 1.2. Sestavte Venntiv diagram pro klasifikaci rovnobéznikii v roviné dle
délky jejich stran a thlopficek. [2]

Resend. Nejprve uréime zakladni mnozinu, tj. mnoZinu vSech rovnobézniki v ro-
viné. Dale jsou dany dvé vlastnosti (rovnobézniky se shodnymi stranami a rov-
nobézniky se shodnymi tthloptickami). Pouzijeme tedy Vennuv diagram pro dvé
mnoziny, popiseme je a do jednotlivych poli zapiSeme konkrétni predstavitele
(obr. 1.2).

SHODNE . SHODNE
STRANY UHLOPRICKY]

Kosoctverce Obdélniky

Kosodelniky

ROVNOBEZNIKY|

Obrazek 1.2



Piiklad 1.3. Vytvoite Vennuv diagram, je-li dana zdkladni mnozina Z = {2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 30} a mnoziny A, B, C tak, ze:

o A je mnozina vsech cisel ze Z, ktera jsou délitelnd dvéma,
e B je mnozina vSech ¢isel ze Z, kterd jsou délitelna tremi,

o (' je mnozina vsech ¢isel ze Z, ktera jsou délitelna péti.

Obrazek 1.3

Reseni. Utvorime Vennuv diagram pro 3 mnoziny a kazdy prvek mnoziny Z za-
piseme do prislusného pole. Na obrazku 1.3 si vSimnéme, zZe jediné ¢islo, které
nalezi do A, B i C, je cislo 30, protoze je jako jediné délitelné soucasné dvéma,
tfemi i péti.

Pomoci Vennovych diagramu si priblizime nékteré operace a vztahy mezi mnozi-

nami ze zakladni mnoziny Z.

1.4.2 PodmnozZina

Definice. Podmnozinou B mnoziny A rozumime mnozinu, jejiz kazdy prvek je
soucasné prvkem mnoziny A. Zna¢ime B C A.

o Pomoci Vennova diagramu zndzornujeme vztah B C A nésledovné (obr.
1.4).

Obrézek 1.4
Pozor, grafické znazornéni na obrazku 1.4 nerika, ze mnozina B je prazdna. Pouze
vyjadiuje, Ze dand Cast mnoziny B (pole, ve kterém je umistén symbol ) je

prazdnd, tj. neobsahuje zadné prvky, nebot vsechny prvky B nalezi BA.
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Podmnozinu B mnoziny A tedy muzeme zakreslit jednodussim zpusobem nésle-
dovné (obr. 1.5); nejedné se vSak o Venniv diagram.

A

Obréazek 1.5

Vratime-li se k mnoziné vsech zaka ve tridé, pak podmnozinou této mnoziny je
naptiklad mnozina vsech divek této tridy.

Priklad 1.4. Zdtuvodnéte, Ze pro libovolnou mnoZinu A plati: ) C A.

Reseni. Definice podmnoziny tika, ze kazdy prvek podmnoziny musi byt prvkem
druhé mnoziny. Protoze prazdnd mnozina zadné prvky nem4, je prazdnd mnozina
podmnozinou kazdé mnoziny.

Rovnost mnozin

Pomoci pojmu podmnozina lze vyjadrit rovnost mnozin. Je-li A C B a zaroven
B C A, tak se mnoziny A a B rovnaji. Jednoduse lze tici, ze rovnost mnozin na-
stava praveé tehdy, kdyz mnoziny obsahuji prave tytéz prvky. Zapisujeme A = B.

Pro mnozinu divek B, jakozto podmnozinu mnoziny A vSech zaku ve trideé, by
rovnost nastala v pripadé, kdyby v celé tiidé byla pouze dévcata a zadni chlapci.
1.4.3 Prinik mnozin

Definice. Prunikem mnozin A a B rozumime mnozinu vsech prvki, které jsou
obsazeny v mnoziné A a zaroven v mnoziné B. Znac¢ime A N B.

« Symbolicky zapisujeme ANB={zx€ Z:x€ ANz € B}.

o Pomoci Vennova diagramu znazornujeme prinik mnozin A, B nasledovné
(obr. 1.6), jednd se o vybarvenou oblast diagramu.

A B

Obrézek 1.6

Uvazujme opét jako zakladni mnozinu Z mnozinu vsech zaki ve tiidé. V této mno-
ziné lze zavést mnozinu F' jako mnozinu zaki, kteri se uci francouzsky a mnozinu

8



M jako mnozinu zaka, ktefi maji jednicku z matematiky. Prinikem téchto dvou
podmnozin je mnozina zaku, ktefi se uci francouzsky a zaroven maji jednicku
z matematiky:.

Priklad 1.5. Jsou dany mnoziny A = {1,2,3} a B = {2,3,4}. Urcete jejich
prunik.

Iv?es*em’. Do priniku mnozin A, B napiseme vsechny spolecné prvky téchto mnozin.
Reseni je tedy nasledujici.
ANB=1{23}
Na zavéer si uvedeme nékteré vlastnosti, které plati pro libovolné mnoziny A, B.
e« ANA=A
« AND=10
« ANB=BNA

Prvni vlastnost je zfejma. Prinikem libovolné mnoziny se sebou samou je opét
sama tato mnozina. VSechny prvky jsou stejné. Druhy vztah plyne z vlastnosti
prazdné mnoziny. Prazdnd mnozina totiz neobsahuje viibec zadné prvky, a tak
nemize mit s jinou mnozinou néjaky spoleény prvek. Posledni vlastnosti fikame
komutativita priniku. Prinik je komutativni operace, protoze pti ni nezalezi na
poradi mnozin. Vybirame-li prvky spolec¢né pro obé mnoziny, tak je lhostejné,
u které z danych mnozin za¢neme.

Poznamka. Prinik mnozin 1ze zavést i pro vice mnozin. Napiiklad na obr. 1.1
je prunik t¥1{ mnozin A, B, C' mnozina odpovidajici oblasti e.

1.4.4 Sjednoceni mnozin

Definice. Sjednocenim mnozin A a B rozumime mnozinu obsahujici vSechny
prvky mnoziny A a také vsechny prvky mnoziny B. Zna¢ime A U B.

« Symbolicky zapisujeme AUB={z€ Z:2 € AVax € B}.

e Pomoci Vennova diagramu znazornujeme sjednoceni mnozin A, B nésle-
dovné (obr. 1.7), jedné se o vybarvenou oblast diagramu.

A B

Obrézek 1.7



Na zavér opét uvedeme nékteré vlastnosti, které plati pro libovolné mnoziny A, B.
« AUD=A
« AUA=A
« AUB=BUA

Prvni vlastnost plyne z vlastnosti prazdné mnoziny. Sjednoceni libovolné mno-
ziny A a prazdné mnoziny je mnozina, ktera obsahuje vSechny prvky mnoziny A
a vSechny prvky prazdné mnoziny. Jelikoz ale prazdna mnozina neobsahuje zadné
prvky, sjednocenim téchto mnozin je mnozina A. Druhy vztah plyne z vlastnosti
mnozin. Uz vime, ze mnozina je soubor navzajem ruznych objektt (tj. obsahuje
kazdy prvek nejvysSe jednou). Sjednocenim dvou stejnych mnozin je proto opét
sama tato mnozina. Posledni vlastnosti fikime komutativita. Sjednoceni je po-
dobné jako prinik komutativni operace, protoze pti ni nezalezi na poradi mnozin.
Vybirdme-li vSechny prvky z jedné i druhé mnoziny, je lhostejné, u které zacneme.

Pouzijeme-li predchozi priklad s tiidou zaki, sjednocenim mnozin F, M je mno-
zina zaku, kteri se u¢i francouzsky nebo maji jednicku z matematiky. Pozor vsak
na vyznam slova ,nebo*. Je nutné si uvédomit, ze nastane alespon jedna z moz-
nosti, tj. nesmime opomenout ty zaky, kteri se uci francouzsky a soucasné maji
jednicku z matematiky.

Poznamka. Sjednoceni mnozin lze zavést i pro vice mnozin. Naptiklad na obr.
1.1 je sjednoceni t¥i mnozin A, B, C' mnozina obsahujici oblasti a, b, ¢, d, e, f, g.

Priklad 1.6. Jsou dany mnoziny A = {1,2,3} a B = {2,3,4}. Urcete jejich
sjednoceni.

Resend. Do sjednoceni mnozin A, B napi$eme viechny prvky mnoziny A a vSechny
prvky mnoziny B. Pokud mnoziny obsahuji stejné prvky, tak se tyto spolecné
prvky uvadi pouze jednou. Reseni je tedy nasledujici.

AUB=1{1,2,3,4}

Priklad 1.7. Jsou dany mnoziny C' = (1,5) a D = (5, 7). Urcete jejich sjednoceni.

, ®

5 3 4 5 5 7
Obrazek 1.8

Resend. Na obr. 1.8 jsou obé mnoziny graficky zndzornény. Do sjednoceni mnozin
C, D napiSeme viechny prvky mnoziny (' a vSechny prvky mnoziny D. Cislo 5
neobsahuje ani jedna z mnozin, a je tedy nutné tento prvek z konecného reseni
vyloucit.

CUD=(1,5)U(57T)
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1.4.5 Rozdil mnozin

Definice. Rozdilem mnozin A a B rozumime mnozinu obsahujici vSechny prvky
mnoziny A s vyjimkou téch, jez jsou zaroven prvky mnoziny B. Znacime A\B.

« Symbolicky zapisujeme AA\B={zx € Z:2x€ ANz ¢ B}.

e Pomoci Vennova diagramu zndzornujeme rozdil mnozin A, B nasledovné
(obr. 1.9), jednd se o vybarvenou oblast diagramu.

A B

Obrazek 1.9

Uvazujme opét jako zakladni mnozinu Z mnozinu vsech zakt ve tridé a jeji pod-
mnoziny F, M. Rozdilem F\M je mnozina zaki, ktefi se uci francouzsky s vy-
jimkou téch, kteri maji soucasné jednicku z matematiky.

Priklad 1.8. Jsou ddny mnoziny A = {1,2,3} a B = {2, 3,4}. Urcete rozdil A\ B.

Resend. Do rozdilu mnozin A\ B napfieme vSechny prvky mnoziny A s vyjimkou
téch, které patii do mnoziny B. Reseni je tedy nasledujici.

A\B = {1}

Poznamka. Jak se mtizeme presvédcit na nasledujicim obrazku 1.10, rozdil mno-
zin neni obecné komutativni operace.

AN\B BX\A

A A
Obréazek 1.10

1.4.6 Doplnék mnoziny

Definice. Uvazujme zakladni mnozinu Z a jeji podmnozinu A. Potom doplrikem
mnoziny A wvzhledem k mnoZiné Z je mnozina, kterd obsahuje vSechny prvky
mnoziny Z s vyjimkou téch, jez jsou zaroven prvky mnoziny A. Znacime A’,.
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o Pokud je z predchoziho kontextu jasné, k jaké mnoziné je doplnék vztazen,
lze psat zkrdcené A'.

e Pomoci Vennova diagramu znazornujeme doplnék mnoziny A vzhledem
k mnoziné Z néasledovné (obr. 1.11), jedna se o vybarvenou oblast diagramu.

A

Obrazek 1.11

Poznamka. Odlisnost mezi rozdilem dvou mnozin a doplitkem je ta, ze o dopliku
hovorime pouze v situaci, kdy je jedna mnozina podmnozinou druhé. V opac¢ném
pripadé hovorime o rozdilu.

Pouzijme opét mnozinu zaku ve tridé, jeji podmnoziny F, M a uvazujme situ-
aci, kdy mnozina M je podmnozinou mnoziny F'. Tedy ze kazdy zak, ktery ma
jednicku z matematiky, se souc¢asné uci francouzsky. Doplnkem mnoziny M vzhle-
dem k mnoziné F' je mnozina zakil, ktefi se uci francouzsky, ale nemaji jednicku
z matematiky:.

Piiklad 1.9. Jsou dany mnoziny A = {1,2,3,4,5} a B = {2, 3,4}. Urcete B/,.

Reseni. Do mnoziny B’; napiSeme vsechny prvky mnoziny A, které nepatii do
mnoziny B. ReSeni je tedy nésledujici.

By ={1,5}

Priklad 1.10. Jsou ddny mnoziny C' = (1,7) a D = (5, 7). Urcete Dy,.

® O

4 5 5 7

(=)
oo 4

Obrazek 1.12

Reseni. Na obr. 1.12 jsou obé mnoziny graficky znazornény. Do mnoziny D,
napiseme vsechny prvky mnoziny (', které nepatii do mnoziny D. Z teseni tedy
musime vyloucéit ¢islo 5, protoze patii do mnoziny D a naopak zahrnout ¢islo 7,
které patii do C', ale nepatii do D.

D = (1,5) U{7}
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1.4.7 Ovérovani vlastnosti mnozinovych vztaht

Pomoci Vennovych diagramii lze graficky ovérovat konkrétni mnozinové vztahy.
Jednd se o rovnosti, na jejichz stranach stoji na prvni pohled odlisné mnozinové
operace a je tfeba ovérit, zda zadana rovnost plati. Jakym zptisobem tyto tlohy
resit, si ukazeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 1.11. S vyuzitim Vennovych diagrami ovérte, ze pro libovolné mnoziny
A, B,Cplati: AU (BNC")=(AUB)N(ANC)".

Reseni. Mnoziny a operace mezi nimi znazornime Vennovym diagramem a na
zaveér diagramy porovname.

1. Nejprve zakreslime mnozinu na levé strané rovnosti A’ U (B N C"). Vysledna
mnozina je zndzornéna na obrazku 1.13 Sedou barvou.

Obrazek 1.13

2. Déle zakreslime mnozinu na pravé strané rovnosti (A’ U B)N(A N C)'. Vysledna
mnozina je znazornéna na obrazku 1.14 opét Sedou barvou. Pokud vybarvené ¢asti
diagramil porovname, vidime, Ze jsou shodné, ¢imz jsme ovérili danou rovnost.

Obrazek 1.14
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Priklad 1.12. S vyuzitim Vennovych diagrami ovérte, ze pro libovolné mnoziny
A, B,C plati AN(BUC) = (ANB)U(ANC), neboli plati distributivita pruniku
mnozin vi¢i sjednoceni.

Reseni. Do samostatnych diagramfi opét postupné zndzornime mnoziny, které
jsou zapsany na strandch rovnosti. Mnozina A N (B U C') na levé strané rovnosti
je znazornéna na obr. 1.15a Sedou barvou. Mnozina (AN B) U (AN C') na pravé
strané rovnosti je na obr. 1.15b znazornéna taktéz sedou barvou. Pokud vysledné
¢asti diagramt porovname, vidime, ze jsou shodné a tedy ovérili jsme distribu-
tivitu priniku viadéi sjednoceni.

a)

b)

Obréazek 1.15

Tuto vlastnost budeme v nésledujicim textu dale pouzivat.

Uloha 1.1. S vyuzitim Vennovych diagramt ukazte, Ze pro libovolné mnoziny
A, B, C plati (tzv. De Morganovy zakony):

a) (AUB) = A'NB,
b) (ANBY = A'UB.

Priklad 1.13. Pomoci mnozinovych operaci symbolicky zapiSte mnozinu, ktera
je znazornéna pomoci Vennova diagramu na obr. 1.16 Sedou barvou.

A B

Obrazek 1.16
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Resend. Zptisobii, jak tuto mnozinu uréit, existuje nékolik. Zfejmé nejintuitivndj-
sim zapisem je (AN B)U(ANC)U(BNC). Stejnou mnozinu bychom vSak mohli
zapsat i jinym zpusobem, napiiklad [AN(BUC)|U[C N (AU B)]. Skutecnost, ze
tyto zapisy urcuji stejnou mnozinu, lze ovérit pomoci distributivity praniku vaci
sjednoceni (viz predchozi priklad).

Priklad 1.14. Pomoci mnozinovych operaci symbolicky zapiste mnozinu, ktera
je znazornéna pomoci Vennova diagramu na obr. 1.17 Sedou barvou.

A B

Obrazek 1.17

Resend. Opét si uvedeme dva mozné zptisoby zapisu. Vyzijeme-li rozdil mnozin,
pak lze zapsat danou mnozinu jako B\ (AU (). Dalsi moznosti je vyuzit doplnék
sjednoceni mnozin A a C' vzhledem k mnoziné Z takto: (AU C)' N B.

Uloha 1.2. Pomoci mnozinovych operaci symbolicky zapiste mnozinu, ktera je
znazornéna na obr. 1.18 sedou barvou.

A B

Obréazek 1.18
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1.5 Kartézsky soucin

Drive nez zavedeme operaci zvanou kartézsky soucin mnozin, méli bychom defi-
novat pojem usporadané dvojice prvku.

Definice. Usporddand dvojice prvki je takova dvojice prvki, v niz zalezi na jejich
poradi.

o Usporddanou dvojici prvku a, b znacime [a, b], tedy jako dvojici prvki
v hranatych zavorkach. Prvek a se nazyva proni sloZka a prvek b se nazyva
druhd slozka usporadané dvojice.

« Rovnost usporadanych dvojic [a, b] a [¢, d]| nastava v pripadé, pokud jsou
si zaroven rovny jejich prvni i druhé slozky. Symbolicky zapisujeme:

la, b =[¢, d| < a=cNb=d

« Pojem usporadané dvojice 1ze zobecnit na usporadanou n-tici tak, ze uvazu-
jeme n-tici prvkl aq, ag, ..., a,, n € N, ve které zélezi na poradi. Zapisujeme
a1, ag, ..., ag].

Definice. Pro libovolné mnoziny A, B rozumime kartézskiym soucinem A X B
mnozinu vsech usporadanych dvojic takovych, ze prvni prvek usporadané dvojice
je prvkem mnoziny A a druhy prvek usporadané dvojice je prvek mnoziny B.
Symbolicky zapisujeme:

Ax B=A{la, b: a € ANDE B}

« Rovnaji-li se mnoziny A, B, tj. A = B, pak hovorime o kartézské mocniné
a zapisujeme:

Ax A= A?

e Definici kartézského souc¢inu dvou mnozin lze zobecnit na kartézsky soucin
libovolného po¢tu mnozin tak, ze pro pro n € N, n > 2 definujeme

A1 X Ag X oo X An = {[xl, ceny .Zn], T € Ai, 1= 1, ceny n}
Poznamka. Je-li jedna z mnozin A, B prazdna, napt. B = (), pak je kartézsky
soucin také prazdnd mnozina:
AxD=10
Priklad 1.15. Uréete A x B x C, je-li A={z}, B={1,2},C = {a,b,c}.

Reseni. A x B x C ={[x,1,a],[x,1,b],[2,1,d], [x,2,a],[z,2,b], [2,2, ]}

Déle se budeme zabyvat pouze kartézskym souc¢inem dvou neprazdnych mnozin.
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1.5.1 Vldastnosti kartézského soucéinu

Véta. Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny. Pro kartézsky soucin plati nasle-
dujici vlastnosti:

e mneni komutativni, tj.
Ax B#Bx A

e je distributivni vzhledem ke sjednoceni a priniku mnozin, tj.

(AUB)x C=(Ax C)U (B x ()

Cx(AUB)=(CxA)U(Cx B)
(ANB)x C=(Ax C)n (B x ()
Cx(ANB)=(CxA)n(Cx DB)

Dikaz: KOMUTATIVITA
Jelikoz prvky kartézského soucinu dvou mnozin jsou usporadané dvojice, je prvni
vlastnost zrejma. Zvolime-li napiiklad mnoziny A = {a,b}, B = {1, 2}, tak potom
A x B ={la, 1], [a, 2], [b, 1], [, 2]},
B x A={[1,al, 2, a], [1, b], [2, b]}.
Porovname-li tyto kartézské souciny, tak vidime, Ze nejsou stejné. Usporadané
dvojice jsou objekty, ve kterych zalezi na poradi, tj. [a, 1] # [1, a]. Kartézsky sou-
¢in A x B se nerovna kartézskému soucinu B x A, ¢imz jsme nasli pripad dvou
mnozin, pro jejiz kartézsky soucin to neplati. Dokazali jsme tak, ze pro libovolné
mnoziny kartézsky soucin neni komutativni.

Pokud A = B, jedna se o specialni pripad a kartézsky soucin téchto stejnych
mnozin je komutativni.

Dtikaz: DISTRIBUTIVITA

Dikaz provedeme pouze pro prvni rovnost (AU B) x C'= (A x C)U (BxC).
Dikaz pro ostatni ptipady by se provedl analogicky. Mnozinu L na levé strané
rovnosti zapiseme symbolicky dle definice kartézského soucinu.

L=A{[a,b]:ac (AUB)ANbe C}

Déle pouzijeme definici sjednoceni a upravime. V tupravach pouzivame distribu-
tivitu pruniku mnozin vuéi sjednoceni (viz priklad 1.12).

L={[a, b: (ac AV acB) ANbeC} ={[a, b]: (acANbeC)V (acBAbel)}

Mnozinu P na pravé strané rovnosti nejprve upravime dle definice sjednoceni.
P ={la,b] : [a,b] € (Ax C)Vla,bl € BxC}
Dale vyuzijeme definici kartézského souc¢inu a mnoziny L a P porovname.

P=A{la,b]: (a€e ANbe C)V(ae BAbe C)}

Mnozina L obsahuje vSechny prvky jako mnozina P, tj. L. C P a obracené P C L.
Mnozina L je tedy rovna mnoziné P, ¢imz jsme prvni rovnost distributivniho
zakona dokézali.

(AUB)xC=(AxC)U(Bx ()
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1.5.2 Grafické znazornéni kartézského soucdinu

Existuji rizné zpusoby, jak v roviné graficky znazornit kartézsky soucin A x B.
V nasledujicim textu si uvedeme graf kartézsky a uzlovy.

Kartézsky graf

Kartézsky graf kartézského souc¢inu dvou mnozin konstruujeme s vyuzitim kar-
tézské soustavy soutradnic v roviné. Pomoci bodti vyneseme na osu x prvky prvni
mnoziny a na osu y prvky druhé mnoziny. Vzniklymi body pak vedeme kolmice
k souradnicové ose, na které lezi. Pruseciky vSech takto sestrojenych kolmic pred-
stavuji obrazy usporadanych dvojic. Tyto obrazy budeme znazornovat pomoci
krouzki. Na obr. 1.19 je pro nazornost zkonstruovan graf kartézského soucinu A
X B, pro A ={a, as, as, as} a B = {by, by, b3}.

B
by—
by—
b —

Obrazek 1.19

Piiklad 1.13. Graficky zndzornéte kartézské mocniny N? a Z2.

Reseni. Vzhledem k tomu, ze feseni obsahuje nekone¢né mnoho prvki, je na obr.
1.20a zndzornéna pouze ¢ast grafu kartézské mocniny N? a na obrizku 1.200 je
zndzornéna ¢ast grafu kartézské mocniny Z2.

a) b)
N Z

s o O O O O o o o o o 0 o o o o o
¢ o O O o o o o O o O 0 o o o o o
3 o O O o o o O O O O v o o o o o
2 O O O o o o o o o O ©» O O O o o
' o O O o o o O o o o o o O O o o

o o0 o6 o o o o o o o

5 4 3 2 T 1 2 3 4 SN = = = A s e P a4 N 4 7.

- o O o o o o O O o o
2 o O O O O o O o o o
3 o O O O o o O O o o
-4 o O O O o o O O o o
& o O O O O o O O o o

Obrazek 1.20
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Uzlovy graf

Uzlovy graf je vhodny pro znazornéni kartézského souc¢inu mnozin s malym po-
¢tem prvki, a zejména pro zakreslovani jeho ¢asti. Zpusob konstrukce je nésle-
dujici. Jelikoz neni vylouceno, Ze se nékteré prvky vyskytuji v obou mnozinach
zaroven, ur¢ime nejprve jejich sjednoceni A U B. Poté kazdy prvek sjednoceni
znazornime jako uzel (tj. jako krouzek). Dale zakreslime mezi uzly orientované
hrany (tj. orientované tsecky, resp. oblouky), jejichz orientace je ddana poradim
prvku usporddané dvojice (tj. Sipky smétuji od prvni slozky k druhé slozce). Pro
nazornost si opét uvedeme priklad. Na obr. 1.21 je znazornén uzlovy graf kartéz-
ského souc¢inu A x B, pro A = {a, as, a3, as} a B = {by, bo, b3}.

Obrazek 1.21

Nyni si ukazeme, jak bude graficky vypadat situace pro kartézské soucin, je-li
A = B. Jako priklad vytvorime kartézsky soucin A x A, tedy kartézskou moc-
ninu A2, kde A = {a;, ay}. Pokud kartézsky soucin obsahuje dvojici [ay, as] a z4-
roven dvojici [ag, a1], neni nutné zakreslovat mezi prislusnymi uzly dvé orietované
hrany s opa¢nou orientaci (viz obr. 1.22a). V téchto pripadech budeme znézorno-
vat obé usporadané dvojice jako jedinou neorientovanou hranu (viz obr. 1.22b).
Déle si vsimnéme, ze pokud se prvni slozka usporadané dvojice rovna druhé slozce,
vyznac¢ime kolem uzlu smycku.

a) b)

Obrazek 1.22
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2. Relace

Mnoziny, jejichz vsechny prvky jsou usporadané n-tice, n € N, se nazyvaji relace.
Jedna se o specidlni pripady mnozin a tedy vsechny operace, které jsou zavedeny
pro mnoziny, jako je sjednoceni a prunik, lze aplikovat i na relace.

Definice. Relace R mezi mnozinami Ay, As, ..., A,, kde n € N, je libovolna ne-
prazdnad podmnozina R kartézského soucinu A; x A, --- x A,. Takové relaci
rikdme n-drni relace a symbolicky zapisujeme:

RCA1XA2"' XAn

2.1 Binarni relace

Definice. Kazdou neprazdnou podmnozinu R kartézského souc¢inu A x B na-
zveme bindrni relaci mezi mnoZinami A, B. Symbolicky zapisujeme

RC A x B.

o Je-li A = B, budeme misto ndzvu binarni relace mezi mnozinami A, B
pouzivat oznaceni bindrni relace v mnozine A.

o Je-li usporadand dvojice [z, y] € R, fikdme, Ze prvek z je v relaci s prokem
y a zapisujeme zRy.

Poznamka. Bindarni relace je specialni typ n-narni relace pro n = 2. Mezi ty-
pické binarni relace v oboru realnych cisel patii naptiklad relace mensi nez, vétsi
nez, rovnost apod. Uvazujeme-li naptiklad binarni relaci ,,byt mensi nez', jejimz
prvkem je usporadana dvojice [z, y|, potom fikdme, Ze z je mensi nez y.

Binarni relace nemusi reprezentovat jen matematické vztahy. Uvazujeme-li bi-
narni relaci v mnoziné vsech zaka ve tiidé, mtze byt takovou relaci napriklad
,byt starsi nez'. Binarni relace je potom mmnozina vsech usporadanych dvojic

zakt, ve kterych je prvni zak starsi nez druhy.

Priklad 2.1. Je déna binarni relace R = {[z,y] € N>,z < y Ay < 4}. Zapiste
relaci vyc¢tem prvki.

Resend. R = {[1,2],]1,3],[1,4],[2,3], [2,4], [3, 4]}

Strucné lze tikat, ze relace R v mnoziné N je zadana predpisem x < y Ay < 4.

2.2 Inverzni relace
Definice. Nechf R je binarni relace mezi mnozinami A a B, tj. R C Ax B. Relaci

R™! definovanou jako R™' = {[b,a] € Bx A : [a,b] € R} nazgvame inverzni relaci
k relaci R.
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Poznamka. Inverzni relace obsahuje usporadané dvojice, které maji opacné po-
radi slozek nez ptivodni relace. Naptiklad pro relaci M, ktera obsahuje usporada-
nou dvojici [2, 4], bude inverzn{ relace M~! obsahovat dvojici [4, 2].

Priklad 2.2. Mnozina R = {ry, 79,73, 74} predstavuje mnozinu rodi¢ a mnozina
D = {di, ds,ds} mnozinu déti. Uvazujme néasledujici relaci X , byt rodic" mezi
mnozinami R a D. Urcete inverzni relaci k relaci X.

X = {[r1,du],[ra, di], [r3, da], 14, da], 13, da], [ra, d3] }

Resend. Inverzni relace k relaci X je X1 = {[d,7] € D x R : [r,d] € X}. Relace
X1 je mnozina usporddanych dvojic [dité, rodic].

X~ = {[dy, ], [dv,72], [da, 3], [da, 74, [ds, 73], [ds, 7a] }

Vytvorili jsme tak novou relaci ,,byt ditétem", ktera je inverzni k relaci ,,byt rodic".

2.3 Grafické znazornéni binarnich relaci

Binarni relace je podmnozinou kartézského soucinu dvou mnozin, a tedy jeji gra-
fické znazornéni lze také reprezentovat kartézskym a uzlovym grafem. Zptisob
konstrukce grafii bindrni relace je obdobny jako konstrukce grafa kartézského
soucinu. Zakresleny jsou vsak jen ty usporadané dvojice kartézského soucinu,
které patii do dané relace.

Pro grafické znazornéni binarni relace, kterd je urcena charakteristickou vlast-
nosti, budeme pouzivat prevazné graf kartézsky. Zptisob konstrukce je nédsledu-
jici. Kazdou podminku, kterou musi relace spliovat, zobrazime do grafu zvlast.
Grafem binarni relace je geometricky ttvar v roviné, ktery spliuje vSechny dil¢i
podminky z charakteristické vlastnosti.

Déle se zamétime na binarni relace v mnoziné R a naucime se sestrojovat grafy
téchto relaci, které dale vyuzijeme ve ¢tvrté kapitole.

Priklad 2.3. Sestrojte graf bindrni relace Z = {[z,y] € R?, 2z —y + 3 = 0}.

Resend. Charakteristickd vlastnost x — y 4+ 3 = 0 je obecnou rovnici pifmky a ta
je jednoznacné urcena dvéma ruznymi body. Potfebujeme tedy nalézt dva body,
kterymi pifmka prochézi. Obvykle zjistujeme pruseciky P,, P, grafu s osou z,

resp. y (pokud existuji). Nejprve upravime predpis piimky na tvar y = = + 3
a déale dosadime nulu za souradnici y, resp. x.

P,:0=x+3—2x=-3P, =[-3,0]

P :y=0+3—-y=3P,=10,3]
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Grafem relace je primka na obr. 2.1.

o

H=

T
-3 -2 -1 0

Obrazek 2.1

Pokud je charakteristicka vlastnost zadana pomoci jedné lineadrni nerovnice s ne-
znamymi x,y, pak je grafem relace polorovina. Pro jeji konstrukci je nejprve
potfeba urc¢it hrani¢ni primku, ktera rozdéli rovinu na dvé poloroviny. Grafem
relace je ta polorovina, pro jejiz body plati, ze jejich souradnice spliuji zadanou
charakteristickou vlastnost. Naptiklad neostra nerovnost x —y+3 > 0 vyjadiuje,
ze grafem relace je polorovina i s jeji hraniéni primkou = —y + 3 = 0. (obr. 2.2a)
Je-li v podmince ostra nerovnost, napt. x —y+ 3 < 0, grafem relace je polorovina
bez jeji hraniéni primky x — y + 3 = 0 (obr. 2.2b).

a) b)
) Yy //
) ol
7
//
2 2
,/
1 ! 1
//
/
X 7 X
-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0

Obrézek 2.2

Pokud je charakteristicka vlastnost zadanad pomoci linedrni nerovnice o jedné
neznamé, pak je grafem relace polorovina s hrani¢ni primkou rovnobéznou s osou
z, resp. y. Napiiklad je-li x > 1 je hrani¢ni piimka rovnobé/né s osou y (obr.
2.3a) a je-li y < 2 je hrani¢ni primka rovnobézné s osou z (obr. 2.3b).

a) y b) y
3 3
2 2
1 1
T x
1 2 3 4 1 2 3 4

Obrazek 2.3
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Poznamka. Pokud je charakteristicka vlastnost relace zadana pomoci dvou line-
arnich nerovnic, jejichz grafickd feseni (tj. poloroviny) se ¢astecné prekryvaji a je-
jichz hrani¢ni pfimky jsou rovnobézné, vznikne geometricky ttvar - rovinny pas.
Relace, jejimz grafem je rovinny pas, je napiiklad R = {[z,y] € R?, 2z > 1Az < 4}
(obr. 2.4).

1 2 3 4
Obrazek 2.4

Priklad 2.4. Sestrojte grafy nésledujicich binarnich relaci:

a) Uy ={[r,y] eR%z>1Ay <2}
b) Upy=A{[r,y] e N}z > 1Ay <2}

Reseni. Grafem binarni relace Uy, kterd je uréena dvéma nerovnicemi o jedné
realné neznamé, je ¢ast roviny, kterd vznikne jako prinik dvou polorovin. Jedna
polorovina s hrani¢ni pfimkou rovnobéznou s osou y a druha polorovina s hrani¢ni
primkou rovnobéznou s osou z (obr. 2.5a).

Grafem binarni relace U, jsou jen ty body roviny, jejichz soutadnice patii do
oboru prirozenych ¢isel a spliujici charakteristickou vlastnost relace (obr. 2.5b).

a) b)

Y Y
3 3
2 2
1 1 —O—0O—0
€T r
1 2 3 4 r 2 3 4

Obrazek 2.5
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2.4 Vlastnosti binarnich relaci

Definice. Nechf R je binarni relace v mnoziné M. Relace R se nazyva v M:

o reflexivni praveé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny M je v relaci sdm se
sebou. Symbolicky zapisujeme:

Vo € M plati, ze xRz

o antireflexivni praveé tehdy, kdyz zadny prvek mnoziny M neni v relaci sam
se sebou. Symbolicky zapisujeme:

Vo € M plati, ze =(xRx)

o symetrickd pravé tehdy, kdyz obsahuje s kazdou usporadanou dvojici [z, y],
také usporadanou dvojici [y, z]. Symbolicky zapisujeme:

Vx,y € M plati, ze xRy = yRx

o antisymetricka pravé tehdy, kdyz obsahuje nejvyse jednu z usporadanych
dvojic [z, y], [y, z]. Symbolicky zapisujeme:

Va,y € M plati, ze (tRy AyRx) = x =y

o tranzitivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé tii prvky z,y, 2 z mnoziny M plati
nasledujici vlastnost. Pokud relace obsahuje obé z usporadanych dvojic
[z, y], [y, 2], potom obsahuje i uspofadanou dvojici [z, z]. Symbolicky zapi-
sujeme:

Vx,y,z € M plati, ze (tRy NyRz) = =Rz

Jednotlivé vlastnosti binarnich relaci snadno pozname z jejich grafického znéa-
zornéni. Nejprve je tfeba pripomenout, co rozumime terminem hlavni diagondala
kartézského grafu relace R. Je-li dana kartézska soustava souradnic v roviné, po-
tom hlavni diagondla je mnoZina vsech bodu [z, x|, kde = € M.

Reflexivni relace (obr. 2.6a) se v uzlovém grafu projevi tak, ze kazdy uzel je opat-
ren smyckou. V kartézském grafu reflexivni relace obsahuje vSechny prislusné
body hlavni diagonaly.

Antireflexivni relace nema ve svém uzlovém grafu zadny uzel opatfen smyckou
a kartézsky graf neobsahuje zadny bod, ktery by nélezel hlavni diagonadle.

Symetrickd relace (obr. 2.6b) se v uzlovém grafu projevi tak, ze kazdé dva uzly
jsou spojené neorientovanou hranou. Kartézsky graf symetrické relace musi byt

osové soumérny podle hlavni diagonaly.

Antisymetrickd relace znazornéna uzlovym grafem neobsahuje zadné dva uzly
spojené neorientovanou hranou. Kartézsky graf antisymetrické relace obsahuje
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nejvyse jeden bod z kazdé dvojice (rtznych) bodi soumérné sdruzenych podle
hlavni diagonaly.

Tranzitivnd relace (obr. 2.2¢) se v uzlovém grafu rozpozna nasledovné. Pokud lze
z néjakého uzlu x dospét do uzlu z po sipkach pres uzel y, musi existovat orien-
tovand hrana vedouci pfimo z uzlu = do uzlu z. V kartézském grafu se tranzi-
tivni relace popisuji obtiznéji. Relace je tranzitivni, pokud pro kazdy rovnobéznik
A, B,C, D takovy, ze jeho strany AB a C'D jsou rovnobézné s osou x a strany
BC' a AD rovnobézné s osou y, plati nasledujici. Pokud vrcholy A, C' patii do
grafu relace a zaroven vrchol B lezi na hlavni diagonale, potom je vrchol D rovnéz
obrazem prvku dané relace. Mezi rovnobézniky pocitdme i degenerované utvary.
Muze se tak jednat o usecku, které vznikne tak, Ze vrchol A splyne s vrcholem
D a soucasné vrchol B splyne s vrcholem C' (nebo obracené). Piipadné usecku,
ktera vznikne pokud vrchol A splyne s vrcholem B a soucasné vrchol D splyne
s vrcholem C' (nebo obracené). Jestlize splynou vSechny ¢tyti vrcholy, potom se
bude jednat o jeden jediny bod.

a) M
T3 l
x To
xy
M
Ty Ty I3
b) M
r3—i
5 éy L2 I
X J) (
| M
I T9 T3
¢)
T Yy
z M

r1 X2 I3

Obrézek 2.6
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Mnoho relaci jiz ze skolské matematiky zname, aniz si to uvédomujeme. Napii-
klad v oboru redlnych ¢isel relace rovnosti a nerovnosti nebo v oboru prirozenych
c¢isel relace délitelnosti. Na nasledujicich prikladech si ukazeme vlastnosti téchto
relaci, které jsou definovany v ivodu kapitoly 2.4.

Priklad 2.4. Urcete vlastnosti relace, ktera je relaci rovnosti v mnoziné celych
¢isel.

Resend. Postupné budeme zkoumat jednotlivé vlastnosti relace dle definic. Nenf
vzdy nutné zkoumat vSech pét vyse uvedenych vlastnosti. Pokud zjistime, Ze je
relace reflexivni, je jasné, ze nemtiize byt antireflexivni. Podobné ukaze-li se, ze je
relace symetrickd, nemiize byt soucasné antisymetricka.

e Vae€Zplati, ze a = a. je reflexivni
e Ya,beZplati,zea=b=b=a je symetrickd
e Ya,bceZplati, ze (a=bAb=c)=a=c je tranzitioni

Priklad 2.5. Urcete vlastnosti relace ,,je vétsi nebo rovno nez" v mnoziné priro-
zenych cisel.

Resend. Postupovat budeme obdobné jako v piedchozim pifkladu.

e YaeNplati, ze a > a je reflexioni

e Ya,be Nneplati, zea>b=0>a neni symetrickd
e Va,beNplati, ze (a >bAb>a)=a=0b je antisymetrickd
e Va,byce Nplati, ze (a >bAb>c¢c)=a>c je tranzitivni

Priklad 2.6. Urcete vlastnosti relace |a| < b pro a,b € R, kde |a| znaci absolutni
hodnotu z ¢isla a.

Resend. Postupovat budeme obdobné jako v predchozich piikladech.
e Va € R neplati, ze |a] < a nent reflexivni

(Napriklad absolutni hodnota ¢isla —3 je 3, ale ¢islo 3 neni mensi nebo
rovno ¢islu —3.)

o Vx € R neplati, Ze |a| > a neni antireflexioni
(Naprtiklad absolutni hodnota ¢isla 3 je 3, ale ¢islo 3 neni vétsi nez ¢islo 3.)

e Va,be R neplati, ze la| < b= |b| <a neni symetrickd

e Va,beRplati, ze (la| <bAJ <a)=a=0D je antisymetrickd

e Va,bceRplati, ze (Ja| <OA b <¢) = |a| < ¢ je tranzitivni
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Priklad 2.7. Urcete vlastnosti relace ,je nejméné tak stary jako" v mnoziné L,
kde L je neprazdna mnozina lidi ve véku 15 - 26 let.

Resend. Oznaéme vék osoby  jako |z).
e Va € L plati, ze |a| > |a] je reflexivni
e YV a,be€ L neplati, Ze |a| > |b| = [b] > |a| neni symetrickd
e Ya,be Lplati, ze (Ja] > |b] A |b] > |a]) = |a| = |b].  je antisymetrickd

e Va,b,ce Lplati, ze (Ja] > |b| A |b| > |c|) = |a| > |¢| je tranzitivni

2.5 Specialni typy relaci

Ve skolské matematice se uplatnuji predevsim takové relace, které maji soucasné
nékolik z vyse uvedenych vlastnosti. Piikladem takovych relaci je ekvivalence,
ostré (resp. neostré) usporadani a zobrazeni, resp. funkce.

2.5.1 Ekvivalence

Definice. Relace £ v mnoziné M se nazyva ekvivalence pravé tehdy, kdyz je
reflexivni, symetrickda a tranzitivni. Uzlovym grafem znazornujeme nésledovné

(obr. 2.7).

Obrazek 2.7

Poznamka. Relace rovnosti ¢isel v mnoziné Z z predeslého prikladu ¢. 2.4, je
prikladem ekvivalence.

2.5.2 Usporadani

Definice. Relace U v mnoziné M se nazyva ostré usporadani pravé tehdy, kdyz
je zéroven antireflexivni, antisymetrickd a tranzitivni (obr. 2.8a). Relace, ktera
je soucasné reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, se nazyva neostré usporadani

(obr. 2.8b).
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Obrazek 2.8

Poznamka. Relace ,je nejméné tak stary jako'v mnoziné L z predeslého pri-
kladu ¢. 2.7, je prikladem neostrého usporadani. Prikladem ostrého usporadéani
by byla relace ,,je starsi nez".

Priklad 2.8. Zjistéte, které relace jsou ekvivalence a které usporadani.
a) Relace alb (a déli b) pro a,b € N,

(
(b) Relace a = b mod n (¢isla a, b jsou kongruentni modulo n), n € N
(

c¢) Relace , je mensi nebo rovno" v mnoziné R.

Reseni. Postupovat budeme obdobné jako v piikladu 2.4, tj. budeme zkoumat
jednotlivé vlastnosti relace dle definic.

(a) Nejprve pripomeneme, co znamend alb, pro a,b € N. Prirozené ¢islo a déli
prirozené cislo b, jestlize existuje takové prirozené cislo k, pro které plati, zZe
b= ka.

V a € N plati, Ze ala je reflexivni
e Va,b € N neplati, ze alb = b|a nent symetrickd
(Napriklad ¢islo 3 déli ¢islo 6, ale neplati, ze ¢islo 6 déli ¢islo 3.)

e Va,be Nplati, ze (a|b A bla) = a=1b je antisymetricka

V a,b,c € N plati, ze (alb A blc) = alc je tranzitioni

Relace je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, jedna se o neostré uspord-
ddant.

(b) Nejprve piipomeneme, co znamend a = b (mod n). Cisla a, b jsou kongruentni
modulo n, n € N pravé tehdy, kdyz a = b + nk, pro néjaké celé ¢islo k. Jinymi
slovy ¢isla a, b jsou kongruentni modulo n, maji-li stejny zbytek po déleni ¢islem
n. Znac¢im a = b (mod n).

e Y a€Zplati, ze a = a (mod n) je reflexivni
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e Ya,be Zplati, ze a = b (mod n) = b= a (mod n) je symetrickd

e Ya,bce Zplati, ze a = b (mod n) A b = ¢ (mod n) = a = ¢ (mod n)
je tranzitivni

Relace je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, jedna se o ekvivalenci.

(¢)
e« YaeRplati,ze a <a je reflexivni
e YVa,be Rnueplati,zea <b=0b<a nent symetrickd

(Naptiklad ¢islo 3 je mensi nebo rovno 6, ale neplati, Ze ¢islo Sest je mensi
nebo rovno 3.)

e Va,beRplati, Ze (a <bAb<a)=a=0b. je antisymetricka

YV a,b,c € R plati, ze (a <bAb<c¢)=a<ec je tranzitioni

Relace je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, jednd se o neostré uspord-
dant.

Uloha 2.1. Dopliite relaci E = {[6,8],[8,4], [6, 6], [8,8]} v mnoziné A minimal-
nim poc¢tem usporadanych dvojic, abychom dostali relaci ekvivalence, je-li:

a) A=1{4,6,8}
b) A=1{2,4,6,8}

2.6 Konstrukce oboru racionalnich cisel

Jiz jsme si ukézali, ze ptrikladem ekvivalence je rovnost dvou redlnych cisel. Pri
konstrukei racionalnich ¢isel se vyuziva relace rovnosti dvou zlomki. Na zakladni
skole jsme se nejdiive setkali s prirozenymi a celymi ¢isly a pozdéji se k nim
pripojila i ¢isla racionalni. Jejich zavedeni tizce souviselo s praktickym zivotem,
napriklad polovina kolace, tretina dortu atp. V odborné matematice se racionalni
¢isla zavadi jako usporddané dvojice dvou celych ¢isel (Citatele a jmenovatele),
jejichz druha slozka je nenulova.

Uspofadand dvojice [a, b], kde a,b € Z,b # 0 urcuje zlomek ¢.

Neni slozité nahlédnout, ze existuje vice usporadanych dvojic, které urcuji stejné
raciondlni ¢islo. Napfiklad uspofddané dvojice [1, 2] a [2, 4] ur¢uji raciondlni ¢islo
jedna polovina. Je tedy velice diilezité nezaménovat pojem zlomek s pojmem raci-
onalni ¢islo. Jedno racionalni ¢islo miize byt vyjadieno pomoci nekonecné mnoha
zlomkti. Tento problém vyfesime pomoci binarnich relaci. Konkrétné pomoci re-
lace ekvivalence, tzv. ekvivalence zlomki.
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Definujeme relaci ekvivalence R mezi mnozinami Z a Z\{0} predpisem [a, b] R[c, d]
praveé tehdy, kdyz ad = be. Nejprve ovérime, zda se opravdu jedna o relaci ekviva-
lence, tj. zda-li je relace reflexivni, symetricka a tranzitivni. Reflexivita je zfejma,
kazdy prvek je v relaci saim se sebou ab = ab. Symetrie plyne z komutativity naso-
beni ab = ba a tranzitivitu ovérime. Pokud [a, b R[c, d] a zdroven [c, d]R[e, f], tak
musi platit, Ze [a, b| R[e, f]. RozepiSeme si nejprve jednotlivé vztahy a po vyteseni
soustavy rovnic je zfejmé, ze uvedeny vztah plati.

(ab=cdNcd=ef)=ab=cf

Nyni fekneme, ze vsechny usporadané dvojice, které jsou spolu v relaci, urcuji
stejné racionalni ¢islo.

Toto je jen ¢ast zavedeni racionalnich ¢isel, abychom konstrukeci dokon¢ili, museli
bychom definovat dalsi pojmy a operace. Tomu se vsak v této praci vénovat
nebudeme.

2.7 VyuZiti bindrnich relaci v geometrii na SS

Aniz bychom si to moznd uvédomovali, s relacemi se setkdvame i v geometrii.
Napriklad rovnobéznost a kolmost primek v roviné je prikladem relace. Dalsimi
priklady, které si uvedeme, budou shodnost a podobnost trojihelnik v roviné.

2.7.1 Rovnobéznost

Rovnobéznost dvou ptrimek v roviné je binarni relace v mnoziné vsech ptrimek
roviny, kterda ma nasledujici vlastnosti.

o je reflexivni
o je symetricka
e je tranzitivni

Rovnobézné primky se nazyvaji takové primky, které bud nemaji zadny spolecny
bod, nebo maji vsechny body spoleéné. Prvni dvé vlastnosti jsou tedy zrejmé.
Kazd4a piimka je rovnobéznd sama se sebou (reflexivita), nebof ma sama se sebou
vsechny body spolecné. Dale vime, ze pokud jsou p a ¢ dvé rtzné rovnobézné
primky, tak nemaji zddny spolecny bod a nezalezi na potradi téchto ptimek. Kazdé
dvé primky si jsou tedy rovnobézné navzajem (symetrie).

LLf 1] p

Obrazek 2.9
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Na obrazku 2.9 se mizeme presvédcit i o posledni vlastnosti, tj. relace je tran-
zitivni. Uvazujeme-li tii rtzné primky p,q,r a jsou-li ptimky p,q rovnobézné
a soucasné i pirimky ¢, r rovnobézné, pak zadné dvé piimky nemaji spolecny bod
(tedy ani primky p,r nemaji spolecny bod), tj. pfimky p, r jsou rovnobézné.

2.7.2 Kolmost

Kolmost dvou ptfimek v roviné je binarni relace v mnoziné vsech primek roviny,
ktera ma nasledujici vlastnosti.

o je antireflexivni
e je symetricka

Dvé ptimky jsou k sobé kolmé praveé tehdy, je-li jejich odchylka 90 stupnii. Relace
je tedy antireflexivni, protoze pro vSechny piimky v roviné plati, Ze nejsou v relaci
samy se sebou. Odchylka dvou totoznych primek je 0°, nikoliv 90°. Déle je relace
symetrickd, protoze pfi urcovani odchylky dvou primek nezalezi na jejich potradi.
Na nasledujicim obrazku 2.10 je patrné, proc tato relace neni tranzitivni. Je-li
primka p kolma k pfimce ¢ a soucasné primka ¢ kolma k primce r, potom piimky
p a r nemusi byt kolmé.

Obrazek 2.10

2.7.3 Shodnost

Shodnost dvou trojihelniki v roviné je binarni relace v mnoziné vsech trojuhel-
niki roviny, kterda ma nasledujici vlastnosti.

o je reflexivni
e je symetricka
e je tranzitivni

Na obrazku 2.11 jsou znazornény t¥i shodné trojihelniky. Shodné trojihelniky
maji stejné délky odpovidajicich si stran a stejné velikosti odpovidajicich si vniti-
nich thlid. O vyse uvedenych vlastnostech tedy neni tézké rozhodnout. Kazdy
trojuhelnik je shodny sam se sebou, tj. relace je reflexivni. Déle plati symet-
rie, protoze u shodnosti nezalezi na potradi trojihelniki. Pokud je trojihelnik T
shodny s T5, potom je i trojuhelnik 75 shodny s T7.
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O posledni vlastnosti, tj. relace je tranzitivni, se presvédéime na nasledujicim
obrazku 2.11. Jestlize jsou trojuhelniky 77 a T shodné (tj. maji stejné délky od-
povidajicich si stran a stejné velikosti odpovidajicich si vnitinich hli) a zéroven
jsou shodné i trojuhelniky 75 a T3, tak potom jsou shodné i trojihelniky 7} a T5.

Obrazek 2.11

2.7.4 Podobnost

Podobnost dvou trojuhelnikii v roviné je binarni relace v mnoziné vsech trojihel-
niki roviny, kterda ma nasledujici vlastnosti.

o je reflexivni
e je symetricka
e je tranzitivni

Na obrazku 2.12 jsou znazornény tii podobné trojihelniky. Podobné trojihelniky
se nazyvaji takové trojuhelniky, které maji stejné pomeéry délek odpovidajicich
si stran a stejné velikosti odpovidajicich si thli. Kazdy trojuhelnik je tedy po-
dobny sam se sebou, tj. relace je reflexivni. Dale plati symetrie, protoze pokud
jsou stejné poméry délek odpovidajicich si stran trojuhelniku 77 s T, potom jsou
stejné i poméry délek odpovidajicich si stran trojihelniku 75 s T7.

O posledni vlastnosti, tj. relace je tranzitivni, se presvéd¢ime na nasledujicim
obrazku 2.12. Jestlize jsou trojtuhelniky 7} a T, podobné (tj. maji stejné poméry
délek odpovidajicich si stran a stejné velikosti odpovidajicich si ihli) a zaroven
jsou podobné trojuhelniky 75 a T3, pak jsou podobné i trojuhelniky 77 a T3.

Obrazek 2.12

Poznamka. Jak plyne z vyse uvedenych vlastnosti, rovnobéznost primek v roviné
a shodnost i podobnost trojihelniki v roviné jsou relace ekvivalence.

32



3. Zobrazeni

Definice. Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Bindrni relace f mezi mnozinami
A, B se nazyva zobrazeni mnoziny A do mnoziny B pravé tehdy, kdyz ke kazdému
prvku x z mnoziny A existuje pravé jedno y z mnoziny B takové, ze usporadana
dvojice [z, y] patii do relace f. Zna¢ime f : A — B a symbolicky zapisujeme:

Vee A3ly € B: [z, y] € f.
o Mnozina A se nazyva definicni obor zobrazeni. Zapisujeme symbolem D(f).
e Mnozina B se nazyva obor hodnot zobrazeni. Zapisujeme symbolem H (f).
o Namisto symbolu [z, y] € f miZeme psat y = f(z).

o Je-li usporddana dvojice [z, y] prvkem zobrazeni f, potom prvni slozku x
této usporadané dvojice budeme nazyvat vzorem a druhou slozku y obrazem
prvku z v zobrazeni f.

Poznamka. Je-li specidlné A = B, budeme zobrazeni mnoziny A do mnoziny B
nazyvat zobrazeni v mnozine A.

Zda-li dana relace je zobrazeni, snadno pozname z jejiho uzlového grafu. 7 kaz-
dého uzlu mnoziny A musi vychazet pravé jedna orientovana hrana. Uzlové grafy
na obr. 3.1 ilustruji relaci, kterd je (resp. neni) zobrazeni. Pro dvé mnoziny A
a B je na obr. 3.1a znazornéno zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Relace na
obr. 3.1b neni zobrazeni. Pokud bychom ovSem odstranili ¢ervené vyznacenou
orientovanou hranu, potom by se jednalo o zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

a) b)
A B A B
e -0 O-
O ~O e

Obrazek 3.1

Piiklad 3.1. Jsou dany mnoziny A = {1, 2,3}, B = {4, 8, 10}. Rozhodnéte, zda
relace R ={[1, 4], [2, 8], [2, 10], [3, 4]} je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

Resend. Nagim tkolem je zjistit, zda dand relace spliiuje definici zobrazeni, tedy
zda ke kazdému prvku mnoziny A existuje pravé jeden prvek z mnoziny B.
Zkoumame-li postupné jednotlivé prvky, zjistujeme, Ze podminka neni splnéna
pro prvek 2. Prvek 2 tvori usporddanou dvojici s prvkem 8 a zaroven s prvkem
10. Relace R tedy neni zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.
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Priklad 3.2. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot zobrazeni f:

f:410,3],[3,19], [5, 6], [10, 5], [17, 20] }

D(f) = {0,3,5,10,17}, H(f) = {3,5,6,19,20}

Poznamka. Na stredni skole se setkavame napriklad s geometrickymi zobraze-
nimi, konkrétné se shodnym a podobnym zobrazenim v roviné.

3.1 Vlastnosti zobrazeni

Zakladnimi vlastnostmi zobrazeni je injektivnost, surjektivnost a bijektivnost.

Definice. Zobrazeni f: A — B nazveme prosté (injektivni zobrazeni) mnoziny
A do mnoziny B pravé tehdy, kdyz kazdé dva rtzné vzory maji razné obrazy
v zobrazeni f. Symbolicky zapisujeme:

Vay, ay € A: a1 # ag = f(a1) # f(a2)

Zda-li se jedna o injektivni zobrazeni snadno pozname z uzlového grafu. Do kaz-
dého uzlu mnoziny B miize vstupovat nejvyse jedna orientovand hrana. Uzlové
grafy na obr. 3.2 ilustruji zobrazeni, které je (resp. neni) prosté.

a) b)
A B A B
O ~O

O -0

|

Obrazek 3.2

Pro dvé mnoziny A a B je na obr. 3.2a znazornéno prosté zobrazeni mnoziny A
do mnoziny B. Zobrazeni na obr. 3.2b neni prosté. Pokud by ¢ervené orientovana
hrana vstupovala do druhého ¢i tretiho uzlu, potom by se i v tomto pripadé jed-
nalo o prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

Definice. Zobrazeni f: A — B nazveme zobrazeni A ,na“ B (surjektivni), jestlize
kazdy prvek mnoziny B mé alespon jeden vzor. Symbolicky zapisujeme:

Vb e Bda e A: f(a) =b.

Uzlové grafy na obr. 3.3 ilustruji zobrazeni, které je (resp. neni) surjektivni. Aby
bylo zobrazeni surjektivni, musi do kazdého uzlu mnoziny B vstupovat aspon
jedna orientovand hrana. Pro dvé mnoziny A a B je na obr. 3.3a znazornéno
surjektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni na obr. 3.3b neni
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A B A B
O -0 O- =0
e -0 O

Obrazek 3.3

surjektivni. Do cervené vyznaceného uzlu nevstupuje zadna orientovana hrana.
Pokud bychom tento prvek mnoziny B odstranili, potom by se i v tomto ptripadé
jednalo o surjektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Definice. Zobrazeni f: A — B nazveme vzajemné jednoznacné (bijektivni zobra-
zend), pravé tehdy, kdyz f je prosté a zaroven ,na“, tj. injektivni a surjektivni.

O 0O Ox
Y
@)

Obrazek 3.4

Uzlovy graf na obr. 3.4 ilustruje bijektivni zobrazeni. Do kazdého uzlu smétuje
pravé jedna orientovana hrana.

Priklad 3.3. Jsou dany mnoziny C' = {1, 2, 7}, D = {5, 9}. Najdéte vSechna
zobrazeni f: C'— D a rozhodnéte, zda jsou injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

Resend. Nejprve se podivame, jak bude vypadat kartézsky sou¢in mnozin C, D.
Cx D= {[17 5]’ [17 9]7 [27 5]’ [27 9]7 [77 5]’ [77 9]}

Nyni dle definice najdeme vsechny zobrazeni f. Tedy vsechny podmnoziny kar-
tézského soucinu C' x D, které vyhovuji vlastnostem zobrazeni.

Ao AL 5L 12,90, (7, 5]}
o+ AL 51 12, 90, 7, 91}
S5 AL 91, 12, 91, [7, 5]}
S AL 91 12, 5], [7, 91}
J5 AL 51, 12,90, (7, 5]}
Jo - {1, 51, [2, 91, [7, 91}
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f? : {[L 9]7 [27 9]’ [77 9]}
f8 : {[L 9]7 [2’ 9]’ [77 5]}

Zobrazeni fy, f3, f1, f5, fs, f7 jsou surjektivni a nejsou injektivni. Zobrazeni f; a f;
nejsou ani surjektivni ani injektivni. Z toho plyne, Ze zadné ze zobrazeni neni
bijektivni.

Priklad 3.4. Jsou ddny mnoziny A = {5, 8}, B = {a, c¢}. Najdéte vSechna bi-
jektivni zobrazeni f: A — B.

Reseni. Zobrazeni f je bijektivni pokud kazdému obrazu odpovida pravé jeden
VZOT.

fl : {[57 a]a [87 C]}
f2 : {[57 C]’ [87 CL]}

V nasledujici kapitole se budeme kratce vénovat specialnim typim zobrazeni -
funkcim. Vztahy mezi binarni relaci, zobrazenim a funkci shrneme pomoci nésle-
dujictho schématu (obr. 3.5). Toto schéma zachycuje, ze kazda funkce je zobrazeni
a kazdé zobrazeni je binarni relace. Obréacené to vsak neplati. Existuji priklady
bindrnich relaci, které nejsou zobrazeni (viz priklad 3.1 a 3.5) a také priklady
zobrazeni, které nejsou funkce. Naptiklad geometrickd zobrazeni v roviné, jejichz
predpis libovolnému bodu X roviny prifazuje jako jeho obraz pravé jeden bod X'
téze roviny, neni funkce, nebot jde o zobrazeni v roviné, ne v mnoziné realnych
Cisel.

BINARNI RELACE

ZOBRAZENI

FUNKCE

Obréazek 3.5

3.2 Inverzni zobrazeni

Definice. Necht relace f je prosté zobrazeni mnoZiny A do B. Zobrazeni f—!
definované jako inverzni relace k relaci f nazveme inverzni zobrazend.

Poznamka. Predpoklad, Ze zobrazeni f je injektivni, je dilezity. Pokud by ne-
bylo injektivni, potom by inverzni zobrazeni viibec nebylo zobrazenim, jen relaci.

Pro inverzni zobrazeni plati:



3.3 Funkce a funkce inverzni
Definice. Kazdé zobrazeni f: A — B, kde A, B C R se nazyva funkce.

e Mnozina A se nazyva definicni obor funkce. Zapisujeme symbolem D(f).

e Mnozina vSech y z B, ke kterym existuje z z A tak, ze [z,y] € f, se nazyva
obor hodnot funkce f. Oznacujeme symbolem H(f).

o Cislo f(xp) se nazyva funkcni hodnota funkce f v bodé xg, 29 € A.

Poznamka. Jelikoz je funkce specidlnim pripadem zobrazeni, odpovida defini¢ni
obor a obor hodnot funkce definicnimu oboru a oboru hodnot tohoto zobrazeni.

Priklad 3.5. Rozhodnéte, zda relace R = {[z,y] e R*, x > — 1 A y?> =z + 1}
je funkce.

Resend. Nasim tikolem je zjistit, zda relace R splituje definici funkce. Tedy zda ke
kazdému redlnému z existuje pravé jedno y takové, Ze [z, y] € R. Budeme fesit
rovnici:

v =z+1
y==+vr+1
Pro x = —1 je y = 0 a podminka je splnéna. Problém nastava pro z > —1.
V tomto pripadé nabyva x dvou rtznych hodnot y. Relace R proto neni funkeci.
Inverzni funkce

Definice. Necht f je prosta funkce na mnoziné D, kterda je podmnozinou R.
Funkci f=! definovanou jako inverzni zobrazeni k zobrazeni f nazveme inverzni

funkce k funkci f.

3.4 Elementarni funkce

V této kapitole pripomeneme nejjednodussi elementarni funkce a jejich grafy,
které budeme dale uzivat pri feseni tloh v kapitole 4 a 5.

3.4.1 Linearni funkce

Definice. Linedrni funkce je kazdé funkce f s D(f) = R, ktera je ddna predpisem
fry=ax+ b,
e kde a, b jsou realna cisla.

Grafem linearni funkce je primka.
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3.4.2 Linearni lomena funkce

Definice. Linedrni lomend funkce je kazda funkce f s D(f) = R\{—%}, kterd je
déna predpisem

) __ az+b
F2y= cx+d’

e kde a, b, ¢, d jsou redlna cisla, ¢ # 0, be — ad # 0.

Grafem linearni lomené funkce je hyperbola.

3.4.3 Kvadraticka funkce

Definice. Kvadraticka funkce je kazda funkce f s D(f) = R, kterd je dana pred-
pisem

fiy=a®+ bz + c

o kde a, b, ¢ jsou redlna ¢isla, a # 0.

Grafem kvadratické funkce je parabola.

3.4.4 Mocninna funkce s prirozenym exponentem

Definice. Mocninnd funkce s prirozengm exponentem n je kazda funkce f s defi-
ni¢nim oborem D(f) = R, kterd je ddna pfedpisem

fry=2a",
o kde n je prirozené ¢islo, n # 1. (pro n = 1 se jedna o linedrni funkci y = x)

Tvar grafu této funkce se lisi v zavislosti na tom, zda je n liché, napt. y = 23

(obr. 3.6a) nebo sudé, napt. y = z (obr. 3.6b).

a) g ' b)

Obréazek 3.6
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3.4.5 Mocninna funkce s celym zapornym exponentem

Definice. Mocninnd funkce s celym zapornym exponentem je kazda funkce f
s D(f) = R\{0}, kterd je ddna predpisem

[ry=a",
e kde n je zaporné celé cislo.

Tvar grafu této funkce se lisi v zavislosti na tom, zda je n liché, nap¥. y = 7! = %

(obr. 3.7a) nebo sudé, napt. y = 22 = = (obr. 3.7b).

a) : b)

Obrazek 3.7

3.4.6 Funkce druha a treti odmocnina
Druha a tfeti odmocnina

Nez zavedeme funkci druha a tieti odmocnina, nejprve si pripomeneme, co je
druha a treti odmocnina z daného cisla.

Definice. Druhd odmocnina z nezaporného redlného cisla x je takové nezaporné
redlné ¢islo y, pro které plati: y? = x. PiSeme y = /7.

Definice. T7eti odmocnina z nezdporného redlného cisla = je takové nezaporné

redlné ¢islo y, pro které plati: y* = z. PiSeme y = J/x.

Funkce druha a treti odmocnina

Omezime-li pro funkci f : y = 22, defini¢ni obor jen na tu ¢ast, kde je funkce
prostd, konkrétné D(f) = (0,00), mizeme urcit funkei inverzni.

Definice. Funkce druhd odmocnina je inverzni k mocninné funkci f : y = 22,
z € (0,00). Zapisujeme ve tvaru:

[Ty =at =
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Definice. Funkce tieti odmocnina je inverzni k mocninné funkei f : y = 23, 2 € R.
Zapisujeme ve tvaru:

[iy=at =

Poznamka. Funkce dané pfedpisem y = 22 je prostd na celém svém definiénim
oboru, proto pro urceni funkce inverzni muzeme uvazovat definiéni obor R. Na
rozdil od druhé odmocniny je tedy mozné zavést treti odmocninu i pro zdporna
¢isla. V tom pripadé ale nemtzeme pro vypocty hodnot pouzivat pravidla pro
pocitani s odmocninami.

3.4.7 Funkce absolutni hodnota

Dtive nez zavedeme funkci absolutni hodnota, pfipomeneme si pojem absolutni
hodnota realného cisla.

Definice. Absolutni hodnota redlného cisla x je ¢islo |z|, pro které plati:

Je-li x > 0, potom je |z| = x.

Je-li <0, potom je |z| = —x.
Definice. Funkce absolutni hodnoty je takova funkce f s D(f) = R, ktera je déna
predpisem y = |z.

Poznamka. Pokud by charakteristickd vlastnost méla tvar |y| = z, jedn4 se o bi-
narni relaci, ktera neni funkci. Proménna z nabyva dvou riznych hodnot ¥, coz
nesplnuje definici funkce.

3.4.8 Exponencialni funkce

Definice. Exponencidlni funkce o zdkladu a je kazdé funkce f s D(f) = R, ktera
je dana predpisem

fry=ad,
o kde a je kladné realné ¢islo, a # 1.
Grafem exponencidlni funkce je exponencialni kiivka. Tvar grafu této funkce se

1isi v zavislosti na tom, zda a > 1, napt. y = 2* (obr. 3.8a) nebo 0 < a < 1, napf.
y = (3)* (obr. 3.8b).
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Obrazek 3.8

3.4.9 Logaritmicka funkce

Definice. Logaritmickd funkce o zdkladu a je funkce f inverzni k exponencialni
funkci s predpisem y = a”, zapisujeme ve tvaru:

f Y= 10gal‘,
o kde a je kladné realné ¢islo, a # 1.
Poznamka. Plati: y = log,x < = = a¥.

Grafem logaritmické funkce je logaritmicka ktivka. Tvar grafu této funkce se lisi
v zévislosti na tom, zda a > 1, napt. y =logsx (obr. 3.9a) nebo 0 < a < 1, napf.
y =logix (obr. 3.90).

a) b)

Obrazek 3.9

Déle predpokladame znalost sestrojovani grafii uvedenych funkei.
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4. Resené priklady

Dale uvazujeme relace v R, jejichz charakteristické vlastnosti jsou obvykle vy-
jadreny ve tvaru rovnic nebo nerovnic o jedné ¢i dvou neznamych z,y € R.
Ke grafickému teseni tuloh se vyuzivaji konstrukce primek, parabol, hyperbol,
exponencialnich ktivek, logaritmickych krivek a dalsich grafii funkci uvedenych
v kapitole 3. Dale se predpoklada znalost sestrojeni kruznice dané stfedem a po-
lomérem.

Pokud predpis relace obsahuje vice podminek, postupujeme nasledovné (viz pri-
klad 2.4). VypiSeme si postupné vSechny podminky a krok po kroku kazdou gra-
ficky znazornime. Grafem bindrni relace je mnozina vsech bodu [z,y] v roving,
které splnuji vsechny diléi podminky. Pro vétsi nazornost jsou diléi podminky
v Teseni tloh a odpovidajici ¢asti grafu relace vyznaceny stejnou barvou.

Priklad 4.1. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:

A={[r,yl eR:y =2 Ay =}

Reseni. Postupné znazornime mnoziny:

{[v.yl eR®y =z} a {[z,y] e R% y = V/a}.

Nejprve sestrojime graf funkce dané predpisem y = z. Jedna se o primku na
obrazku 4.1. Nésledné sestrojime graf funkce dané piedpisem y = /7. ReSenim
je prunik téchto krivek, tj. A = {[0,0],[1,1]}. Na obrdzku 4.1 je tato relace
znazornéna plnymi ¢ernymi kolecky.

Obrazek 4.1
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Priklad 4.2. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:
B={[z,y) eR*¥y=a> N —1<y<1}.

Resend. Sestrojime graf funkce dané predpisem y = 2. ReSenim je ta ¢ast kiivky
(obr 4.2), pro jejiz body plati, Ze jejich y-ova souradnice je z intervalu (—1,1).

-3

Obrazek 4.2

Priklad 4.3. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:
C={lr,y) eR* y<2* N y>-2"41 A —1<z<0}.

Resend. Charakteristické vlastnost se skldda ze tif podminek. Nejprve sestrojime
hrani¢ni kfivky dané predpisem y = 2% a y = —2% + 1 (obr. 4.3a). Déle zakres-
lime ty ¢asti roviny, pro jejichz body plati, Ze jejich souradnice spliuji podminky
y < 2%a y > —27+1. Resenim je prinik téchto ¢asti roviny pro z € (—1,0). Na
obrazku 4.3b je graf relace C' znazornén zlutou barvou. Do grafu patii i vyznacené

"vrcholové'body a hranice ttvaru.

’ R
A /

s

XXX

Obrézek 4.3

w

)

'
N
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Priklad 4.4. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:

Resend. Charakteristickd vlastnost se sklada ze ¢tyf podminek. Nejprve sestro-

jime grafy funkci y = 2° a . Tyto kifivky jsou soumérné sdruZené podle
pocatku. Déle zakreslime grafy funkei y = /x a . Tyto krivky jsou také

soumeérné sdruzené podle poc¢atku. Vzhledem k tomu, Ze je charakteristicka vlast-
nost binarni relace D zadana pomoci logické spojky nebo, fesenim je sjednoceni
téchto krivek (obr. 4.4a). Bindrni relace D je podmnozinou kartézského soucinu
(—1,1) x (—1,1), a proto musime FeSen{ omezit jen pro z,y € (—1,1). Graf binarni
relace D je sestrojen na obr. 4.4b. Na zavér jesté musime uvazit podminku, ze
x # 0 a tedy vyloucit bod [0, 0] z grafického FeSeni relace D. Tento bod je proto
na obrazku 4.4b znazornén pomoci prazdného kolecka.

a) 5 b) ;

-3

Obrézek 4.4

Priklad 4.5. Sestrojte graf binarni relace E = (Ey U Ey) N Es.
Ey={lz,yl € (R)%y = 1},
Ey={lz.yl € (RT)*y <.},
By = {[z,y] € R?, 2? + y* < 4}.

Reseni. Nejprve znazornime relace E) a F,, k ¢emuZ vyuzijeme graf linearni lo-
mené funkce dané predpisem y = % Grafem této funkce je hyperbola na obrazku
4.5a. Déale vysrafujeme jen ty casti roviny, které spliuji zadané charakteristické
vlastnosti (obr. 4.5b). Pro kladna = vyznac¢ime tu ¢ast roviny, pro kterd je y > %
a pro zaporna x tu c¢ast roviny, pro které je

Nyni znazornime relaci F3. K Teseni vyuzijeme znalosti kuzelosecek, a to kon-
krétné rovnici kruznice ve stredovém tvaru.

Rovnici kruznice k se sttedem S = [m, n] a polomérem r je mozné zapsat ve tvaru:

k:(x—m)*+ (y—n)>=r2
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Grafem bindrni relace E3, uréené piedpisem 22 +y* < 4 jsou vnitini body kruhu,
jehoz hranici tvori kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 2. Vzhledem
k tomu, zZe je charakteristické vlastnost binarni relace Fs5, uré¢end pomoci ostré
nerovnosti, nepatii body kruznice do vysledné relace E. Binarni relace F, ktera
vznikne jako prinik relace Eq, E5 a Fs3 je na obr. 4.5b znazornéna zlutou barvou.

a) 3

Obrazek 4.5

Priklad 4.6. Sestrojte graf binarni relace F' = F} U F5.

Fi={[z,y] € (0,2)2,y=1Vy=2},

Fy = {[x,y] S (_]—a2)2ax = 0}
Reseni. Grafem binarni relace F jsou dvé rovnobézné tsecky. Jejich krajni body
[0, 1] a [0, 2] nepatii do grafu bindrni relace F, a naopak body [2, 1] a [2, 2] do
F patii. Grafem binarni relace Fy je tsecka (bez krajnich bodi), ktera prochazi

bodem [0, 1] a je na predchozi dvé tsecky kolmé. Graf bindrni relace F' vznikne
jako sjednoceni grafi relace F; a Fy (obr. 4.6).

200

Obrazek 4.6
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Priklad 4.7. Sestrojte graf binarni relace G = H U [.
H = {[Ivy] € <074> X Ray = 0725(:6 - 2)2 \% Y= —0725(37 - 2>2 + 2}7
1= {le,g] € B2, (w — 22 + (y — 12 = 0,16V [2,1]}.

Reseni. Nejprve znazornime binarni relaci H. Charakteristickd vlastnost relace
H je slozena ze dvou podminek, jejichz grafickym znazornénim jsou paraboly
s predpisy:

e p1:y=0.25(z—2)?
o pyiy=—025(x—2)?+42

Oba predpisy jsou jiz ve vrcholovém tvaru, lze tedy jednoduse urcit vrcholy pa-
rabol V; = [2,0] a V4, = [2,2]. Nyni najdeme pruseciky s osou z, resp. y (pokud
existuji) a paraboly sestrojime (obr 4.7a). Déle si musime uvédomit, ze do vy-
sledného grafu relace H budou pattit jen ¢asti parabol, pro jejichz body plati, Ze
jejich souradnice jsou podmnozinou kartézského soucinu (0,4) x R (obr. 4.7b).

a) b)

Obrazek 4.7

Abychom graficky znazornili relaci G, musime nyni do vysledného grafu relace H
znazornit relaci I. Relace I se skldda ze dvou podminek. Grafickym znazornénim
prvni podminky je se stfedem S = [2,1] a polomérem 0,4 (podrobnéji
v prikladu 4.5). Grafickym znazornénim druhé podminky je bod [2, 1], tedy stied
sestrojené kruznice. Na obrézku 4.8 je sestrojen vysledny graf relace G (tj. sjed-
noceni grafu relact H, I)

Obréazek 4.8
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Priklad 4.8. Sestrojte graf bindrni relace J = {[z,y] € R?,|y| < 2}.

Resend. U prikladi, které v zadani obsahuji absolutni hodnotu, postupujeme tak,
ze rozdélime Teseni do nékolika intervalii. Dle definice absolutni hodnoty plati
nasledujici avahy. Je-li:

e y>0=|y| =y, potom je predpis relace y < 2,
e y < 0= |yl =—y, potom je predpis relace —y < 2 = y > —2.

Pri praci s absolutni hodnotou si musime uvédomit, ze ziskané nerovnice budeme
resit pouze na konkrétnim intervalu. Binarni relaci rozdélime na dvé podmnoziny
a postupné je znazornime:

{[z,y] eR*y > 0Ny <2} {[z,y] e R*,y <O Ay > —2}.

Znazornénim prvni mnoziny je rovinny pas véetné hrani¢nich primek urceny pri-
nikem poloroviny y < 2 a poloroviny y > 0. Na obrazku 4.9 se jednd o svisle
vysrafovanou c¢ast. Znazornénim druhé mnoziny je rovinny pas urceny prinikem
poloroviny y > —2 a poloroviny y < 0. Na obrazku 4.9 se jednda o vodorovné
vysrafovanou c¢ast. Grafem binarni relace J je sjednoceni téchto rovinnych pasu,
tj. rovinny pas vcéetné hrani¢nich primek y =2 a y = —2.

Obrazek 4.9
Priklad 4.9. Sestrojte graf bindrni relace K = {[z,y] € R?, |y| < 2 A |z| < 2}.

Resend. Binarni relace K se od binarn{ relace J z piedchoztho piikladu lisi jednou
pridanou podminkou. Pouzijeme tedy feseni z prikladu 4.8 a pfiddme podminku
|z| < 2. Binarni relaci s touto charakteristickou vlastnosti ozna¢ime K.

Ky ={[z,y] € R? |z] < 2}
Opét relaci K, vyjadiime jako sjednoceni dvou binarnich relaci.

{lz,y] eR% 2> 0Nz <2} {[z,y] e R:z <OAz > -2}

Znézornénim prvni mnoziny je rovinny pas urceny priinikem poloroviny x > 0
a poloroviny z < 2. Znazornénim druhé mnoziny je rovinny péas urc¢eny priinikem
poloroviny = < 0 a poloroviny z > —2.
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Grafem binarni relace K; je sjednoceni téchto rovinnych pési, tj. rovinny pas
véetné hranicnich piimek =z = 2 a 2 = —2 (obr. 4.10a).

Grafem binarni relace K je prinik graft relaci G a K;. Jedna se o ¢tverec s vrcholy
12,2],[-2,2],[—2,—2], [2, —2] (obr. 4.100).

a) . b)

Obrazek 4.10

Priklad 4.10. Sestrojte graf binarni relace L = K N M, je-li:
M=A{[r,y) eR* (z>0Ay<0)V(z<0Ay>0)}.

Resend. Grafem binarni relace L je jen ta ¢ast grafu bindrni relace K z predeslého
prikladu, kde je splnéna podminka (r > 0Ay < 0)V (z < 0 Ay > 0). Tedy
jen ta c¢ast roviny, pro jejiz body plati, ze jejich z-ova a y-ova souradnice se lisi
znaménkem (obr. 4.11).

-4

Obrazek 4.11
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Priklad 4.11. Sestrojte graf bindrn{ relace N = {[z,y] € R?, |y| < 2 Ay? > |x|}.

Resend. Charakteristicka vlastnost relace je slozena ze dvou podminek, pfi¢em?
prvni podminka se jiz objevila v prikladu 4.8 a 4.9. Pouzijeme tedy feseni z pred-
chozich ptikladi a pfiddme podminku y? = |z|.

U prikladi, které v zadani obsahuji absolutni hodnotu, postupujeme tak, ze roz-
délime Teseni do nékolika intervali (podrobnéji v prikladu 4.8). Dle definice ab-
solutni hodnoty plati nasledujici uvahy. Je-li:

o x>0= |z| =z, potom je predpis relace y* > z,
e 1 <0= |z| = —x, potom je piedpis relace y? > —u.

Na zdkladé téchto tivah, rozdélime mnozinu {[z,y] € R? y* > |z|} na dvé pod-
mnoziny a postupné je znazornime:

{[x,y] eR% 2> 0N3> > a2}, {[z,y] €R%,z <0Ay®> > —z}.

Nejprve sestrojime hrani¢ni kiivky uréené piedpisy y?> = z a 3> = —z. Jedna se
o paraboly soumérné sdruzené podle osy y (obr. 4.12a). Déle znazornime jen ty
casti roviny, které splnuji zadané charakteristické vlastnosti. Pro nezaporna =z
vyznacime tu ¢ast roviny, pro kterd je y?> > x a pro zapornd x tu éast roviny, pro
které je 4> > —x (obr. 4.12b).

a) b)

Obrazek 4.12

Na zavér jesté musime uvazit podminku , jejimz zndzornénim je rovinny
pés (obr. 4.9). Grafem binarni relace N je rovinny ttvar na obrazku 4.13.

Obrazek 4.13
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Priklad 4.12. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:
O={[z,y] €R* y > —x+4Ay>z—4}.

Relaci vyjadrime jako sjednoceni dvou binarnich relaci a postupné znazornime
grafy téchto dil¢ich relaci:

{[z,y] € R?y > —x + 4}, {[z,y] € R?,y > — 4}

Nejprve znéazornime prvni mnozinu, jejimz grafem je polorovina. Zkonstruujeme
hrani¢ni primku y = —x + 4 (obr. 4.14a) a vyzna¢ime polorovinu, tj. mnozinu
bodl v roviné, jejichz soufadnice vyhovuji nerovnici y > —x +4 (obr. 4.14b).
Nésledné zndzornime druhou mnozinu tak, ze sestrojime primku y = = — 4 (obr.
4.14a) a opét vyznacime konkrétni polorovinu, jejiz body vyhovuji pocatecni
podmince y > = — 4 (obr. 4.14b). ReSenim je prinik téchto polorovin, tj. ,,dvojité
vysrafovand' ¢ast na obrazku 4.14b (thel).

a) \ b)

Obrazek 4.14

Priklad 4.13. Graficky znazornéte nasledujici binarni relaci:
P={lz,y] e Ry > —a+4Ay>z—4Any <4}

Binarni relace P se od binarni relace O z predchoziho prikladu lisi jednou pridanou
podminkou. Pouzijeme tedy feseni z prikladu 4.12 a priddme podminku i < 4.
Grafem bindrni relace P je trojihelnik s vrcholy [4, 0], [8,4], [0, 4] (obr. 4.15).

Obrazek 4.15
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Priklad 4.14. Sestrojte graf binarni relace ) = RU S UT, je-li:
R={[z,y] € (1,2) x (0,1),y =logy sz Vy = log, x},
S ={lz,y] € (0,2) xR, |y| = 0,5z},
T={z,y eR}1 <z <5Ay=0}

Reseni. Nejprve sestrojime binarni relaci R. Charakteristicka vlastnost relace
R se sklada ze dvou podminek. Nejprve sestrojime grafy funkcl y = log, s«
ay = log,z. Tyto kiivky jsou soumérné sdruzené podle osy x. Vzhledem
k tomu, zZe je charakteristickd vlastnost binarni relace R zadana pomoci logické
spojky mebo, fesenim je sjednoceni téchto kiivek (obr. 4.16a). Binarni relace R je
podmnozinou kartézského sou¢inu (1,2) x (0, 1), a proto musime feseni omezit
jenprox € (1,2),y € (0,1). Graf bindrni relace R je sestrojen na obr. 4.16b.

a) b)

Obrazek 4.16

Resend. Déle sestrojime binarni relaci S. U pifkladi, které v zadani obsahuji ab-
solutni hodnotu, postupujeme tak, ze rozdélime feseni do nékolika intervalu (po-
dobnéji v prikladu 4.8). Binarni relaci rozdélime na dvé podmnoziny a postupné
je znazornime:

{lz,yl € (0,2) xR,y 2 0"y =05z}, {[z,y] € (0,2) xR,y <OAy = —0,5z}.

Jedna se o dvé soumérné sdruzené podle osy z (obr. 4.17).

Na zavér sestrojime binarni relaci 7T'. Jedna se o mnozinu vsech bodt osy z, které
lezi mezi body [1, 0], [5, 0], tj. na obr. 4.17. Grafem binarni relace @) je
sjednoceni graft relaci R, S, T.

Obrazek 4.17
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Priklad 4.15. Graficky znazornéte binarni relaci U =V U W | je-li:
V={[z,y) eRx(1,6),y > 3" Ay >37"},
W= {[z,y] e R x (0,1),y <3" Ay <377}

Resend. Za¢neme tim, 7e znazornime bindrni relaci V. Charakteristicka vlastnost
této relace se sklada ze dvou podminek. Nejprve sestrojime grafy funkci y = 3°
ay = 37" Tyto kiivky jsou soumérné sdruzené podle osy y. Déle zakreslime jen
tu ¢ast roviny, pro jejiz body plati, Ze jejich soutadnice splnuji zadané podminky.
Vzhledem k tomu, zZe je bindrni relace L zadana pomoci logické spojky a zdroven,
resenim je prunik téchto ¢asti roviny (obr. 4.18a). Binarni relace U je podmnozi-
nou kartézského soucinu R x (1,6), a proto musime feSeni omezit jen na tu ¢ast
roviny, jejiz body maji y-ovou souradnici z intervalu (1, 6).

Déle znazornime binarni relaci W. Charakteristicka vlastnost této relace se sklada
ze dvou podminek. Nejprve opét sestrojime grafy funkci y = 3%, y = 37* a vyzna-
¢ime jen tu c¢ast roviny, pro jejiz body plati, ze jejich soutadnice splnuji zadané
podminky. Vzhledem k tomu, Ze je binarni relace V zadana pomoci logické spojky
a zdroveri, TeSenim je prunik téchto ¢asti roviny (obr. 4.18b). Binarni relace V je
podmnozinou kartézského souc¢inu R x (0, 1), a proto musime FeSeni omezit jen
na tu ¢ast roviny, jejiz body maji y-ovou soufadnici z intervalu (0, 1).

Obrazek 4.18

Grafem binarni relace U je sjednoceni grafu relaci V, W (obr. 4.19).

Obrazek 4.19
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5. Neresené ulohy

V nasledujicich tlohach graficky znédzornéte binarni relace R;.

Uloho 5.1. Ry = {[z,y] € R?,y = 22 Ay = 22}

Uloho 5.2. Ry = {[z,y] € R%,y = |z| A 0 <y < 1}.

Uloho 5.3. Ry = {[z,y] e R%, y > (3)* A y<—(3)"+1 A 1<a <3}
Uloho 5.4. Ry = {[z,y] € R%,y < 32|+ 2 Ay > |z] — 4}

Uloho 5.5. Rs = {[z,y] € R*,x € (0,4) Ay € (0,4)}.

Uloho 5.6. Rg = {[z,y] € R%,y > (x —4)> = 9Ny < —(x —4)> 4 9}.

Uloho 5.7. R; = AUBUC U D, je-li:

A={[z,y] e Rx (1,9),y > 3" ANy > ()"},
B={[z,y) e Rx(0,1),y <3"Ay < (5)"},
C={[z,y] e Rx(1,6),y >3 Ay > (3)""},
D={[z,y e Rx(0,1),y <32 Ay < (%)”_5}

Uloho 5.8. Ry = AU B, je-li:

A= {[z,y] € R x(0,00),|z] <3Ny <8 — [},
B ={[z,y] € (1,2) x (—0,8),y > 8 — z}.

Uloho 5.9. Ry = (A\B) UC U D, je-li:

Uloho 5.10. Ry = Ry U AU B, je-li:
A={[z,y] e R (z+3)*+(y—3)* <049}, B = {[z,y] € Rx(0,3), |z+35| = 3}.

Uloho 5.11. Rj1 = AUBUCUDUEUF, je-li:

[ (y —5)* <1},
[z,y] e R?, (z +1)* + (y — 5)* < 1}
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6. Vysledky uloh

Uloha 1.1. Mnoziny na obou stranach rovnosti maji stejné grafické znézornéni:

a) b)

A B A B

Z Z

Obrazek 6.1

Uloha 1.2. Napiiklad (B U C)\(B N C)
Uloha 2.1. Relaci E doplnime o uspofddané dvojice:

a) [4,6],[4,8],[6,4],[8, 6], [4, 4] b) [4,6],[4,8],[6,4],[8,6], [4,4],[2,2]

Binarni relace R; jsou znazornény cervenou barvou. V tlohach 5.1 - 5.4 jsou za-
kresleny i nékteré pomocné krivky.

Uloha 5.1.

Obréazek 6.2
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Uloha 5.2.

Obrazek 6.3

Uloha 5.3.

Obrazek 6.4
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Uloha 5.4.

Obrézek 6.5

Uloha 5.5.

-3

-4

Obréazek 6.6
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Uloha 5.6.

4 \ !

Obrazek 6.7

Uloha 5.7.

Obrézek 6.8
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Uloha 5.8.

«@

Obrazek 6.9

Uloha 5.9.

6 5 -4 -3 \—-2/ -1 0 w 2

Obrazek 6.10
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Uloha 5.10.

Obréazek 6.11

Uloha 5.11.

Obrazek 6.12
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Z.aver

Tato diplomova prace predstavuje pomocny uc¢ebni material pro vyuku binarnich
relaci a zobrazeni. Cilem prace bylo doplnit nabidku u¢ebnic matematiky o tuto
oblast, ktera je v soucasné vyuce ¢asto opomijena. Binarni relace a jejich hlubsi
pochopeni miize studenttim usnadnit chapani nékterych pojmu ve stfedoskolské
matematice a prohloubit jejich matematické vnimani.

V praci byly predstaveny zakladni definice a vlastnosti binarnich relaci. Jedna se
o ucebni text, ktery ¢tenari poskytuje zakladni stavebni kameny pro praci s re-
lacemi. Jsou zde definovany i zakladni pojmy jako je mnozina, kartézsky soucin,
zobrazeni a funkce, aby studenti meéli uceleny zdroj informaci. Jadrem je soubor
resenych ptiklad a nefesenych tloh, které trénuji grafické zobrazeni binarnich
relaci.

Uplatnila jsem zde své zkusenosti s vyukou matematiky na gymnaziu. Ve vétsiné
ucebnic pro stfedni skoly se autori imyslné vyhybaji definici pojmu funkce ja-
kozto zobrazeni a pouzivaji termin predpis. Prace s funkcemi déld zaktim casto
potize a postupné zavedeni tohoto pojmu pomoci binarnich relaci (resp. zobra-
zeni) prispiva k lepsimu pochopeni této problematiky. Véiim, ze by se prace pro
nékoho mohla stat inspiraci a prispét tak ke zlepseni kvality vyuky.

Moznym rozsitenim do budoucna by mohlo byt zavedeni dalsich zptsobt znazor-

néni binarnich relaci (napf. maticovy zapis) a grafické FeSeni rovnic a nerovnic,
které obsahuji goniometrické a cyklometrické funkce.
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Seznam pouzitych symboli

Symbol

Vyznam

IV VIA A

Ww<l U <>

=
——

=N C DO®RM

je rovno

neni rovno, je rizné od
je mensi nez

je mensi nebo rovno

je vetsi nez

je veétsi nebo rovno

konjunkce; a zaroven
disjunkce; nebo

implikace; potom

ekvivalence; pravé tehdy, kdyz
negace; neni pravda, ze

pro vSechna x

existuje z

existuje pravé jedno x

slozené zavorky pouzivané pro vycet prvki mnoziny
je prvkem mnoziny

neni prvkem mnoziny

prunik mnozin

sjednoceni mnozin

podmnozina mnoziny

prazdné mnozina

usporadana dvojice prvki a, b
kartézsky soucin mnozin A, B

n-ta kartézskd mocnina

prvek a je v relaci R s prvkem b
zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B

mnozina vsech prirozenych c¢isel
mnozina vsech celych c¢isel

mnozina vsech redlnych c¢isel

mnozina vsech realnych kladnych ¢isel
mnozina vsech realnych zdpornych cisel
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