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Hlavni komponenty
Be. Anna Zavadilova
Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

doc. RNDr. Zdenék Hlavka, Ph.D., Katedra pravdépodobnosti a matematické
statistiky

Prace predstavuje hlavni komponenty jako uzitecny nastroj pro snizeni dimenze
datového souboru. V prvni ¢asti jsou uvedeny teoretické vlastnosti hlavnich kom-
ponent a je zde odvozena konstrukce biplotu. Dale jsou shrnuty heuristické pro-
cedury pro volbu optimalniho poc¢tu hlavnich komponent. Nasledné jsou uvedeny
asymptotické vlastnosti vybérovych vlastnich ¢isel kovarianéni a bilé Wishartovy
matice, rozlisi se pripady rovnosti nékterych vlastnich ¢isel. Ve druhé ¢asti je po-
drobné popsano asymptotické rozdéleni nejvétsiho vlastniho ¢isla bilé Wishartovy
matice doplnéné o grafické ilustrace. Na zdkladé tohoto asymptotického rozdéleni
odvodime test poc¢tu signifikantnich vlastnich ¢isel a predstavime souvislost testu
s volbou vhodného poc¢tu hlavnich komponent. V zavérecné casti prace shrneme
pokrocilé vypocetni metody pro volbu poc¢tu hlavnich komponent. Prace je dopl-
néna grafickymi ilustracemi a simulac¢ni studii v softwarech Wolfram Mathematica
a R.

Hlavni komponenty, Tracyho-Widomovo rozdéleni, vybérova vlastni ¢isla

Principal Components
Be. Anna Zavadilova
Department of Probability and Mathematical Statistics

doc. RNDr. Zdenék Hlavka, Ph.D., Department of Probability and Mathematical
Statistics

This thesis presents principal components as a useful tool for data dimensiona-
lity reduction. In the first part, the basic terminology and theoretical properties
of principal components are described and a biplot construction is derived there
as well. Besides, heuristic methods for a choice of the optimum number of prin-
cipal components are summarised there. Subsequently, asymptotical properties
of sample eigenvalues of covariance and white Wishart matrices are described
and cases of equality of some eigenvalues are distinguished at the same time.
In the second part of the thesis, asymptotic distribution of the largest eigenva-
lue of white Wishart matrices is described, completed with graphic illustrations.
A test of the number of significant eigenvalues is suggested on the basis of this
limiting distribution, and the connection of this test to the number of suitable
principal components is presented. The final part of the thesis provides an over-
view of advanced computational methods for the choice of an adequate number
of principal components. The thesis is completed with graphical illustrations and
a simulation study using Wolfram Mathematica and R.

Principal components, sample eigenvalues, Tracy-Widom distribution
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Uvod

Tato prace si klade za cil seznamit ¢tenare s jednim z vyznamnych prostredki
pro analyzu mnohorozmérnych dat, kterym je metoda hlavnich komponent. Diky
ni mizeme docilit snizeni dimenze datového souboru, aniz bychom ztratili prilis
mnoho informace. V prvni ¢asti prace si predstavime teoreticky zaklad, ze kterého
pojem hlavnich komponent vychézi. PopiSeme rovnéz graficky nastroj, kterym je
biplot, jenz dovoluje zobrazovat vicerozmérna data vzhledem k prvnim dvéma
hlavnim komponentam.

Nasledné se budeme vénovat metodam vedoucim k urceni poc¢tu hlavnich kom-
ponent, které pak nahradi stavajici zkoumané nahodné veli¢iny, jichZ je obvykle
prilis mnoho. Nejprve budou predstaveny ,heuristické procedury hojné v praxi
pouzivané pro svou snadnou aplikovatelnost. Z téchto procedur zminime souctovy
podil variability, Kaiserovo-Guttmanovo kritérium, broken stick model, scree graf
a LEV diagram. Jelikoz v této préaci pouzivame pojem ,optimalni pocet hlavnich
komponent “, popiseme, v jakém smyslu tuto optimalitu chapeme.

Néplni treti kapitoly je shrnuti asymptotickych vlastnosti vlastnich ¢isel vybeé-
rové kovarianéni matice, pricemz se rozlisuji dva pripady — pripad kdy, jsou vlastni
¢isla navzajem rizna, a pripad, kdy je tato vlastnost porusena. Dale popiSeme
Tracyho-Widomovo rozdéleni tadu 1, coz je asymptotické rozdéleni nejvétsiho
vlastniho ¢isla bilé Wishartovy matice, a toto rozdéleni aproximujeme posunu-
tym i zobecnénym gama rozdélenim. Odvodime test poctu, v urc¢itém smyslu,
signifikantnich vlastnich ¢isel, ktery plati za specifickych podminek, a popiseme
jeho vyuziti pti volbé optimalniho poc¢tu hlavnich komponent.

V zavérecné casti diplomové prace se podivame na metody sestavajici z vypo-
Mezi tyto vypocetné narocné procedury patii metody vychazejici z kiizového oveé-
rovani (cross validation, CV) a zejména v poslednich letech rozvinuté metody
zalozené na pravdépodobnostnich modelech, jez pouzivaji bayesovsky princip. Si-
mulacni studie a grafické ilustrace provadime ve vypocetnich softwarech Wolfram
Mathematica (Wolfram Research, Inc., 2017) a R (R Core Team, 2017).



1. Zakladni pojmy

Predstavime si zakladni matematické pojmy, se kterymi se v prubéhu prace
budeme setkavat. Jedna se zejména o béznou terminologii z oblasti statistiky
a teorie matic. Béhem vytvareni této kapitoly jsme zejména cerpali z knih Tebbens
a kol. (2012) a Mardia a kol. (2003).

V souvislosti s hlavnimi komponentami se pouziva tzv. singuldrni rozklad ma-
tice. Vyuzijeme jej v rdmci kapitoly 2, kde najde své uplatnéni pti samotné kon-
strukei hlavnich komponent, a také jej pouzijeme v rdmci diikazt. Tento rozklad
budeme ve vétsiné pripada aplikovat na datovou nebo kovarian¢ni matici. V de-
finici se objevi dulezita vlastnost nékterych matic, a tou je ortonormalita. Matici
A € R™™ nazveme ortonormdini, pokud AAT = ATA =1,,,,,, kde pod symbo-
lem I, rozumime diagonalni matici typu n x n se samymi jednotkami na hlavni
diagonale.

Véta 1. (Singuldrni rozklad matice) Pro kazdou matici A € R™™ hodnosti
r existuji ortonormdlni matice U € R™" o V € R™* "™ a kladnd cisla
lh>1>...>1.>0 tak, Ze plati

A=ULV',

kde

I, 0 -+ 0 --- 0

0 ly -+ 0 -+ 0

L=]0 0 --- [ --- 0, LeR™™.

0O 0 --- 0 0

0Oo0 --- 0 --- 0
Vektory w;, 7 = 1,...,n, tvorici sloupce matice U se nazyvaji levymi singuldrnimi
vektory, vektory v;, 7 = 1,...,m, tvorici sloupce matice V nazgyvdme pravymi
singularnimi vektory a ly,ls, . .., I, jsou singuldrni c¢isla.

Singularni &isla jsou rovnéZ odmocnénd vlastni éfsla matice ATA. Pokud
je matice A symetrickd, pak U = V a hovorime o tzv. spektrdlnim rozkladu.
Vyse uvedeny tvar singularniho rozkladu je vhodny spiSe pro teoretické tcely.
V praktickych situacich se pouziva tzv. ekonomicky tvar singularniho rozkladu,
jenz vznikne z vysSe uvedenych matic odstranénim nulovych bloki. Oznacime-li
U, = (ug,...,u,) € R aV, = (vy,...,v,) € R™ matice tvofené prvnimi
r sloupci matic U a V a L, = diag(ly, [, ...,[,) € R™*" pak je mozné singularni
rozklad zapsat jako

A=TU1LV/ .

Na zakladé ekonomického tvaru singularniho rozkladu pak miizeme prvek a;; ma-
tice A zapsat nasledovné:

aij; = Y lpvjp, (1.1)
k=1
kde w, v;i; jsou prvky na pozicich (i, k), (j, k) matic U, V.
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Nyni vénujme pozornost zapisu rozdéleni nahodnych veli¢in a vektori. Za-
pisem X ~ L, resp. X ~ L znaéime, ze X mé presné rozdéleni L, resp. Ze
konverguje v distribuci k nahodné veli¢iné majici rozdéleni L.

Uvazujme ndhodny vybér (X7, ..., X,,) vznikly realizacemi p-rozmérného ge-
nerického vektoru X s existujicim vektorem stfednich hodnot pu € RP a kova-
rianéni matici ¥ € RP*P. Sestavme matici X € R™? X = (Xi,...,X,)". Pak
kovarianéni matici 3 generického vektoru odhadneme pomoci vybérové kovari-

an¢ni matice ]

n

$= -X'X-X X,
kde X = (X1,...,X,)" pledstavuje vektor tvofeny vybérovimi priméry sloupct
matice X. Pokud navic X ~ N,(p,X) (viz definice 3), pak je $ maximdlné
vérohodnym odhadem 2.

Uzite¢nym nastrojem pro porovnavani vzdélenosti vektortt pozorovani x; a x;
v prostoru je kromé klasické Fuklidovské vzdalenosti definované jako

laes — 5| = /(2 — ;) T (i — ;)

také Mahalanobisova vzdalenost, coz je obecnéjsi méritko dovolujici porovnavat
pozorovani v systému souradnic, jehoz osy na sebe nejsou kolmé. Uvedme si jeji
nejcastéji pouzivanou vybérovou podobu.

Definice 1. (Mahalanobisova vzddlenost — vijbérovd verze) UvazZujme pozorovdni
x; a x; prislusnd datové matici X s plnou hodnosti. Necht S znaci prislusnou
vyberovou kovariancni matici. Pak Mahalanobisovu vzddlenost mezi pozorovdnimi
x; a x; definujeme jako

|z — ijM = \/(Ccz - wj)TSA@i - "Bj)-

Poznamenejme, zZe inverze vybérové kovariancéni matice vzdy existuje, nebof
se jedna o symetrickou a pozitivné definitni matici. Dalsim uzite¢nym maticovym
nastrojem je Frobeniova norma.

Definice 2. (Frobeniova norma) Necht A € R™™. Frobeniovu normu matice A

definujeme vztahem
IAlr = > a
i=1j=1

Frobeniovu normu lze zapsat také jinymi zpusoby jako napf. (viz Tebbens
a kol., 2012, kap. 1, str. 22)

1Al = [ 2 llagll* = y/tr(ATA),
j=1

kde a; je j-ty sloupec matice A a tr(A " A) oznacuje stopu matice AT A, tj. soucet
prvkii na hlavni diagonéle. Pozdéji pouzijeme druhou mocninu Frobeniovy normy,
jez aplikujeme na rozdily matic, a ktera rika, jak moc se matice od sebe odlisuji.

Rovnéz pripomenme definici nékolika vyznamnych rozdéleni objevujicich se
v mnohorozmérné analyze. Konkrétné se bude jednat o mnohorozmérné norméalni
rozdéleni ndhodného vektoru a Wishartovo rozdéleni ndhodné matice.



Definice 3. (Mnohorozmérné normdlini rozdéleni) Rekneme, Ze ndhodny vektor
X md p-rozmérné normalni rozdéleni s vektorem strednich hodnot p € R? a po-
zitivn€ definitni kovariancni matici 3 € RP*P, pokud je jeho hustota tvaru

f(@) = s e { e - w) S @ - w)}, R

Zapisujeme jako X ~ Ny(p, ).

Poznamenejme, ze predpoklad pozitivni definitnosti se vyzaduje kvili exis-
tenci inverze matice 3. S Wishartovym rozdélenim matice se setkdme v kapitole
3, kde se budeme vénovat asymptotickému rozdéleni jejich vlastnich ¢isel.

Definice 4. (Wishartovo rozdéleni) Necht je matice X € R™P sestavena jako
néhodny vijbér z rozdéleni N(0, X) usporddany do 7ddki a necht M = X"X. Pak
rikame, Ze matice M md Wishartovo rozdéleni se skdlovou matici ¥ a n stupni
volnosti. Zapisujeme jako M ~ W,(3,n) a rovnéZ M nazgvime Wishartovou
matici. 'V pripade, Ze 3 = I,, hovorime o tzv. bilé Wishartoveé matici.

Nyni popiseme jednorozmeérna rozdéleni, kterd vyuzijeme v kapitole 3 k apro-
ximacnim ucelim. Konkrétné se bude jednat o klasické gama rozdéleni, u néhoz
budeme navic uvazovat parametr posunuti, a pak definujeme zobecnéné gama
rozdéleni.

Definice 5. (Posunuté gama rozdéleni) Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md
posunuté gama rozdéleni s parametry tvaru k > 0, meritka 6 > 0 a polohy pu > 0
(zapisujeme X ~ ST'(k,0, 1)), pokud je jeji hustota dina predpisem

1

0, T <,

_ _z—u
ol x>,

kde T'(k) znaci hodnotu gama funkce v bodé k.

Distribucni funkce posunutého gama rozdéleni je tvaru

1 2
F<x):{r<k>7(k’ ).
0, r < p,

kde uvedené symboly I'(k), resp. v (k, é) predstavuji gama funkci, resp. spodni
netplnou gama funkci, které jsou urceny nasledujicimi predpisy:

[(s) :/ tstetdt, s >0,
0

(s, x) = / ts7letdt, s>0, x>0.
0

Stredni hodnota a rozptyl pro X ~ SGT'(k, 0, u) maji vyjadieni:

EX=Fk0+p,
var X = k62



Pripadna volba p = 0 by vedla na klasické gama rozdéleni. Definici 5 miizeme
rozsitit na tzv. zobecnéné gama rozdéleni. Oproti bézné definici navic zavedeme
koeficient polohy, coz rovnéz odpovidd implementaci v softwaru Mathematica.
Takto definované rozdéleni pak pouzijeme v kapitole 3 k aproximac¢nim tceltim.

Definice 6. (Zobecnéné gama rozdéleni) Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md
zobecnéné gama rozdéleni s parametry tvaru k > 0, B > 0, méritka 8 > 0 a polohy
p >0 (zapisujeme X ~ SGT'(k,0, 3, 1)), pokud md jeji hustota tvar

5 [ep\KB—1 _(a=u)?
f(z) = { Tw (Tu> T e,
0, r < .

Distribu¢ni funkce zobecnéného gama rozdéleni je
1 r— B
o [ (). 2>
0, r < .

Pozorujeme, ze volbou = 1, u = 0 opét ziskame klasické gama rozdéleni. Stredni
hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny X ~ SGT'(k, 6, 5, ;) maji nasledujici tvary:

—— ((kﬁ(v;)l)/ﬁ) o
o (D((kB+2)/8) (T((kB+1)/8)\°
varx =0 ( I _< I ))



2. Hlavni komponenty —
vlastnosti a graficka interpretace

V této kapitole predstavime hlavni komponenty, shrneme jejich zakladni vlast-
nosti a zadefinujeme pojmy s nimi spojené, které nas budou v ramci celé prace
doprovazet. Rovnéz budeme pouziti hlavnich komponent ilustrovat na prikladu
s realnymi daty. Cilem metody hlavnich komponent je snizeni dimenze datového
souboru, aniz by doslo k velké ztraté informace. Na data pohlizime skrze hlavni
komponenty predstavujici linearni kombinace ptvodnich veli¢in, které jsou navic
normované a navzajem nekorelované.

Uvazujme p-rozmérny ndhodny vektor X = (Xi,...,X,)" s existujici ko-
varian¢éni matic{ ¥ a stfedn{ hodnotou g = (p1,...,p,)". Hlavni komponenta
prislusna tomuto nahodnému vektoru se pak vytvori pomoci normovanych line-
arnich kombinaci )

l;rX:leXj, izl,...7p,
j=1
které zachycuji maximalni moznou miru wvariability obsazenou ve vektoru, tj.
P var X;, a jsou navzdjem nekorelované. Formalngjsi popis nabizi nasledujici
definice.

Definice 7. Necht je X p-rozmérny ndhodny vektor. Linedrni kombinaci Y, =
I/ X nazveme pruni hlavni komponentou, pokud tato linedrni kombinace mami-
malizuje rozptyl 1] X za podminky 1]l = 1. Linedrni kombinaci YV; = 1] X,
1 < i < p, nazveme i-tou hlavni komponentou, pokud tato linedrni kombinace
mazimalizuje rozptyl 1] X za podminek 1]1; =1 a cov(l] X, 1] X) = 0 pro kaZdé
k <.

Nyni se podivejme na to, jakym zptisobem kyzené linearni kombinace nalez-
neme. Podle nasledujictho tvrzeni jsou hlavni komponenty nekorelované linearni
kombinace pivodniho ndhodného vektoru s koeficienty prislusnymi vlastnim vek-
torim a jejich rozptyly odpovidaji vlastnim ¢islim kovarian¢ni matice 3 tohoto
vektoru.

Tvrzeni 2. Necht X znaci kovariancni matici nahodného vektoru X, kterd md
dvogjice vlastni cislo — vlastni vektor (A1, e1),...,(Ap, €p), kde Ay > --- > X, > 0.
Pak i-ta hlavni komponenta je dana vztahem

p
Yi:eIX:ZGinja Zzl,,p
j=1
Pri této volbe plati
varyY; = eiTEei =X\, 1=1,...p,
cov(Y;,Y;) = e/ Ze; =0, i+#j.

V pripadé, Ze si jsou néekteré \; rovny, pak volby odpovidajicich vektori e;, a tudiz
ani Y;, nejsou jednoznacné.



Diikaz. Viz Johnson a Wichern (1992 str. 358, Result 8.1.)
L]

Ozna¢ime-li vektor hlavnich komponent Y = (Y;,...,Y,)" a I matici vlast-
nich vektorti kovarianéni matice ¥, muzeme vyse uvedeny predpis pro hlavni
komponenty zapsat maticové jako Y = I'" X. Rovnéz se setkiavame s predpisem
Y =T'"(X — p), na zdkladé néhoz pak maji hlavni komponenty nulovou stfedni
hodnotu. Casto dochézi k situaci, kdy maji sledované statistické znaky, z nichz
se nahodny vektor sklada, ruzné jednotky. Tato skutecnost pak pusobi potize pri
tvorbé hlavnich komponent, jez se pri zméné méritka mohou podstatné odlisovat.
Tento problém je mozné vyresit transformaci prvka vektoru X, kdy misto nich
uvazujeme veli¢iny

Xi—
li=—e, 1i=1,...,p. 2.1
Vstupem pro ndhodné komponenty pak bude misto vektoru X vektor Z =
(Z1,...,2Z,)" s nulovym vektorem stfednich hodnot a kovarianéni matici s jednot-

kami na hlavni diagonale. Postup, kdy od nahodné veli¢iny odcitame vybérovy
prumér a délime vybérovou smérodatnou odchylkou jako ve vzorci (2.1), nazy-
vame standardizace.

Obecné predpokladame, ze vysoky podil variability obsazené v ndhodném
vektoru X bude zastoupen takovym poctem prislusnych hlavnich komponent m,
ktery je vyrazné nizsi nez dimenze nahodného vektoru p. Problémem vhodné volby
poctu m se budeme v praci nadale zabyvat. Dale poznamenejme, ze celkova varia-
bilita, ktera je obsazena v hlavnich komponentach, zustava stejna jako variabilita
nahodného vektoru X. Blize o tomto faktu pojednava nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3. Necht ¥ znaci kovarianéni matici nahodného vektoru X, kterda md
dvojice vlastni éislo — vlastni vektor (A1, e1),...,(Ap,ep), kde Ay > --- > Ay > 0.
Necht Y, =e] X,....Y, = e;JrX jsou hlavni komponenty. Pak

P P P
ZvarXi = ZvarY@ = Z Ai.
i=1 i=1 i=1

Diikaz. Nejprve na kovarianéni matici 3 aplikujeme spektralni rozklad popsany
v kapitole 1, tj. ¥ = T'AT'", kde A predstavuje diagonalni matici s vlastnimi
¢isly Aq,..., A, na hlavni diagonale a I' je ortonormalni matice, jejiz sloupce jsou
vlastni vektory e, ..., e, Pak

P P P
Y varX; = tr(X) = tr(PATT) = tr(AT'T) = tr(A) Z A = Z varY;.

i=1 =1

O
Jinymi slovy predchozi tvrzeni fika, ze prvnich m = 1, ..., p hlavnich komponent
vysveétluje
Yit1 A
YA

variability nahodného vektoru X. Pokud je tento podil napr. 0,8 nebo 0,9, na-
hrazenim puvodnich p slozek proménnych prvnimi m komponentami neztracime
prilis mnoho informace obsazené ve zbyvajicich hlavnich komponentach.
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Jednim z vyznamnych prostredku pro zjistovani vztahu mezi veli¢inami je
jejich korelace. Nasledujici tvrzeni pojednava o predpisu a zajimavé vlastnosti
korelace mezi veli¢inami a hlavnimi komponentami.

Tvrzeni 4. Necht X je ndhodny vektor s p-rozmérnou kovarianéni matici X
a dvojicemi vlastni ¢islo — vlastni vektor (A1, e1),...,(Ap, ep), kde Ay > -+~ > Ay >
0. Piislusné hlavni komponenty maji tvar (Y1,...,Y,)" = (e] X,..., ey X)T. Pak
lze korelaci px,y, mezi k-tou veli¢inou Xy, a i-tou hlavni komponentou Y; vyjadrit
vztahem

Ai
PX.Y; = €ki 3
Okk

kde er; predstavuje i-ty prvek vektoru ex a orr rozptyl veliciny Xi. Dale také plati

z 2
ZpXst =L
i=1

Diikaz. Nejprve dokazeme prvni cast tvrzeni. Oznacme [, p-rozmérny vektor
tvoreny samymi nulami a jedinou jednotkou na pozici k, coz lze zapsat jako
Iy =(0,...,0,1,0...,0)". Pak miiZeme k-tou veli¢inu vyjadfit jako X; = I X.
Pro kovarianci mezi k-tou veli¢inou a i-tou hlavni komponentou plati vztah

cov(Xy, Y;) = cov(l] X, el X) =] Ze; = News,

pricemz posledni rovnost vyplyva ze zakladniho vztahu mezi vlastnimi cisly a vla-
stnimi vektory. Nyni jiz stac¢i dosadit do definice korelace pro dvojici X a Y;:

_ cov( Xy, Y:) _ Ai€ki Y ﬁ
PXiYs Vvar Xpvar Y; o "\ o

Nyni pristupme k diukazu zbytku tvrzeni. Pouzitim jiz dokazané prvni ¢asti do-

stavame:
P 1 p
2 _ 2 _
D Py, = —— D ey = L.
i—1 Okk 31

Posledni rovnost plyne z toho, ze vyraz 3°F_, \;e2; odpovida prvku na pozici (k, k)
matice TATT, kde T' = (ey,...,e,), a A oznaluje diagondlni matici s prvky
A1, ..., A, na hlavni diagonale. Uvedeny soucin tii matic je vsak zaroven spekt-
ralnim rozkladem kovarianéni matice X, jejiz prvek na misté (k, k) je pravé op.

O

Podobné jako vySe muizeme rici, ze podil variability veliciny X vysvétlené
komponentou Y; je 'ngkYe a podil variability vysvétlené prvnimi m komponentami

m 1 m

2 2
> Py = —— D Ak
i=1 Okk =1

Jmenovatel zlomku vyjadruje variabilitu X, kterd ma byt vysvétlena, a citatel
pak variabilitu X}, vysvétlenou prvnimi m komponentami. Variabilitu obsazenou
v prvnich m komponentach je rovnéz mozné vyjadrit jako soucet podila variability
pres vsechny veli¢iny prenasobenych variabilitou kazdé z velicin, tj.

m g m
Z A = Z Ok Z P%(ky,;-
i=1 k=1 i=1
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2.1 Vybérové hlavni komponenty

Nyni se budeme zabyvat odvozenim vybérovych verzi hlavnich komponent
v pripadé, ze mame k dispozici ndhodny vybér (X, ..., X,,) tvofeny p-rozmérny-
mi ndhodnymi vektory, které umistime do radki datové matice X typu n x p.
Prislusnou kovarian¢ni matici 3 odhadneme pomoci vybérové kovarianéni matice
zminéné jiz v rdmci kapitoly 1, tj.

1 —
$=-X'X-X X', (2.2)
n

s vektorem vybérovych priméri sloupcii datové matice znacenym jako X =
(X1,...,X,)". V piipadé, Ze jsou slozky ndhodnych vektort ve vybéru uvedeny
v riuznych jednotkach, je vhodnéjsi pracovat s vybérovou korelacni matici R. Ta
je vytvorena jako vybérova kovarianéni matice pro standardizované slozky (2.1).

Odpovidajici dvojice vlastni ¢islo — vlastni vektor matice S (Ize také pouzit
matici R) ozna¢me (le,él), . (5\p, é,), kde M > > 5\p > (. Pak analogicky
jako v nevybérové c¢asti, j-ta4 vybérova hlavni komponenta prislusna nahodnému
vektoru X;,7 =1,...,n, je ddna vztahem

V=6 X j=1....p.

Opét se jedna o takovou linearni kombinaci I X;, ktera vzhledem k podmince
1/ l; = 1 maximalizuje vybérovy rozptyl I $l; a spliiuje pozadavek nekorelovanosti
s kazdou z dosud vytvorenych kombinaci.

Oznadime-li matici vlastnich &sel vibérové kovarianéni matice jako I', mil-
zeme vyse uvedeny predpis pro hlavni komponenty zapsat do maticové podoby
jako

Y = XTI, resp. jako ¥ = (X — lnYT)IA‘,

pricemz symbol 1,, predstavuje sloupcovy vektor tvoreny n jednickami. Podobné
jako v teoretickém pripadé plati, ze

var Y; = \;, cov(f/i,f/j):Oproi,jzl,...,p, i # 7.

Vysvétlend variabilita p vybérovymi hlavnimi komponentami je pak rovna 3°7_; \;,
coz odpovida souctu prvki na diagonale vybérové kovarianéni matice, tj.

p [
> si=> N, (2.3)
i—1 =1

kde s;; znaci prvek (7,7) matice $. Odhad korelace mezi veli¢inou Xj a hlavni
komponentou Y; je dan vzorcem

A

Skk

rx,Y; = €ki

(viz Johnson a Wichern, 1992, str. 368).
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2.2 Grafické znazornéni

V literature je uvedena celd fada metod, jakymi lze data pomoci hlavnich kom-
ponent zobrazit. Stézejni roli v grafickych interpretacich hraji prvni dvé hlavni
komponenty nesouci nejvétsi miru informace. Namérend data nebo jejich trans-
formaci tedy muzeme promitnout do grafii, jejichz osy reprezentuji prvni dvé
hlavni komponenty, pripadné mizeme provést tzv. analyzu hlavnich souradnic.
Pro grafickou ilustraci jsme zvolili tzv. biplot a se zbylymi metodami se miizeme
blize seznamit v knize Jolliffe (2002, kap. 5).

Biplot nebo téz ,dvojny graf® je graficky prostredek hojné pouzivany v mno-
horozmérné analyze dat a existuje v nékolika verzich. My se budeme zabyvat tou,
kterd vychéazi z metody hlavnich komponent. Jedna se o graf, na kterém jsou zna-
zornéna pozorovani a vztahy mezi statistickymi znaky vzhledem k prvnim dvéma
hlavnim komponentam. Data jsou tedy promitnuta do dvoudimenzionalniho pro-
storu. Nejprve vyjdeme ze singularniho rozkladu datové matice, na jehoz zakladé
provedeme jeji aproximaci matici hodnosti dvé, ktera je optimalni z hlediska mi-
nimalizace Frobeniovy normy rozdilu puvodni a aproximujici matice (viz definice
2 v kapitole 1).

Na zakladé teoretickych poznatkl popisme konkrétni zpiisob, jakym se bi-
plot vytvari. Uvazujme datovou matici X € R"*P s hodnosti r. Ekonomicky tvar
singularniho rozkladu této matice znac¢me

X =ULV',

kde U € R™ " resp. V € RP*" znad¢i ortonormalni matice a I. € R™*" je diagonalni
matice s prvky Iy > Iy > --- > [, > 0 na hlavni diagonéle. Déle pro o € [0, 1]
definujme diagondlni matici L.* = diag (I$,19, ..., 1%). Analogicky je zadefinovana
matice L'~ Ozna¢ime-li nyni matice

1

N

dostavame vyjadieni matice pozorovani jinym zpusobem:

G=+/nUL'"™ a H VL,

X =ULV' = UL LevT =

1 (2.4)
o 11— T Trawyl ) T
= (VUL )(\/ﬁmv )_GIH .
Odtud také vidime, ze prvek na pozici (7, j) matice X lze vyjadrit jako
Tij = Y Uielkvjk (2.5)
k=1

kde g; a h; oznacuje i-ty, resp. j-ty sloupec matice G a H. Za predpokladu
hodnosti matice X alespon dvé mizeme aproximovat jeji prvky tim zpiisobem, Ze
ve vyse uvedeném vztahu nascitdme pouze prvni dva cleny rozvoje. Dostaneme
pak nasledujici odhad analogicky vztahum (2.5) a (2.6):

2

2

~ ~ T

Tij = Z Uirlpvjp = Z gikhjxr = gi hy,
k=1 k=1
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kde vektory g; a f;j obsahuji prvni dva prvky vektorii g; a h;. Vyuzitim rozkladu
ze vzorce (2.4) jsme tedy matici X aproximovali n X p rozmérnou matici

X = GH,

kde matice G a H maji rozméry n x 2 a p x 2 a jsou tvofeny prvnimi dvéma
sloupci matic G a H.

Biplot pak sestavd z fadkt matic G a H, pricemz fadky G predstavuji tzv.
skory a Fadky H tzv. zdtéZe prvnich dvou hlavnich komponent. Rédky G jsou na
biplotu vyznaceny jako body a fadky H jako Sipky. Ty vychézeji z bodu, jehoz
soufadnice odpovidaji aritmetickému priméru sloupctt matice G, a v p¥ipadé, ze
pracujeme s centrovanymi daty (tj. X = 0,), tak z po¢atku soustavy souradnic.
K témto charakteristikdm se jesté vratime v c¢asti s grafickymi ilustracemi, ktera
nasleduje nize.

Nyni se podivame na dalsi vlastnosti biplotu, podrobnéjsi informace jsou k dis-
pozici v knize Jolliffe (2002, str. 90-96). Bez Gjmy na obecnosti budeme predpo-
kladat, ze data, ktera mame k dispozici, jsou jiz centrovana. Pak ma&a vybérova
kovarian¢ni matice tvar ]

$=-X"X.
n
Vyjadreni pozorovani ve formé rozkladu (2.6) je nejednoznacné, nebot k nému
vede vice moznych voleb «. Z hlediska lepsi interpretace biplotu je zvykem polozit
a = 1. Pri této volbé dostdvame G = /nU, H = ﬁVIL, a vyuzitim ortonormality
matice U také

X'X=(CH")'GH" = HG'GH" = nHH"

=nS.

Odtud tedy vidime, ze soucin h;-rhk predstavuje vybérovou kovarianci mezi j-
tou a k-tou veli¢inou a iLJTiLk ji aproximuje. Dale kosinus uhlu «, ktery sviraji
vektory h; a hy, j # k, je piiblizné roven vybérovému korela¢nimu koeficientu
mezi velicinami X; a X, tj.

h]
o= —=——F=
i

RTX;x, € [—1, 1] .

Euklidovska vzdalenost mezi g; a gi je rovna Mahalanobisové vzddlenosti mezi
vektory pozorovani x; a xj, tedy

195 = grll = Nl — ®llar-

V nésledujici ¢asti uvedeme ukazku pouziti biplotu na ptikladu s realnymi
daty. Jak jiz bylo zminéno vyse, sipky na grafu predstavuji zkoumané nahodné
veli¢iny. Délka Sipky zhruba odpovida rozptylu. Tedy ¢im je Sipka delsi, tim vétsi
vliv bude mit ndhodna veli¢ina na usporadani dat. Dale kosinus mezi Sipkami
priblizné vyjadiuje hodnotu korela¢niho koeficientu mezi prislusnymi nahodnymi
veli¢inami. Cfm je tihel mezi Sipkami mensi, tim vice vztah mezi veli¢inami od-
povida linearni zavislosti.
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Priklad — zemeédélstvi. Ukazeme si, jakym zptisobem interpretovat biplot pro
puvodni i standardizovand data. Vychazime z datového souboru, ktery udava
hektarové vynosy sklizné hlavnich zemédélskych plodin v jednotlivych krajich
Ceské republiky za rok 2014 (puvodni i standardizovana data jsou vcetné zna-
¢eni pritazenych plodindm a jednotlivym krajim uvedena v prilohdch A.1 a A.2).
Zkoumanymi veli¢inami jsou produkce psenice, jecmene, brambor, fepky, slunec-
nice a picnin. Dohromady tedy pracujeme s 6 x 14 = 84 pozorovanimi.

Nejprve se vénujme ukézce na ptvodnich datech. Pomoci funkce prcomp v soft-
waru R ziskdme zékladni predstavu o hlavnich komponentach dané¢ho datového
souboru. Cést vystupu nalezneme v tabulce 2.1. Prvni dva fadky uvadéji poradi
a pribliznou hodnotu smérodatné odchylky Sesti hlavnich komponent. Na tietim
radku je uvedeno, jak velka procentualni mira variability je prislusnou kompo-
nentou vysvétlena, posledni fadek pak odpovida celkové procentudlni variabilité
vysvétlené nékolika prvnimi komponentami. Jiz prvni komponenta vysvétluje pri-
blizné 91% celkové variability, coz se zda jako velice dobry vysledek. Pokud se
vsak podivame na strukturu dat, zjistime, Ze mezi plodinami silné dominuji vy-
nosy psenice, coz nejspis bude mit zna¢ny vliv i na podobu hlavnich komponent.
Prvni hlavni komponentu lze charakterizovat jako primeér vynost zemédélskych
plodin, kde nejvétsi vahu maji vynosy sklizné psenice. Naproti tomu druhou hlavni
komponentu lze popsat jako ,kontrast“ — primér vynosu se zapornymi koefici-
enty u vsech plodin kromé psSenice a slunecnice. V absolutni hodnoté nejvetsi
vahu v tomto ptripadé maji picniny.

Podivejme se nyni na samotny biplot na obrazku 2.1. Rozmisténi kraju zleva
doprava naznacuje vynosnost v péstovani zemédélskych plodin od nejmensi po
nejvétsi. Nejhtuire co do vynosnosti jsou na tom Praha, Karlovarsky a Liberecky
kraj. Zhruba uprostied se nachézi napt. Kralovéhradecky a Pardubicky kraj. Nej-
vyssimi vynosy pak disponuje kraj Stredocesky. Ve spodni ¢asti biplotu jsou roz-
mistény ty kraje, u nichz prevladaji vynosy sklizné je¢mene, brambor, fepky a pic-
nin (napf. Vysocina), v horni ¢asti jsou oblasti s prevlddajicimi vynosy sklizné
pSenice a slunecnice (napf. Ustecky kraj). Nejdelsi ¢ervend sipka piislusi psenici,
jez mé nejvétsi vliv na rozloZeni bodi na biplotu. Sipky pro picniny a bram-
bory, resp. je¢men a fepku ukazuji stejnym smérem a tthel mezi nimi je maly, coz
odpovida kladné korelovanosti a vétsimu vzajemnému vlivu.

Jak jsme jiz zminili vyse, vynosy psenice dosahovaly ve srovnani se zbylymi
plodinami mnohem vyssich hodnot, kviili cemuz mohl mezi veli¢inami vzniknout
znacny nepomér. Z tohoto divodu jesté provedeme standardizaci dat, pomoci
které srovname dilezitost vsech plodin. V tabulce 2.2 vidime, Ze po této tpravé
datového souboru vysvétluje prvni hlavni komponenta 73,95% celkové variabi-
lity, coz je méné nez v predchozim ptipadé. Prvni komponenta opét reprezentuje
primeér vSech veli¢in nyni s mnohem vyrovnanéjsimi vahami. Druha hlavni kom-
ponenta ma podobu pruméru, ve kterém psenice, je¢men a slunecnice vystupuji
s kladnym znaménkem a brambory, fepka a picniny se zapornym znaménkem.

Kladné korelované jsou opét vynosy sklizné jecmene a fepky, podobné také
vynosy sklizné brambor a picnin, jak lze vidét na obrazku 2.2. Naproti tomu thel,
ktery sviraji Sipky prislusné bramboram a slunecnici, je témeér pravy, a proto
tyto veli¢iny nejspise budou nekorelované. Rozlozeni kraji, co se vynosu tyce, je
podobné jako v nestandardizovaném pripadé.
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1. hlavni komponenta

Obrazek 2.1: Biplot pro zemédélska data

k 1 2 3 4 5 6
sd | 332,59 93,08 31,08 24,98 15,13 1,65
% | 91,34 715 080 052 019 0,00
S| 91,34 9850 99,20 99.81 100,00 10000

Tabulka 2.1: Variabilita vysvétlena hlavnimi komponentami pro zemédélska data
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1. hlavni komponenta

Obrézek 2.2: Biplot pro standardizovana zemédélska data

k 1 2 3 4 5 6
sd| 2,11 1,02 057 036 025 0,08
% | 73,95 17,28 549 212 1,06 0,00
S 73,95 91,23 96,72 98,84 99,91 100,00

Tabulka 2.2: Variabilita vysvétlena hlavnimi komponentami pro standardizovana
zemeédeélska data
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2.3 Volba poctu hlavnich komponent — prehled
literatury

Hlavni pfinos metody hlavnich komponent spoc¢iva v tom, ze nékolika prv-
nimi hlavnimi komponentami lze nahradit zkoumané nahodné veli¢iny, kterych je
obvykle mnoho, a tim snizit dimenzi datového souboru na mnohem mensi ¢islo.
Vyvstava vsak otazka, jakym zptsobem definovat tento vhodny pocet hlavnich
komponent, abychom vyznamné zredukovali pocet zkoumanych veli¢in, avsak aby
stale jesté nedoslo k markantni ztraté informace. K problematice volby optimal-
niho poctu lze pristoupit nékolika zptusoby. Napt. vypocetné jednodussi pravidla
povazuji za vhodny takovy pocet nékolika prvnich hlavnich komponent, které
spliuji podminku tykajici se predem stanovené miry vysvétlené variability. U vy-
pozaduje, aby v néjakém smyslu optimalizoval predepsané kritérium. Rovnéz je
dilezité si uvédomit, ze vétsina metod nevede k odhadu kyzeného optimalniho
poctu hlavnich komponent ve statistickém slova smyslu.

Otézkou volby vhodného poctu hlavnich komponent se rovnéz zabyvala cela
rada autort® a mame k dispozici velké mnozstvi prehledovych ¢lankt a knih zaby-
vajicich se timto tématem. Uceleny prehled pravidel a metod nalezneme v knize
Jolliffe (2002, kap. 6.1). Srovnani ,heuristickych“ pravidel (napf. postupy odvo-
zené na zakladé podilu vysvétlené variability, Kaiserovo-Guttmanovo kritérium,
pravidla zalozend na grafickém vystupu atd.) s jejich obdobou v bootstrapové
verzi a se statistickymi testy nabizi ¢lanek Sobczyk a kol. (2017). Porovnani to-
hoto druhu metod je rovnéz predmétem ¢lanku Peres-Neto a kol. (2005). Pohled
na problematiku skrze zavedeni pravdépodobnostniho modelu nabizi clanek Tip-
ping a Bishop (1999). Otazkou vybéru poc¢tu hlavnich komponent na zdkladé
dalsich pokrocilych metod se zabyva Park a Konishi (2017). Pfedmétem zajmu
mnoha studii jsou také postupy zalozené na vypocetné narocnych proceduréach.
Jmenujme napf. metody odvozené na zakladé kiizového ovérovani, které shrnuje
Bro a kol. (2008), nebo metody zalozené na zakladé bayesovského modelu, jenz
je blize popsany v Hoyle (2008), Minka (2000), Seghouane a Cichocki (2007),
Sobcezyk a kol. (2017) a Suarez a Ghosal (2017). V ramci této kapitoly uvedeme
prehled zakladnich postupt, které jsou casto zalozené na subjektivni tvaze ¢i

vvvvvv

kapitoly 5.

2.4 Heuristicka pravidla

Heuristicka pravidla, jez si nyni predstavime, lze stru¢né shrnout jako ,ad
hoc pravidla“, ktera se obvykle snadno aplikuji v praxi a jsou vypocetné rychla.
Avsak problém muze nastat, pokud je pouzivame zcela automaticky, nebot jejich
aplikace na data se specifickou strukturou muze vést k zavadéjicim vysledkim.
Zamérime se na metodu zalozenou na souctovém podilu variability, Kaiserovo-
Guttmanovo kritérium, broken stick model, scree graf a LEV diagram.

Zminéna pravidla aplikujeme na nékolik datovych soubort z balicku SMSdata,
v softwaru R, jez je mozné stdhnout na adrese Hldvka, Z. (2012). Konkrétné po-
wzijeme datové soubory athletic (vysledky atletické soutéze pro 55 zemi a 8
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disciplin), bank2 (hodnoty 6 rozmérovych parametru 100 Svycarskych bankovek),
uscomp (ekonomické parametry 78 firem v USA — 6 ukazateld) a uscrime (za-
znamy o trestnych ¢inech v 50 statech USA — méfeno 7 proménnych). Z uvedenych
datovych souborti jsme pouzili pouze spojité proménné a kvili riznému méritku
jsme provedli standardizaci veli¢in u vsech datovych souborti. Vybérové charak-
teristiky pouzitych dat jsou k dispozici v ptiloze A.3. Hlavni komponenty jsme
pro kazdy z datovych souborti ziskali pomoci ptikazu princomp, ktery k vypoctu
pouziva spektralni rozklad vybérové kovarianéni matice. Piikaz prcomp, pouzity
pri analyze hlavnich komponent pro zemédélska data, naopak pouziva singularni
rozklad datové matice. Oba pristupy jsou vsak ekvivalentni, a proto neni prilis
diilezité, ktery z nich zvolime.

2.4.1 Souctovy podil variability

Toto pravidlo je velmi intuitivni a jiz jsme je nastinili na predchozich mistech
této kapitoly. Zhruba feceno pozadujeme, aby informace obsazena v nékolika
prvnich hlavnich komponentach dosahovala predem zvolené hodnoty. Vybérové
hlavni komponenty jsou konstruovany tak, aby meély co moznéa nejvetsi rozptyl,
pFiem? rozptyl k-té vybérové komponenty se rovna k-tému vlastnimu &slu Ay
vybérové kovarian¢éni matice. Navic dle vztahu (2.3) plati, Ze soucet rozptyla vy-
bérovych hlavnich komponent se rovna souctu prvki vybérové kovarianéni matice
na hlavni diagonale. Vyuzitim tohoto poznatku pak definujeme souctovy podil va-
riability jako

D EpY _ it Ai

Sm D

. p 3
=1 Sll ZZZI >\Z
coz se v pripadé pouziti vybérové korelacni matice zjednodusi na tvar

_ 2211 /A\z
p

Sm

Optimalni pocet hlavnich komponent, ktery je na zakladé tohoto pravidla dopo-
ruceno uvazovat, je takové nejmensi ¢islo m € {1,...,p}, pro které s, > s*, kde
s* se obvykle stanovi jako 0,95 (Jackson, 1993, str. 2207).

Otézkou vsak zustava, jakym zptsobem zvolit hodnotu s* vzhledem k da-
tovému souboru, jenz mame k dispozici. Obecné se zvysujicim se poctem po-
zorovani n ¢i sledovanych statistickych znakii p volime spise nizsi s*. Pozname-
nejme, ze vzdy je tfeba zohlednit konkrétni strukturu dat. Pokud napft. jsou
prvni, resp. prvni dvé hlavni komponenty primarnim zdrojem variability, ktery je
mozno podlozit racionalnimi argumenty, polozime s* > 0,9. Pokud ovsem pracu-
jeme s velkym mnozstvim veli¢in, tj. ¢islo p je znacné velké, pak se doporucuje
zvolit s* < 0,7. I pres svou snadnou aplikaci je kviili znacné subjektivité pri volbé
kyzené hladiny s* vySe popsana metoda povazovana za nespolehlivou.

2.4.2 Kaiserovo-Guttmanovo kritérium

Kritérium vychazi z nasledujici myslenky: pokud jsou vsechny slozky nahod-
ného vektoru X navzajem nezavislé, pak prislusné hlavni komponenty splyvaji
s témito slozkami a v pripadé pouziti korelacni matice maji také jednotkové roz-
ptyly. Pokud tedy mé v obecném pripadé komponenta mensi rozptyl nez jedna,
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obsahuje ve srovnani s ptivodni velicinou méné informace, a proto se tato kom-
ponenta nepovazuje za dostatecné prinosnou.

Kaiserovo-Guttmanovo kritérium doporucuje zvolit takovy pocet hlavnich kom-
ponent (odvozenych na zékladé vybérové korelacni matice), jejichz rozptyl i
presahne hodnotu A\* = 1. Kromé intuitivni predstavy popsané vyse se rovnéz
muzeme setkat s exaktnéjsim zdivodnénim vychéazejicim z modelu faktorové ana-
lyzy (Jolliffe, 2002, kap. 6.1.2). Na zékladé simula¢nich studii se déle usoudilo, ze
vhodnéjsi volbou je A* = 0,7 (viz tamtéz). V piipadé odvozeni hlavnich kompo-
nent pomoci vybérové kovarianéni matice je mozné pravidlo pouzit tak, ze jako
bod zlomu stanovime aritmeticky prumeér vlastnich ¢isel

PN

f =z
p
resp. nizsi hodnotu

A= 0,7\

2.4.3 Broken stick model

Na tomto misté zminme dalsi pravidlo vychazejici z rozboru samotnych hod-
not vlastnich ¢isel. Jednd se o tzv. broken stick model (nebo téz model ,zlomené
hialky“), ktery predstavuje soubor rovnomérné rozdélenych ¢asti, na které je na-
hodné rozdélen tsek délky jedna. Kritérium volby poctu hlavnich komponent je
zalozené na porovnani se stfedni hodnotou jednotlivych ¢asti, o jejimz predpise
vypovida nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5. UvazZujme tsek délky jedna, ktery je rozdélen na p cdsti tak, Ze body
zlomu jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim
na intervalu [0, 1]. Pak je stredni hodnota m-té nejdelsi édsti rovna

| =

~

p
i=m

e~

Diikaz. Dikaz je uveden ve ¢lanku Frontier (1976, str. 68). Tvrzeni dokdzeme
jinym zplsobem, a to pro stfedni hodnotu nejdelsi ¢asti. Oznacme X; < ... <
Xp—1 ndhodné veli¢iny reprezentujici pozice déleni na jednotlivé casti, ze kterych
se usek sklada. Poc¢atecni bod tiseku splyvajici s nulou znac¢ime X, koncovy bod
oznacujeme X, a ten ztotoziujeme s jednickou. Dale pouzijme nasledujici znaceni
pro délky kazdé z casti: V) = X; — X,,...,V, = X, — X,_;, pficemz plati omezeni
na celkovy soucet délek casti:

p
V=1
i=1

Uvazujme pravdépodobnost, Ze jednotlivé délky v k-tici sestavené z Vi, ..., V),
prvky této k-tice oznacme jako Vi*,... V), pfekracuji hodnoty aq,...,ar > 0,
pro néz plati 35, a; < 1. Pak podle vzorce (6.4.3) v knize David a Nagaraja
(2003) 1ze ukazat, ze se tato pravdépodobnost rovna

P{Vi>an,. . ,.Vi>a)y=01-a —...—a)’ " (2.7)
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Interpretace pro p = 2 je nasledujici — pravdépodobnost, ze délka nahodné vy-
brané ¢asti (napr. prvni zleva Vi; délky dvou ¢asti jsou stejné rozdélené zavislé
nahodné veli¢iny) prekrodi ay, je 1—ay, coz je doplnék do jednicky. Pokud budeme
uvazovat zvysujici se p > 2, potom bude pravdépodobnost (1—a; )P~ klesat, nebot
bude pravdépodobnéjsi, ze je interval rozdélen na vice ¢asti, a pravdépodobnost
prekroceni a; se bude snizovat. Uvedme jesté prehled uzitych vyrazu:

« p znadl pocet Casti,
e p—1 je pocet bodi déleni,

Vi znaci nahodnou veli¢inu predstavujici délku i-té casti,

* Vfl):ma’x{vl:“-:%}'

Vyuzitim zminéného poznatku se jiz dostavame k urceni pravdépodobnosti,
ze Cast s nejdelsi délkou V{y) je vétsi nez z € (0,1):

P{V(l)>x}:P{VI>a¢VV2>a: VeV V> a}
P
— Z(—l)’“‘l(p)(l—ka:)p‘l,
k=1 k

kde se uvazuji pouze ty séitance, pro které kxz < 1. Druha rovnost vychazi z prin-
cipu inkluze a exkluze (viz Matousek a NeSetril, 2009, str. 101, Véta 3.6.2). Nyni
jiz muzeme vyjadrit stfedni hodnotu nejdelsi ¢asti, pricemz ve vypoctu nize po-
uzijeme symbol Fy,,, (z) pro oznaceni distribué¢ni funkce veli¢iny V).

EVy = /Doo (1 - ij(l)($)) dzx = /Doo P {V(l) > az}da:
Y,
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Na druhé radce odshora vyse uvedeného vypoétu se uplatnilo omezeni kx < 1
a posledni rovnost byla ziskana na zakladé obecné znamé rovnosti pro harmonicka
¢isla (viz poznamka za diukazem tvrzeni), jejiz dikaz je uveden v priloze A 4.

O

Poznamenejme, ze vyraz
L |

Hp = Z;
i=1

z Tvrzeni 5 se oznacuje jako p-té harmonické ¢islo. Prehled sttednich hodnot
délek jednotlivych ¢asti pro vybrané pocty déleni useku p je uveden v tabulce
2.3. MuzZeme si napt. vSimnout, ze stfedni hodnota délky druhé nejdelsi casti
z osmi, na které je usek o délce jedna rovnomérné rozlaman, se priblizné rovna
0,21.
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1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

04567 0,2567 0,1567 0,09 0,04

0,4083 0,2417 0,1583 0,1028 0,0611 0,0278

0,3704 0,2276 0,1561 0,1085 0,0728 0,0442 0,0204

0,3397 0,2147 0,1522 0,1106 0,0793 0,0543 0,0335 0,0156

0,3143 0,2032 0,1477 0,1106 0,0828 0,0606 0,0421 0,0262 0,0123

10 0,2020 0,1929 0,1429 0,1096 0,0846 0,0646 0,0479 0,0336 0,0211 0,01

© 0 J O Gt

Tabulka 2.3: Broken-stick model — stfedni hodnoty délek m-tych nejdelsich ¢asti
useku rozdéleného na p kusii

Pravidlo volby optimélniho poc¢tu hlavnich komponent je zalozeno na porov-
nani s modelem broken stick. Predstavme si, ze se celkova variabilita (soucet
vlastnich ¢isel korela¢ni nebo kovarianéni matice) ndhodné ptiradi jednotlivym
hlavnim komponentam. Pak se podil variability pripadajici na jednotlivé hlavni
komponenty porovna se stfednimi hodnotami odpovidajicich ¢asti v broken stick
modelu. Hlavni komponentu povazujeme podle kritéria za dostatecné informa-
tivni, pokud jeji podil variability, tj.

————, v pripadé vybérové kovarianéni matice, resp.

Am
I EPY

>

m v/ v , v 2z v_ 7 .
—, Vv pripadé vybérové korela¢ni matice,
p

presdhne stfedni hodnotu m-té nejdelsi ¢asti v broken stick modelu, coz je

1 (2.8)

p
i=m

=

(viz Jackson (1993, str. 2207) a Jolliffe (2002, str. 115, kap. 6.1.2)). Pocet informa-
tivnich hlavnich komponent je zaroven optimalnim poc¢tem hlavnich komponent,
které bychom meéli uvazovat. Uvazime-li ilustraci specialniho pripadu na obrazku
2.3, jenz bude popséan v ¢asti nize, pak by podle kritéria byly za informativni pro-
hlaSeny hlavni komponenty s nizsim podilem vysvétlené variability. Je otazkou,
zda je tato volba skutecné vhodna, a jestli by nebylo lepsi zvolit stejny optimalni
pocet, avSsak nékolika prvnich hlavnich komponent a striktné ne téch, které pre-
krocily sttedni hodnotu prislusného tseku v modelu. Pokud tedy nastane situace,
ze za informativni nebude prohlasena jiz prvni hlavni komponenta, povazujeme
doporuceni na uvazovani jinych, za informativni prohldsenych, hlavnich kompo-
nent za nespolehlivé.
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Obrézek 2.3: Srovnani modelu Dy a Dgg

2.4.4 Porovnani rozdéleni vlastnich cisel a broken stick
modelu

Odlisnost strednich hodnot, a tudiz i rozdéleni podilu variability, jenz je vy-
pocten na zakladé vlastnich ¢isel (vlastni ¢isla, a tedy i podil variability jsou
sefazeny sestupné) bilé Wishartovy matice (viz definice 4 v kapitole 1), rozdéleni
znac¢ime D), a rozdéleni vzestupné sefazenych tseki z modelu broken stick, zna-
¢ime Dpgg, budeme demonstrovat na numerické simulaci.

Generovani pseudondhodného vybéru z Dgg rozdéleni:

Ackoliv ke kyzenému porovnani obou rozdéleni pouzijeme teoretické stredni hod-
noty modelu Dpgg, popiseme efektivni zptsob, jakym by bylo mozné data z Dpg
rozdéleni generovat. Nahodny vybér rozsahu n vytvorime pomoci metody zvané
uniform-spacing, kterd je k nalezeni v knize Devroye (1986) a 1ikd, Ze v pripadé
7e Y = (Y1,...,Y,)" je vektor nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in
s exponencialnim rozdélenim se stejnou stfedni hodnotou, tak potom

Y;

Vie =" i=1,...p, 2.9
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jsou stejné rozdélené nahodné veliciny. Zrejmé plati
Vi+---+V,=1 V;>0, Vi=1,...,p

a lze tak generovat ndhodné zvolené déleni intervalu jednotkové délky (simulace
broken stick). Vyhoda oproti rovnomérnému vygenerovani bodu déleni je skutec-
nost, ze neni potieba body zlomu dvakrat seradit a az nasledné mit rovnomérné
rozdéleny interval. Poznamenejme, ze v pripadé zamény exponencialniho rozdé-
leni za napt. rozdéleni rovnomérné normovany vysledek (2.9) nevede k rozdéleni
intervalu s rovnomérné rozdélenymi pozicemi bodu déleni (Shaw, 2010).

Generovani pseudondhodného vybéru z D, rozdéleni

Nahodny vybér rozsahu n, z néhoz sestavime matici XX, budeme generovat
z rozdéleni NV, (0, L,). Spocteme vlastni ¢isla této matice a kazdé z nich podélime
celkovym souctem vlastnich ¢isel (to proto, aby soucet prvku vektoru byl roven
jedné).

Porovnani rozdéleni Dgg a D,

V této numerické studii budeme porovnavat stiedni hodnoty poradkovych statis-
tik. Pro rozdéleni Dpg pouzijeme teoretické stredni hodnoty délek tsekl a z na-
hodnych vybéri z rozdéleni D, vytvorime priumeéry. Tyto hodnoty budeme v gra-
fech vykreslovat postupné zleva doprava, tj. odhad stfedni hodnoty maxima, popft.
teoreticka stiedni hodnota nejdelsiho tiseku jsou zcela nalevo. Vse provadime na
1000 simulacich pro odlisna n = 50, 100, 250,500 a p = 5,10, 50. Pro tato data
stfedni hodnoty tsekll s nejvyssimi délkami z Dgg rozdéleni presahuji odhady
stfednich hodnot podili variabilit, v ptipadé tseki nizsich délek je tomu vétsi-
nou naopak, jak lze sledovat na obrazku 2.3. Zvlasté zajimavy je ,patologicky“
pripad n = p = 50, kdy doslo k dvojimu prekiizeni pomyslnych kiivek spojujici
teoretické, resp. odhadnuté stredni hodnoty.

2.4.5 Scree graf

Toto pravidlo vychazi z grafu, na jehoz vodorovné, resp. svislé ose jsou znazor-
néna poradi, resp. vlastni ¢isla prislusna jednotlivym hlavnim komponentdm, at
uz odvozenym na zakladé vybérové kovariancni ¢i korelacni matice. Vlastni ¢isla
s mensimi hodnotami, které reprezentuji ¢asti variability pripadajici na jednotlivé
hlavni komponenty, by pak méla priblizné lezet na primce (ne nutné vodorovné).
Bod, ve kterém dochazi k oddéleni této primky od zbytku vlastnich ¢isel, rozdé-
luje vlastni ¢isla pfislusnd interpretovatelnym komponentdm (nalevo od kyzeného
bodu) od téch, které nesou pouze mensi mnozstvi informace. Nékteri autori dopo-
rucuji rovnéz zahrnout komponentu, jez prislusi prvnimu vlastnimu ¢islu napravo
od kyzeného oddélujiciho bodu.

Nevyhodou tohoto postupu je castd nepritomnost ocividného oddélujiciho
bodu, pripadné vétsi mnozstvi potencidlnich oddélujicich bod, coz do problema-
tiky volby adekvatniho poc¢tu hlavnich komponent vnasi jesté vice subjektivity.
Proto existuje celad fada modifikovanych metod, z nichz nékolik zminime. Jednim
z alternativnich pristupti je vypocet vlastnich ¢isel korelacni matice prislusné na-
hodnému vybéru z rozdéleni N,(0,1,), kde délka ndhodnych vektort p a pocet
realizaci n jsou totozné s rozsahem puvodniho datového souboru. Takto ziskana
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vlastni ¢isla se zakresli do klasického scree grafu. Vlastni ¢isla nalevo od priise-
¢iku dvou vzniklych kiivek pak prislusi interpretovatelnym komponentam. Takto
modifikovany scree graf jsme aplikovali na standardizovana zemédélska data a jim
odpovidajici ndhodny vybér o rozsahu n = 14 z rozdéleni N;(0, Ig). Podle popsa-
ného pravidla bychom zvolili pouze prvni hlavni komponentu, jak doklada obrazek
2.4. Hlavni komponenty pro standardizovana zemédélska data a data z mnoho-
rozmérného normalniho rozdéleni byly spocitany pomoci prikazu princomp. Dalsi
variantou scree grafu je LEV diagram, ktery si nyni popiseme.

Scree graf pro realna a generovana data

<+ — O
redlnd data

w - —— generovand data
g
<
£~
> 0\
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Obrézek 2.4: Scree graf pro standardizovand zemédélska data a nahodny vybér
o rozsahu n = 14 z rozdéleni N5(0,Ts). Na vodorovné ose je poradi jednotlivych
hlavnich komponent, na svislé ose jejich rozptyly (pfislusna vlastni ¢isla).

2.4.6 LEV diagram

LEV (Log-Figenvalue) diagram zobrazuje na vodorovné ose poradi hlavni kom-
ponenty k a na svislé ose hodnotu logj\k, kde M\ oznacuje k-té vlastni ¢islo vybeé-
rové kovariancni, resp. korelacni matice. Jedna se tedy o alternativni zobrazeni
scree grafu zminéného v predchozi podkapitole. Optimalni pocéet hlavnich kompo-
nent se pak rovna poradi komponenty, od které budou logaritmy vlastnich c¢isel
lezet priblizné na piimce. Podle ¢lanku Craddock a Flood (1969) je vysvétleni
takové, ze vlastni ¢isla spojena s vlastnimi vektory, které odpovidaji ¢asti ma-
tice s chybovymi (,$um®), nikoliv systematickymi slozkami (,signal®), klesaji
geometricky (tj. ve smyslu geometrické posloupnosti).

2.5 Shrnuti heuristickych pravidel
Na zakladé prehledu heuristickych pravidel pro volbu vhodného poctu hlav-
nich komponent jsme se presvédcili, ze jsou sice vypocetné nendrocné, avsak jejich

nevyhodou je znacné subjektivita a casto také ponékud zavadéjici popis. Proble-
matické je rovnéz porovnavani vlastnich ¢isel s konstantami, jejichz ptvod neni
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radné vysvétlen. Také jsme zjistili, ze pokud aplikaci nékterého kritéria, naprt.
broken stick modelu, obdrzime doporuceny pocet hlavnich komponent, pak podle
popisu kritéria jesté neni zcela ziejmé, které hlavni komponenty bychom méli
nadéle uvazovat. Tato situace se predevsim tyka specidlnich pripadi, jakym byla
data z obrazku 2.3. Béhem pouzivani heuristickych procedur tedy doporucujeme
byti obezietni.

Heuristické pristupy aplikujeme na standardizovana data z balicku SMSdata.
Na zakladé obrazka 2.5, 2.6 a vysledky z nich shrnujici tabulky 2.4 usuzujeme,
ze nejmensi pocet hlavnich komponent voli pravidlo zalozené na broken stick
modelu. Procedura zkoumajici souc¢tovy podil variability jich naopak radi zvolit
nejvice.

Srovnani vybranych heuristickych metod
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Obrézek 2.5: Srovnéani vysledkl heuristickych metod aplikovanych na data z ba-
licku SMSdata — scree graf, Kaiserovo-Guttmanovo kritérium s volbou porovnavani
s konstantou 1 (KG1) a 0,7 (KG2) a souctovy podil variability (zndzornény hod-
noty s, hranice s* = 0,9 kvuli prehlednosti jiz nevykreslena). Vlastni ¢isla byla
vypoctena na zakladé vybérové korelacni matice. Na vodorovné ose je uvedeno
poradi jednotlivych hlavnich komponent.
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bank2 uscrime athletic uscomp
scree graf 2 1 3 2
KG1 (A =1) 2 2 2 2
KG2(A=0,7)| 3 3 2 2
s*=0,9 4 5 3 3
broken stick 1 1 1 1

Tabulka 2.4: Doporucené volby poc¢tu hlavnich komponent na zakladé heuristic-
kych pravidel

bank2 uscrime
0.5+

0.4+ r
t 04r

03r

03F

02f 02l

athletic i uscomp
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04
03

021

Obréazek 2.6: Srovnani broken stick modelu s podily variability pripadajici na
jednotlivé komponenty, jejichZ poradi je vyznaceno na vodorovné ose. Vlastni ¢isla
byla spoctena na zakladé vybérové korelacni matice a data pochazeji z balicku
SMSdata.
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3. Asymptotické vlastnosti
vybérovych vlastnich cisel

Tato kapitola se blize vénuje asymptotickému rozdéleni vlastnich cisel vy-
bérové kovariancni matice a nejvétsiho vlastniho ¢isla bilé Wishartovy matice.
Zkoumani vlastnosti vlastnich ¢isel je obecné velmi komplikované, nebof vlastni
¢isla nelze zapsat jako racionalni funkei prvkia prislusné matice (Chiani, 2014).
7 tohoto divodu se napt. pri odvozovani asymptotického rozdéleni vlastnich cisel
klade mnozstvi omezujicich pozadavki na ptuvodni matici. Nejprve se vsak po-
divame na presné rozdéleni vektoru vybérovych vlastnich ¢isel bilé Wishartovy
matice (viz definice 4 v kapitole 1). O problematice presného rozdéleni vektoru
pozorovanych vlastnich ¢isel takovéto matice pojednava ¢lanek Chiani (2014).

3.1 Presné rozdéleni vybérovych vlastnich cisel

Uvazujme bilou Wishartovu matici M ~ W,(L,,n),M € RP*?  pro kterou

plati
M=X"X, XeR", (3.1)

kde matice X vznikla jako ndhodny vybér z rozdéleni N,(0,1,) usporddany do
radkia. Ozna¢me ¢ = min {n,p} a d = max {n,p}. Pak je podle ¢lanku Chiani
(2014, str. 70) sdruzené hustota vektoru sestupné sefazenych vlastnich ¢isel A\; >
Ay > ... > A. > 0 matice M ze vzorce (3.1) ddna predpisem

T

C (&
Az, oze) =K [Jexp 2 2f [ (2 — 2), (3.2)
i=1 j=it+1
kde 2y > 29> ... > 2.>0, a=(d—c—1)/2 a K je vhodné zvolend normovaci
konstanta, jejiz predpis je uveden v ¢lanku Chiani (2014, str. 70). Jesté pozna-
menejme, ze ve vétsiné aplikaci plati c =p a d = n.

Nyni provedeme softwaroveé symbolicky vypocet marginalnich hustot presného
rozdéleni vlastnich ¢isel bilé Wishartovy matice. Zminéné teoretické poznatky
tedy rozsirime o simulaci, kterou konfrontujeme s analytickymi predpisy pro hus-
totu, kterou ziskdme integraci sdruzené hustoty (3.2) pomoci symbolického vy-
poctu v softwaru Mathematica. Abychom ziskali margindlni hustoty, budeme in-
tegrovat sdruzenou hustotu vektoru vlastnich ¢isel pres prebytecné proménné na
definiénim oboru. Tuto integraci budeme provadeét symbolicky a v této ilustraci se
omezime na p = 3. Margindlni hustoty vlastnich ¢isel \;, Ay a A3 ziskdme pomoci
vzorcu

() = /OI /:2 fa(z, 2, 23)dwzdes, (3.3)
fro(z) = /:0 /Ox fa(zr, 2, 23)dzzday, (3.4)
fra(z) = /:o /:1 fa(z, 2o, v)dwoda,. (3.5)

Pfipomenme, ze sdruzena hustota (3.2) uvedend v piiloze A.5 udava rozdéleni
vektoru vlastnich ¢isel, jez jsou sestupné serazena podle velikosti, coz jsme vhod-
nym zpusobem zohlednili pfi volbé integracnich mezi ve vzorcich (3.3) — (3.5).
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Predpisy pro marginalni hustoty maji velmi komplikovany tvar a jsou rovnéz uve-
deny v priloze A.5. Analytické predpisy obsahujici soucin exponencidlni funkce
a polynomu jsou k nalezeni v priloze ve zdrojovém kédu softwaru Mathematica.
V pripadé, ze vykreslime histogramy pro 10 000 ndhodnych vybéra pii p = 3
a n = 10, dostavame vysledky, které jsou znédzornény na obrazku 3.1. Tvar sdru-
zené hustoty nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla pozorujeme na obrazku 3.2.

s
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Obrazek 3.1: Marginalni hustoty vlastnich ¢isel matice z rozdéleni Ws(I3, 10),
realizovano pro 10 000 ndhodnych vybéra

Sdruzena hustota A1 a A3

30

Obréazek 3.2: Sdruzend hustota nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla matice

z rozdéleni W (I3, 10)
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3.2 Asymptotické vlastnosti vybérovych vlast-
nich cisel za predpokladu jejich rtznosti

Nejprve se podivame na nékolik vlastnosti vybérovych hlavnich komponent
za predpokladu, ze puvodni data pochazeji z normalniho rozdéleni. Zaroven se
podrobnéji zamérime na predpoklad pro prislusna vlastni ¢isla, ktera maji byt
navzajem ruzna, a na dopady poruseni tohoto pozadavku. Nasledujici véta pojed-
nava o tom, ze za danych predpokladu jsou vybérové hlavni komponenty a vlastni
c¢isla vybérové kovarianéni matice v jistém smyslu optimalnimi odhady svych ne-
vybérovych verzi.

Tvrzeni 6. UvazZujme nahodny vybér z mnohorozmérného normdlniho rozdéleni
s kovarianéni matici X, jejiz vlastni ¢isla jsou navzdjem riznd. Pak vybérové
hlavni komponenty a vlastni ¢isla vybérové kovarianéni matice S jsou mazximdlné
vérohodnymi odhady jejich teoretickych protéjskii.

Diikaz. Viz Mardia a kol. (2003, str. 229, Theorem 8.3.1)
L]

V pripadé, ze vlastni ¢isla kovarianéni matice nejsou navzajem ruzna, vyse
uvedend véta neplati. Doklad4 to napt. specialni ptipad ¥ = oI, kdy p-rozmérna
diagonilni matice ¥ ma vlastni &slo 02 nasobnosti p, ke kterému lze prifadit
jakykoliv p-rozmérny nenulovy vektor jakoZzto vlastni vektor, z ¢ehoz vyplyva
nejednoznacnost. Navic vlastni ¢isla matice $ mohou byt obecné navzajem ruzna,
ackoliv jejich protéjsky prislusné matici X tuto vlastnost nemaji. Za této situace
a pri splnéni dalsich pozadavku vsak plati nasledujici obdoba vyse uvedené véty.

Tvrzeni 7. Necht je dany ndhodny vybér z mnohorozmérného normalniho roz-
déleni s kovariancéni matici X, jejiz k > 1 vlastnich ¢isel nabyvd hodnoty \*.
Prislusnou vybérovou kovarianéni matici oznacme jako S. Pak

i) aritmeticky primér | odpovidajicich vlastnich &isel matice § je mazimdiné
D D ] J
vérohodnym odhadem A\* a

(ii) vlastni vektory matice $ odpovidajici stejnym vlastnim ¢islim matice 3 jsou
mazximalné vérohodnymi odhady odpovidajicich vlastnich vektori v teoretické
verzi, ackoliv nejsou jednoznacné uréeny.

Diikaz. Viz Anderson (1963, str. 130, Theorem 2), kde je tfeba dosadit n = N.
]

Nyni shrneme asymptotické vlastnosti vybérovych vlastnich cisel a vlastnich
vektoru za predpokladu, ze jsou vlastni ¢isla kovarianéni matice navzajem ruzna.
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Véta 8. Necht X znaci pozitivné definitni matici, jejiz vlastni cisla jsou navzdajem
riznd. Ddle ozna¢me matice M ~ W,(X,n) a U=n"'M a waZujme singuldrni
rozklady ¥ = TATT a U = GLGT s maticemi A = diag(\y,...,\) a L =
diag(il, e ,j\p). Pak za téchto podminek plati

(3) \/ﬁ(ii - )‘i) E‘%N(O?QAE): 1= 1: SRRy L

(i) /n(3i — i) ~ Np(0,V,), i =1,....p, kde i, resp. v znaéi i-tj sloupec
matice G, resp. I' a

Ak

\‘r@ = )\3 —_ T.
kZ# (/\k — Ai)gﬁ}‘kﬁ}‘k

(iii) Prvky vektoru (5&1, ey j\p)T jsou asymptoticky nezdvislé s prvky matice G.

Diikaz. Viz Mardia a kol. (2003, str. 230, Theorem 8.3.3) pro dukaz ¢asti (i)
a Anderson (1963) pro dikaz zbylych ¢asti véty.

O
Obsah Véty 8 nam mimo jiné 1ika, Ze vlastni ¢isla matice U maji asymptoticky
normalni rozdéleni, jsou asymptoticky nestrannymi odhady vlastnich ¢isel matice
A a plati jejich asymptoticka nezavislost. Podobné i vlastni vektory matice U
maji asymptoticky normalni rozdéleni a predstavuji nestranné odhady vlastnich
vektori matice X.

3.3 Tracyho-Widomovo rozdéleni

Pti zkoumani asymptotického rozdéleni nejvétsiho vlastniho ¢isla bilé Wishar-
tovy matice se setkime s Tracyho-Widomovym rozdélenim tadu 1. Jelikoz toto
rozdéleni neni prilis znamé, uvedme si jeho definici.

Definice 8. (Tracyho-Widomovo rozdéleni) Tracyho-Widomovo rozdéleni radu
1 (2nacime jako TW:) je definovino distribuéni funkci, jez se 1idi nasledujicim
predpisem
1 joo
Fi(s) = exp {—5/ q(z) + (z — s)q2($)d$} , seR.

Ve vyse uvedeném symbol q(z) predstavuje jediné feseni nelinedrni Painlevého
diferencidalni rovnice

¢'(z) = zq(z) + 2¢*(x).

Navic se pozaduje, aby q(zx) spliiovalo podminku
q(z) ~ Ai(z) pri x — oo,
kde Ai(x) znaéi Airyho funkei.

Vice podrobnosti o Airyho funkci najdeme v kapitole 9 knihy Abramowitz
a Stegun (2010). Predpis distribuéni funkce 7W; z definice 8 jsme implemen-
tovali v softwaru Mathematica a porovnali se zabudovanym predpisem pro tuto
distribuéni funkei.
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Obrézek 3.3: Porovnani Airyho funkce a funkce ¢(z) z definice 8 implementované
v softwaru Mathematica

Shrnuti numericky spoc¢tenych zdkladnich charakteristik Tracyho-Widomova
rozdéleni je uvedeno v tabulce 3.1 (viz Tracy a Widom, 2009, str. 757).

[ o} V3 Y4

-1,207 1,608 0,293 0,165

Tabulka 3.1: Charakteristiky rozdéleni T W1, ve sloupcich po radé zleva doprava:
stfedni hodnota, rozptyl, sikmost, Spi¢atost (jedna se o upraveny vzorec s ode-
¢tenou Spicatosti normalniho rozdéleni)

3.3.1 Aproximace Tracyho-Widomova rozdéleni

Na zakladé numerické analyzy hustoty Tracyho-Widomova rozdéleni radu 1
bylo zjisténo, ze jej lze dobfe aproximovat gama rozdélenim. V této ¢asti prace
predvedeme v numerické studii, jak 1ze tuto aproximaci provést riznymi zptisoby.

Aproximace pomoci posunutého gama rozdéleni (ST)

Distribuéni funkei Fi(x) a hustotu fi(x) rozdéleni 7W; lze aproximovat po-
moci jejich protéjski gama rozdéleni (viz definice 5 v kapitole 1), tj.

1 T — [
]_ T—p

f1<I> ~ F(k’)@k (*T - M)kileiTu

v obou pripadech se pozaduje x > p. K aproximaci parametri posunutého gama
rozdéleni k, 6 a p autofi v literatute pristupuji rizné. Napt. Chiani (2014, str. 76)
pouziva k aproximaci porovnani tii teoretickych charakteristik, coz jsou stredni
hodnota, rozptyl a Sikmost posunutého gama rozdéleni, tj.

2
EG=k0+p, var G = k6?, Skew G = —,
8 vk
kde G ~ ST'(k,0, ). Ty se porovnaji s odpovidajicimi charakteristikami 7V,
rozdéleni, které znacime py,0% a ~3 jako stiedni hodnotu, rozptyl a Sikmost.
Vznikne tak soustava tii rovnic, jejimz fesenim je
204 1 0173

=M — —, kzia 0: .
Yy 3 2
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Aproximace pomoci zobecnéného gama rozdéleni (SGT')

Aproximaci T W) rozdéleni mizeme rovnéz provést pomoci zobecnéného gama
rozdéleni s parametrem posunuti (polohy), jak je uvedeno v definici 6 v kapitole 1.
Distribuéni funkci Fj(z) a hustotu fi(x) rozdéleni TW; je pak mozné aproximo-

vat jako
Ro)~ (k (”’;“)B) ,

R~ s (B0 e

pro oba pripady se vyzaduje x > u. Aproximaci rozdéleni 7W; provedeme po-
rovnanim ¢ty teoretickych charakteristik obou rozdéleni.

Aproximace pomoci posunutého gama rozdéleni (ST*) — modifikace
vypoctu

Aproximaci lze také provést pomoci posunutého gama rozdéleni, které ma tii
parametry, avsak kromé stfedni hodnoty, rozptylu a sikmosti zohlednime rovnéz
Spicatost. Z tohoto divodu budeme minimalizovat funkcional

. L my(D) — m(TWh)
k>0,9>%}16n>0,,u€R{Z< mi(']‘wl) ) } (3-6)

=1

kde m;(D) oznacuje i-tou teoretickou charakteristiku (po fadé stfedni hodnota,
rozptyl, Sikmost a $pic¢atost) prislusného rozdéleni D, pri¢emz m;(T W;) ziskdme
piimo ze softwarové implementace. Pocatecni podminky pro parametry nasta-
vime jako vysledné hodnoty z modelu ST a parametr § nastavime rovny jedné.
Newtonova metoda, kterou pouzijeme, nepripousti omezujici podminky a v pri-
padé nevhodné volby mizeme dojit k parametrum, které jsou zaporné a nedavaji
smysl.

Prednost pouziti funkcionalu (3.6) spoc¢iva v jeho konvexnosti, a tudiz vhod-
nosti pro metody zalozené na gradientnim pristupu, jako je Newtonova me-
toda. Dalsi vyhodou je urcitd numericka stabilita v charakteristikach. Alter-
nativné bychom mohli jednotlivym charakteristikdm pritadit vhodné stanovené
vahy, tento pristup by jiz vykazoval urc¢itou miru subjektivity.

Urcitou predstavu o presnosti aproximace si lze vytvorit na zakladé udaju
v tabulce 3.3, kde uzivame znaceni pro absolutni a relativni chybu aproximace:

m;(D) — m;(TWh)

Hustota aproximujicitho gama rozdéleni je témér v zakrytu hustoty 7 Wy, jak
pozorujeme na obrazku 3.4. Vyraznéjsi rozdil je patrny az pti volbé logaritmického
meéritka na svislé ose.

A.(D) =
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Shrnuti aproximacnich metod

Ve struéné numerické studii ukazeme, jak lze Tracyho-Widomovo rozdéleni
radu 1 aproximovat nékolika zptusoby pomoci gama rozdéleni, jak bylo popsano
v predchazejicim textu. Budeme porovnavat nasledujici hustoty:

o TW,; —Tracyho-Widomovo rozdéleni fadu 1 (vnitini implementace softwaru
Mathematica),

e ST — posunuté gama rozdéleni z definice 5, kde 1 = 1, shodna stiredni
hodnota, rozptyl a sSikmost

e SGT — zobecnéné gama rozdéleni z definice 6, shodna stfedni hodnota,
rozptyl, Sikmost a Spicatost

o ST* —posunuté gama rozdéleni z definice 6, kde § = 1, ziskané minimalizace
relativni kvadratické chyby stfedni hodnoty, rozptylu, sikmosti a Spicatosti.

Poznamenejme, ze v pripadech ST a SGT' odpovidal vzdy pocet parametri
poctu rovnic a bylo mozné ziskat presné reseni (az na chyby v aritmetické pres-
nosti). Tedy jsou ve shodé stredni hodnota, rozptyl, sikmost a i Spi¢atost v pripadé
SGT'. V pripadé ST mame ale 4 rovnice a 3 parametry a vysledné reseni na-
lezneme minimalizaci relativni kvadratické chyby podle vzorce (3.6). Jednd se
o zpusob, jak chybu spravedlivé rozdélit mezi vsechny ¢tyti charakteristiky a pri-
tom zadny z nich neopomenout. Ve vsech ptipadech bylo feseni hledano pomoci
modifikované Newtonovy metody (Wolfram Research, Inc., 2018) implementované
v softwaru Mathematica. Aproximace, co se tvaru hustoty tyce, je uspésna, jak
lze sledovat na obrazku 3.4, kde je také zobrazen detail hustoty v modu nebo od-
chyleni na chvostu v logaritmickém méritku. Aproximace parametri hustot ST,
SGT a ST jsou uvedeny v tabulce 3.2.

rozdéleni k£ 0 I6] 1
ST 46,446 0,186 1 —9,848
ST 46,360 0,186 1 —9,840

SGI' 84,650 0,032 0,783 —10,343

Tabulka 3.2: Parametry gama rozdéleni aproximujici 7 W,
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rozdéleni D

2

KD op V3D V4D
TW, —1,207 1,608 0,293 0,165
ST —1,207 1,608 0,293 0,129
SGT —1,208 1,607 0,308 0,151
ST —1,207 1,608 0,294 0,129
rozdil HD o % V3D V4D
A(ST™) 1,998x1071°  —5773x107 2713x107% —3,582x 1072
A (ST*) | 1,656x1071  —3591x1071* 9246x10™* —1,132x1072

Tabulka 3.3: Srovnani teoretickych charakteristik rozdéleni 7TW; a gama rozdé-
leni, véetné prislusnych rozdili a relativnich rozdila

Jak miizeme sledovat na obrazku 3.4, mezi modely ST a ST* nelze pozorovat
rozdil pro vétsi hodnoty hustoty 7W;. Po pribliZzeni oblasti modu pozorujeme,
ze Ctyr-parametricky model SGT je v tomto misté blize T W, nez predeslé mo-
dely. Na chvostu se odlisuji od 7 W) vSechny aproximacni modely. Pohledem na
obycejny graf hustoty lze tici, Ze vSechny aproximace jsou velmi ispésné. V praxi
by bylo ziejmé preferované volit model s nejnizsim poctem parametri, tj. ST.
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Obrazek 3.4: Srovnani grafi hustot rozdéleni TW; a aproximujicich gama roz-
déleni. Hustota (vlevo nahote), hustota v modu (vpravo nahore) a logaritmické
méritko (dole)

3.4 Rozdéleni nejvétsiho vlastniho cisla bilé
Wishartovy matice

V predchozi podkapitole jsme se zabyvali asymptotickym rozdélenim vlast-
nich ¢isel vybérové kovariancéni matice za predpokladu, ze jeji vlastni cisla jsou
navzajem rizna. Nyni se podivame na limitni rozdéleni nejvétsiho vlastniho ¢isla
bilé Wishartovy matice (viz definice 4 v kapitole 1). Pfipomenme, Ze se jedna
o ndhodnou matici z rozdéleni W,(I,,n). Obecnou Wishartovu matici lze rovnéz
chépat jako n-nasobek vybérové kovarianéni matice. Z konstrukce bilé Wishar-
tovy matice je navic patrné, ze zcela dochazi k poruseni predpokladu riznosti
vlastnich ¢isel matice reprezentujici kovarianéni matici ndhodného vybéru. Ta-
kova vlastni ¢isla jsou totiz vSechna rovna jednickam. Vztahem mezi vlastnimi
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cisly vybérové kovarianéni matice a odpovidajici Wishartovy matice se zabyva
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9. Predpoklidejme, Ze matice X € R™*? je vytvorend centrovanym na-
hodngm vibérem z rozdéleni N, (0, X). Oznaéme prislusnou vgbérovou kovariancéni
matici § a Wishartovu matici M, tj.

1
$=-X'X, M=XTX.
mn

Pak jsou vlastni ¢isla matice M rovny n-nasobkum vlastnich cisel matice S.

Diikaz. Vlastni ¢isla matice $ jsou koreny polynomu s proménnou A, ktery je
determinantem matice S — Al,, kde I,, predstavuje diagonalni matici, jez ma
pravé p jedni¢ek na hlavni diagonale. Predpis pro determinant upravime:

- (%)p M — XL |,

kde jsme pouzili pfeznaceni A = nA. Vlastni ¢isla nyni ziskame polozenim vyse
uvedenych determinantu jako rovnych nule. Odtud je jiz zfejmé, Ze se vlastni ¢isla
matice IM rovnaji n-nasobkium vlastnich ¢isel matice 3.

L (= niL,)

n

$— \I,| =

O

Nyni se jiz podivame na kyzeny poznatek o limitnim rozdéleni nejvétsiho
vlastniho ¢isla bilé Wishartovy matice. Nasledujici véta byla prevzata z clanku
Johnstone (2001, str. 300, Theorem 1.1.).

Véta 10. Necht jsou prvky matice X € R™P navzdjem nezdvislé a stejné roz-
délené s normdlnim rozdélenim N(0,1). Necht vlastni ¢isla matice XX jsou
A1 > Ay > ... > A, Dale definujme nasledujici konstanty:

2
Hn,p = (\,n—l—a+ p—i—b) ’

. . 1/3 (3.7)
mp = ( nhat p+b) (\/n—i—a B \/p—l—b) ’
kde a = —1 a b= 0. Necht ddle
n
r >
p mp—oo
Pak R
AL — mn as
L, = A" Fnp g TWi, n,p— oc. (3.8)
On,p
Diikaz. Viz ¢lanek Tracy a Widom (1996).
L]

Vyse uvedenou vétu je rovnéz mozné modifikovat pro pripad, kdy prvky ma-
tice X pochdzeji z rozdéleni N (0,0?), tj. maji rozptyl o > 0, jenZ neni nutné
jednotkovy. Ozna¢me X matici skladajici se z prvka s jednickovym rozptylem
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jako ve Vété 10 a definujme matici X vzniklou vyndsobenim kazdého prvku X
smérodatnou odchylkou o, tj.

X = oX.

Podivame se na vzorec pro vypocet vlastnich ¢isel matice XX :

e 1 -
XX = AL,| = |o? <XTX - UQA]IP)

_ (02)” )XTX — AL,
kde jsme pouzili preznaceni symbolu A pro vlastni ¢slo matice X' X na

znacici vlastni ¢islo matice X T X. Ziskali jsme tedy vztah mezi vlastnimi ¢isly ma-
tic z rozdéleni W, (I,,n) a W, (0?L,, n), na zakladé néhoz lze pi{slusné modifikovat
asymptotické rozdéleni statistiky L, jako

- (M/o%)

Iy = “Hnp 8 T np—s 0o (3.9)
O-n,p

s oznafenim \; nejvétstho vlastniho ¢sla matice XX, kterd byla sestavena
z kombinace prvki s rozptyly o2.

Podobné plati, ze pokud bychom chtéli ziskat asymptoticky vztah pro roz-
déleni statistiky L;, kde by vystupovalo prfimo nejvétsi vlastni ¢islo vybérové

kovarianc¢ni matice 1
$=-X"X
n

oznacené jako A1, tak by stacilo konstanty p, , a 0, , vydélit n. Jinak feceno,
zavér Véty 10 by meél podobu

)\1 _,un,p/n as
—_—

L=
! Tn, p/T0

TWi, n,p— oo.

Vysledny asymptoticky vztah (3.8) ve Vété (10) rovnéz plati, pokud n < p,
pricemz n, p jsou dostatecné velkd, a v tomto pripadé se musi zaménit vyznam
n a p ve vzorcich (3.7) (Johnstone (2001, str. 300, Theorem 1.1.)). Ackoliv Véta 10
plati pro limitni piipad, Tracyho-Widomovo rozdéleni poskytuje dobrou aproxi-
maci rozdéleni statistiky jiz pro rozmeéry matic n, p blizké ¢islu 10 (Vlok a Olivier
(2012, str. 1805)). Vétu je dale rovnéz mozné aplikovat na nékolik zobecnénych
pripadi, co se tvaru matice X tyce. Prehled o téchto zobecnénich uvadi autori
v ¢lanku Saccenti a Camacho (2015, str. 102).

Pozastavme se jesté nad tvarem vyrazl i, , a 0, p. Na rozdil od vySe uvedené
vety doporucuji autori v ¢lancich Chiani (2014) a Ma (2012) volbu konstant a =
b= —%, kterd pak vede k lepsi asymptotické aproximaci rozdéleni. Pti této volbé
se rozdil mezi rozdélenim statistiky L, ze vzorce (3.8) a Tracyho-Widomovym
rozdélenim f4du 1 redukuje na O((n A p)~%?) oproti piivodnimu O((n A p)~1/3),
kde a Ab = min {a, b} (viz Ma, 2012, str. 323). Z tohoto duvodu budeme i v dalsi
casti prace pouzivat tuto podobu konstant vedouci k lepsi aproximaci. Predstavu
0 ,uspésnosti® jednotlivych aproximaci muzeme ziskat na zakladé histogramt na
obrazku 3.5. Skutecné se zdd, Ze hustota T W, rozdéleni piiléhd ke zndzornéné
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distribuci statistiky L; mnohem lépe pfi volbé konstant @ = b = —1 nez pii

2
predchozi volbé a = —1, b= 0.

Empirické rozdéleni statistiky L, pfi riznych volbach konstanta , b

0.30
\

/ w— hustota TW; rozdéleni

0.00 0.15

l T T T |
—4 -2 0 2 4

Volba konstanta=—1,b=0

0.30

0.00 0.15

Volba konstanta=—1/2 ,b=—1/2

Obrazek 3.5: Srovnani histogramu statistiky L, s riznymi volbami konstant a, b
a znazornénou hustotou 7 W, rozdéleni. Histogramy byly vykresleny na zakladé
nastaveni n = 100, p = 5 a 10 000 realizaci.

Podle jednoho z predpokladia Véty (10) ma byt matice X tvofena n realizacemi
nahodného vektoru z rozdéleni N,(0,1,). O tom, Ze je tento predpoklad skutecné
podstatny, se presvédéime na zakladé histogramt na obrazku 3.6. Ty predstavuji
distribuci statistiky L, k jejimuz sestaveni byly pouzity realizace nahodného
vektoru z rozdéleni N,(0,X;), kde X, pfedstavuje diagonalni matici s vektorem
(d,1,...,1)T na hlavni diagonale. Ten je tvoten ¢islem d na prvni pozici a p — 1
jednic¢kami na zbylych pozicich. Z obrazku je tedy patrné, ze ¢im vice se hodnota
d odlisuje od jednicky, tim vice se i empirické rozdéleni statistiky L; vzdaluje od
tvaru hustoty 7 W), rozdéleni.

Avsak kvili asymptotické nezavislosti navzajem ruznych vybérovych vlastnich
cisel mame ,podezreni®, ze by pro asymptotické rozdéleni nasledujici statistiky
mohlo platit

A

)kg—,u,n_
p—1 as
L2:7’“"’]]L1: n,p — 00,

Jn,p—l
kde A je druhé nejvétsi vlastni ¢islo matice z rozdéleni W,(24, n), s maticovym
parametrem X; = diag(d,1,...,1) (definovanym stejnym zptsobem jako vyse). Na
zakladé porovnani histogramu s hustotou rozdéleni 7 W, na obrazku 3.7 usuzu-
jeme, ze by asymptoticky vztah skutecné mohl platit.
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Empirické rozdéleni statistiky L, pfi riizné volbé parametru d

g 77’\ H:d=1 8 4 "ii_ H:d=1.1
S 5 \
= =
= =
S s 7|
g g
S | | | | S | | | | | |
4 2 2 1 6 N 2 4 6 8
& H:d=12 g H:d=13
= ] = B
5 | g | M
= = \
= e \
= = \
g g
S | | | | S | | | | | |
-4 -2 2 4 6 —4 -2 0 2 4 6 8
Obrazek 3.6: Porovnani histogramu statistiky L; s raznymi vol-
bami parametru d kovarianéni matice, vykreslena je rovnéz hustota
TW; rozdéleni. Histogramy byly vykresleny na zakladé nastaveni
n = 100, p = 25 a 10 000 realizaci.
Empirické rozdéleni statistiky L,
<+ _
=
S N
e /] N = hustota TW;
o / AN
S // \\
— ~
S // N
S ?‘ﬁ?& ﬁ'\
© T T T |
-2 0 2 4

Obrazek 3.7: Histogram statistiky Lo s vykreslenou hustotou Tracyho-Widomova
rozdéleni fadu 1. Pouzili jsme nastaveni d = 5, p = 10, n = 1000 a 10 000 realizaci.
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Doplnme, ze na zdkladé Véty 10 plati vztah:

On,p

N —
lim P{lﬂn’p <qTW(1—a)} =1-aq, (3.10)

kde grw (1 — «) je 1 — « kvantil rozdéleni TW;.

3.5 Asymptotické rozdéleni nejmensiho vlastni-
ho cisla

V této kapitole jsme se podrobné vénovali asymptotickym vlastnostem nej-
vétstho vlastniho ¢isla bilé Wishartovy matice. Abychom si vytvorili kompletni
predstavu o asymptotickém rozdéleni extrémnich hodnot vlastnich ¢isel, zamérme
se jesté kratce na charakteristiky limitniho rozdéleni nejmensiho vlastniho ¢isla.
Nejprve vsak uvedme definici rozdéleni, které bude pro uvedené asymptotické
vlastnosti klicové.

Definice 9. (Zrcadlené Tracyho- Widomovo rozdéleni) Zrcadlené Tracyho- Widomo-

vo rozdeleni radu 1 (reflected Tracy-Widom distribution, v textu znac¢ime RT W)
je definovano distribucni funkcei G1(x), jeZ spliuje rovnost

Gi(z) =1— Fi(—x), z€R,
kde Fi(x) predstavuje distribucni funkei rozdélend TWy.

Oznaéime-li fi(x) hustotu rozdéleni TW;, pak derivaci distribuéni funkce
dostaneme velmi snadno predpis hustoty RT W; rozdéleni g;(z) :

d d
r)=—G(xr) = —(1— Fi(—x)) = fi(—x).
gilz) = —Gi(z) = - ( 1(—2)) = fi(—2)
Hustota zrcadleného Tracyho-Widomova rozdéleni je tedy osové soumérna podle
osy y s hustotou své puvodni verze. Predstavu o tom, jak vypada distribucni
funkce RTW); rozdéleni v porovnani s puvodni verzi, si lze vytvorit na zakladé
obrazku 3.8.
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Distribuéni funkce rozdéleni TW; a RTW,;

1.0

00 02 04 06 08

Obrazek 3.8: Distribuc¢ni funkce rozdéleni 7W; a RT W,

e

Asymptotické rozdéleni nejmensiho vlastniho ¢isla nam priblizi Véta 11, ktera
predstavuje jistou analogii Véty 10.

Véta 11. Predpokladejme, Ze jsou prvky matice X € R™P navzdjem nezdvislé
a stejné rozdélené s mormdlnim rozdélenim N(0,1). Necht vlastni &isla matice
XTX jsou Ay > Ay > ... > \,. Déle definujme ndsledujici konstanty:

(-ib-3)
y‘np n— p_§ bl
:(n )( e )" (3.11)
V=3 3

1

=1 - )2
Tn,p P'Jn,p Og(p‘n p) + 8(Tn,p)

Predpokladejme, Ze

" a1

p P
Pak plati

log(},) — vz as
R, = w ~ RTWi, n,p— oc. (3.12)
n?p

Diikaz. Viz Ma (2012, str. 325, Theorem 2) pro znéni véty. Dukaz pro p sudé
viz Ma (2012, str. 341-345, Theorem 2), dle autora ¢lanku aproximace téz dobre

funguje pro lichy pfipad, coz je doloZeno simulacemi (Ma, 2012, str. 325).
O

Predstavu o aproximaci rozdéleni statistiky G; rozdélenim R7 W; nabizi
histogram na obrazku 3.9 nize. Pozorujeme, ze hustota zrcadleného Tracyho—
Widomova rozdéleni celkem dobre kopiruje tvar histogramu.
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Empirické rozdéleni statistiky R

—— hustota zrcadleného RTW, rozdéleni

02 03 04 05

0.0 0.1

Obrézek 3.9: Histogram statistiky R; se zndzornénou hustotou zr-
cadleného  Tracy-Widom rozdéleni ftadu 1. Pouzili jsme nastaveni
n =100, p = 10 a 10 000 realizaci.
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4. Volba poctu hlavnich
komponent zalozena na
Tracyho-Widomoveé rozdéleni

Pozadavek na bilou Wishartovu matici je ¢asto velmi omezujici, a proto uva-
zujeme kovariancéni matici

2, = diag(A\,-. A 1., 1)y,

ktera je diagonalni, typu p X p, s prvnimi r prvky vétsimi nez jedna a r — p jed-
nickami na zbylych pozicich na hlavni diagonale. Na rozdil od predpokladt Véty
10 tedy vychazime ze situace, kdy vektory radka matice X pochézeji z rozdéleni
N,(0, %) s ponckud obecnéjsim tvarem kovariancni matice. Nyni si predstavime
statistické testy na pocet nejednotkovych vlastnich ¢isel matice 3, a popiseme
spojitost s problematikou volby optimélniho poc¢tu hlavnich komponent.

4.1 Test pritomnosti pravé jednoho nejednotko-
vého vlastniho cisla
Nejprve test popiseme v pripadé, ze r = 1. Zac¢néme uvedenim predpokladii

testu. Necht XTX ~ W, (21, n), I, = diag(A1,1,...,1),, kde \; > 1. Testujeme
hypotézu

H() . /\1 =1
oproti alternative
Hl : )\1 > 1.
Testova statistika ma tvar A
Tl = 7)\1 _,un,p’
On,p

ktery odkazuje na vztah (3.10). Nulovou hypotézu zamitneme na hladiné o, pokud
Ty > grw (1 — ), kde grw (1 — «) znaci 1 — o kvantil rozdéleni TW;. Tedy pro
vysoké hodnoty testové statistiky 7). P-hodnota testu je

1 — Frw(t1),

kde symbol Fry (t;) znaci hodnotu distribu¢ni funkce rozdéleni 7W; v bodé t,
coz je realizovana hodnota testové statistiky. Histogramy na obrazku 4.1 ptfedsta-
vuji empirické rozdéleni p-hodnoty vyse uvedeného testu pro rtzné volby hodnot
A1. Na histogramu si mtizeme vSimnout, ze pokud zvolime A\; = 1, tj. data presné
odpovidaji predpokladiim Véty 10, rozdéleni p-hodnoty lze ptiblizné klasifiko-
vat jako rovnomérné na intervalu (0, 1), coz bychom ocekavali. Cim vice se pak
bude hodnota A; vzdalovat od jednicky, tim spise se bude rozdéleni p-hodnoty
predstavé rovnomérnosti vymykat.
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Empirické rozdéleni p—hodnoty

Hy: 4 =1 H :4 =11

2 3 4 5 6
2 3 4 5 6

%
3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o o
wy H] Il[ =12 wy
=+ =+
o o
o o
< <
[ I I I I 1 [ I I I I 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 4.1: Empirické rozdéleni p-hodnoty pro test hypotézy Hp : A\; = 1 s ruz-
nymi volbami parametru A; kovarian¢ni matice. Histogramy byly vykresleny na
zakladé nastaveni n = 100, p = 25 a 10 000 realizaci.

Empiricka sila testu

1.0

sila testu

00 02 04 06 08
|

M

Obrazek 4.2: Znazornéni empirické sily testu pro razné volby A; a p, n = 100
a s poctem realizaci 10 000. Vypocty byly vztazeny ke zvolené hladiné o = 0,05.
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Dalsim dilezitym nastrojem pro zhodnoceni kvality statistického testu je sila
testu (silofunkce), jez vyjadiuje pravdépodobnost, ze nulovou hypotézu zamit-
neme za platnosti alternativy. Z grafti na obrazku 4.2 uvedeném nize, ktery zobra-
zuje empirickou silofunkei pro Ay z rozmezi (1, 2) a nékolik p pri pevném n = 100,
miizeme odvodit nasledujici pozorovani. Cim je vyssi p, tim pii zvysujicim se A
sila roste pomaleji, nez kdyz je p nizsi. Divod je takovy, ze se nejvétsi vliastni ¢islo
pocita z vice odhadovanych vlastnich ¢isel, a tudiz pti vyssim p je ¢etnéjsi situace,
ze je maximalni vlastni ¢islo vyssi. Tudiz se pozaduje, aby test byl tolerantnéjsi
ohledné nezamitani nulové hypotézy.

4.2 Sekvenéni verze testu
Nyni se budeme zabyvat obecnéjsim pripadem, kdy predpokladame, ze
XX ~ W, (Zk,n),

Y =diag(Ar, ..., Ak, Lo, 1),

kde Ay > X > ... > Mg > 1,1 < K < p. PopiSseme si proceduru pro testovani
poctu vlastnich cisel vétsich nez jedna. Jinymi slovy, procedura bude slouzit pro
urceni poc¢tu nejednotkovych (muzeme rovnéz fikat ,signifikantnich“) vlastnich
cisel K. Testuji se tedy dil¢i hypotézy

Hy:de=1, k=1,...,p—1,

oproti alternativam
Hl : )\k > 1.
Prislusny algoritmus ma nasledujici schéma:
1. Prok=p—1,...,1 spocitame hodnotu testové statistiky

A~

Tk _ /\k — Mn, p—k+1

On, p—k+1

2. Zvolime hladinu « pro diléi testy a urc¢ime nejvétsi index k* pro prvnich
k* testt, jejichz testové statistiky T, ..., Ty dosahnou vyssich hodnot, nez
je hodnota kvantilu ¢rw (1 — a), tj. dochézi k zamitnuti nulovych hypotéz.
Jinak feceno, k* se shoduje s poctem dil¢ich testi, pro néz p-hodnota

1 — Frw(t;),

kde t;,1 < ¢ < k¥, jsou realizace testovych statistik 77,..., Tk, je mensi
nez stanovena hladina a.

3. Odhadovany pocet vlastnich ¢isel vétsich nez jedna pak stanovime jako

K =Fk".
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Poznamenejme, Ze « neni celkovou hladinou sekvenc¢niho testu.

Princip, na kterém je procedura zalozena, dokresluje priklad shrnuty v tabulce
4.1. Jedna se o testovani poctu vlastnich ¢isel presahujicich jednicku, jez prislusi
matici z rozdéleni Wy (X3,100) s tvarem matice X3 = diag(8,5,4,1,1,1,1)7. Ta-
bulka pro kazdy z k£ = 1,...,6 dil¢ich testi shrnuje pribliznou hodnotu vybéro-
vého vlastniho ¢isla, konstant vystupujicich v testové statistice i testovou statis-
tiku samotnou. Souc¢ésti jsou rovnéz p-hodnoty, zapsané numericky i symbolicky
pro vétsi prehlednost. Nejvétsi index k, pro ktery je p-hodnota testi mensi nez
stanovena hladina o = 0,05, prislusi v poradi 3. dil¢imu testu, a proto je po-
¢et nejednotkovych vlastnich ¢isel na zakladé sekvenc¢niho testu stanoven jako 3.
Tento vysledek koresponduje se skutecnosti.

k 5\1@ Hnp—ktl  Onp—ktl T, p-hodnota
1 78291 156,86 9,89 63,30 otk
2 538,26 151,79 9,95 38,84 otk
3 363,88 146,32 10,04 21,67 otk
4 119,06 140,32 10,18 —2,09 0,7502
5 111,51 133,54 10,42 —2,11 0,7571

6 89,90 12543 10,88 —3,27 0,9577

Tabulka 4.1: Test poc¢tu vlastnich ¢isel vétsich nez jedna pro data z mnohoroz-
mérného normalniho rozdéleni s parametry n = 100, p = 7, kovarian¢ni matici
33 = diag(8,5,4,1,1,1,1) a volbou hladiny dil¢ich testt jako o = 0,05.

4.3 Shrnuti testd zalozenych na Tracyho-
Widomové rozdéleni

V piipadé, ze jsou hlavni komponenty spoéteny jako linedrni kombinace (témér)
nekorelovanych nahodnych veli¢in, metody pro volbu poc¢tu hlavnich komponent
se jevi byti nespolehlivé (napt. pozndmka k pravidlu na zakladé broken stick
modelu v kapitole 2) a obecné se v tomto pripadé optimélni pocet hlavnich kom-
ponent definuje jako nula. Tj. bylo by nutné uvazovat vsechny hlavni komponenty,
resp. vsechny puvodni nahodné veli¢iny, coz by nevedlo k zaddané projekci dat do
prostoru nizsi dimenze.

Testy zalozené na Tracyho-Widomové rozdéleni nabizeji za urcitych podmi-
nek alternativni feSeni tohoto problému. Detekuje se, jestli se skuteéné jedna
o problematicky ptripad — v pripadé prvniho testu by se dalo urcit, jestli bude
alespon prvni hlavni komponenta vysvétlovat vétsi miru variability nez zbylé
ostatni. Pokud ano, optimalnim poctem hlavnich komponent by byla jednicka
— zvolili bychom prvni hlavni komponentu. Na druhou stranu sekvencni test po-
muze detekovat posloupnost nékolika prvnich hlavnich komponent, jez vysvétluji
vice variability nez zbylé hlavni komponenty. Optimalnim poctem je pak pocet
téchto nékolika prvnich ,,dominantnich® hlavnich komponent.

Rovnéz podotknéme, ze predpoklad bilé Wishartovy matice ve Vété 10, a tudiz
i pozadavek na jednotkova vlastni ¢isla v odvozenych testech neni zcela striktni.
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Pokud bychom jednicky nahradili jinou kladnou konstantou, bylo by tfeba testové
statistiky upravit pomoci odhadu této konstanty. Timto pripadem se zabyvaji
autori clanku Saccenti a Camacho (2015, str. 102). Jiny pristup nabizi vyuziti
vztahu (3.9) z kapitoly 3, kdy by se odhady vlastnich ¢isel v testovych statistikdch
nahradily konzistentnim odhadem konstanty o?.

4.4 Souvislost s modelem broken stick

Mezi heuristickymi metodami jsme v ramci kapitoly 2 zminili i tzv. broken
stick model. Vyuzijeme predchozi poznatky a na zakladé broken stick modelu
odvodime statisticky test pro rovnost délek vSech ¢asti. Uvazujeme tedy rovno-
mérné déleni intervalu (0, 1) na p ¢asti, pricemz délky téchto ¢asti oznacime jako

Vi,...,V, anejdelsi z nich je V{y). Cést s nejdelsi délkou bude rovnéz piedstavovat
testovou statistiku. Déle testujeme hypotézu
Hy:Vi=...=V,

oproti alternativé
Hy : Vi) >V; pronéjakéi € {1,...,p}.
Hypotézu zamitneme na hladiné «, pokud
vy > qps(l — ),

kde v(1) je realizovand hodnota nahodné veliciny V(1) a ggs(1 — o) znac¢i hodnotu
1—a empirického kvantilu rozdéleni nejdelsi ¢asti v broken stick modelu. Hodnoty
empirickych kvantilti pro déleni tiseku na p = 5 ¢asti pozorujeme v tabulce 4.2.
Pokud bychom tedy zvolili hladinu testu 5% a uvazovali bychom model s délenim
na H ¢asti, pak by kritickou hodnotou bylo ¢islo 0,6858.

Pro tplnost jsou v tabulce 4.2 rovnéz uvedeny prislusné kvantily 7 W; rozdé-
leni pouzité v predchozich testech. Vzhledem ke skutec¢nosti, ze 7 W; rozdéleni
prislusi asymptotickym vlastnostem a jeho nosic¢ je realny, zatimco rozdéleni bro-
ken stick modelu se vztahuje k presnému rozdéleni, neni prilis vhodné kvantily
porovnavat primo. Navic broken stick rozdéleni uvazuje déleni celkové variabi-
lity normované na urcitou konstantu (obvykle délka 1), zatimco TW; obecné
popisuje asymptotické rozdéleni upraveného nejvétsiho vlastniho ¢isla (za jistych
predpokladii) bez pozadavku, aby se upravend vlastni ¢isla secetla na stanovenou
konstantu.

Test na zakladé broken stick modelu lze rovnéz chapat jako test rovnosti
vlastnich cisel, jenz ve srovnani s testy na zakladé TW; rozdéleni nevyzaduje
splnéni mnozstvi omezujicich predpokladi. Misto statistik V; by se dosadil podil
variability

A
Z:l Ak
v ptipadé vybérové kovarian¢ni matice (pokud bychom pracovali s korela¢ni ma-
tici, délili bychom pouze ¢islem p). Hypotéza a alternativa by mély tvar

H()Z )\1:...:>\p,
Hy: X\ >\ prongakéi € {1,...,p},
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kde A\ opét znaci nejvétsi vlastni ¢islo. Rovnéz poznamenejme, Ze na rozdil od
sekvencniho testu testem na zakladé broken stick modelu nezjistime pocet riznych
vlastnich ¢isel v pripadé, ze takova vlastni ¢isla existuji.

p=95 p=10
l—a gps(l—a) qps(l1—q) qrw(l—a)
0,99  0,7828 0,5347 2.0233
0,95  0,6858 0,4428 0,9793
0,90 0,6229 0,3985 0,4501
0,85 00,5839 0,3729 0,1038
0,80  0,5539 0,3527 —0,1653
0,75  0,5273 0,3358 —0,3920
0,70  0,5050 0,3210 —0,5923
0,65  0,4850 0,3092 —0,7752
0,60  0,4674 0,2974 —0,9463
0,55  0,4521 0,2870 —1,1098
0,50  0,4379 0,2774 —1,2686
0,45  0,4235 0,2689 —1,4254
0,40  0,4097 0,2599 —1,5828
0,30  0,3827 0,2432 —1,9104
0,20  0,3547 0,2257 —2,2832
0,10  0,3219 0,2061 —2,7824

Tabulka 4.2: Empirické hodnoty kvantili ¢gg(1 — «) pro prislusna ¢ vypoctené
na zakladé volby p = 5 a p = 10 déleni tsektt a 10 000 realizaci, uvedeny jsou
rovnéz odpovidajici hodnoty kvantila rozdéleni 7 W;.
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5. Prehled dalsich metod

Zamérime se na dalsi pouzivané metody volby optimalniho poc¢tu hlavnich
komponent, které vyuzivaji pokrocilych vypocetnich procedur. Zejména se bude
jednat o pristupy zalozené na krizovém ovérovini a bayesovskiych modelech. Oba
typy metod zpravidla predpokladaji platnost néasledujiciho modelu:

X=W'H" +M+E, (5.1)

kde X € R™ je datova matice, M € R™ 9 znaéi matici stiednich hodnot s hod-
nosti jedna (jednd se o n-krat zopakovany radkovy vektor stfednich hodnot jed-
notlivych veli¢in), H € R**? W € R¥*" a E € R"*? je matice chybovych sloZek,
jez v sobé zahrnuji jak chyby méreni, tak chyby modelu. Predpokladame, ze
k <min{n —1,d — 1} a ze prvky [ jsou nezavislé stejné rozdélené s normalnim
rozdélenim s nulovou stredni hodnotou a rozptylem v > 0. Obvykle se také poza-
duje nezavislost prvka E s prvky matice W. Cilem je odhad optimélniho poc¢tu
hlavnich komponent k.

5.1 Krizové ovérovani

Metoda zaloZend na kiizovém ovérovani (cross-validation, CV) provadi apro-
ximaci hodnot ¢ésti datové matice X € R™*? (miZe se jednat napf. o hodnotu
prvku z;; ¢i hodnoty prvkt fadku x;) na zakladé jeji podmatice neobsahujici apro-
ximovanou ¢ast. Pomoci stanoveného kritéria se pak urci ispésnost aproximace,
pricemz toto kritérium je funkci uvazovaného poctu komponent. Za optimalni
je pak obvykle prohlasen ten pocet komponent, po jehoz zvyseni se jiz hodnota
kritéria vyrazné nezlepsi.

Mechanismus blize popiseme v pripadé odhadovani jednotlivych prvkit ma-
tice X (leave-one-out cross-validation) pomoci singuldrniho rozkladu, pficemz
budeme vychézet z Jolliffe (2002, str.121). Provedeme aproximaci pozorovani z;;.
Aplikujeme-li singuldrni rozklad na matici X, mizeme podle vzorce (1.1) prvek
x;; zapsat jako

Tij =Y uglpvje, i=1,....,n, j=1,...,d, (5.2)
k=1

kde r oznacuje hodnost matice X a u;, vj; jsou prvky levych a pravych singu-
larnich vektorti. Dale pripomenme, ze singularni ¢isla [, maji vyznam odmocné-
nych vlastnich ¢fsel matice X X. Hodnotu pozorovani x;; lze aproximovat tak,
ze v rozvoji (5.2) pouzijeme pouze prvnich m < r hlavnich komponent, tj.

k=1

Avsak k vypoctu vyrazu na pravé strané vzorce (5.3) jiz byla pouzita informace
ze vSech prvki pivodni matice X, a proto by byl takovy postup pro kiizové
oveérovani nevhodny. Z tohoto divodu se aproximace provede jinym zptisobem —
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¢leny rozvoje (5.3) spocitame z vhodné podmnoziny dat matice X (specifikujeme
nize):

Poznamenejme, ze autori v ¢lanku Bro a kol. (2008, str.1244) doporucuji zvo-
lit znaménko aproximace ve vzorci (5.4) shodné jako v pripadé zkrdcené verze
klasického singuldrniho rozkladu ze vzorce (5.3). V tomto pripadé bude mit apro-
ximovany prvek tvar

ij(m) = sgn (Zy;(m Z LDt (5.5)

Kritérium metody je odvozené od souctu ¢tverci rozdili aproximovanych hodnot
od skutec¢nych hodnot prvki (prediction sum of squares)

n d
PRESS(m) =YY (z;; — #;;(m))?, (5.6)
=1 j5=1
napf. se muze jednat o prumér predchozi verze (mean prediction sum of squares)

1 d
@ZZ ':E’Lj 377,] )27 (57)

i=175=1

MPRESS(m

ktery je jesté néjakym zptsobem upraven. Vhodny pocet hlavnich komponent je
pak zvolen jako takové nejmensi ¢islo m*, po jehoz zvyseni se jiz hodnota kritéria
vyznamné nesnizi.

K vypoctu prvki rozvoje (5.4) se pfistupuje ruzné. Napt. v ¢lanku Eastment
a Krzanowski (1982) uvadéji ndsledujici postup. Ozna¢me jako X(_;,) € R~Dxd
matici, kterd vznikla z matice X odstranénim i-tého radku. Provedeme singularni
rozklad této matice

-
X(=io) = U—io)L(-ie) V(_ja)
kde U(—io) c R(n—l)x(n—l)j ]L(—io) c R(n_l)Xd7 V(—io) c Rdxd7

a hodnoty 0;; ze vzorce (5.4) ziskdme jako odpovidajici pocet prvki j-tého fadku
matice V(_;,). Podobné pouZzijeme singuldrni rozklad pro matici X(_,; € Rnx(d=1)
s vynechanym j-tym sloupcem
-
X(-ej) = UejLi—ej) Ve
kde U(_.]) c Ran’ ]L(—og) c ]Rnx(dfl)7 V(—og) c R(d*l)x(dfl)

?

za hodnoty @, ve vzorci (5.4) dosadime odpovidajici pocet prvki i-tého fadku
matice U(_,;). Singularni ¢isla [, cisla ziskdme kombinaci informaci z obou sin-
gularnich rozkladu jako

b= VIT®0) k=1, m—1,
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kde ﬂk—i-), resp. ﬂk—oj ) jsou prvky matice IL(_ja), resp. (). Vyslednou aproximaci
je pak jesté tfeba vyndsobit znaménkem prvku Z;;(m) ze vzorce (5.3), jenz byl
vytvoren na zakladé aproximace ptivodniho pozorovani za pouziti iplného dato-
vého souboru — dostavame tedy aproximaci ze vzorce (5.5). Kritérium metody méa
tvar

MPRESS(m — 1) — MPRESS(m) ~ Dyes(m)
Dfull(m) MPRESS(m) ’

W(m) =
kde

Dey(m)=n+d—-2m, m=1,...,p—1,
Dyes(m) =d(n—1) —m(n+d—m — 1),

znaci pocet stupnu volnosti ztracenych pri aproximaci m-tou hlavni komponentou
a pocet stupnu volnosti, které zbyvaji po aproximaci m-tou hlavni komponentou
(viz Abdi a Williams, 2010, str.441). Optimalni pocet hlavnich komponent je pak
pocet pripadi, kdy nastala situace W(m) > 1, resp. W(m) > 0,9.

Popsanou metodu ilustrujeme pomoci simulaci a aplikace na data z balicku
SMSdata. Pro ticely simulace definujme matici ) s moznosti volby nékterych prvki
nasledovné

1000000
0100000
0010000
Q=10 001 ¢q q q, (5.8)
000 g 1l1le¢c¢ec
000 qgc1c¢
000 qgcc 1

pricemz prvky ¢ = 0,9 zvolime pevné. Matici X vytvorime pomoci generovani 50
nahodnych vektort z rozdéleni N7(0, Q), kde parametr ¢ = 0. Pro klesajici pocet
hlavnich komponent m pouzitych v aproximaci hodnota PRESS(m) roste, jak
doklada obréazek 5.1 vykresleny pro prvnich 15 fadki matice X. Naopak kritérium
W (m) nevykazuje monoténni prubéh. Na obrazku 5.2 jsou znazornény krabicové
grafy rozdéleni kritéria W (m) pro nékolik voleb ¢ v matici Q. Aplikaci metody
na datech z balicku SMSdata pak vidime v tabulce 5.1.

m 7 6 5 4 3 2 1
PRESS(m) N/A 204.786 205.115 223.106 225.65 253.146 257.175
W(m) N/A 0.00153873 0.164222 0.031414 0.439632 0.070559 N/A

) el ) el
FEEEE lilFl
T | =

Xiit

Obréazek 5.1: Aproximace matice na zakladé zkraceného singularniho rozkladu
(5.5); aproximovand matice uvedena v prvnim sloupci, vysvétlivky viz text
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Obrézek 5.2: Krabicové grafy rozdéleni kritéria W (m) pro ruzné volby ¢ v matici

Q ze vzorce (5.8); vypocteno na zdkladé nastaveni p = 7,n = 50 a poctu realizaci
50

m* bank crime  athlete comp

0 0,247 —-0453 -0,982 —0,324
-1 0,114 0,047 0,646 1,756
-2 0,085 —-0,202 -0,101 —0,102
-3 0,024 0,163 —-0,027 —0,028
—4 —0,048 —0,007

Tabulka 5.1: Data z balicku SMSdata — hodnoty kritéria PRESS pro rtizné volby
m. V levém sloupci uveden pocet ¢lenti singularniho rozkladu, které byly zane-
dbany, se zapornym znaménkem, tj. m* = m — M, kde M je pocet proménnych
v jednotlivych datovych souborech.

V ¢lanku Besse a Ferre (1993) se uvadi, ze kritérium z ¢lanku Eastment a Krza-
nowski (1982) je asymptoticky ekvivalentni souctu nékolika poslednich vlastnich
Cisel a 7Ze se snizuje s rostoucim poc¢tem uvazovanych hlavnich komponent, a tedy
vzdy vede k volbé tolika hlavnich komponent, jako je dimenze ndhodného vek-
toru. Z tohoto duvodu byla v praci Bro a kol. (2008) navrzena metoda kiizového
ovérovani vyuzivajici EM algoritmu (ezpectation-mazimization). Na tuto praci
pak navazali autofi ¢lanku Josse a Husson (2012), ve kterém uvedli aproximaci
kritéria pro volbu poc¢tu hlavnich komponent. Oproti popsanému algoritmu autor
¢lanku Wold (1978) pristupuje k vypoctu ¢lent rozvoje ze vzorce (5.4) jinym zpu-
sobem, a to na zakladé rozdéleni dat z matice X do nékolika bloki obsahujicich
v tadcich i sloupcich priblizné stejny pocet prvki. Metodami pouzivajicimi kii-
zové overovani pro odhad optimalniho poc¢tu hlavnich komponent se jiz zabyvala
celd tada autorti. Jednotlivé pristupy jsou porovnany v prehledovych c¢lancich
jako napt. Bro a kol. (2008), Diana a Tommasi (2002) a Saccenti a Camacho
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(2015). Poznamenejme, zZe pri pouzivani metod zaloZenych na kiizovém ovérovani
je tieba brat v ivahu jejich vypocetni slozitost.

5.2 Bayesovsky pristup

Bayesovsky pristup k urceni optimalniho poc¢tu hlavnich komponent vychazi
z tzv. pravdépodobnostniho modelu, ktery struéné popiseme. Model (5.1) zapi-
Seme vektorove:

X =HW + pu+e, (5.9)

kde X je d-rozmérny nahodny vektor, p je d-rozmérny vektor stfednich hodnot,
H znac¢i matici typu d X k, a déle predpokladame

W ~ Nk<0,]Ik) a € Nd(O,V),

kde
V =l v >0,

a navic W a € jsou navzajem nezavislé. Zapis (5.9) odpovidd modelu fakto-
rové analyzy, kde se ovsem v matici V nevyzaduji stejné prvky na hlavni diago-
nale. Cilem metody hlavnich komponent je vhodné zvolit dimenzi podprostoru
k, do néhoz se provede projekce dat. Za timto tucelem pro kazdou z dimenzi
k = 1,...,d spocitame podminénou hustotu kolekce n realizaci vektoru X, tj.
X = (zy,...,2,)", a tuto hustotu oznacime p(X|k). Vypocet provedeme inte-
graci pres vSechny parametry modelu H, p, v (vypocty uvedené nize jsou prevzaty
z ¢clanku Minka (2000)). Jelikoz zfejmeé

X|H, p,v ~ Ny(p, HHT + oT,),

kde vyraz nalevo zna¢i podminéné rozdéleni X pri danych H, u, v, tak

n

p(XHHa M, U) - Hp(mZ“H’ M, U)

i=1

= (2m) " |HHT 4 ol

"

exp [—; tr ((]H]HT + v]Id)lS)} ,

kde S=> (x;—p)(x;—p)'.

=1

Vyuzitim vlastnosti podminéné hustoty ziskavame vztah

P(XJHv) = [ p(XIH, . v)p(p)dp (5.10)
a budeme predpokladat, ze u ma neinformativni apriorni rozdéleni

p(p) =1, peR?
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V pripadé takového nastaveni hustoty vektoru stfednich hodnot je mozné vztah
(5.10) vyjadrit nasledovné

—(n—1)/2
p(X[H, v) = n=?(2m) =" V42 [HHT + ol (n-1)/2

exp [—; tr (HHT + U]Id)_IS)] | (5.11)

1

n

;.
i=1

(5.12)

V clanku Minka (2000) jsou pak popsany dalsi kroky, kterymi lze od vyjadieni
podminéné hustoty ve vzorci (5.11) prejit ke kyzené podminéné hustoté p(X|k),
pricemz se pouzije rozklad matice H a Laplaceova aproximace integrace.

Alternativné bychom mohli postupovat podle metody maximalni vérohodnosti
a odhadnout zbylé parametry modelu jako feseni tilohy

kzlr’?%i)’cv>0p(X|H, v). (5.13)

Prehled metod pro volbu poc¢tu hlavnich komponent zalozenych na bayesov-

ském piistupu je rovnéz uveden v ¢lanku Sobczyk a kol. (2017), a to véetné na-

vrzeného pristupu pomoci metody PESEL (penalized semi-integrated likelihood).

Dalsi pristup odvozeny na zakladé bayesovského modelu popisuji autori ¢lanku
Seghouane a Cichocki (2007).
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Z.aver

Néplni této prace byla analyza hlavnich komponent jakozto prostredku, jak
provést projekci dat do prostoru nizsi dimenze. Pojednali jsme o problému vybéru
adekvatniho poc¢tu hlavnich komponent a predstavili jsme klasické i vypocetné
slozité nedavno navrzené metody. Zaroven jsme zdiraznili, ze problematicky je
rovnéz samotny pojem ,vhodny pocet hlavnich komponent “.

V ramci prvni ¢asti byly predstaveny zakladni pojmy doprovazejici praci a te-
oretické vlastnosti hlavnich komponent a jejich vybérovych verzi. Zaroven jsme
popsali teoretickou konstrukei biplotu, tj. grafického nastroje pro zobrazovani dat
a vztaht mezi ndhodnymi velicinami vzhledem k prvnim dvéma komponentam.
Déle jsme podrobné popsali heuristicka pravidla pro volbu vhodného pocétu hlav-
nich komponent — jednalo se o podil celkové variability, Kaiserovo-Guttmanovo
kritérium, broken stick model, scree graf a LEV model. Vysledky metod byly
ilustrovany na realnych datech. Dale jsme upozornili na ¢etna tuskali, jez pouzi-
vani tohoto typu doprovéazeji. Dukazem byla napt. simulac¢ni studie pro empirické
rozdéleni podilu variability porovnané s broken stick modelem.

Nésledné jsme podrobné pojednali o pfesném a asymptotickém rozdéleni vlast-
nich c¢isel bilé Wishartovy matice a provedli cetné grafické ilustrace. Pomoci
symbolickych vypocti v softwaru Mathematica jsme odvodili predpis pro margi-
nalni hustotu vlastnich ¢isel v trojrozmérném pripadé. Podrobné jsme se vénovali
Tracyho-Widomovu rozdéleni, které predstavuje asymptotické rozdéleni nejvét-
stho vlastniho ¢isla bilé Wishartovy matice. Provedli jsme rovnéz aproximaci to-
hoto rozdéleni pomoci obecného a posunutého gama rozdéleni. Zjisténé poznatky
se vyuzily pri odvozeni statistického testu pro pocet signifikantnich vlastnich ¢isel
za urcitych predpokladi, ktery bylo rovnéz mozné pouzit k uréeni vhodného poctu
hlavnich komponent, a to v pripadé, kdy se mnoha pravidla jevi jako nespolehliva.
Jak jiz bylo zminéno, tyto testy funguji za velmi specifickych predpokladt a jsou
zajimavé zejména z teoretického hlediska. Na svou aplikaci stéle jesté cekaji.

Téma volby optimalniho poc¢tu hlavnich komponent je velice rozsahlé a ma
vysoky potencial, co do po¢tu nové navrzenych metod. Dalsim namétem, o ktery
by bylo mozné tuto diplomovou praci rozsitit, by byla navaznost na testy rov-
nosti vlastnich ¢isel. Pokud bychom totiz odvodili sdruzenou hustotu nejvétsiho
a nejmensiho vlastniho ¢isla A\ @ Ay bilé Wishartovy matice, mohli bychom
testovat hypotézu

Hy : )\max = )\min

oproti alternative
Hl : >\max > )\min-

Zamitnuti nulové hypotézy by znamenalo, ze bychom nemuseli déle pracovat s ne-
snizenou dimenzi datového souboru. Jaké komponenty bychom mohli misto pi-
vodnich veli¢in uvazovat, by bylo jesté nutné podrobit dikladnéjsi analyze.

Jak jiz bylo zminéno, v této praci jsme pojednali o Tracyho-Widomové roz-
déleni a zrcadleném Tracyho-Widomové rozdéleni, kterym bylo mozné modelovat
nejmensi a nejvétsi vlastni ¢islo bilé Wishartovy matice. Pokud jde o nejmensi
vlastni ¢islo, bylo by tfeba jesté provést transformaci exponencialni funkei, abychom
odstranili logaritmus. V momenté, kdy umime modelovat marginalni rozdéleni
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nejvétsitho a nejmensiho vlastniho ¢isla, tak by jiz pro aproximativni feseni po-
stacovalo modelovat zavislosti pomoci kopule. Velmi struéné receno, napt. dvou-
dimenzionalni kopule je funkce, ktera dvojici distribuc¢nich funkei priradi sdruze-
nou distribuéni funkci. Volba vhodné kopule by byla ndmétem numerické studie.
V pripadé tii-rozmérné bilé Wishartovy matice by bylo jesté mozné kopuli pro
marginalni distribuc¢ni funkce t¥{ vlastnich ¢isel této matice konfrontovat s pres-
nym fesenim, nebof v ramci kapitoly 3 jsme uvedli presné vyjadieni sdruzené
hustoty vektoru vlastnich ¢isel, na zakladé néhoz by bylo mozné skutecnou distri-
bucni funkei pro tuto trojici vlastnich ¢isel dopocitat. V pripadé dimenzi vyssich
nez tii je symbolicky vypocet velice narocny a moznost konfrontace by byla otaz-
kou proveditelnosti.

Posledni ¢ast prace shrnovala vypocetné slozité metody véetné prehledové
literatury zabyvajici se problematikou volby poc¢tu hlavnich komponent pomoci
kiizové ovérovani a bayesovské modely). Simulacni studie a grafické studie byly
provedeny v softwarech Wolfram Mathematica, verze 11.1.1, a R, verze 3.3.3.
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A. P¥ilohy

A.1 Zemédélska data

lodiny X X
>aje\ pse jec bram rep slun pic

PH 20,01 11,30 0,15 7,31 0,00 5,15
S 1166,37 405,16 116,86 287,22 7,17 387,16
JC 457,37 184,53 59,23 135,15 0,05 323,83
PL 350,31 148,66 20,11 107,60 0,99 266,82
KV 67,00 22,34 1,81 20,33 0,00 3541
425,19 134,70 10,21 79,90 4,10 90,25

L 73,87 24,53 3,61 19,13 0,01 44,27
KH 380,08 92,51 1858 86,97 0,52 204,85
PA 341,02 120,91 23,27 85,69 1,41 25564
\% 425,60 235,05 180,10 126,37 0,01 438,26
IM 715,38 220,54 36,89 116,03 16,58 243,31
356,51 224,68 945 81,64 005 178,66

Z 230,64 66,10 6,27 44,12 0,68 120,46

253,21 100,40 1841 5875 0,04 114,24

Pozn: pse — psenice, jec — je¢men, bram — brambory, rep — repka,

slun — slunecnice, pic — picniny

Tabulka A.1: Hektarové vimosy zemédélskych plodin na tzemi Ceské republiky
za rok 2014
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pse jec bram rep slun pic

min 29,91 11,3 0,15 7,31 0,00 9,15
a1 236,29 72,70 7,06 47,77 0,02 96,25
med 353,41 127,80 18,49 83,66 0,29 191,75
T 376,73 142,24 36,07 89,73 2,26 193,45
q3 425,50 211,64 33,48 113,92 1,31 264,02
max 1166,37 405,16 180,10 287,22 16,58 438,26
sd 290,40 106,85 51,61 69,75 4,60 133,44

Pozn: min — minimum, ¢; — odhad dolniho kvartilu, med — odhad
medidanu, £ — vybérovy prumér, g3 — odhad horniho kvartilu,

max — maximum, sd — odhad smérodatné odchylky

Tabulka A.2: Vybérové charakteristiky hektarovych vymnosi plodin

znacka kraj znacka kraj
PH Praha KH Kralovéhradecky

S Stiedocesky PA Pardubicky

JC Jihocesky A% Vysocina

PL Plzensky JM Jihomoravsky
KV Karlovarsky O Olomoucky

U Ustecky Z Zlinsky

L Liberecky M  Moravskoslezsky

Tabulka A.3: Pritazené znaceni jednotlivym krajim
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A.2 Standardizovana zemédélska data

lodiny . .
}ajeK pse jec bram rep slun pic

PH -1,19 -1,23 -0,70 —1,18 —0,49 —1,41
S 2,72 246 157 283 1,07 145
JC 028 040 045 0,65 —048 0,98
PL —0,09 006 —031 026 -027 0,55
KV -1,07 -1,12 -066 —0,99 —0,49 —1,18
U 0,17 —-0,07 —050 —0,14 0,440 —0,77
L -1,04 -1,10 -063 —1,01 -0,49 —1,12
KH 001 —047 —034 —0,04 —0,38 0,09
PA —0,12 -020 —025 —0,06 —0,18 0,47
\Y 0,17 087 279 0,53 —0,49 1,83
IM 1,17 0,73 0,02 038 311 037
—0,07 0,77 -052 —0,12 —0,48 —0,11

Z —0,50 —0,71 —058 —0,65 —0,34 —0,55
M —043 -0,39 -034 -044 —048 —0,59

Tabulka A.4: Hektarové vimosy zemédélskych plodin na tzemi Ceské republiky
za rok 2014

pse jec  bram rep slun pic

min -1,19 -123 -07 -1,18 —-049 -141

qu —-048 -065 -056 -0,6 —-049 —-0,73

med -0,08 -0,14 -0,34 -0,09 -043 -0,01
T 0 0 0 0 0 0

qs3 0,17 0,65 —0,05 0,35 —-0,21 0,53

max 2,72 2,46 2,79 2,83 3,11 1,83
sd 1 1 1 1 1 1

Tabulka A.5: Vybérové charakteristiky standardizovanych hektarovych vynosu
plodin
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A.3 Charakteristiky pouzitych dat
z balicku SMSdata

Pouzita data z datového souboru uscrime

land popu robbery assault burglary larceny autotheft

area 1985
min —-0,80 —0,84 —1,04 —1,68 —-1,79 —1,76 —1,45
e —040 —-0,70 —0,60 —0,75 —0,69 -0,73 -0,75
med -0,18 —0,30 —0,27 -0,15 -0,17 —0,03 -0,12
W 0 0 0 0 0 0 0
qs3 0,12 0,18 0,28 0,82 0,58 0,52 0,73
max 5,87 4,26 3,75 2,31 2,28 2,26 2,56
o 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka A.6: Vybérové charakteristiky standardizovanych veli¢in z datového sou-
boru uscrime

Pouzita data z datového souboru bank?2

length height height inner frame inner frame diagonal

left right lower upper diagonal

min —291 3,11 —2,37 —1,54 —3,67 —-2,33

Q1 -0,79 -0,61 —0,63 —0,84 —0,69 —0,85

med 0,01 0,22 0,11 —0,22 —0,06 -0,03
7 0 0 0 0 0 0

q3 0,54 0,77 0,66 0,82 0,68 0,88

max 3,73 2,43 2,83 2,27 2,05 1,66
o 1 1 1 1 1 1

Tabulka A.7: Vybérové charakteristiky standardizovanych veli¢in z datového sou-
boru bank?2
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Pouzita data z datového souboru athletic

100m 200m 400m 800m 1500m 5000m 10000m marathon

min —1,54 -074 —177 -146 -121 -1,04  —09 ~0,91
@ —057 —033 -0,6 -06 -063 —071 —0,71 —0,64
med —0,17 —0,23 —023 —005 -0,37 —043 —0,45 —0,46
[ 0 0 0 0 0 0 0 0

s 034 0 059 0,34 046 0,37 0,48 0,29
max 4,86 564 446 356 348 3,56 3,54 3,04
o 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka A.8: Vybérové charakteristiky standardizovanych veli¢in z datového sou-
boru athletic

Pouzita data z datového souboru uscomp

assets sales market profits cash employees

value flow
min -0,63 —1,72 -0,29 -1,23 -0,87 —0,57
qQ -0,53 —0,83 —-0,25 -0,22 0,27 —0,52
med —0,34 0,01 —-0,21 -0,18 —0,22 -0,35
7 0 0 0 0 0 0
qs3 —0,02 0,85 —0,12 —-0,02 —0,06 0,16
max 5,07 1,69 8,12 7,91 7,81 5,59
o 1 1 1 1 1 1

Tabulka A.9: Vybérové charakteristiky standardizovanych veli¢in z datového sou-
boru uscomp
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A.4 Rovnost pro harmonicka cisla

Harmonické ¢islo H), 1ze zapsat bud z definice nebo také podle nésledujiciho
tvaru:
1
H

pif

?

—_

:1 1] — P
:/(1—|—a:—|—...+wp_1)dx:/ dz.
0 o 1—=x

Upravujme druhy zptisob vyjadreni, pricemz zavedme substituci z =1 — y:

1] — gP 11 —(1=q)?
Hp:/ xdx:/wdy:
o 1—=x 0 Y

Lo
e Q)L ea-gori)

Tim je ovérena platnost kyzeného vztahu.
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A.5 Sdruzené a marginalni hustoty vlastnich ¢i-
sel bilé Wishartovy matice

@@y @ _wy @@y @y
vz, x9,m3) = —e" 27272 x%xéx?—+—e 272 2 x%x%x?—+—e 272 2 xgxgxl
_r1_Tr2_ %3 5 4 _rxi_r2_ 4 5 3 _r_T2_ T3 4 3

3 _ 3
e~ 2 e e Ty

f (2) N e~ T g7 1 s g 19 s o
X)) = — — — ——e 2r ——e 2
A 645120 = 40320 21504 1536 192 768
x 9 3x 3 x 3 3z 3 x
-z 5 9 & 4 O x4 9 3.3 O _z 3
Tt T T8¢ T T st T T3 T Tyt
e T8
Fa(®) = 10500
f ( ) 6_37Ix9 +e_37z$8 +6_37zx7+ 1 = 6+ 19 _% 5
xr) = —€ e —€ X
As 645120 ' 21504 ' 1536 = 192 768
+ B + LIS
128 32
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