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Abstrakt: Prace se zabyva oddélovanim bodu a w*-derivovanymi mnozinami v du-
alech Banachovych prostorii. Je v ni ukédzano, ze v dudlech reflexivnich prostorti
pro konvexni podmnoziny splyva w*-derivovand mnozina s w*-uzavérem a od-
délovani bodt s normujicnosti. Pozdéji je v praci ukazano, ze v dudlu kazdého
nereflexivniho prostoru Ize vzdy najit konvexni mnozinu, jejiz w*-derivovana mno-
zina neni w*-uzaviena, tedy je tato vlastnost charakterizaci reflexivnich prostort.
Déle se préace zabyva w*-derivovanymi mnozinami v kvazireflexivnich prostorech.
Je v ni ukézano, ze v dudlech kvazireflexivnich prostorit splyva pro absolutné
konvexni mnoziny w*-derivovand mnozina s w*-uzavérem a oddélovani bodt s
normujicnosti. Pozdéji je v ni ukazano, ze v dudlu kazdého nekvazireflexivniho
prostoru existuje podprostor, ktery oddéluje body, ale neni normujici, tedy je tato
vlastnost charakterizaci kvazireflexivnich prostori. Nakonec jsou v praci defino-
vany w*-derivované mnoziny vyssich rada a je v ni ukazano, ze v dualu kazdého
nekvazireflexivniho separabilniho Banachova prostoru existuji podprostory vsech
spocetnych nelimitnich fada a zddného jiného.
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Uvod

7 Krein-Smulyanovy véty plyne, ze konvexni podmnozina dudlu Banachova
prostoru je w*-uzaviena, prave kdyz jsou jeji priniky s uzavienymi koulemi re-
lativné w*-uzaviené. To vsak neznamena, ze w*-derivovand mnozina, tj. mnozina
vSech limit omezenych neti, je totéz co w*-uzaver. Pravé w*-derivované mnoziny
budou hlavnim tématem této préce.

w*-derivované mnoziny tzce souviseji s normujicimi podprostory — podprostor
dudlu Banachova prostoru je normujici, pravé kdyz jeho w*-derivovand mnozina
je cely dualni prostor. Také lze snadno nahlédnout, ze w*-derivované mnoziny
v dudlech separabilnich prostort splyvaji s w*-sekvencidlnimi uzavéry.

V prvni ¢éasti prace nejprve definujeme zédkladni pojmy — oddélovani bodi,
normujici podprostory, w*-derivované mnoziny a Schauderovy béaze. Dokazeme
nékolik jejich zakladnich vlastnosti a charakterizaci, které budeme potiebovat
dale v praci. Také ukazeme, ze pro konvexni podmnoziny dualu reflexivniho pro-
storu splyva w*-derivovana mnozina s w*-uzavérem.

Druhé kapitola prace se vénuje kvazireflexivnim prostorim. Nejprve definu-
jeme kvazireflexivitu jakozto zobecnéni reflexivity. Ukazeme, Ze stejné jako u re-
flexivnich prostort se kvazireflexivita zachovava na uzaviené podprostory a fak-
torizace. Déle ukazeme, ze v kvazireflexivnich prostorech oddélovani bodu splyva
s normujicnosti. Z toho potom vyvodime, Ze pro podprostory dualt kvazirefle-
xivnich prostori je w*-derivovand mnozina totéz, co w*-uzavér. Toto tvrzeni dale
zobecnime z podprostori na absolutné konvexni mnoziny.

Ve treti kapitole dokazeme nékolik negativnich vysledki. Nejprve ukazeme,
ze v dudlech nereflexivnich prostori vzdy existuje konvexni mnozina, jejiz w*-
derivovand mnozina neni w*-uzaviend, coz nam v kombinaci s vysledky prvni
kapitoly da& dalsi charakterizaci reflexivnich prostorti. Déle ukazeme, ze v dua-
lech nekvazireflexivnich prostori vzdy existuje podprostor, ktery oddéluje body,
ale neni normujici, coz ndm da v kombinaci s vysledky druhé kapitoly charakteri-
zaci kvazireflexivnich prostort. Nakonec jesté ukazeme, ze za dalsich predpokladi
existuje podprostor, jehoz w*-derivovana mnozina je vlastni normové husty pod-
prostor.

Ve c¢tvrté kapitole zadefinujeme w*-derivované mnoziny vyssich rada a de-
finujeme tad mnoziny jako nejmensi ordinal takovy, ze w*-derivovana mnozina
tohoto radu je w*-uzaviena. Ukazeme, ze fady podprostoriu dudla separabilnich
Banachovych prostorti mohou byt pouze spocetné nelimitni ordinaly a ze v dualu
nekvazireflexivniho prostoru mizeme najit podprostor kazdého z téchto radiu.

Hlavnim pfinosem této prace je podrobné rozpracovani znamych vysledkii
z literatury, hlavné z clanka [3], [10] a [12]. Konkrétné, co se tyce vysledki
z ¢lanku [10], byl poupraven a doplnén diukaz Lemmatu , podrobné rozpra-
covan a vysvetlen dikaz Véty [2.15] pomocnych lemmat k Dusledku 3.4 a Vét



a3.17 U Véty byl zjednodusen diikaz nenormujicnosti mnoziny A. Co se
tyce ¢lanku [3], bylo podrobné rozpracovino Lemma a rozpracovan dukaz
Véty , hlavné ¢asti vyuzivajici Tvrzeni Vysledky z ¢lanku byly zpra-
covany a obohaceny o pomocnd Lemmata a (pricemz se ¢erpalo z ¢lanku
[M4] a [5]). Véta byla podrobné rozepsana a dovysvétlena.



Kapitola 1

Znaceni a zakladni pojmy

1.1 Pouzité znaceni

V této prvni sekci si nejprve shrneme znaceni, které budeme v praci pouzivat.

Symbolem F budeme myslet téleso R nebo C.

X vzdy bude (ne nutné separabilni) Banachuv prostor nad F.

Uzavienou jednotkovou kouli v X budeme znacit By, otevienou jednotkovou
kouli Uy a sféru Sx.

Slabou topologii na X, tj. topologii generovanou dualem X*, budeme znacit w.
Slabou™ topologii na dudlnim prostoru X*, tj. topologii generovanou predudlem
X, budeme znacit w*. Obé tyto topologie jsou lokalné konvexni.

Na X* mizeme uvazovat jak slabou (generovanou X**), tak slabou™ (genero-
vanou X)) topologii.

Silnym uzévérem mnoziny A myslime normovy uzavér a znaé¢ime ho A. Pokud
budeme uvazovat uzavér A v topologii 7, budeme ho znadit A™. V{jimkou bude
uzavér ve w* topologii, ktery budeme znacit A .

Fakt, ze x je limitou netu (z,), v topologii 7, budeme zapisovat xy %) x.
Pokud bude z kontextu zirejmé, pres jakou doli usmérnénou mnozinu limitu uva-
zujeme, budeme pséat pouze x5 — x. Podobné jako u uzavéru, bude-li 7 normova
(resp. w*) topologie, budeme pséat x) - (resp. ) % x).

Linedrni obal mnoZiny A budeme znacit span(A), konvexni obal pak conv(A)
a absolutné konvexni obal aco(A). Jadro operatoru 7' budeme znacit Ker(7) a
obraz Range(7"). Obcas budeme zkracené psat span A, resp. Ker T" atp. Uzavieny
linedrni obal mnoziny A v néjaké topologii 7 budeme znadit span’ (A), podobné
pro konvexni a absolutné konvexni obaly.

Pokud piseme A CC X, mdme na mysli, ze A je (ne nutné uzavieny) podpro-
stor X.

Pro A C X budeme uvazovat:

Anihildtor A, tj. A+ = {2* € X*: 2*(a) = 0 pro kazdé a € A}.
Polaru A, tj. AV = {z* € X* : Re(z*(a)) <1 pro kazdé a € A}.
Absolutni poléru A, tj. A° = {z* € X* : |z*(a)| < 1 pro kazdé a € A}.

Podobné pro B C X* budeme uvazovat:



Anihilator B, tj. By = {z € X : b(z) = 0 pro kazdé b € B}.
Polaru B, tj. Bo = {z € X : Re(b(z)) < 1 pro kazdé b € B}.
Absolutni polaru B, tj. B, = {x € X : |b(x)| < 1 pro kazdé b € B}.

Pro A C X* miizeme uvazovat anihildtor (resp. polaru, absolutni polaru) A+
v prostoru X** i anihildtor (resp. poldru, absolutni polaru) A, v prostoru X.

Pro X, Y Banachovy a T : X — Y spojité linearni zobrazeni definujeme
T* : Y* — X* dudlni operator k T, predpisem (T*y*)(x) = y*(Tx), y* € Y*,
reX.

Pro zobrazeni f: A — B a g : B — (' budeme slozeni zobrazeni f a g, tj.
x+— g(f(x)), znacit bud g o f nebo zkracené gf.

Pro X Banachtv budeme uvazovat kanonické vnoreni do druhého dudlu X**,
obvykle znacené s, které je definované rovnosti s(z)(z*) = z*(x).

Jsou-li A C X, B C X, pak (Minkovského) souctem A a B rozumime

A+B={a+bacAbe B}.

Jsou-li A a B dokonce podprostory spliujici A+ B = X, AN B = {0} a projekce
X na A podél B (nebo projekce X na B podél A) je spojité, piseme A® B = X.

1.2 Oddélovani bodd a normujici podmnoziny

Definice. Necht A C X*. Rekneme, ze A oddéluje body X, pokud
Vee X, x#03f € A: f(x) #0.

Z této definice plyne, ze A oddéluje body X, pravé kdyz span(A) oddéluje
body X. Nasledujici lemma nam dava charakterizaci mnozin oddélujicich body.

Lemma 1.1. Necht A C X*, potom A oddéluje body X, pravé kdyz span(A) je
w*-husty v X*.

Diikaz. Necht A oddéluje body X, potom A, = {0}, tedy z véty o bipolafe
span(4) = (AL)* = {O}* = X°.

Necht plati span*(A) = X*. Uvazujme 0 # x € X. Muzeme vzit funkcional
f € X* takovy, ze f(x) = 1. Potom

U={z"e X" |z"(x) — f(x)] < 1/2}

je w*-oteviené okoli f, a tedy protind span(A). Méme a € span(A) N U, potom
la(x)| > 1/2. Jelikoz a € span(A), da se zapsat jako a = >I'; ¢;a; pro néjaka
a; € Aac €F. Tedy existuje j € {1,...,n}, Ze |aj(x)| > 0. Toto a; ndm svedci
o tom, ze A oddéluje body X. O

Definice. Necht A CC X*. Pro x € X definujeme
qa(x) = sup{[f(z)]; f € A; [ f]| = 1}

Necht ¢ > 1. Rekneme, Ze A je c-normugici, pokud g4 > ¢ |||
Rekneme, ze A je normujici, pokud existuje ¢ > 1 takové, ze A je c-normujici.
Rekneme, 7ze B C X* je (¢-)normugjici, pokud span(B) je (c¢-)normujici.
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V nasledujici poznamce fekneme si nékolik jednoduchych vlastnosti g4 a nor-
mujicich podprostort.

Poznamka. Necht A CC X*, potom plati:

© qa <L

e @4 je pseudonorma na X. Pokud A oddéluje body X, pak je qa dokonce
norma na X.

e Je-li A normujici, pak oddéluje body X.
o A je normujici, pravé kdyz g4 je ekvivalentni norma na X.
o A je l-normujici, pravé kdyz ga = ||.||.

Normujicnost je jakési stejnomérné oddélovani bodu. V nékterych pripadech,
napi. kdyz X je reflexivni, jsou tyto pojmy ekvivalentni (viz Dusledek [1.7]). Nyni
si ukdzeme charakterizaci normujicich podprostorti.

Lemma 1.2. Necht A CcC X*, ¢ > 1. Potom A je c-normujici, prave kdyz
¢ 'Bx- C Bx-NA"

Drikaz. Plati nasledujici ekvivalence:

A je c-normujici na X <= g4 > c¢ ||| <=
<~ (Bx* N A)o CcBx < Bx-N A* = ((BX* N A)O)O D) CilBXo = Cile*.

Prvni ekvivalence plati primo z definice. Pro druhou si stac¢i uvédomit, ze
(Bx«NA)s ={z € X :|f(z)| <1prokazdé f € Bx-NA} ={z € X : qa(x) <1}

Pro treti ekvivalenci pouzijeme vétu o bipolare a zakladni polarovy kalkulus. [J

1.3 w*-derivované mnoziny

Definice. Necht A C X*. Potom definujeme w*-derivovanou mnozinu mnoziny

A jako
AW = | JANnBx- .

n=1

AW je tedy mnozina vSech w*-limit omezenych netti z A.

Poznamka. Je-li X separabilni, pak (Bx-,w*) je metrizovatelnd, tedy A1) je
mnozina vsech w*-limit omezenych posloupnosti z A, ale z Banach-Steinhausovy
véty je kazda w*-konvergentni posloupnost omezend, tedy A1) je mnozina viech
w*-limit posloupnosti z A. Studium w*-derivovanych mnozin ndm tedy muze pri-
nést zajimavé vysledky tykajici se w*-sekvencidnich uzavéria v dudlech separabil-
nich Banachovych prostorii.

Nasledujici lemma ndm da do souvislosti normujici prostory a w*-derivované
mnoziny.



Lemma 1.3. A CC X* je normujici, prdavé kdyz AV = X*.

Diikaz. Pouzijeme charakterizaci normujicich podprostort z Lemmatu Im-
plikace vpravo je zfejmé z definice A, Pro implikaci vlevo pouzijeme Bairovu
vétu a ziskdme n, ze AN nBx- m4 neprazdny vnitek, z absolutni konvexity pak
obsahuje néjaké okoli 0. [

Nyni budeme chtit formulovat Krein-Smulyanovu vétu, k tomu se nam bude
hodit nasledujici definice.

Definice. Rekneme, 7e A C X* je bw*-oteviend, pokud pro kazdé r > 0 je
A NrBy« relativné w*-oteviend v rBx-«.

Vsechny bw*-oteviené mnoziny tvori topologii na X*, tuto topologii nazveme
bw*-topologie.

Je zrejmé, ze pro testovani bw*-otevienosti A nam staci testovat relativni
w*-otevienost A N nBx« pro kazdé n € N.

Nyni jiz mtizeme formulovat Krein-Smulyanovu vétu. Jeji dikaz si miizete
dohledat v [4, Theorem 3.92].

Véta 1.4. Necht A C X* je konvexni. Potom A je w*-uzavrend, pravé kdyz pro
kazdé n € N je ANnBx- w*-uzaviend (tj. A je bw*-uzavrend).

Disledek 1.5. Necht A C X* je konvexni, potom A je w*-uzavrend, prdve kdyZ
A=AW,

Diikaz. Je-li A w*-uzaviena, pak ziejmé A = AW konvexita neni tfeba.

Je-li A konvexni a A = AW, pak z definice AM) plyne, 7ze pro kazdé n € N
plati ANnBx- C A. Tedy pro kazdé n € N je ANnBx« w*-uzaviens. Z Véty
nam potom plyne, ze A je w*-uzavrena. O

Poznamka. 7 Véty . plyne, Zze pro konvexni A C X* je A" = A Ve tiet
kapitole ale ukazeme, ze se muze stat, ze

AW = | JANnBx ¢ A",
n=1

a toipro A CC X* Nyni ukdzeme, ze k tomuto nemize dojit, pokud je X
reflexivni.
Tvrzeni 1.6. Necht X je reflexivni, A C X* je konverni. Potom AV = A",
Diikaz. Pro reflexivni X plati w = w*, tedy z Mazurovy véty plyne, ze A" = A a
AAman*m = AﬂnBX*

Tedy A®M je mnozina vSech limit omezenych posloupnosti z A. Ale kazda
normové konvergentni posloupnost je omezena, tedy A1) je mnozina vsech limit
posloupnosti z A, coz je A. O

Dusledek 1.7. Necht X je reflexivni, A CC X*. Potom A oddéluje body X,
praveé kdyz A je normujici.

Diikaz. Normujici prostory vzdy oddéluji body. B
Necht A oddéluje body X. Potom z Lemmatu méme A" = X*. Z Tvrzeni
[L.6] potom A® = X*| tedy z Lemmatu [1.3 je A normujici. O

7



1.4 Schauderovy baze

V této sekci definujeme Schauderovy baze Banachovych prostori a formulu-
jeme nékolik jejich vlastnosti, které budeme pozdéji potrebovat.

Definice. Necht X je Banachuv a (z,)5%, C X je posloupnost.

Rekneme, Ze (1,,)%, je Schauderova bize X, pokud pro kazdé x € X existuje
pravé jedna (a,)5°,, posloupnost prvkia F, ze x = 320 | a,zp,.

Rekneme, Ze ()22, je bdzovd posloupnost, pokud je to Schauderova baze
prostoru span{z,;n € N}.

Rekneme, 7e (1,,)%, je normalizovand Schauderova bdze (vesp. normalizovand
bazovd posloupnost), pokud je to Schauderova béaze (resp. bazova posloupnost)
a navic ||z,|| = 1 pro kazdé n € N.

Vsimnéme si, ze u Schauderovy baze narozdil od algebraické baze zdlezi na
usporadani jejich prvki, rada totiz nemusi byt bezpodminecné konvergentni.

Klasické ,baze® prostorti ¢y a ¢, pro p < oo jsou Schauderovy baze. Ortonor-
malni baze separabilnich Hilbertovych prostori jsou Schauderovy baze.

Snadno muzeme nahlédnout, ze Banachtv prostor se Schauderovou bazi musi
byt separabilni.

Nyni si zadefinujeme biortogonalni systémy.

Definice. Necht (x,)22, je posloupnost v X a (z%)%°, je posloupnost v X*.
Rekneme, 7e systém ((z,)°,,(z%)%,) je biortogondlni, pokud pro kazda i,j € N
je xf(z;) = 6;;, kde 6; ; je Kroneckerovo delta.

Rekneme, Ze posloupnost ()22, v X je minimdlni, pokud existuje néjaka

posloupnost (z7)%° ; v X* takova, ze ((2,)5,(x)22 ;) tvoii biortogonéalni systém.

Nyni si formulujeme néktera jednoduché tvrzeni o Schauderovych bazich a je-
jich biortogonalnich systémech.

Tvrzeni 1.8. Necht (x,)22, je normalizovand Schauderova bize X a (a,)>,
je posloupnost soutadnicovijch funkciondli bize (x,)5ly, tj. an(352 ¢j1;) = Cp.
Potom (ay,)2, jsou stejné omezené linedrni funkciondly a ((2,)5%1,(a,)5% ) tvord

biortogonalni systém.

Diikaz. (a,)22, jsou stejné omezené z [9, Proposition 1.a.2] a zfejmé spolecné s
()5, tvori biortogonalni systém. O

Tvrzeni 1.9. Necht (x,)°, je normalizovand Schauderova bize Banachova pro-

storu X a ((2,)°%,,(a,)22,) tvori biortogondlni systém, potom a, —s 0.

Diikaz. Necht r € X, potom se d& jednoznacné reprezentovat jako r = 3772, ¢;x;
pro néjakou posloupnost skalari (¢,)2 ;. Potom plati ¢,z, — 0, tedy i |c,| =
lenxn|| — 0, a tedy

an(x) = a, (Z cjxj> =c, — 0.
=1

]

Dale ukazeme, ze biortogonalni funkcionaly k Schauderové bazi prostoru X
tvori w*-Schauderovu bazi dudlniho prostoru X*.



Lemma 1.10. Necht (x,)2, je Schauderova bize X a (x})3, je posloupnost
jejich biortogondlnich funkciondliu. Potom kazdé x* € X* lze jednoznacné repre-
zentovat jako x* = w* — Y 27, cpxr.

. .. y o

Diikaz. Méjme z* € X* a oznaéme ¢, = z*(z,). Potom z* = w* — Y00, ¢z,
T e

Vskutku, mame-li = Y07, a,z, € X, pak

o (x) = i an* (1) = i nCn = i cott (z) = <w* - ni cnx;;> (2).

Jednoznacnost dostaneme, jelikoz x*(z,) = (302, cnxl) (Tn) = Cp. O

Tvrzeni 1.11. Necht X je Banachiv prostor, (u,)2, je normalizovand bizovd
posloupnost v X a (£,)°2, scitatelnd posloupnost kladnych cisel. Oznacéme U =
spani{u,;n € N} a (u})>2, biortogondini funkciondly k (u,)5,. Potom mnoZiny

T ={v" e U |v"(u;)| <& pro kazZdé i € N}

o
S = {U* e U 0" = Zakuz,!akl < €k}

k=1

jsou si rovny a jsou kompakini v U*.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze T' = S. Méjme v* = Y 72, aruj, € S, potom plati
v ()| = |a;| < g, tedy v* € T a S C T. Mame-li v* € T, potom diky Tvr-
zeni [1.10]1ze v* napsat jako v* = w* — 02, cpuj. Plati |c| = [v* (uy)| < &, tedy
je tato suma dokonce absolutné konvergentni v normé, v* € Sa T = S.

T je zfejmé uzaviend mnozina, tedy stac¢i ukazat, ze S je totdlné omezena.
Méjme néjaké 6 > 0 a najdéme konecnou o-sit S. Jelikoz (u})72, jsou diky Tvr-
zeni [1.8| stejné omezené, existuje N € N takové, ze

[e.9]

> ek llugll < 6/2.

k=N+1

Mnozina {v* € Urv* = SN apul,|ag| < 5k} je omezena podmnozina pro-
storu konecné dimenze, tedy totalné omezena. Existuje tedy M, jeji konecnd
0/2-sit. Potom M je konecnd 6-sit S. Vskutku, pro v* = 322, apuj € S najdeme
m € M takové, ze HZ’]Ll apu} — mH < 0/2. Potom

<62+ Y ellupll <o

k=N+1

oo
Z axuy,

k=N+1

<

o
> agpup —m
k=1

N
> apuj, — mH +
k=1



Kapitola 2

Kvazireflexivni prostory

Banachtv prostor X je reflexivni, pokud je pomoci kanonického vnoteni izo-
metricky izomorfni svému druhému dudlu X™**. Muze se ale stat, ze X je izome-
tricky izomorfni X** i kdyz X neni reflexivni. Prikladem takového prostoru je
Jamesuv prostor [7].

Nyni si ukdzeme definici kvazireflexivity, jakozto zobecnéni reflexivity.

Definice. Rekneme, ze Banachiv prostor X je kvazireflexivni, pokud je kanonické
vnotreni X konecné kodimenze v X**, tj.

dim(X™ /(X)) < oc.

7, definice je zrejmé, ze reflexivni prostory jsou také kvazireflexivni. Vétsina
klasickych Banachovych prostoru (L,(u), C(K), H,) jsou bud reflexivni, nebo
nejsou ani kvazireflexivni. Prikladem nereflexivniho kvazireflexivniho prostoru je
jiz zminény Jamesuv prostor [7].

2.1 Podprostory a kvocienty

Je znamy fakt, ze uzaviené podprostory a kvocienty podle uzavienych podpro-
storii reflexivnich prostori jsou reflexivni. Ukazeme, Ze totéz plati i pro kvazirefle-
xivni prostory. Toto tvrzeni a nékteré dalsi zajimavé vlastnosti kvazireflexivnich
prostort muzete najit v [1.

Nejprve si dokazeme néktera tvrzeni a kvocientech a faktorizacich, kterd bu-
deme pozdéji potiebovat.

Lemma 2.1. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory, T : X — Y spojité
linearni zobrazeni. Necht »: X — X* a p:Y — Y™ jsou kanonickd vnorend.
Potom ppoT =1T"" o 5.

Diikaz. Necht x € X a y € Y*, potom plati
T (e(@))(y) = 2(x)(T"(y)) = T (y)(2) = y(T'(2)) = p(T'(x))(y)-

Lemma 2.2. Necht X a Y jsou Banachovy, T : X — Y spojité linearni zob-
razeni a Z CC Ker(T) je uzavreny podprostor. Potom mizZeme definovat spojité
linedrni zobrazeni T : X/Z — Y predpisem T([z]) = T(z), kde [2] = = + Z.
Je-li navic Z = Ker(T), pak je T prosté. Je-li navic Range(T') uzavieny v Y, pak

T je izomorfismus do.
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Diikaz. T je dobfe definované, jelikoz pro = — z € Z C Ker(T) je Tx = Tz, tedy
T'([z]) nezavisi na volbé reprezentanta [x].
T je z¥ejmé linedrni.
Ukézeme, ze |T|| = ||T||. Je-li ||[z]|| < 1, pak existuje y € [2] s ||y| < 1.
Potom plati )
17D = 7@ < 17,

Na druhou stranu
1T = Tqll < I Tllqll <17,

kde ¢ : X — X/Z je kanonické kvocientové, tedy ||¢|| < 1.

Je-li navic Z = Ker(T), pak T je prosté, jelikoz T([z]) = 0 implikuje T'(z) = 0,
tedy x € Ker(T') a [z] = Ker(T') = [0].

Je-li navic Range(T) je uzavieny podprostor Banachova prostoru Y, potom
je Banachiiv. Z véty o otevieném zobrazeni je T : X/Ker(T) — Range(T)
izomorfismus na. O

Definice. Operator T z minulého lemmatu budeme nazyvat faktorizact T dle Z.

Lemma 2.3. NechtY CC X je uzavreny podprostor a q je kanonické kvocientové
zobrazeni X na X/Y . Potom dudlni operdtor ¢* je izometrie (X/Y)* na Y+. Ddle
q* je w*-w*-homeomorfismus.

Diikaz. q¢* je zfejmé spojité linedrni zobrazeni (X/Y)* do X*.
q* je do Y+: Mé&jme f € (X/Y)*, y € Y. Potom

(" () y) = flaly)) = f([0]) =0,

kde [0] = 0+ Y. Tedy ¢*(f) € Y+
¢* je na Y1: Necht y € Y1, potom Y C Ker(y). Definujeme § jako v Lem-

matu potom y = g = ¢* ().
q* je izometrie: Méjme f € (X/Y)*, potom

¢ (f)(Ux) = f(q(Ux)) = f(UX/Y)'

Tedy z definice normy plyne ||¢*(f)|| = || f]|-
q" je w*-w*-homeomorfismus: Fixujme x € X. Potom pro f € Y* plati

¢ f(x) = flq(x)) = f([z]),

a tedy f —— ¢*f(z) je w*-spojité. Jelikoz x bylo libovolné, ¢* je w*-w*-spojité.
Na druhou stranu fixujeme-li y = [z] € Y. Potom pro f € Y+ plati

(@) f(y) = f(=),

tedy f —— (¢*)"1f(y) je w*-spojité. JelikoZ y bylo libovolné, (¢*)~! je w*-w*-
spojité. O]

Lemma 2.4. NechtY CC X a j:Y — X je identické vnoreni. Potom dudlni
operdtor j* : X* — Y* je restrikce, tj. j*(x*) = x*|Y pro x* € X*.

Diikaz. Méjme z* € X* ay € Y. Potom j*(2*)(y) = 2*(j(y)) = 2*(y). O

11



Lemma 2.5. Necht X a 'Y jsou normované linedrni prostory a T : X — Y je
spojité linedrni zobrazeni. Potom Ker(T*) = Range(T)*.

Diikaz. Méjme y* € Ker(T*) a © € X, potom y*(Tz) = T*(y*)(x) = 0, tedy
y* € Range(T)*.

Na druhou stranu mé&jme y* € Range(T)* a y € Y. Potom plati T*(y*)(y) =
y* (Ty) =0, tedy y* € Ker(T™). O

Nyni uz mame vsechno pottebné abychom dokazali nésledujici tvrzeni, které
bylo prevzato z [1].

Tvrzeni 2.6. Necht X je kvazireflexivni a Y CC X je uzavreny podprostor. Po-
tomY i X/Y jsou kvazireflexioni. Navic plati, Ze kodimenze kanonického obrazu
X v X*™ je souctem kodimenzi kanonickych obrazi Y v Y™ a X/Y v (X/Y)**.

Diikaz. Oznacme » : X — X™* o0 :Y — Y* apu: XY — (X/Y)™
kanonickd vnofeni do druhého dudlu, g : X — X/Y, p: X™ — X*/x(X) a
o (X/Y)™* — (X/Y)™/u(X/Y) kanonicka kvocientova zobrazeni, j : Y — X

izometrické vnoreni. Situace je ilustrovina v nasledujicim diagramu.

Y / X a XY
o % u
pj** ,rq**
b T
YY) - X () -2 (XY ) (X))

Staci ukézat, ze existuje prosté linearni zobrazeni Y**/o(Y) do X**/s(X)
a linedrni zobrazeni X**/»(X) na (X/Y)™/u((X/ YﬁTato hledand zobrazeni
2

budou pj** a rq¢** (ve smyslu faktorizace z Lemmatu [2.2]).

Kvazireflexivita Y -
Ukazeme, zZe jadro pj** je o(Y'). Potom z Lemmatu bude pj**, faktorizace
pj** dle jeho jadra, prosté zobrazeni Y**/o(Y') do X**/»#(X). Tedy bude platit

dim(Y*/o(Y)) < dim(X™/»#(X)) < oo

a Y bude kvazireflexivni.
Ker(pj**) = o(Y), jelikoz plati nésledujici rovnosti:

Ker(pj™) = ()" (Ker(p) N Range(;™)) =
= ()7 GAX) NY ) = (7)) = oY),
Prvni rovnost je zfejmé, pro druhou si staci uvédomit, ze Ker(p) = »#(X)
a Range(j**) = Y1+, Fakt, 7ze Ker(p) = s(X) je ziejmy, tedy stadi ukazat, ze
Range(j**) = Y. M&me y** € Y** a 2* € Y+, potom diky Lemmatu plati
7 () (x*) = (y™)(2*|Y) = 0, tedy j**(y**) € Y+, Na druhou stranu méjme
™ € Y1 a uvaZujme y** € Y** definované rovnosti y**(y*) = x**(z*), pro
y* € Y* a x* néjaké Hahn-Banachovo rozsiteni y*. Tato definice nezavisi na volbé

12



x*: Necht 2%, o} jsou dvé rozsifen{ y*, potom z% — x5 € Y. Tedy 2** (2} —23) = 0.
Déle zfejmé j**(y**) = z**. Tfet{ rovnost plati, jelikoZ s(X) N Y+t = »(Y): Je-
li 2 € 3(Y), pak ziejmé také z** € »(X) N YL Na druhou stranu, méjme
™ € 2(X)\#(Y). Potom existuje x € X\Y, Ze »(x) = x**. Z Hahn-Banachovy
véty existuje x* € X* takové, ze *(z) = 1 a 2*|Y = 0. Potom ziejmé z* € Y+ a
(%) # 0, tedy 2** ¢ Y. Z Lemmatu pro y € Y plati
J7oly) = xjy) = =(y),

tedy mame dokazanou ¢tvrtou rovnost.

Kvazireflexivita X/Y

Ukézeme, ze plati Ker(rq™) C (X), a tedy je r¢**, faktorizace r¢** dle »(X),
dobfe definovana.

Jadro rq** je »(X) + Y+t jelikoZ plati nasledujici rovnosti:

Ker(rq™) = (¢") " Ker(r) = (¢") 7 (u(X/Y)) = »(X) + Y+
Prvni dvé rovnosti jsou ziejmé. Pro tieti rovnost nam staci ukazat rovnosti
¢ (5(X)) = u(X/Y) a Ker(¢**) = Y. Z Lemmat [2.4] a [2.3| plyne rovnost
Ker(¢**) = Range(¢*)*" = Y*++.
Diky Lemmatu [2.1] plati pg = ¢™* s, tedy ¢**(5(X)) = p(X/Y).
Déle je r¢™* (a tedy i r¢**) na, jelikoz jde o slozeni dvou zobrazeni, ktera jsou

na.

Tedy r¢** je linearni zobrazeni X**/»(X) na (X/Y)*/u(X/Y) a plati
dim((X/Y)™/i(X/Y)) < dim(X™/#(X)) < oc.
Soucet kodimenzi
Staci ukazat platnost rovnosti
Range(pj™) = (3(X) + Y**)/5(X)
Ker(rq™) = »(X) + Y*++.
Potom bude platit
dim(Y/o(Y)) = dim((3¢(X) + Y1) /3(X)),
dim((X/Y)™/u(X/Y)) = dim(X™/(5(X) +Y*)).

Prvni rovnost je zfejma, jelikoz linearni bijekce zachovava dimenzi. Druhou rov-

nost ziskame po faktorizaci r¢** dle jeho jadra - opét dostaneme linearni bijekci.
Tedy plati i zavér tvrzeni, jelikoz

dim(X ™ /3(X)) = dim(X**/(5(X) + Y1) + dim((5(X) + Y1) /5(X)).

Plati nasledujici rovnosti:

Range(pj*) = Range(pj™) = p(Range(;™)) = p(Y ).
Prvni dvé rovnosti jsou ziejmé a to, ze Range(j**) = Y1+, jsme jiz ukdzali
vyse.
To, Ze Ker(rq**) = s(X) + Y+ jsme jiz dokdzali vyse. O
Specidlnim dusledkem Tvrzeni [2.0] je zndmy fakt, Ze uzaviené podprostory a
kvocienty reflexivnich prostort jsou reflexivni.
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2.2 (Oddélovani bodi v kvazireflexivnich prosto-
rech

Nyni ukézeme, Ze stejné jako v reflexivnich prostorech (viz. Dusledek
je v kvazireflexivnich prostorech pro podprostory oddélovani bodu ekvivalentni
s normujicnosti.

Nejprve dokazeme tvrzeni o zachovani normujicnosti na w*-husté podprostory
konecné kodimenze, které bylo prevzato z [§].

Tvrzeni 2.7. Necht S CC X* je normujici a S cc S je w*-husty konecné
kodimenze v S. Potom S je normujici.

Diikaz. Je-li S dokonce normové husty v S, pak je normujici z dudlniho vyjadieni
normy. Nechf tedy S nenf normové husty v S. Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpoklédat, Ze S je uzavieny v S, jinak ho nahradime jeho uzavérem. Tvrzeni
takeé stadf dokézat pro dim(S/S) = 1, obecné znéni pak dostaneme indukei. Necht
tedy existuje & € X** takové, ze S = S N Ker &.

Sporem ukézeme, Ze | Bx+NS neni w*-spojité v 0. Kdyby bylo, tak je {|nBx+N
S w*-spojité pro kazdé n € N. Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze
S je 1-normujici, potom S N nBx~ = nBx.

Ukazeme, ze £|S N nBx« 1ze w*-spojité rozsitit na nBx- pro kazdé n € N.

Pro * € nBx« definujeme n(z*) pomoci rovnosti

{n(z*)} = ({E((z* + U) N S NnBx-); U w*-okoli 0}.

Tato definice je korektni dle Cantorova principu, jelikoz diametry mnozin, pres
které délame pruniky jdou k nule, jak nyni ukazeme. Fixujme ¢ > 0. Existuje
U, absolutné konvexni w*-okoli 0 takové, ze pro kazdé y* € U NS N2nBx« je
|€(y*)| < e. Najdeme absolutné konvexni w*-okoli nuly V splnujici V +V C U.
Méjme z7, x5 € (* 4+ V)N SN nBx«, potom

[€(x1) — &(a3)| = [§(z1 —23)| <,

jelikoz o7 — a5 € (V+V)NSN2nBxs =UNSN2nBxs.
Daéle je definice n nezavisla na n, jelikoz pro n < m je

(W& (2 +U)nSNnBx-)} C({&((z* +U)NSNmBx-)},

obé tyto mnoziny jsou jednobodové, a tedy jsou si rovny.
Ukazeme, ze takto definované n je w*-spojité na kazdé nByx.. Mé&me net
(z) C nBx- a x* € nBx- takové, 7e z7, — z*. Necht ¢ > 0. Existuje U,

8%
w*-okoli 0 takové, ze

diamé((z*+U)NSNnBx«) < €.

Dale existuje oy takové, ze pro kazdé a > ap plati z}, € z* + U. Z w*-hustoty
S potom pro a > qg je

(" + U)NSNnBx) N (x5 + W) £0
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pro kazdé W, w*-okoli 0. Pro @ > oy najdeme W,, w*-okoli 0, které splnuje
x, +W, C 2"+ U. Potom

n(z*) —n(xg)| = diam{n(z"); n(z3)} < diam{((z* +U) NS NnBx-) <e,

jelikoz {n(z*)} C &((z*+U)NSNnBx«) a

{n(z:)} C&((xt + W) NSNnBx) CE(z*+U)NSNnBx-).

Tedy ninBx+ je w*-spojité pro kazdé n € N.

Dale je n linearni: méjme z*,y* € X* a a,b € F. Potom z 1-normujicnosti S
pro dostatecné velké n € N existuji nety (z), (y%) prvka S N nBx- spliujici
xf = x*, y* — y*. Potom z w*-spojitosti n na nByx- a linearity 7 na S plati

an(z”) + bn(y") = lim(an(zy) + bn(y,)) = limn(azy, + by,) = n(az” + by").

Tedy 1 je bw*-spojité. Z Banach-Dieudonného véty [4, Corollary 3.94] potom
dostaneme 1 € X.

Dale n € S*, jelikoz € € S+ a (n— €)(S) = {0}. Jelikoz S je w*-husty v X*,
oddéluje body X a S+ N X = {0}. Tedy n = 0. Potom ale £|S = n|S = 0, tedy
S cKer&alS=S5,cozje spor.

Tedy &|Bx+ NS neni w*-spojité v 0, tj.

de >0V U w'okoli0 3f e UN SN Bx-: |£(f)] > e.
S je normujici, tedy
Je>0Vr € X 3g € SN Bx- : |g(x)| > ||z]|.

Fixujeme takové ¢ a ¢ a ukdZeme, ze S je normujici.
Necht z € X\{0}. Vezmeme g € Bx- NS, Ze |g(x)| > c||z||. Dale z je
w*-spojity, jakozto funkciondl na X*, tedy existuje U, w*-okoli 0, ze pro kazdé

f e Uplati |f(z)] < 552l

Existuje f € UNSN Bx~, ze [£(f)] > €. Polozme h := g—%f. Potom h € S,
jelikoz f, g € S, a {(h) = 0. Déle plati:

&lg) 4]
Il < o+ 0070 < 1+ LEL
Déle mame
o) 2 lol | £ 10| 2 liet = By Sl

Pro x € X\{0} jsme nadli h € S, Ze |h(z)| > ¢/2 ||z|. Uvazujme h = —,

potom ||A|| <1 a plati

_ @l e
14 6= o(q 4 Il

()]

][

Tedy S je normujici. O]
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Nyni mame vse potfebné, abychom ukézali ekvivalenci oddélovani bodt a
normujicnosti v kvazireflexivnich prostorech.

Tvrzeni 2.8. Necht X je kvazireflexivni, A CC X*, potom A je normujict, praveé
kdyz A oddéluje body X .

Diikaz. Normujici podprostory vzdy oddéluji body, pro druhou implikaci pak
pouzijeme Tvrzeni 2.7

Ukézeme, ze AL je koneéné dimenze. Necht X je kodimenze n v X**, potom
kazdy podprostor X** dimenze alesponn n + 1 protind X\{0}. Dale A oddéluje
body X, tedy A+ N X = {0}. Tedy dimenze At je nejvySe n. Fixujme y,...,yx
néjakou bazi A+, kde k < n.

Z Hahn-Banachovy véty pro lokalné konvexni prostory aplikované na (X**,w*)
miizeme najit z7,...,.v3 € X, ze y;(x) = d; 5, kde d; ; je Kroneckerovo delta: Uva-
zujme zobrazeni T; € (A*)* definované predpisem T;(3°1; a;y;) = a; pro j =
1,...,k. Potom Tj jsou normove spojité. Na konecnédimenzionalnim A~ splyva nor-
mova a w* topologie, tedy T jsou i w*-spojité a mizeme pouzit Hahn-Banachovu
vétu k ziskani 7, w*-spojitych rozsireni T} na X™*. Tato zobrazeni jsou w*-spojita,
tedy je miizeme ztotoznit s prvky X*.

Definujme B = span(A U {z7,...,z}}) a ukdzeme, ze B je slabé husty v X*.
Plati B+ ¢ A+ N (span{z},...,z;})* = {0}, jelikoz A+ = span{yi,....yx} a pro
y =" ay; € At je 23 (y) = a;. Potom z véty o bipoléie plyne

B" =(BY), = X~.

7, Mazurovy vety plyne, ze B je dokonce normové husty podprostor X*, tedy
je normujici z dualniho vyjadreni normy.

Nakonec diky Lemmatu je A w*-husty podprostor X*. Navic je konecné
kodimenze v normujicim B, tedy z Tvrzeni plyne, Ze je normujici. O

Poznamka. Z Tvrzeni 2.7 a 2.8 a jejich dikazu plynou ndsledujici tvrzeni:

1. Necht X je kvazireflexivni a A CC X* je normové uzavieny podprostor
oddélujici body. Potom A je konec¢né kodimenze v X*.

2. Necht £ € X™\»#(X), pak Ker(§) je normujici.

Diikaz. Podobné jako v ditkazu Tvrzeni[2.8/dostaneme, Ze A+ je koneéné dimenze
n. Kdyby A nebyl konec¢né kodimenze v X*, mohli bychom najit linedrné neza-
vislou {zf,....x}5 1} C X*\ A.

Pouzitim Hahn-Banachovy véty najdeme pro k = 1,...n + 1 funkcionaly
zy € X* oddélujici zj od A @ span{z};j # k}. Potom {z7*,...z}",} je line-
arné nezavisla posloupnost v A+, coz je spor a dostavame prvni bod.

K dukazu druhého bodu staci dle Tvrzeni ukazat, ze Ker(§) je w*-husty
podprostor kone¢né kodimenze. Jelikoz & # 0 € 3(X), mame, ze kodimenze
Ker(¢) je 1. Kdyby Ker(¢) nebylo w*-husté, tak z Lemmatu neoddéluje body
X, tedy existuje 0 # x € X, ze pro kazdé x* € Ker(§) plati 2*(z) = 0. Potom ale
Ker(s(z)) D Ker(§), tedy s(z) = ¢, coz je spor s & ¢ »#(X).

O
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2.3 w*-derivované mnoziny v kvazireflexivnich
prostorech

V minulé kapitole jsme ve Vété ukézali, Ze pro X reflexivni a A konvexni
plati A® = A", Nyni ukdzeme podobné tvrzeni pro kvazireflexivn{ prostory.

*

Véta 2.9. Necht X je kvazireflexioni a A CC X*. Potom A1) = A",

Diikaz. Uvazujme Y = X/(A,). Z Tvrzeni 2.6] je to opét kvazireflexivni prostor.
7 Lemmatu 2.2 je Y* izometricky izomorfnf (A )+ pfes zobrazeni T : f — fogq,
kde ¢ je kanonické kvocientové zobrazeni. Z véty o bipolafe pak (A )t = A"

Z Lemmatu plyne, ze T je w*-w*-homeomorfismus.

Ukazeme, ze T~1(A) oddéluje body Y. Necht y = [z] € Y. A oddéluje body
X, mizeme tedy najit a € A, ze a(z) = 1. Potom (T 'a)(y) = 1.

Tedy T~ '(A) oddéluje body kvazireflexivniho Y a z Véty . dostavame
(T~ (A)M = Y™, Jelikoz T je w*-w*-homeomorfismus, mame

AW = T(T7H(AD)) = T((T7 (A)V) = (V) = A,
]

Ve Vété 2.9 nam nestaci pouze konvexita A, protipiikladem se budeme zabyvat
pozdéji ve treti kapitole. Tuto vétu vSak muzeme jesté zobecnit pro absolutné
konvexni mnoziny. Pouzijeme postupu z [10].

Nejprve si formulujeme znamé tvrzeni o lokalni reflexivité. Dikaz tohoto tvr-
zeni si muzete dohledat v [11, Theorem 10.18.].

Lemma 2.10. Necht Y je Banachuv a E CC Y™, F CC Y™ jsou podpro-
story konecné dimenze. Potom pro kazdé ¢ > 0 existuje T, izomorfismus E na
Range(T) CC Y, takovy, Ze |T|| < 1+e, [T <14+e T(EN#(Y))=3x"'a
pro kazdé f € F, e € E plati f(Te) = ef.

Déle budeme pottebovat néasledujici lemma z [10]. Pfipomeneme, Ze indexo-
vany systém {z;;i € I} je konecné nenulovy, pokud z; = 0 pro vSechny indexy
1 € I, az na kone¢né mnoho.

Nésledujici lemma je prevzato z [10] a pouziva nékteré myslenky z [13].

Lemma 2.11. Necht X je konecnedimenziondlni Banachiv prostor nad F. Necht
(Ma)aca C X je net, ktery spliuje limsup,, ||mq|| = oo. Potom existuje C' > 0
a o € Q takové, Ze pro kazdé ag > o' a kaZdé € > 0 existuje konecné nenulovy
systém (aq)aco C R, ktery spliuje a, =0 pro a < ag, Yo laal <1, gy =1 —¢
a || X aama| < C.

Diikaz. Dtukaz nejprve provedeme pro prostor nad R.
Pro a € Q definujeme M, = aco{mg; 5 > a}. Definujeme

L, ={x € M;span{z} C M,}.

Potom L, je linearni podprostor. Ziejmé pro x € L, a A € R je A\x € L,.
Déle, mdme-li z,y € L, a A € R, pak Az +y) = Az + \y € M, z absolutni
konvexity M,. Tedy z +y € L,.
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Déle kazdy z podprostorti L, je netrividlni. Oznacme Y, = span(M,,). Necht
p je Minkowského funkciondl M, v Y, (tj. p(x) = inf{\ > 0;z € AM,} pro
r € Y,). Jelikoz M, je absolutné konvexni, p je pseudonorma. Kdyby L, bylo
trivialni, pak by p byla dokonce norma. Vskutku, pro 0 # x € Y, by platilo
0 # sup{A > 0; Az € M, } < oo, tedy

p(z) = inf{\ > 0;2 € AM,} = (sup{\ > 0; Az € M,})"' #0.

Potom, jelikoz na konecnédimenzionalnich prostorech jsou vSechny normy ekvi-
valentni, musi byt M, omezend, coz ale neni. Tedy L, jsou netrivialni.

Dale pro oy < aw plati L., C L, . Jelikoz jsme v kone¢nédimenzionalnim X,
existuje o/, ze pro a > o’ je L, = L. Oznacme L = Lo =, Lo a Z dopliikovy
podprostor k L (tj. takové Z CC X, ze L ® Z = X). Pro a > o definujeme
K, = M,NZ. Ziejmé 0 € K, C Ky . K, jsou absolutné konvexni uzaviené
mnoziny. Dale jsou omezené, jelikoz jsou absolutné konvexni a neobsahuji zadnou
primku. Ozna¢me C' = max{||z|;x € Ku}.

Necht g > o' a € > 0. Potom mga, = ko + loy, kde ko € Koy C Ko a
lo, € L. Vektor —=5(,, € L + {0} C M,, = aco{mg; 8 > o}, tedy existuje
absolutné konvexni kombinace Y-, o0 baa (t]. Xasag 0ol <1, [ba] <1 a by #0
jen pro konetné mnoho a) takova, Ze || 34500 batia + =50, || < C.

(aq) definujeme takto: an, = 1 — €, a, = €b, pro a > ap a a, = 0 pro ostatni
a. Tedy plati

> aama = (1= e)kay + (1 —&)log +€ > bama.

aef) a>ap

Méme odhad

> aama

a€ef)

< (L= kool + Hu e S boma| <

a>oq

]__
< (1= &)|kag|| + & ngao+ S bama|| < (1— )0 +2C = C.

a>op

Tedy méame vétu dokédzanou v prostoru nad R. Zavér pro komplexni prostor
dostaneme aplikovanim realného pripadu na realnou verzi komplexniho prostoru.

]

Jesté dokazeme lemma, které nam ukaze, ze anihilator topologického dopliku
#(X) v X** oddéluje body X, a tedy je normujici.

Lemma 2.12. Necht X je kvazireflexivni a F CC X** je podprostor konecné
dimenze splrujici X** = »(X) @ F. Potom F, CC X* je normugjici pro X.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je-li x** € X** nulové na F|, pak x** € F. Existuje
{fi,efn}, 26 F = span{fi,....fn}. Potom F| = N Kerf; C Kerz™, a tedy
i=1

z** € span{ fi,...,fn} = F.

Déle plati s(F, ) = (F.)* N (X) = {0}, jelikoz (F.)* C F. Potom i
Fi, ={0}.

Tedy F| oddéluje body X a dle Tvrzeni [2.8] je normujici. O

Déle budeme pottebovat tento znamy diisledek Mazurovy véty.
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Lemma 2.13. Necht (4)q je net v X a x4 — x € X. Potom pro kaZdé ¢ > 0
a kazdé oy existuje y, konvexni kombinace proki {x.;a > ag}, kterd spliuje
lz =yl <e.

Diikaz. Fixujme € > 0 a ag. Potom z Mazurovy véty

e {za;ia>ap} Cconv{za;a>apt = conv{zs; o > ag}.
Tedy existuje y € conv{z,;a > ap} takové, ze ||z — y|| < e. O

Jesté budeme potiebovat nasledujici lemma o preindexovani neti v topologic-
kém vektorovém prostoru.

Lemma 2.14. Necht (x4)aca je net v topologickém vektorovém prostoru (X,r).
Necht existuje v € X, Ze xo, — x. Potom existuje net (yy)y sestdvajici z proki
mnoziny {x.; o € A} a prirozené indexovany systémem t-okoli 0, tj yy € x + U,
takovy, Ze yy — x.

Diikaz. Jelikoz x, — x, pak pro kazdé U, T-okoli 0, existuje o € A takové, Ze

T4 € x + U. Vezmeme za yy néjaké takové z,. Potom ziejmé yy — . O
Nyni uz mame vse potiebné k diikazu nasledujici véty.

Véta 2.15. Necht X je kvazireflexivni a A C X* je absolutné konvexni. Potom

AW =47,

Diikaz. Podle Dtisledku (1.5 staci ukazat, ze (AM)D = AD Mgjme tedy né&jaké
z* € (AN a ukdzeme, ze z* € AL,

Jelikoz x* € (AMW)M) | existuje omezeny net (%), C AWM spliujici 7 — z*.
Déle pro kazdé o plati z7, € AY| tedy existuji omezené nety (27, 5)5 C A takové,

ze xy 5 % x}. 7 Lemmatu |2.14| bez Gjmy na obecnosti a a 3 probihaji U, systém

w*-okoli 0 v X*, tj. a; € 2" + U, x, ; € 27, + U pro kazdé U € U.

7, kvazireflexivity X existuje konecnédimenzionalni F© CC X™** takovy, ze
X = (X) @ F. Déle, jelikoz F' je konetné dimenze a (z,5)s jsou omezené
nety, mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze existuje net (vy)s C F*
takovy, ze sex- (¥}, 5)|F —7 Va silné.

Podobné jako v Lemmatu [2.14| miizeme predpokladat, Ze pro kazdé « probiha
B stejnou mnozinu, a to U x N. (z}, 4 % xl, a rex- (2], )| F 7 Yoy tedy pro

(Uyn) existuje yu.n € {x}, 5}a,p spiujici yu, € 2, +U a ||2¢(yun) |[F —val| < 1/n.)

Déle rozlisime dva pripady — limsup, ||v.| < oo, potom muzeme bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, ze i sup, ||[va|| < o0, jinak prejdeme k subnetu, a
limsup,, ||va|| = oc.

Krok 1: sup, ||va]| < oo (zde by stacito, aby A byla konvexni).

Pouzijeme Lemma [2.10|na X*, ¢ = 1 a podprostory FF CC X**, F* CC X***
(X** muzeme ztotoznit s »(X)* @ F* pres zobrazeni f —— (f|2(X), f|F), tj.
#(X)* = F*, F* = %(X)?1) a ziskdme operator T : F* — X*.

Definujme ¢, = T'(v,) — z}. Oznac¢me C; = sup,, ||T(va)|| + sup, ||z%|| < oo.
Diky Lemmatu [2.12] existuje Cy > 1 takové, ze F'| je Cy-normujici. Potom pro
C = C1Cy diky Lemmatu plati C1Bx« C CBx+N F. Tedy existuje net
(tas)s C F1, pro ktery plati u, s % Uy a supy ||uas|| < C. Dle Lemmatu [2.14

bez Gjmy na obecnosti § probihd . Vsimnéme si, ze C;, Cy a C nezavisi na a.
Definujme ¢, 5 = {, — ua,5. Potom plati:
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o Pro kazdé a a ¢ je ||[las]] < Cy + C, tedy jsou nety (£,5)s stejné omezené
nezavisle na «.

o Prokazdé f € F je f(lns) =va(f) — f(2), jelikoz

fllas) = flla) = f(T(va)) — flz2) = va(f) — fla2).
o logs 7 0, jelikoZ g s 7 lo.-

*

Potom kombinovany net (z}, 5 — @}, — fa,5)(s,), kde definujeme usporadani
(81,01) < (Ba,02), prave kdyz 1 < B2 a 1 < d2, konverguje slabé k nule v prostoru
X*. Vskutku, pro f € F' mame

F(@h5) = J(28) = [(las) = [ 5) = valf) — 0
a pro z € X mame

To5(2) — 25(x) — las(2) (5—5 zh(z) —xl(z) —0=0.

Tedy dle Lemmatu pro kazdé € > 0 a B existuje

Z aﬁ,a,é(ﬁOf) (x:y,ﬁ - Z':; - Ecx,ts)a
(676)7ﬁ>60

konvexni kombinace prvkl (z},5 — 7}, — las)B.0)8>8, (kde agas(80,€) jsou jeji
koeficienty), spliujici

Z a@a,g(ﬁo,s)(azzﬁ —xh —Llas)| <e.
(576);6>/80

Potom diky konvexité A jsou nety (3 aga,s(80,1)7% 5), 2 A a plati

Y. asas(Bo 1)zl % Ty
(B.6);6>Bo ’
Pro ditkaz této konvergence méjme néjaké U, konvexni w*-okoli 0. Potom pro
B> By >Ujex, s €z, + U, tedy existuje yp, 5 € U takové, ze x, 3 =z, + Yy, 5.
Potom z konvexity U plyne

> ag,as(Bo )7}, 5 = 27, + > 8,0,6(B0, 1)y 5 € 75 + U.
(8,0);8>Po (8,0);8>Bo

Dale jsou tyto nety stejné omezené nezavisle na «, jelikoz pro kazdé Sy plati

<| X apas(Bo)(@h s — 75 — Las)| +

(8,9);8>Po

> pas(Bo )Ty

(8,6):8>Po

H X asas(Bo1)(@h + Las)

(8,6);8>Bo

Tedy existuje konstanta K > 0 takové, ze x5 € AN K Bx- pro kazdé o. Ale
z¥ s x* tedy i 2 € AN KBy~ ax* € AW,

< 1+sup, [[23]] + supa s [[fas-
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Krok 2: limsup, ||v.|| = 0o (zde uz ndm pouze konvexita A nestaci).

Aplikujeme Lemma na neomezeny net (v, — »x:(z5)|F), a najdeme
C' > 0 takové, ze pro dost velkd a (bez Gjmy na obecnosti vSechna «, jinak
prejdeme k subnetu) a libovolné e > 0 existuje linedrni kombinace s pouze konecné
mnoha nenulovymi koeficienty

kasz

)

(1= &) (va = sx- (T)IF) + D _aes(vs — s2x+(25)| F)
o>a
SPIDUJICI Hkous“ < Ca E ’aousé’ < .

Uvazujme operator T F* — X* jako v Kroku 1. Podobnym zpusobem na-
jdeme w, ., € F|, stejné omezené nezavisle na « a € a splitujicf wa e, — T'(ko.c)-
v

Polozime py 4 = T'(koe) — Wa ey Potom jsou nety (pa.c ) stejné omezené neza-
visle na o a € a splnuji pac 5 %> 0a f(Paer) = kae(f) pro f € F.

Tedy kombinovany net

((1 - 5)@3,5 — ) + Zaa,sﬁ(x;ﬁ —x5) — pa,Eﬁ)
(B)

o>a

konverguje slabé k 0. Vskutku pro f € F' je f(pacs) = kac(f), tedy plati

/ ((1 ) — 72) + Stacs(wh — 75) - p) =

>a
:(1—5)(f( T} 5) )+;aa€5( T55) _“5(f)>w730'

A pro z € X plati

#(x) ((1 —e)(whp — 7o) + D Gacs(Ts — 75) — pam) —

s (1= &) (wal2) — 2a(2)) + Y dacs((@) — 23(x) — 0 = 0.

Opét pouzijeme Lemma[2.13|a pro kazdé 5y a w > 0 najdeme konvexni kombi-
naci prvki netu vyse s 8 > [y, (kde do. 5-(B80,w) jsou jeji koeficienty) splinujic

< w.

Z da,a,ﬁq(ﬁo,w) ((1 - 5)(3::;,,8 + Zaa €,0 3755 ) Pae ’y)

(8,7);8>80 5>

Potom ze stejnych divodu jako v Kroku 1 net
( Z darsvﬁ")/(ﬂo?l) ((1 _6) ﬁ+ Zaaeéajgﬁ))
(B):8>Bo 5>a 5

w*-konverguje k (1 — )zl + X an.s 5. Jelikoz A je absolutné konvexni, jsou
5

>a
prvky tohoto netu v A. Déle jsou prvky tohoto netu stejné omezené nezavisle na
«aae:
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Z da,E,B:W(/BO?]‘) ((1 - €>xz,ﬁ + Zaa7€76 xE:ﬂ) S
(B,7):8>PBo 5>a
SL+|| Y daesy(Bo.1) ((1 —)ah + Y e T+ pam) <
(B,7);8>Po 0>a
< 1+ sup ||| + sup [[paenll-
Potom net
( Z da,s,ﬁﬁ(ﬂo?l) ((1 - 5)1’2,6 + Zaa,e,é l';ﬁ))
(B:7);8>PBo 0> (Bose)

s usporadanim (f1,e1) > (fo,€2), praveé kdyz f; > P2 a 1 < g9 w*-konverguje
k x¥. Ale prvky tohoto netu jsou omezené nezavisle na o, tedy stejné jako
v Kroku 1 dostaneme z* € AW, O
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Kapitola 3
Negativni vysledky

V piedchozich kapitolach jsme v Tvrzeni a Véte ukdzali, Ze za né-
kterych podminek pro A € X* plati A = A" V této kapitole naopak ukézeme
nékolik pifkladi, kdy A® £ A"

Na nésledujicim piikladu si ilustrujeme, ze podminka konvexity ve Vété a
Disledku [I.5 je nutné.

Priklad 3.1. Necht p € (1,00) a ¢ je sdruzeny exponent k p (tj. 1/p+1/q =1).
Uvazujme reflexivni prostor X = 7 a jeho dudl X* = /9. Potom v X* existuje
vlastni w*-husta podmnozina, kterd je bw*-uzaviena.

Diikaz. Necht (a,)5°, je posloupnost nezapornych cisel a (e,)>;, resp. (ef)>

jsou kanonické vektory v X, resp. X*. Ukazeme, ze plati:

(1) anel — 0, pravé kdyz (a,)>, je omezena.

Implikace vpravo plati diky Banach-Steinhausové vété. Pro implikaci vlevo
mejme x = (21,29,...) € X, potom ayel(x) = a,z, — 0.

—bw*
(2) 0 € {aner;n € N} | pravé kdyz liminf |a,| < oo.
Nejprve ukazeme implikaci vlevo. Necht (a,, )72, je omezena podposloupnost
posloupnosti (a,)%,, potom a,.e; — 0 dle (1). Potom i a,,e: %0, jak

n=1 n n
nyni ukazeme. Necht U je bw*—otef/fené okoli 0 a s = sup |a,|. Pol%om existuje
w*-oteviené V takové, ze U N sBxs =V NsBx«. V je w*-oteviené okoli 0, tedy
existuje ko, Ze pro kazdé k > ko je an.e;, € V. Jelikoz [la,e; || < s, mdme
ey, €V NsBx«=UNsBx: CU.

Na druhou stranu, pokud plati liminf |a,| = oo, pak lim|a,| = oo. Tedy
{n :]a,| <7} je konetna pro kazdé r > 0. Potom {a,e’;n € N} je bw*-uzaviena,
jelikoz {anei;n € N} NrBx« je konetnd, a tedy w*-uzaviena pro kazdé r > 0.
Déle zrejmé 0 ¢ {a,e’;n € N}.

(3) 0 € {aner;n € N}, prave kdyz (a;1)22, ¢ X.

Kdyby (a,;')22, € X, pak (are})(a, '), = 1 (ve smyslu duality ¢, a ¢,) pro
kazdé k € N, tedy {z* € X* : 2*(a,;')>2, < 1} je w*-okoli 0, které neprotina
{a,et;n € N} a0 ¢ {ayer;n € N} .

Na druhou stranu, pokud 0 ¢ {a,e;n € N} , pak existuji 2',...,2° € X takové,
ze U = {x* € X*: |z*(2/)| < 1;j = 1,...,t} neprotind {a,e’;n € N}. Oznatme
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z; = |zj| + ... + |2] € R pro j € N. Potom z = (z;);2, € X. Déle pro 2* =
(z1,75,...) € X* plati implikace >°; [vx;| <1 == z* € U. Déle jelikoz a,e}, ¢
U, plati |a,x,| > 1 pro kazdé n € N. Tedy |a,'| < |z,| pro kazdé n € N a
(a; 1), € X.

n

Podminky v (2) a (3) nejsou ekvivalentni, napi. pro a, = n'/? mame nekon-

vexni mnozinu {a,e’;n € N}, pro kterou {a,er;n € N} # {aner;n € N}bw :
Fixujme tuto volbu (a,)3%; a najdéme w*-hustou mnozinu (x,)>, C X*.
Potom
C =A{z, + arey; kon € Ny ||z, + agey|| > n}

je spocetnd mnozina, ktera je w*-husta, jak nyni ukazeme. Fixujme n € N, potom
|20 +agel]| == oo, tedy 2, +age) € C pro dostatetné velka k. Potom ale z,, € C”
pro kazdé n, tedy C" = X*.

C je bw*-uzaviena. Fixujme r > 0 a ukadzeme, ze C' N rBx« je konetna, tedy
w*-uzaviend. Z definice C' pro n > r plati ||x,, + ager|| > r. Pro fixni n < r plati
|2, + arel]| —= oo, tedy pro velké k je z, + aze & rBx-.

Tedy jsme nasli C', vlastni w*-hustou podmnozinu X*, kterd je bw*-uzaviena.

]

3.1 Konvexni mnoziny v dualech nereflexivnich
prostoru

V této sekci si ukdzeme, ze Tvrzeni neplati pro nereflexivni prostory. Do-
konce ukazeme, ze dual kazdého nereflexivniho prostoru obsahuje konvexni mno-
zinu A takovou, ze A1) #£ A", Pouzijeme opét postupu z [10].

Nejprve si dokdzeme lemmata, kterda ndm pomutzou prenéaset vysledky z pod-
prostori na celé prostory. Nésledujici lemma bylo prevzato z [10].

Lemma 3.2. Necht Z CC X, E : Z — X identické vnoreni. Necht A C Z*.
Potom pro D = (E*)~Y(A) plati DV = (E*)~'(AW).

Diikaz. Dle Lemmatu [2.4]je E* restrikce na Z, tedy D je mnozina vSech rozsiteni
funkei z A na X.

Ukézeme, ze E*(DW) c AWM. E* je dudlni operator, tedy w*-w*-spojité.

Déle necht x € E*(DW), tedy existuje omezeny net (y) C D w*-konvergujici
k y takovy, ze x = E*(y). Ozna¢me x\ = E*(y,), potom (x,) je omezeny net v A
a plati vy = E*(y\) — E*(y) = z. Tedy v € AL,

Pro druhou inkuzi si nejprve uvédomime, ze f € (E*)~'(AW), pravé kdyz
existuje (a)) C A omezeny net splitujici ay — E*(f). Fixujme takovéto (ay) a
najdéme hy € (E*)~'({ax}) spliujici |||l = ||ax|| (tj. Hahn-Banachovo rozsitent
ay na X).

Potom (hy) C D je omezeny net v X*. Z Banach-Alaogluovy véty muzeme
bez jmy na obecnosti pfedpokladat, Zze hy — h pro néjaké h. Potom f = h na
Z. Uvazujme fy = hy + (f — h), potom plati:

o E*(fy) =ax+ E*(f) — E*(h) = a) + lim* ay — lim" E*(h)) = ay) € A, tedy
freD.
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o f)\i>h+f—h:f.
o AN < sl +11F = Al tedy (f2) je omezeny.
Dohromady dostavame, ze f € D™, O

Pro dalsi tvrzeni se nam bude hodit zavézt nasledujici znaceni. Je-li Z CC X a
A C Z, potom anihildtor (resp. poldru, absolutni poldru) A jakoZto podmnoZiny
Z budeme znacit A+7*. Anihildtor (reps. polaru, absolutni polaru) A jakoZzto
podmnoziny X budeme znacit A1x*. Podobné budeme znacit anihildtory (resp.
polary, absolutni polary) podmnozin dudlnich prostoru.

Lemma 3.3. Necht Z CC X je uzavieny podprostor, A C Z* je konvexni mno-
zina. Definujeme E a D jako v Lemmatu . Potom D je konvexni a D =
(B7) 1 (A).

Diikaz. Dle Lemmatu je E* restrikce na Z, tedy D mnozina vSech rozsiteni

funkei z A na X. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze 0 € A (a tedy

i0 € D). D je vzor konvexni mnoziny ptes linedrni zobrazeni, tedy je konvexni.
Ukazeme, ze

Dp, ={z € X :Re(d(z)) <1 pro kazdé d € D} =

= E({z € Z :Re(a(z)) <1 pro kazdé a € A}) = E(Axr,)

Jelikoz D je mnozina rozsifeni funkei z A, plati Do, D E(Aa,). Pro druhou
inkluzi méjme = € Dx,. Potom staci ukazat, ze x € Z. Pak totiz pro kazdé
a € A vezmeme jeho libovolné rozsiteni d € D a plati Re(a(x)) = Re(d(z)) < 1.
Kdyby = ¢ Z, pak by existovalo x* € X*, ze 2*(x) = 2 a 2*|Z = a pro néjaké
a € A — diky Hahan-Banachové vété existuje funkciondl y* spliujici y*(z) = 1,
y*|Z = 0 a funkciondl z*, ktery je rozsifenim néjakého a € A, potom staci vzit
¥ =2+ (2 — z*(z))y*. Potom z* ¢ D, ale z Lemmatu plyne, ze E*(z*) =
r*|Z = a € A, coz ndm dava spor s D = (E*)7(A).
Dale plati

D" = (Dpy ) = (BE(An,))> D (E*)H((An,)"7) = (B)7H(A)).

Prvni a posledni rovnost plynou z véty o bipolate, protoze A i D jsou konvexni
a obsahuji 0. Druhou rovnost jsme jiz dokazali vyse. Pro dikaz inkluze méjme
z* € (") 1 ((Aa,)?7"), potom z*|Z € (Ap,)>7", tj. pro kazdé z € Apr, C Z
je Re(z*(2)) < 1. To ale znamena, 7e z* € (E(Ap,))2x", tedy (E(Aa,))2X" D
(E*)~"Y((Ap,)%2%). Tedy plati D" D (E*)~1(A").

Opacna inkluze plyne z w*-w*-spojitosti dualniho zobrazeni E*, tedy mame
D" = (E*)"1(A"). O

Lemmata [3.2] a [3.3] nAm ddvaji hledané pfeneseni z podprostoru.

Dusledek 3.4. Necht Z CC X je uzavreny podprostor, A C Z* je konvexni
mnozina spliujici AV £ A°. Necht E : Z — X je identické vnoreni a D =
(E*)"Y(A). Potom D je konvexni a plati DY # D",
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Diikaz. 7 Lemmat a [3.3] plati
D" = (E")' (A7) 2 (B9 (AW) = D,
]

Je zndmym faktem, ze kazdy nekoneénédimenzionalni Banachtiv prostor ob-
sahuje néjakou bazovou posloupnost. My budeme potrebovat zesileny vysledek
pro nereflexivni prostory prevzaty z [14].

Lemma 3.5. Necht X je nereflexivni Banachiv prostor, potom existuje normali-
zovand bdzovd posloupnost (z,)°2, C X takovd, Ze posloupnost castecnych soucti
(K 202, je omezend.

Priklad 3.6. Posloupnost kanonickych vektoru (e, )22 ; v nereflexivnich prosto-
rech ¢y nebo ¢, vyhovuje Lemmatu [3.5] Tato posloupnost vSak nemé omezené
castecné soucty v £;.

Prikladem posloupnosti vyhovujici Lemmatu pro /1 je posloupnost defi-
novana nasledovné:

* 21 = é€,
o on—2 5 _ 1 on—1 _ 1
¢ Zp=— ( 1 27T €k> + (Zk:Q”*Q-&-l 27 @k> pro n > 1,

tj. 21 = (1,0,...), 20 = (—1/2,1/2,0,...), 23 = (—1/4,—1/4,1/4,1/4,0,...) atp. Potom
ziejmé ||z, || = 1 pro kazdé n € N. Déle

n 2n—1
sz — Z |2—n+1| — 17
k=1 A k=1

tedy vskutku (z,)>°, vyhovuje Lemmatu pro nereflexivni prostor ;.

Posloupnost (z,)32; nevyhovuje Lemmatu pro £,, p € (1,00), a to ani po
znormovani. To neni ndhoda — ve ¢lanku [14] je ukazéno, ze v Lemmatu plati
dokonce ekvivalence.

Nyni mizeme dokézat hlavni vétu této sekce. Tato véta byla prevzata z [10].

Véta 3.7. Necht X je nereflexivni Banachiv prostor. Potom existuje konverni
A C X*, pro kterou plati AV £ A"

Diikaz. Dle Lemmatu existuje (2,)3%, C X, normalizovand bazova posloup-
nost takové, ze (F | 2)%2, je omezend. Ozna¢me Z = span{z,;n € N U {0}}.
Diky Dusledku [3.4 ndm staci nalézt konvexni A C Z* spliiujici A £ A"

Z je separabilni, tedy pro A C Z je z Banach-Steinhausovy véty A1 w*
sekvencidlni uzavér A (viz pozndmka pod definici w*-derivovanych mnozin na
zaCatku sekce 1.3).

Ozna¢me (2))°, biortogonalni funkcionaly k (2,)5; a vezméme néjaké ros-
touci posloupnosti nezapornych ¢isel ()22, (8,)22,, které spliuji o, — 1,
fn — 00. Rozdélime N na spocetné podposloupnosti N; (tj. N = UN;, N;NN; =
0 pro i # j, N; jsou nekoneéné). Oznacme

A = conv{a;z; + Bz 7 € Nk € Nj}
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Ukazeme, ze A nenf ani silné uzaviena.
’ . . v ’ ’ *
Plati a;z5 € AW, jelikoz diky Tvrzent [L.9] ayz5 + B2 — a2
J

Ukézeme, ze z§ ¢ AW Pro spor predpokladejme opak. Potom existuje ome-
zend posloupnost (y7,)%°_, C A spliiujici v, — z;. Podle definice A potom plati

=>_ > as(m)(eyz; + Bjzp),
J=0 keN;

kde a;;(m) jsou koeficienty konvexni kombinace.
Plati

=SS agem)(aszi(z0) + Bzt = 5 Y aje(m

j=0 keN; j=0 keN;

Déle y, — 2, tedy

1= z5(20) = lim y7(20) = lim > >~ aj(m)ey
=0 keN;

Pro kazdé ¢ € N ukazeme, ze plati
¢
nlghnooz Z aj’k(m o
j=0 keN;
Z faktu, ze a; /' 1, plyne

1= lim (Z > aj(m)a; + i > @j,k(m)%) <

j=0 keN; j=t+1 keN;

< lim inf (Z > awajp(m) + i > aj,k(m)> =

j=0 keN; j=t+1keN;

¢
:1%111_}101(1;(1—1— ap—1) ZZCLM )

keN;

Tedy, jelikoz ap — 1 < 0, plati

fimsup 3" 3 aju(m) = lim 3 3 au

M= i—0 keN; §=0 keN;

Tedy také pro kazdé ¢ € N plati

Jim d > ajk(m) =

j=L kEN]‘

Jelikoz je posloupnost (XF_ | 2)2, omezena, z Banach-Alaogluovy véty plyne,
ze existuje z**, w*-hromadny bod jejiho kanonického vnoteni do Z**.
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Dale pro i > 0 plati y, (i) = 3720 Yren, @5k (m)B;0ix, tedy
¢ [ l
i (2) =3 5 (wsatmy )
i=1 7=0 keN; i=1
Specialné pro ¢ > max{k; a;(m) # 0 pro néjaké j} je pak

Yrm (2; z) = i > ajn(m

j=0 keN;

Tedy 2**(yy,) = 22720 Zken, @jx(m)B; a pro kazdé £ € N plati

limsup 2" (y;,) = hmsupz Z a;r(m)B; > e hmsupz Z a;r(m) = By

m—>00 M=709 j—0 keN; j=t keN;

Ale ¢ bylo libovolné, tedy Yy, U HlllSl byt neomezena, coz je Spor.
Dohromady 2§ = lima;z; € AW\ A a AW neni (w*-)uzaviens. O

Disledek 3.8. Banachiiv prostor X je reflexivni, pravé kdyz pro kazdou konvexni
mnozinu A C X* plati AV = A"

Diikaz. Plyne z Vét [1.6) a O

3.2 Podprostory v dualech nekvazireflexivnich
prostoru

V této sekci zminime, ze Véta obecné neplati pro nekvazireflexivni pro-
story. Nasledujici véta se da dokdzat pomoci Véty 4.8 my zde ale predvedeme
dukaz z [3]. Nejprve si dokazeme nékolik pomocnych lemmat.

Lemma 3.9. Necht X je normove separabilni Banachiv prostor, potom X* je
w*-separabilni.

Diikaz. Méjme (z,)5°; spo¢etnou hustou podmnozinu Sx. Diky Hahn-Banachové
vété najdeme (x;)nzl C Sx» spliujici 27 (z,,) = 1. Potom ((z})22,), = {0}.
Vskutku, necht pro néjaké z € X plati =¥ (x) = 0 pro kazdé n € N. Necht pro
spor bez ijmy na obecnosti ||z|| = 1. Existuje N € N takové, ze |[zn — x| < 1/2.
Potom ||z (zny — z)|| < 1/2, tedy ||z§(z)|| > 1/2, coz je spor. Tedy dle véty o
bipolafe je (z%)%°; linedrné w*-hustd v X* a X* je w*-separabilni. O

Lemma 3.10. Necht X je Banachuv prostor. Necht ddle existuji uzavrené neko-
necnédimenzionalni podprostory Y CC X a Z CC X** splniujici

ZN (Y + 52x(X)) = {0}.

Potom existuje podprostor A CC X*, ktery oddéluje body X, ale neni normujici
pro X.
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Diikaz. Nejprve si pfipomeneme, ze Y+ miiZzeme ztotoznit s Y** (pfes zobrazen{
7, kde j je pivodni identické vnofeni Y do X, viz dikaz Tvrzeni [2.6).

Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze Y je separabilni, jinak ho
patficné zmensime. Diky Lemmatu [3.9]existuje posloupnost (y;;)2>, jednotkovych
vektort v Y*, kterd oddéluje body Y. Necht (z,)2%, je néjakd normalizovand
bézové posloupnost v Z a (£,)%, je posloupnost kladnych ¢isel, ktera spliuje

o 1 &n < 1/2. Definujeme zobrazeni T : Y** — Z predpisem

T(y™) =Y ey (y)zn.
n=1

Potom [|T|| < 1/2, T|Y je prosté a T je kompaktni (T je normova limita konec-
nédimenzionalnich zobrazeni — svych ¢astecnych souctu).
Necht

Ukézeme, ze U je w*-uzaviené v X**. Diky Diusledku [I.5] staci ukdzat uzavienost
na w*-limity omezenych nett. Mé&jme tedy omezeny net (u,) C U, ktery w*-
konverguje k u € X**. Potom existuje net (y*) C Y™ takovy, ze

U = 77 (Y) + Ty 5.

Net (y**) je omezeny — kdyby pro néjaké a platilo ||y2*|| > 3sup,, ||ua||, potom
by

lwall 2 Mlya’ll = 1Tya" | = Nlya’ll = 1/2[lya"ll = 1/2 [yl = 3/2 [[ual -

Potom z kompaktnosti 7" mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat (jinak
prejdeme k podnetu), Ze existuje z € Z takové, ze Ty * — z. Potom zfejmé
P () = j(y*) = u—z € Y diky w*-uzavienosti Y+ v X**. Déle ziejmé
plati z = Ty**. Tedy u = j™*(y*™*) + Ty*™* € U.

Necht M = U, CcC X*. Jelikoz diky vété o bipoldte M+ = U C Z + Y+,
dostédvame dle predpokladu U N sx(X) = {0}, a tedy M oddéluje body X.

M ale neni normujici pro X. Necht € > 0, potom z kompaktnosti T" existuje
y € Sy takové, ze ||T'(sey (y))|| < €. Potom ale z definice M je pro kazdé f € M

[f W = (TG () (NI < el fI]

tedy M nemtize byt normujici. ]
Dikaz nasledujictho lemmatu si mizete dohledat v [3, Lemma 2].

Lemma 3.11. Necht X je nereflexivni Banachuv prostor, potom existuje neko-
necnédimenziondlni podprostor Y CC X takovy, Ze X/Y je nereflexivni.

Véta 3.12. Necht X je nekvazireflexivni Banachiv prostor. Potom existuje pod-
prostor A CC X*, ktery oddéluje body, ale neni normujict.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze X obsahuje nekonecnérozmérny reflexivni
podprostor Y CC X. Diky nekvazireflexivité X existuje podprostor Z CC X**
nekonecné dimenze takovy, ze

Z 0 (rex(X) + Y ) = Z N osex(X) = {0}
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a tvrzeni véty plati diky Lemmatu [3.10}

Déle predpokladejme, ze X neobsahuje zadny nekonecnédimenzionalni refle-
xivni podprostor. Za pomoci Lemmatu zkonstruujeme posloupnost podpro-
stori X = X; D Xo D ... takovou, ze Xj/Xyy; neni reflexivni. Pro & € N
vezmeme Y € X, \ Xpi1 a definujeme Y = span{yy; k € N}.

Stacf dokazat, Ze dim(X**/(sx(X)+Y*1)) = oo, potom existuje Z CC X**,
které spoletné s Y spliiuje podminky Lemmatu[3.10] které ndm pak dé zévér véty.

Pro kazdé k € N plati

Y = span{yi,...,yx} © Span{yxi1,..-},

tedy, jelikoz span{ygi1,...} C (Xxgr1 NY) C Y, plati
Y** = span{sey (y1),....20v (Y)Y ® (SPan{Ypp1,...}) "+ C

C span{sey (1) 22y ()} + (X NY)HE SV,

kde anihilatory bereme v Y* respektive v Y **.
Potom za pomoci Lemmatu [2.1] plat{

sex (X)) + Y = 50 (X) + (X N YY) Coaex(X) + X,

kde anihilatory bereme v X* respektive v X**.

Indukei dokazeme, ze dim((X/Xy)™/(X/Xk)) > k. Budeme hojné pouzivat
Tvrzeni 2.6 konkrétné ¢ast o souctu dimenzi. Pro jednoduchost zavedeme Fdd
Banachova prostoru jako ORD(X) = dim(X**/3(X)). Tedy X je reflexivni (kva-
zireflexivni), pravé kdyz ORD(X) = 0 (ORD(X) < o).

Pro kazdé k € N plati ORD(Xy/Xy41) > 1, jelikoz tento prostor neni refle-
xivni. Ukdzeme, zZe pro kazdé k € {2,3,...} je ORD(X/Xy) > k— 1. Pro k = 2
je ORD(X/X3) = ORD(X;/X3) > 1. Nyni uvazujme k + 1. Budto X/Xj1 neni
kvazireflexivni, potom ORD(X/Xy;1) = 0o > k, nebo X/ X1 je kvazireflexivni
a muzeme pouzit Tvrzeni [2.6] Potom plati

ORD(X/Xy11) = ORD ((X/Xg11)/(Xi/Xk11)) + ORD(Xy/ Xgt1) =

= ORD(X/X;) + ORD(Xy/Xpy1) > (k—1)+1=k.
Tedy z dikazu Tvrzeni plyne

dim (X e (X) + X)) = dim((X/Xe)™ /(X X)) > b~ 1.
Tedy, jelikoZ sex(X) + Y1+ C sex(X) + Xj-t, pro kazdé k € N dostdvame
dim (X ™/ (sex (X) + Y55)) = dim(X ™/ (ex (X) + X)) 2 b — 1,
tedy dim(X**/(3¢x(X) + Y++)) = 0o a véta je dokdzdna. O

Disledek 3.13. Banachuv prostor je kvazireflexivni, prave kdyz jeho dudl neob-
sahuje Zadny nenormugici podprostor, ktery oddéluje body.

Diikaz. Plyne z V&t a[3.12 O
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Déle ukazeme, ze za nékterych dalsich predpokladi obsahuje dualni Bana-
chiv prostor X* podprostor A takovy, ze AM je vlastni dokonce normové husty
podprostor X*. PouzZijeme opét postupu z [10].

Diky Lemmatu umime pfendset ostrou inkluzi A™M C X* z podprostori
ne celé prostory. Nyni si ukdzeme, ze miizeme prenést i normovou hustotu.

Lemma 3.14. Necht X je Banachuv prostor a W CC X jeho uzavreny pod-
prostor. Oznacme E : W — X identické vnoreni. Necht A je normové hustd
mnozina v W*, potom D = (E*)"Y(A) je normové hustd v X*.

Diikaz. Zobrazeni E* je spojité, linearni a na, tedy dle véty o otevieném zobra-
zeni je oteviené. Kdyby D nebyla husta v X*, existovala by oteviena neprazdna
mnozina U C X* takova, ze U N D = (). Potom ale E*(U) je neprazdnd oteviena
mnozina v W*, kterd neprotina A, tedy A neni husté v W*, coz je spor.

O

Nyni formulujeme jednoduché pozorovani o slabsich norméach na Banachovych
prostorech.

Lemma 3.15. Necht (X||.||1) je Banachiv prostor a ||.||2 je ostre slabsi norma
na X. Potom (X,||.||2) nent dplny.

Diikaz. Identita N : (X||.]l1) — (X,]|.||2) je spojitd, prosta a na. Kdyby (X,]|.]|2)
byl uplny, pak by z véty o otevieném zobrazeni bylo N izomorfismus. Pak by ale
I|.||l2 byla ekvivalentni s ||.||1, coz je spor. O

Poznamka. Oznacme ny = *® Potom {{n,, + i}°°_,}%°, tvoii disjunktni

2
rozklad N U {0}.

{nm +0}0e_g Anm + U=y {nm + 23000 {nm + 3023 {nm +4}5-4

0

1 2

3 4 )

6 7 8 9

10 11 12 13 14

Déle budeme potiebovat nasledujici lemma, jehoz diikaz si miizete dohledat
v [10, Lemma 2].

Lemma 3.16. Necht X je nekvazireflexivni Banachiv prostor, ktery obsahuje
nekonecnedimenziondlni podprostor se separabilnim dudlem. Potom existuje mi-
nimalni linedrné nezavisly systém

{uitiZo U{ai}iZy € X
splnugjici nasledujici podminky:

1. Systém {u;}32,U{x;}32, a jeho biortogondini funkciondly {ul}2,U{x}}52,
jsou stejné omezené.

2. {u;}2, je Schauderova bize U = span{u; }$°, a plati U* = span{uf|U}2,.

3. Pron, = @ je mnozina {Z’;:j Tp,+5:0 < j <k < oo} omezend.
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Véta 3.17. V dudlnim prostoru X* existuje podprostor A CC X* takovy, Ze
AW e vlastni normové husty podprostor X*, pravé kdyz X je nekvazireflexivni
Banachuv prostor obsahujici nekonecnédimenziondlni podprostor se separabilnim
dudlem.

Diikaz. Implikace vpravo

Necht existuje A CC X* takova, ze AWM je vlastni normové husty podprostor
X*. Potom z Lemmatu [I.1] plyne, ze A oddéluje body X, ddle z Lemmatu [1.3
plyne, ze A neni normujici. Tedy dle Lemmatu [2.8 nemiize byt X kvazireflexivni.

Nyni ukédzeme, ze X obsahuje néjaky nekonecnédimenzionalni podprostor se
separabilnim dualem.

g4 je norma, jelikoz A oddéluje body X. Jelikoz A neni normujici, z Lem-
matu plyne, ze (X,q4) neni uplny. Definujeme tedy X4 jako jeho ztplnéni.
Uvazujme identitu N : X — X 4. Jelikoz N(X) neni uzaviené v X4, dle [9, Pro-
position 2.c.4] mizeme najit separabilni podprostor nekoneéné dimenze Z CC X
takovy, Ze N|Z je kompaktni. Potom je R = (N|Z)*(Bx:) normové kompaktni v
Z* diky Schauderové véteé.

Méjme identické vnoreni F : Z — X. Potom jsou dudlni operatory E* :
X* — Z* a N*: X} — X" restrikce (viz Lemma [2.4] pro E* to mdme pfimo,
pro N* si uvédomime, ze v dikazu Lemmatu [2.4] nam stacilo, aby zobrazeni
J byla spojitd identita, ne nutné izometrie). Dale N|Z = N o E. Tedy plati
R == (E* O N*)(sz)

Ukazeme, ze plati AN Bx- C N*(Bx ). Mé&me 2* € AN Bx-. Jelikoz 2" € A,
je qa-spojité. Dale plati ||x*||(X7qA)* < 1 — pripad z* = 0 je zrejmy, je-li * # 0,
pak pro x € X splnujici ga(x) < 1 plati

*

T
]
Tedy [l2*|| (x4, < 1 a 2" lze rozsiFit na prvek Bys.

Tedy dostavame E*(A N Bx-) C (E* o N*)(Bx:) = R. Potom ale plati
E*(A®M) C span(R). Podprostor span(R) CC Z* je separabilni a obsahuje hustou
E*(AW). Tedy Z* je separabilni.

2" ()] = [l”]]

<x>\ < ol gae) < 1.

Implikace vlevo
Meéjme X, nekvazireflexivni Banachtiv prostor s nekonecnédimenzionalnim

o . . k(k+1 < /
podprostorem se separabilnim dualem. Oznacme n; = kk+D) - Vezméme systém

2
({u;}2 U{x;i}2,) z Lemmatu a oznacme
W = span ({u;}2, U{z:}2,) CcC X.

W je separabilni, tedy pro kazdou podmnozinu B C W* je BM) w*-sekvencialn{
uzavér B (viz poznamka pod definici w*-derivovanych mnozin na zacatku sekce
1.3).

Diky treti podmince Lemmatu existuji h;, w*-hromadné body mnozin
{%(Ef:j Tniti) Yoo

Vezméme (a,,)5°

o 0, héjakou scitatelnou posloupnost kladnych cisel a oznacme

K = {%(UZ) + azh;;1 € NU {O}} c W
a A= KJ_.
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Diky Lemmattim a sta¢i ukazat, ze A #£ W* ale pfitom AW
normoveé husta ve W*.

Pro kazdé i je uj € AW, jelikoz pro j > i je uj — (a;) '@}, ; € K. Pro
¢ € NU{0} totiz plati

* —1 Cl,g z*
(5¢(ug) + aghe) (u; — (ai)~'ay, o) = 05 — —Tn,ille),

kde 0, je Kroneckerovo delta. Déle rozlisSime dva pripady:

Piipad i = ¢. Potom h; je w*-hromadny bod mnoziny {s(XF _. x, )},
plati z7,_ (ki n,,4i) = 1 pro kazdé k > j, tedy

60— L (h)=1—1=0.
a;

)

Piipad i # £. h; je w*-hromadny bod mnoziny {s(>F _ 2, )}, a plati
Ty, (k@ 4) = 0 pro kazdé k € N (z disjunktnosti mnozin {n,, +i}_; pro
ruzné i), tedy

Qy %
0i0 — ainj+i(hg) =0-0=0.
Plati uf — (a;) "'z}, —> uy, jelikoz (a;) '}, — 0, tedy uf € AY
j

Déle ukazeme, Ze pro y* € UL plati y* — X, ahi(y*)u; € A, tedy y* € AD)

Rada Y; a;h;(y*)u; je normové konvergentni ze stejné omezenosti {h;; i € NU{0}}

a {uf;i € NU{0}} a scitatelnosti (a;)32,. Mé&me s(us) + achy € K, potom

(se(ue) + ache)(y" = D ashi(y")u Zaz i(Y")die + ach(y”) =0,

jelikoz pro kazdou dvojici 4,5 je h;(u}) = 0.
Tedy existuje a € A takové, ze

y" = lim <a+2az )u;.*>.

=0

Jelikoz uf € AW pro kazdé i, dostavame y* € A1)

Dale ukadzeme, ze A neni normujici pro W. Z podminky 1. Lemmatu [3.16
plyne, ze existuji ¢; > 0 a ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé i € NU {0} je [Ju;|| > ¢4,
|hil] < co. Vskutku, kdyby (u;)$°, nebyly odrazené od nuly, jejich biortogonalni
funkcionaly by nemohly byt stejné omezené. (h;)2, jsou w*-hromadné body stejné
omezenych mnozin, tedy jsou také stejné omezené. Pro f € A plati

| f(ui)| = laihi| < lailea — 0,
tedy ga(u;) — 0, ale (u;)$2, je odrazend od nuly, a tedy k ni nekonverguje

v normé. Tedy A neni normujici. Dle Lemmatu pak AW £ W+,
O
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Kapitola 4

w*-derivované mnoziny vyssich
radu

V minulé kapitole jsme ukézali, ze pro A C X* plati A ¢ A™ a obecné neplati

(

1
rovnost. Vyvstava tedy pfirozend otézka — kdy plati A®) = (A(l)) )? Uz mame

vSe pripravené, abychom na tuto otazku odpovédéli v nékterych jednoduchych
specialnich pripadech.

Tvrzeni 4.1. Necht A C X* a plati nékterd z ndsledujicich podminek
1. A je w*-uzavrend.
2. X je separabilni a A je sekvencidlné w*-uzavrend.

Potom plati A = AW,

Diikaz. Plati-li prvni bod, dostaneme tvrzen{ z inkluze A® ¢ A" = A. Plati-
li druhy, dostaneme tvrzeni véty z faktu, Ze pro separabilni prostory je w*-
derivovand mnozina w*-sekvencidlni uzaver (viz poznamka na zacatku sekce 1.3).

O
Tvrzeni 4.2. Necht A C X* a plati nekterd z nasledugjicich podminek
1. X je reflexivni a A je konverni.
2. X je kvazireflexivni a A je absolutné konvexni.
Potom plati A = (AW,
Diikaz. Toto tvrzeni plyne piimo z Tvrzeni 4.1 Tvrzeni a Véty O

Otézku vyse si mizeme jesté zobecnit. K tomu se nam bude hodit nésledujici
definice.

Definice. Necht X je Banachiiv a A C X*. Pro kazdy ordinal o > 1 transfinitni
indukei definujeme A w*-derivovanou mnoZinu mnoziny A fadu a. Je-li a
nelimitni ordinal, ktery je nastupce ordinalu a — 1, definujeme A® jako

Al@) — ( A(a—n)(lf
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Je-li o limitni ordindl, pak definujeme A jako

Al — U AB)

B<a
Pro o = 0 definujeme A©) = A.

Poznamka. w*-derivovanad mnozina fadu « se da napsat jako

NMIU(N%ma

B<a
nehledé na to, jestli je o limitni nebo ne.

Potom zfejmé pro a < 3 plati A c AP g plati-li A = ALY pak i
A = AP pro kazdé > .

Definice. Necht A C X*, potom 7ddem mnoziny A myslime nejmensi ordinal «
splitujici A = Alet+D),

Nase zobecnéna otazka tedy zni: Jaké jsou mozné rady podprostori v X*?
Pro kvazireflexivni prostory uz na tuto otdzku dokazeme odpoveédét.

Tvrzeni 4.3. Necht X je kvazireflexivni a A C X* absolutné konvexni. Potom
rad A je 0, pokud A je w*-uzavrend, nebo 1, pokud A neni w*-uzavrend.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Tvrzeni [4.1] a O

Zajimavéjsi zavery dostaneme pro nekvazireflexivni prostory, omezime se ale
pouze na separabilni Banachovy prostory.

Ukéazeme, ze rady podprostort dudlii separabilnich prostort mohou byt pouze
spocetné nelimitni ordinaly. Dale ukazeme, ze v kazdém nekvazireflexivnim sepa-
rabilnim Banachové prostoru existuje w*-husty podprostor libovolného z téchto
radua.

Nésledujici lemma je prevzato z |6, Lemma 2.12].

Lemma 4.4. Necht X je separabilni Banachuv prostor a A C X*. Potom existuje
spocetny ordindl o takovy, ze A® = Aletl)

Diikaz. Pro n € N a ordindl « definujeme mnoziny A, , = A®@ N nBx- . Potom
plati
Agn C A NnBy.e C Aggin.

Déle (Aan)a je rostouci systém w*-uzavienych mnozin ve w*-kompaktnim
metrizovatelném prostoru nBy-«, tedy existuje spocetny ordinal a&(n) takovy, ze
pro kazdé o/ > a(n) je Awy = Aam)n- Tedy diky inkluzim vyse pro ordinaly
o > a(n) = a(n) + 1 plati

AN nBy. = A A pBy..

Ozna¢me a = sup{a(n);n € N}. Potom « je spocetny ordinal. UkéZeme, ze
Al = Al+D) Mgjme tedy o* € AT, Potom existuje posloupnost (z*)%, C
A takova, ze x¥ — x*. 7 Banach-Steinhausovy véty je posloupnost (%),

omezend né&jakym N € N. Potom 2* € A@*+) N NBy. = A N NBy-, specidlné
z* € A tedy mame tvrzeni dokézéano. m
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Nasledujici lemma je pfevzato z [5, Lemma 1].

Lemma 4.5. Necht X je separabilni Banachuv prostor, A CC X* a a spocetny
limitni ordindl. Necht pro kaZdé B < o je AP £ AB+H) . Potom A #£ Ale+1)

Diikaz. Pro ordinaly 8 < awan € N definujeme V' = (nB 4)Y). potom mnoziny
V4" jsou w*-derivované mnoziny omezenych mnozin, tedy w*-uzaviené, tedy i
normoveé uzaviené.

Déle zfejmé pro 8 < a plati APHD = J, V', tedy plati A = Uz, U, Vi
Kdyby platilo A = Al+D) pak z Disledku je A w*-uzaviena. Plati

*

|

=A@ = A = ]|V

B<a n

7 Bairovy véty aplikované na tplny A  a normové uzavienosti mnozin Vi
potom plyne existence ordindlu oy < a a N € N takovych, ze Vajg ma ne-
prézdny vnitiek v A". Potom ale At je podprostor A" s neprazdnym vnitikem
a AleotD) — Aleot2) — A% o7 je spor. O

Z Lemmat [£.4)a plyne, Ze tad podprostoru dualu separabilniho Banachova
prostoru miize byt pouze spocetny nelimitni ordinal.

Clanek [5] dale ukazuje existenci w*-hustych podprostoriit viech kone¢nych
radia v dudlu nekvazireflexivnich separabilnich Banachovych prostori. My zde
vSak predvedeme postup z [12], ktery nam da dokonce existenci podprostort vSech
spocetnych tadi. Nejprve dokdzeme analogii Lemmatu [3.2] pro w*-derivované
mnoziny vyssich radi.

Lemma 4.6. Necht X je Banachuv prostor, Z CC X a F : Z — X iden-
tické vnoteni. Necht A C Z*, D = (E*)"Y(A) a « je ordindl. Potom D® =
(E*)7H(A®).

Driikaz. Dukaz provedeme transfinitni indukei. Pripad o = 1 a indukéni krok pro
nelimitni{ ordindly mdme z Lemmatu [3.2] Indukéni krok pro limitn{ ordinély je
ziejmy. O]

Déle budeme potifebovat nasledujici charakterizaci nekvazireflexivnich pro-

3

storu z [2].
Lemma 4.7. Necht X je nekvazireflexivni Banachiv prostor. Potom ezistuje
bdzovd posloupnost (z,)22, v prostoru X splriujici:

1. ||zall < 1 pro kazdé n € N.

2. (20)5%, je odraZend od nuly.

3. Pron, = @ je mnozina {Z’;Zj Zny+5i0 < j <k < oo} omezend.

Nyni méme vSe potiebné, abychom dokézali nasledujici vétu prevzatou z [12].

Véta 4.8. Necht X je nekvazireflexivni separabilni Banachiv prostor. Potom pro
kazdy spocetny ordindl o existuje D CC X* takovy, e D(® # D+ = X,
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Diikaz. Necht (2,) je bédzova posloupnost z Lemmatu [4.7]

Ozna¢me Z = span({z,;n € NU{0}}). Diky Lemmatu staci pro kazdy
ordinal a nalézt podprostor A CC Z* spliujici A #£ Al+D) = 7% Proij €
N U {0} oznac¢me 2/ = 2(j4i-1)(j+i)/2+j- (Posloupnosti (n{)g’io, j=0,1,2.3,..., kde
nl = (j+i—1)(j+1i)/2+ j, tvoii disjunktni rozklad N U {0}.) Biortogonalni
funkcionaly k z, (respektive k z/) budeme znacit z, (respektive /).

Z tret{ podminky Lemmatu [4.7) tedy plati

m

PIE

i=1

sup = M, < 0.

j?m

Z Banach-Alaogluovy véty tedy pro kazdé j € N existuje f; € 2™, w*-
hromadny bod kanonického vnoreni mnoziny {3, 2/ }°°_, do Z**. Ziejmé plati
11l < M.

Budeme se zabyvat vektory tvaru g = af; + 2] pro néjaké a > 0 a r,s,j € N,
r # j. Toto vyjadreni g je jednoznacné, jak nyni ukazeme.

Méjme af; + 2z, = bf; + 2", kde a,b > 0, j # r ai # m. Je-li 2 = 2", pak
méme rovnost af; = bf;, testovanim pomoci i pak dostaneme ad;; = b, tedy
z nenulovosti a a b plyne 1 = 5 a a = b, z ¢ehoz nam plyne nase jednoznacnost.

Je-li 2] # 277, pak, jelikoz r # j, testovanim pomoci Z] dostaneme 1 = bd; .
Tedy ¢ = r a b = 1. Symetricky dostaneme 7 = m a a = 1. Mame tedy rovnost
afm + 2L = fr + 2. Testovdnim pomoci zj, kde ¢ # s, dostaneme 9,,, = 1, coz
nam da spor s m = j # r.

Déle ukdzeme, Ze pro kazdé takové gy = af;+ 2, € Z**, kdea > 0ar,s,j € N,
r # j, pro kazdy spocetny ordinél v a kazdou nekoneénou mnozinu A C N\ {j,r}
existuje nejvyse spocetnd mnozina §2(gg,o,A) C Z** spliujici

1. Mnozina K (go,o,A) = (Q(go,a,A)) 1 splije (K (go,a,A))@ C Ker go.

2. Kazdé h € Q(go,a,A) se da napsat ve tvaru h = a(h)fjn) + zg((g)), kde
j(h),r(h) € AU{jr}, a(h) > 0 a plati-li j(h) = r nebo r(h) = r, pak

h = go-
3. Rekneme, 7e vektor v € Z* je typu T(b,go,A) pro b € F, pokud se d4 napsat
jako
v=">0% +u; u€span{z;k e Nt e AU{j}} (T'(b,90,A))
Necht
Q(b,go,Oé,A) = {U S K(907a7A>; v je typu T(bag(]?A)}
Potom

{v € Ker go; v je typu T'(b,90,A)} C (Q(b,go,a,A))(a).

Tyto mnoziny zkonstruujeme transfinitni indukci dle a.
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Krok 1: a = 0.

Fixujme takové gp a A (atimia > 0 a j,r,s € N). Polozme Q(g0,0,4) = {g0}.
Potom jsou podminky 1.-3. splnény. Platnost podminky 2. je zfejma. Podminky
1. a 3. plynou z faktu, ze K(go,0,A) = Ker gp.

Krok 2: Necht tvrzeni véty plati pro kazdé g < a. Ukazeme, ze potom plati
iproa—+1.

Fixujme takové gy a A (a timia > 0 a j,r,s € N). Mnozinu A si rozdélime
na spocetné nekoneénych disjunktnich podmnozin A,, n € NU{0}. Necht (&),
je néjaka scitatelna posloupnost kladnych cisel. Pro n € N definujeme funkce
gn € Z** jako

gn = Enfpotm) + 20
kde po : N — Ay je néjaké bijekce. Jelikoz po(n) € Aga j ¢ A D Ay, mame py #
j. Déle A, € N\ {po(n),j}, tedy dle indukéniho predpokladu existuji mnoziny
Q(gn,,A,) spliujici podminky 1.-3. Definujeme

Q(g(]?a + 17A) = {gﬂ} U U Q<gn>a7An)-
n=1

Tato mnozina je spocetné sjednoceni spocetnych mnozin, tudiz je spocetna.
Ukazeme, ze splnuje podminky 1.-3.

Subkrok 2.1: Platnost podminky 2.

Nejprve ukdzeme platnost podminky 2. Pripad h = gg je zfejmy. Necht
h € Q(gn..A,). Potom z indukéniho predpokladu h = a(h)fim + 2L, kde
j(h),r(h) € A, U{po(n),j} C AU{j} a a(h) > 0, tedy plati prvni ¢ast podminky
2. Je-li j(h) = r nebo r(h) = r, pak nutné h = gy diky tomu, zZe pro kazdé n € N
plati r ¢ AU{j}.

Subkrok 2.2: Platnost podminky 1.
Abychom dokazali platnost podminky 1., transfinitni indukci ukazeme, ze pro
kazdé f < a + 1 plati

(K (9o, + 1,4)) C Ker o,

Pro 5 =0 je
K(go,oo + 1,A) = Ker go N ] K(gn.v,An) C Ker go.
n=1
Je-li 8 limitni ordinal a inkluze plati pro kazdé 5 < (3, pak
(K (g0, + 1,A))(ﬁ) = U (K (go,o + 1,A))(5/) C Ker gy.
B'<p

Zbyva tedy dokazat inkluzi pro nelimitni ordinal 5 + 1, za predpokladu, zZe
plati pro kazdé ' < 8. M&jme § € (K (go,a+1,A4))B+Y potom existuje posloup-
nost (4;)2, C (K(go,a + 1,A)) kterd w*-konverguje k 7. Chceme ukézat, 7e
y € Ker go. Z Lemmatu vime, ze (2,)5%, je w*-Schauderova béze Z*. Pro
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i,n € N ozna¢me ()], = ;(27). Jelikoz 8 < o + 1, dle indukéniho predpokladu
a 1. podminky pro g, je

(K (go,cx + 1,A))(5) = (Ker(go) N ﬂ K(gn,a,An)> C ﬂ Ker g,,

n=1 n=1

tedy pro kazdé i,n € N plati
0 = gu(5:) = Enfpom () + (i),

Jelikoz je posloupnost (7;)3°, omezend diky Banach-Steinhausové vété, mame
sup, ||9:]| = My < oo, tedy pro kazdé n € N plati

|a(i)y| < en MMy,

Tedy je posloupnost (a(i)3) " s¢itatelnd diky scitatelnosti (£,)5%,;. Potom
je suma Y%, a(i)} Z2 normové konvergentni, jelikoz (Z,)%; je omezend. Tedy
muzeme provést rozklad §; = u; + v;, kde v; = a;27 + 300 (i)l Z ) a; = §;(27) a
w; = ¥; — v;. Tj. w; je ¢ast dekompozice g; ve w*-Schauderové bazi (Z,)5°,, ktera
neobsahuje vektory 27 a (27)%,, a v; je Gdst jimi tvofend. JelikoZ w*-konvergence
a konvergence po souradnicich splyvaji na omezenych mnozinach, mizeme udélat
podobny rozklad § = u + v, pficemz u; — u a v; — v.

Déle plati go(u;) = go(u) = 0, jelikoz u a (u;)$2, jsou ¢asti dekompozic které
neobsahuji vektory z7 ani (37)°% ; a na ostatnich vektorech z (Z,)°, je go nulova.
Tedy u,u; € Ker gq.

Zbyva tedy ukézat, ze v € Ker gy. Jelikoz ¢;, u; € Ker gg, mame i v; € Ker gp.
Oznacme

V= {2 € AR — ZCkZi + dgg, ’Ck’ S SleMQ, ‘d‘ S MlMQ} .
k=1

Potom V' je normové kompaktni diky Tvrzeni|1.11|a pro kazdé ¢ € N je v; € V.

Na normové kompaktnich mnozinach splyva normova a w*-topologie, tedy v je

nejen w*-limita posloupnosti (v;)$2,, ale i normova limita. Tedy v € Ker g.
Tedy jsme ukazali, ze pro g < a+1 je

(K (go,or + 1,A)P < Ker gy,
volbou 8 = a + 1 mame dokézanou 1. podminku.

Subkrok 2.3: Platnost podminky 3.
Zbyva dokazat platnost 3. podminky. Nejprve si uvédomime, ze kazdy vektor
v = bz +u typu T'(b,90,A) se dé napsat jako

v=>bZ + Z (akéi + uk) uy € span{Z); 0 € Nt € Ay U {po(k)}},
k=1
kde (a)7, jsou indexy linedrni kombinace. Toto plati, jelikoz
Au{j} =AU J AU} =pM Ul A u{j}
k=1

k=1
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Déle ukazeme, ze obsahuje-li mnozina M vSechny vektory typu 7'(b,go,A)
z Ker go, pak M obsahuje viechny vektory typu T'(b,go,A). Necht

v = bfg + Z(&kgi + Uk),
k=1

kde wuy, € span{Z}; ¢ € N,t € ar, U {po(k)}} je typu T'(b,go,A), potom

go(v) = abfj(,%;")—irbig(z;")—l—i aay f;(Z)+af;(up)+arzl (D) +ug(zl) = b+§: aag.
k=1 k=1

Prvni rovnost je jen dosazeni, druha plyne z definice biortogonalniho systému
a faktu, 7e f; je w*-hromadny bod mnoziny {37, 21;m € N}, tedy f;(2%) = 6;.,
kde 0 je Kroneckerovo delta. Je-li totiz j = u, pak pro m > v je Z* (37", zi) =1,
tedy i f;(Zy) = 1. Je-li naopak j # u, pak Z/(>°;1, zi) = 0 pro kazdé m, tedy
fi(Z4) =0, tedy i fj(ug) = 0. Tedy vektor v typu T'(b,go,A) je prvkem Ker go,
pravé kdyz >0, ap = —b/a.

Stac¢i nam dokazat, ze

({v;v je typu T(b,go,A)} N Ker go)") O {v;v je typu T(b,go,A)}.

Méjme tedy v = bZ7 + 310, (akéi + uk) typu T'(b,go,A). Ozna¢me A = > 7", ay.
Definujeme vektory v, = v — (A +b/a)z). Potom v, € Ker gq, jsou typu T'(b,go,A)
a vy — v, coz jsme chtéli dokazat.

Déle ukazeme, ze pro kazdou konecnou posloupnost cisel (a )i, kterd spliuje
rovnost go(bZL + Y0t axzy) = 0, plati

bgg + Z Q(almgkaaaAk) - Q(b7907a + 17"4)
k=1

Méjme tedy néjaké
v="0Z + ) v,
k=1

kde v, € Q(ag,gx,,Ax) a ukazme, ze v € K(go,a0 + 1,A) a je typu T'(b,go,A).
Vektor v je typu T'(b,go,A), jelikoz Ar C A pro kazdé k € N. Vyse jsme jiz
ukézali, ze

K(go,ao + 1,A) = Ker go N ﬂ K(gn,a,A,).

n=1

Déle ukazeme, ze v € Ker go. Jelikoz vy, jsou typu T'(ax,gx,Ax), plati

g90(v) = go (bi;" + Z ’Uk) = go (big + Z akéi) + go(u),
k=1 k=1
kde (ax)7, jsou koeficienty linedrni kombinace a

u € span{Z,;f € N;t € Ay U {po(k)},k € {1,...m}} C span{Z}; ¢ € N,t € A}.

Tedy, jelikoz r,j ¢ A, mame go(u) = af;(u) + u(z]) = 0, tedy go(v) = 0 a
v € Ker gp.
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Nyni ukazeme, ze pro kazdé n € N je v € K(gn,0,An) = (QUgn,,Ar)) 1. Fi-
xujme tedy n € N a méjme néjaké w € Q(g,,a,A,), potom z indukéniho predpo-
kladu a 2. podminky plati w = @’ f;+27 pro ngjaké a’ > 0 a j',r' € A,U{po(n),j}.
Tedy plati

wlv) = bfy () + D) + D wlon) = 3w,

jelikoz 5’1" # r. Plati w(v,) = 0, jelikoz w € Q(gn,a,A,) a v, € K(gn,a,A,) =
(QUgn,a,An)) 1. Pro k # n, rozlisime dva pripady. Plati-li j* = j nebo ' = j,
potom z 2. podminky plati w = g, = €, fpom) + 2. vk je typu T'(ag,gx,Ax), tedy
se dd napsat jako vy = apZl + U, kde ¥, € span{z};¢ € N,t € a, U {po(k)}}.
Potom

W(Vk) = Gn(Wk) = Enr foo(m) (Z1) + Enfpotm) (k) + arZi(2) + k(2]) = 0.
Plati-li 7' # j a r’ # j, potom
w(ty) = dapfy(Z)) + d f(or) + anZl(20) + 0 (20) = d'apdyj + axdp ; = 0.
Tedy v € Uy K(gn,,A) av € Q(b,go,a + 1,A).
Jiz jsme dokézali nasledujici pozorovani:

a) Kazdy vektor v typu T'(b,go,A) lze zapsat jako v = b7 + S0 apZl + uy,
kde uy € span{zZ};¢ € Njt € Ay U {po(k)}} a (ag)x jsou indexy linedrni
kombinace.

b) Obsahuje-li néjakd mnozina M vsechny vektory typu T'(b,g0,A) z Ker gy,
pak M) obsahuje viechny vektory typu 7'(b,go,A).

c) Je-li go(bZ] + S5, axil) = 0, pak

bg; + Z Q(akvgkaaaAk) C Q(b,go,()é + 17‘4)

k=1

Ukazeme, ze z nich uz plyne platnost podminky 3. Méjme v € Ker gy typu
T(b,go,A). Potom diky a) je

v=>0zZ, + i (akéi + uk) )
k=1

Ukéazeme, Ze akéi—l-uk € (Q(ag,gr,o, Ag)) @Y. Z indukéniho piedpokladu plati pro
kazdé k € N bod b) pro typ T(ax,gx,Ax). Ddle M = (Q(ay,gr,a,Ax)) @ obsahuje
vsechny vektory typu T'(ag,gx,Ax), které jsou v Ker g z indukéniho predpokladu
a 3. podminky. Tedy dle b) pak

ak:gi +ug € M(l) = (Q(a’kagkuauAk)(aJrl)’

jelikoz je typu T'(ay,gx,Ar). Tedy dle ¢)

vEDLI + > (Q(ap,ge,c,Ap)) Y
k=1
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m (a+1)
- (bgg + Z Q(akagkuavAk)> (Q(b 9o, +1 A)) a+1
k=1
Timto mame dokézanou podminku 3. a indukéni krok pro nelimitni ordinal
a+ 1.

Krok 3: Necht « je limitni ordinal a tvrzeni plati pro kazdé 8 < a.

Nyni dokéazeme indukéni krok pro limitni ordinal a. « je spocetny, tedy existuji
ordinaly o, < « takové, ze a = lim ay,.

Zvolme A, a g, stejné jako v dikazu pro nelimitni ordinaly. Déale definujeme
Q(go,2,A) = {90} U, Qgn,am,Ar). Dikaz dale probihd prakticky stejné jako
ditkaz pro nelimitni ordinaly, az na Subkrok 2.2, jehoz dikaz zde nyni predve-
deme.

Transfinitni indukei dokazeme, ze pro kazdé 5 < « plati

(K(gg,oz,A))(B) C Ker gy.

Pripad 8 = 0 a limitni indukéni krok se dokazou stejné jako v Kroku 2. Pro
dtikaz nelimitniho indukéniho kroku méjme opét § € (K (go,o,A))#*1 a posloup-
nost (%), C (K(go,,A))?, kterd w*-konverguje k 4. Pro i,n € N oznaéme
a(i)) = g;(21). Potom pro takovd n € N, Ze 8 < a,, diky indukénimu piedpo-
kladu a podmince 1. plati

(K (g0,0,A)) C (K (gn,0m, An))? C (K (gnsan,An))*") C Ker gy,
tedy pro takova n je

0 = gn(§:) = ntporm (5) + (i,
Tedy pro vSechna n € N az na konecné mnoho plati
|(i)| < e, My My,

kde M, je néjakd konstanta omezujici posloupnost (7;)32,, jejiz existence plyne
z Banach-Steinhausovy véty.
Zbytek dikazu Subkroku 2.2 probiha stejné jako v Kroku 2.

Tedy mame hotovou konstrukei mnozin (gg,a,A).

Krok 4: Konstrukce hledanych mnozin.
Nyni ukdzeme, ze K(go,a,A) jsou podprostory Z* spliujici

(K(907@7A))(a) 7& (K<90>a A))(a+1 Z*,

coz nam dokéze tvrzeni véty. Z 1. bodu plyne, ze (K (go,a,A))® # Z*, jelikoz
go # 0. Mé&jme néjaké z € Z*, dle Lemmatu [1.10] pak existuje jednozna¢né urcend
posloupnost ¢isel (ag)?2; takova, ze Z = w* —>_72 | axZx. Potom ziejmé a, = Z(z).
Vektory ¢, = >3 1 arZp — %go(zzzl arzy)Z) se daji rozlozit na g, = g + 72,
kde plati
gh € span ({Z;k €Nt € AU{j}}U{2}),

72 € span ({Z,;n € N}\ ({2 k e Nt € AU {5} U{}).
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gl je ziejmé typu T'(b,g9,A) pro néjaké b € F. Dale plati
, B n B 1 n B y
90(F) = 90(In) = go | D_ @k | = —g0 | 2_ arZe | 90(21) = 0,
k=1 k=1
tedy 7} € Ker go a dle 3. podminky ¢} € (Q(b,g0,0,A4))@ C (K (go,a,A)).
Déle diky 2. podmince 72 € K(go,a,A), tedy i 7, € (K(go,a,A)) ™. Ziejmé
plati g~ 2, tedy % € (K (d,0,A)) @+ a (K (g ) = Z°, tedy
(K (g0,c,4))') # (K(go,c,A4))\ >V = Z*

a vétu mame dokazanou. O
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Z.aver

V préci jsme ukazali charakterizace reflexivnich a kvazireflexivnich prostort
pomoci w*-derivovanych mnozin jistych tfid mnozin v jejich dualnim prostoru.
Déle jsme ukéazali souvislost mezi w*-derivovanymi mnozinami a normujicnosti
podprostorti. Nakonec jsme ukazali, Zze v dualu separabilniho nekvazireflexivniho
Banachova prostoru existuji podprostory vsech spocetnych nelimitnich rada a
zadného jiného.

V prvni kapitole jsme definovali pojmy oddélovani bodi a normujicich mnozin
v dudlnich Banachovych prostorech a dokézali jejich charakterizace (Lemma ,
Lemma . Poté jsme definovali w*-derivované mnoziny a ukazali dalsi charak-
terizaci normujicich podprostori (Lemma . Pomoci Krein-Smulyanovy véty
[4, Theorem 3.92] jsme ukézali, Ze konvexni mnozina dudlnitho Banachova pro-
storu je w*-uzaviend, pravé kdyz je rovna své w*-derivované mnoziné (Dusledek
. Déle jsme ukézali, Zze v reflexivnim prostoru pro konvexni mnoziny splyva
w*-uzaver s w*-derivovanou mnozinou (Tvrzeni a oddélovani bodi s normu-
jicnosti (Dusledek . Nakonec jsme ukézali nékolik tvrzeni o Schauderovych
bézich.

Druhé kapitola se vénovala kvazireflexivnim prostorim. Nejprve jsme ukézali,
ze uzaviené podprostory a kvocienty kvazireflexivnich prostor jsou opét kvazire-
flexivni (Tvrzeni , pouzili jsme postupu z ¢lanku [I]. Poté jsme ukazali, Ze se
normujicnost zachovava na podprostory koneéné kodimenze (Tvrzeni , pouzili
jsme postupu z [§]. Ukézali jsme, ze v dudlech kvazireflexivnich prostoru splyva
oddélovani bodi s normujicnosti (Tvrzeni [2.8), z ¢ehoz jsme pak vyvodili, zZe
pro podprostory dualu kvazireflexivniho prostoru splyva w*-derivovana mnozina
s w*-uzavérem (Véta [2.9)). Toto tvrzeni jsme jesté zobecnéli pro absolutné kon-
vexn{ mnoziny (Véta [2.15)), pfi¢emz jsme pouzili postupu z [10] a u pomocnych
tvrzeni jsme Cerpali z [11] a [13].

Ve treti kapitole jsme ukazali nékteré negativni vysledky. Za pomoci vysledku
z [14] jsme ukézali, ze v dudlu kazdého nereflexivniho prostoru existuje konvexni
mnozina, jejiz w*-derivovand mnoZina neni w*-uzaviena (Véta , pouzili jsme
postupu z [10]. Déale jsme ukazali, Ze v dudlu nekvazireflexivnich prostoru vzdy
existuje podprostor, ktery oddéluje body, ale neni normujici (Véta , pouzili
jsme postupu z [3]. Nakonec jsme ukézali, ze za dalsich predpokladi obsahuje dual
nekvazireflexivniho prostoru podprostor, jehoz w*-derivovana mnozina je vlastni
normové husty podprostor (Véta [3.17), pouzili jsme postupu z [10].

Ve ¢vrté kapitole jsme definovali w*-derivované mnoziny vyssich rada. Ukazali
jsme, ze v dudlu separabilniho B. prostoru mohou byt fady jen spocetné nelimitni
ordindly (Lemma[.4] Lemmald.5)), Cerpali jsme z [5] a [6]. Nakonec jsme za pomoci
[2] a [12] ukézali, ze v dudlu nekvazireflexivniho separabilniho Banachova prostoru
existuji podprostory vSech spocetnych nelimitnich fadu (Véta .

44



Literatura

[1] P. Civin and B. Yood, Quasi-reflexive spaces, Proc. Amer. Math. Soc., 8
(1957), pp. 906-911.

[2] W. J. Davis, W. B. Johnson, Basic sequences and norming subspaces in non-
quasireflezive Banach spaces, Isr. J. Math. 14 (1973), 353-367.

(3] W. J. Davis, J. Lindenstrauss, On total nonnorming subspaces, Trans. Amer.
Math. Soc. 348 (1996), no. 10, 4231-4255.

[4] M. M. Day, Normed Linear Spaces, Springer (2013), ISBN 3662416379.

[5] B. V. Godun, Weak* derivatives of transfinite order of sets of linear functio-
nals, B.V. Sib Math J (1977).

[6] A.J. Humphreys, S. G. Simpson, Separable Banach space theory needs strong
set existence axioms, Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996), no. 10, 4231-4255.

[7] R. C. James, A Non-Reflexive Banach Space Isometric With Its Second Con-
jugate Space. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United
States of America 37 (1951), no. 3, 174-77.

[8] O.Kalenda, Note on Markushevich bases in subspaces and quotients of Banach
spaces, Bull. Polish Acad. Sci. Math. 50 (2002), no. 2, 117-126.

[9] J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Classical Banach Spaces I: Sequence Spaces,
Springer Sciencea and Business Media, (2013) ISBN 3642665578.

[10] M. 1. Ostrovskii, Weak* closures and derived sets in dual Banach spaces,
Note Mat. 31 (2011), no. 1, 129-138.

[11] M. L. Ostrovskii, Metric Embeddings: Bilipschitz and coarse embeddings into
Banach spaces, Walter de Gruyter (2013), ISBN 3110264013.

[12] M. I. Ostrovskii, w*-derived sets of transfinite order of subspaces of dual
Banach spaces, Dokl. Akad. Nauk Ukrain. SSR. Ser. A, (1987), no. 10, 9-12.

[13] R. Schneider, Convex Bodies: the Brunn—-Minkowski Theory, Encyclopedia
of Mathematics and its Applications, vol. 44, Cambridge University Press,
(1993), ISBN 0521352207.

[14] 1. Singer, Basic sequences and reflexivity of Banach spaces, Studia Math., 21
(1961/1962), 351-369.

45



	Úvod
	Značení a základní pojmy
	Použité značení
	Oddělování bodů a normující podmnožiny
	w*-derivované množiny
	Schauderovy báze

	Kvazireflexivní prostory
	Podprostory a kvocienty
	Oddělování bodů v kvazireflexivních prostorech
	w*-derivované množiny v kvazireflexivních prostorech

	Negativní výsledky
	Konvexní množiny v duálech nereflexivních prostorů
	Podprostory v duálech nekvazireflexivních prostorů

	w*-derivované množiny vyšších řádů
	Závěr
	Literatura

