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sledky jsou demonstrovany na jednoduchych ptikladech.

Kli¢ova slova: Schrodingerova rovnice, Difuzni rovnice, Kolmogorova a Schrodin-
gerova reprezntace difuzniho procesu

Title: Relation between Schrodinger equation and diffusion equation

Author: Mojmir Poprocky

Department: Institute of Particle and Nuclear Physics

Supervisor: Mgr. Pavel Stransky, Ph.D., Institute of Particle and Nuclear Physics
Abstract: The Schrodinger’s equation and the diffusion equation can be written
in a similar form. While the Schrodinger’s equation is complex, the diffusion
equation is real. In this thesis we wish to outline similarities of both equations.
We present a way to treat a problem in non-relativistic quantum mechanics as a
diffusion process. This shows that under certain circumstances both theories are

equivalent. We demonstrate this on a few simple examples.

Keywords: Schrodinger equation, Diffusion equation, Kolmogoroffs and Schrodin-
ger’s representations of a diffusion process

1ii



Obsah

[Gvod|

[1 Schrodingerova rovnice|

[3 Schrodingerovy rovnice versus difuzni rovnice

[3.1 VInova funkce versus teplota] . . . . . . . ... ... ...
[3.2  Samosdruzeny Fokker-Palckuv operator|. . . . . . . . ..
[3.3  Ekvivalence Schrodingerovy rovnice a dituze| . . . . . . .

[4.1  Harmonicky oscilator| . . . . . . ... .. ... ... ...
[4.2  Nekonecne hluboka potencialova jamal. . . . . . . . . ..
(4.3 V-potencial . . . .. .. ... ... .

[Seznam pouzité literatury|

[Seznam pouzité literatury|

[A Markovuv proces|

[B Langevinova silal

[C Odvozeni Fokker-Planckovy rovnice)

[D Transformace Fokker-Planckovy rovnice v jedné dimenzi

15
15
16
19

23
23
25
27

30

32

32

33

36

37

39



Uvod

Zakladatel vlnové mechaniky Erwin Schrodinger vznesl v roce 1931 v ¢lanku
o ¢asové obracenych Brownovych pohybech [1] domnénku, zda studium difuznich
procest umozni lepsi pochopeni kvantové mechaniky. Jeho myslenka nepadla na
netirodnou pidu a byla ostatnimi fyziky a matematiky rozvijena [2 [3]. Musela
byt vsak vypracovana moderni teorie difuznich procest, nez bylo mozné o Schro-
dingerové rovnici z pohledu difuzni teorie hovotit.

Pro brownouvskou castici je informace o okamzité hybnosti nesmérodatna.
rozdélni. V pripadé kvantové castice ma klasickd hybnost i poloha z podstaty
pravdépodobnostni charakter. Intuici upozornujici na podobnost chovani brow-
novské a kvantové castice lze hledat za Schrodingerovou doménkou.

Usili nalézt vztah mezi Schrodingerovou a difuzni rovnici je motivovano také
podobnosti obou rovnic. Obé rovnice jsou linearni parcialni diferencidlni rov-
nice, v nichz vystupuje prvni ¢asova derivace a nejvyse druha derivace prostorové
proménné. Je dokonce mozné je prepsat v obecnosti do zcela stejného tvaru [4].
Jejich srovnani pak vede k vzajemné identifikaci konceptti v jednotlivych teoriich.

vvvvvv

plexni ¢isla. Schrodingerova rovnice obsahuje pred casovou derivaci imaginarni
jednotku. Jeji feseni, vlnové funkce, jsou pak obecné nutné komplexni funkce.
Kdezto klasicka i moderni teorie difuze je vybudovana v realnych cislech, tedy
jak ¢leny vystupujici v difuznich rovnicich, tak jejich feSeni jsou realné funkce.
To mé za nasledek oscilujic procesy v pripadé kvantové mechaniky a relaxacni
procesy v pripadé difuzni teorie. Hledany vztah je diky tomu zalozen na formal-
nim ztotoznéni namisto explicitni rovnosti.

Jaké povahy je vztah obou rovnic? Je mozné nahliZzet na jednu z rovnic pro-
stfednictvim teorie druhé rovnice? Jsou si navzajem rovnice ekvivalentni? Doka-
zeme kvanové mechanicky problém prevést na difuzni proces a naopak? Na tyto
otazky se v praci pokusime odpovédét. Odpovd je veskrze pozitivni.

Prvni kapitola struéné predstavuje Schrodingerovu rovnici. Predkladé vlast-
nosti vinové funkce a jeji charakter. Pracuje se v ni s tvary Schrodingerovy rovnice
a diskutuji se jeji reseni.

Druhé kapitola je vénovana difuzni teorii. Je postupovano dle historického
vyvoje teorie. Od rovnic popisujicich vedeni tepla k Fokker-Planckové rovnici
popisujici evoluci pravdépodobnostniho rozdéleni. Na konci je predstavena re-
prezentace difuzniho procesu, v némz je tvar difuzni rovnice formalné shodny s
Schrédingerovou rovnici.

Vv

nymi v prvnich dvou. Jsou zde uvedeny obecné ivahy tykajici se vztahu komplexni



vlnové funkce a realné funkce teploty. V jedné dimenzi je feseni Fokker-Planckovy
rovnice prevedeno na feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice a naopak. Vrcho-
lem je predlozeni ekvivalence obecné Schrodingerovy rovnice a obecné difuzni
rovnice.

V ¢tvrté kapitole se na konkrétnich prikladech demonstruji vysledky treti
kapitoly. Je fesen kvantovy harmonicky oscilator, nekoneéné hluboka potencidlova
jama a jejich analogické difuzni procesy. K difuznimu procesu ve V-potencialu je
nalezen odpovidajici kvantovy dé;.



1. Schrodingerova rovnice

Tato kapitola stru¢né zavede a shrne zakladni pojmy a veli¢iny kvantové me-
chaniky, které budeme potiebovat v dalsich castech prace. Uplnéjsi popis zaklada
kvantové mechaniky lze nalézt v nespocetnych monografiich, napt. [5, [6].

Klicovym pojmem, ktery prochazi celou praci, je ¢asovad Schrodingerova rov-
nice odvozenad E. Schrodingerem v roce 1926 [7]

i——p(x,t) = H(x,t), (1.1)

kde h znac¢i Planckovu konstantu. VInova funkce 1 (x,t) popisuje stav systému
reprezentovany vektorem v komplexnim Hilbertové prostoru. Hamiltonidn H je
linedrnim operatorem nad timto Hilberovym prostorem odpovidajici klasické ve-
liciné energie. Schrodinegerova rovnice popisuje evoluci vlnové funkce.

Konkrétni tvar Schrodingerovy rovnice (|1.1]) je dén konkrétnim Halitonidnem
H .V této préaci se budeme zabyvat nejjednodussimi pripady, omezime se na popis
vazanych stavl jedné c¢astice bez spinu.

1.1 Vlnova funkce

Stav systému je v Case ¢ plné popsan vlnovou funkei ¢ (,t). Vinova funkce je
komplexni funkce realné proménné a je prvkem komplexniho Hilbertova prostoru.
Lze ji dle Borna interpretovat jako amplitudu pravdépodobnosti, tedy hustota
pravdépodobnosti vyskytu u(x,t) ¢astice je poté dana jako

M(Zl?,t) = |¢(:B,t)|2 = Qz(mi)w(m’t)’ (1'2>

kde 1) (z,t) znadf funkci komplexné sdruzenou. Z vyznamu hustoty pravdépodob-
nosti plyne pro vlnovou funkci normaliza¢ni podminka

/ Dl t)(@t) Pe = 1.
Hustota pravdépodobnosti spliiuje rovnici kontinuity

Op(z,t)
ot

+V - j(xit)=0. (1.3)
Tok pravdépodobnosti j(,t) ¢dstice o hmotnosti m ve stavu popsaném i (x,t) v
lze zapsat jako

h

Tm

j(.’E,t) = [@(m,t)vw(m,t) - lﬁ(m,t)Vl/_J(a’},t)} ) (14)

kde neuvazujeme magnetické pole. Z tvaru (|1.4]) plyne j = 7, tok pravdépodob-
nosti je realnd vektorova funkce.



Amplitudu pravdépodobnosti, samotnou vinovou funkci ¢ (a,t) nelze mérit,
coz nasvédcuje jeji komplexni charakter. Opakovanym métenim identicky pfipra-
venych stavi lze urcit pouze hustotu pravdépodobnosti u(x,t). Ze vztahu
plyne, Ze redlnd hustota pravdépodobnosti p(x,t) neobsahuje informaci o fazi
komplexni amplitudy pravdépodobnosti v (a,t). Skutecnost, ze Schrodingerova
rovnice popisuje vyvoj amplitudy pravdépodobnosti namisto métitelné hustoty
pravdépdobnosti, ma za disledek jevy ryze kvantové povahy, jako je interference
v jednocésticovych experimentech ¢i provazanost ¢astic [Bl, [6].

1.2 Céastice v elektromagnetickém poli

Formulujme Schrodingerovu rovnici pro co mozné nejobecnéjsi situaci. Méjme
¢astici o hmotnosti m a naboji ¢ nachéazejici se v elektomagentickém poli popsa-
ném potencidly ¢(x,t) a A(x,t) a potencidlu V' (x,t). Schrodingerova rovnice ma
poté tvar

ho ho_, iqh
Z%a <$,t) - 87r2mv w(mat) + 27rmA(w’t) ’ V¢(m7f)
igh I 2
+ (G5 A + LA+ s + V(@) )

Povsimnéme si, ze na pravé strané se vyskytuji tii typy operatoru rtzné
pusobici na vlnovou funkci. Toto pozorovani nas inspiruje k obecnému tvaru
Schrodingerovy rovnice . Zvolime-li Coulombovu kalibraci (V - A = 0), pak
bude vysledny potencidl realna funkce. Pro lepsi manipulaci prejdeme do atomér-
nich jednotek, dostavame

igtw(w,t) + ;VZw(a:,t) +ib(x,t) - Vip(x,t) — V(x,t)(x,t) =0, (1.5)

kde funkce b(x,t) ma vektorovou povahu. Obé funkce b(x,t) a V(x,t) jsou redlné
funkce.

V pripadé casoveé nezavislého Hamiltonidnu H uvazujeme stavy tvaru

(,t) = x(x)(t), (1.6)

kde 1ze nenulovou vlnovou funkci separovat. Pak uzitim Fourierovy metody, je
mozné diky nenulovosti prepsat Schrodingerovu rovnici (1.1]) do tvaru

Hx(z) = Ex(z),
h o (1.7)
i——((t) = BC(t),
S lt) = BC()
kde E je energie. Prvni rovnice se nazyva necasovd Schrodingerova rovnice ([1.7).
Reseni Schrodingeovy rovnice je prevedeno na hledani vlastnich ¢isel Hamiltoni-
anu H, vlastni funkce nesou oznaceni staciondrni stavy. Casovy vyvoj stacionar-
nich stavil poté trivialné dava druha rovnice. VInova funkce je tvaru

U (,8) = x()e™ #3TEL
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kde n ¢isluje vlastni ¢isla Hamiltonianu E,,.
V nepritomnosti elektromagnetického pole (A = 0, ¢ = 0) a Casové nezavislého
potencidlu V(x) mé Schrodingerova rovnice tvar

2

h D W,
i (@t) = (-Wmv —i—V(x)) b(@,t) (1.8)

1.3 Parametrizace vlnové funkce

Vlnové funkee 1 (x,t) je skaldrni komplexni funkei redlnych proménnych. Kom-
plexni funkci budeme parametrizovat dvojici redlnych funkei. IThned se nabizi
dvé moznosti: geometrickd parametrizace inspirovand zapisem komplexniho ¢isla
2z = x + iy a goniometrickd parametrizace vychézejici ze zapisu z = re’®.

Parametrizujme vlnovou funkci ¢ (a,t) pomoci dvojice redlnych funkei u(ax,t)
a v(x,t) jako
Y(x,t) = u(x,t) + iv(a,t). (1.9)
Dosadime-li tuto parametrizaci (1.9) do Schédingerovy rovnice (1.8) pro volnou
c¢astici (V(z) = 0), dostaneme rovnici pro realnou a imagindrni ¢ast

2 2
;T;u(w,t) = —8:2mv21)(w,t), ;;v(w,t) = 8:2mv2u(w,t). (1.10)
Dosazenim rovnic do sebe ziskame pro u i v identickou rovnici
62 2
@u(w,t) + o5 Viu(z,t) = 0. (1.11)

Nalezneme feseni této rovnice v jednodimenzionalnim piipadé (x — x). Volnou
¢astici uvazujeme v celém prostoru, pocatecni podminky ozna¢me u(x,0) = f(x)
a Ou/0t(x,0) = g(z). Ozna¢me a = h/4mm. Provedeme Laplaceovu transformaci
(u(z,t) — u(z,s)) jako

+oo
u(z,s) = / u(x,t)e " dt
0

a nésledné Fourierovu transformaci (i(z,s), f(x), g(z) — a(k,s), f(k), §(k)) dle
vztahu

2 too .
u(k,s) = / i(z,s)e” " d.
Pak dostavame

s2a(k,s) — sf(k) — g(k) + k'o2a(k,s) = 0.

Aplikaci inverzni Laplaceovy transformace ziskdme

sin (ak?t)

a(k.t) = f(k) cos (ak*t) + g(k) pw T

nasledné inverzni Fourierova transformace déva

W) = () \/Z_tp (\/Z_J +g(z) * ﬂc (\/5’;7) , (1.12)
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kde % znaci konvoluci. Funkce F(z) a G(x) (Obrazek 1.1) vystupujici v (|1.12))
jsou tvaru

oyr \4 4
G(x) :\/Z_W (S (;C) - C (;U)) + \/lEcos (Z — Z) (1.14)

kde funkce S(x) a C(z) jsou Fresnelovy integraly definované vztahy

Flz) =—— cos (W—xz>, (1.13)

S(z) = /OZ sin(w?) dw, C(z) = /Ox cos(w?) dw.

A
[

|

[ |
[ 01p
| o Y AL /{\. 1 /u Vo Jf\l\\uf\ P o
E1pT | Y | NV/-5 \/ \/ 5\ | Y 107
—EI.‘IE
—EI.2§
—0.3::

Obrazek 1.1: Grafy funkel F(x) (1.13) — oranzové a G(x) (1.14) — modre.

Reseni (1.12)) je vcelku neprithledné, ukazuje v8ak fakt, Ze soufadnice z a ¢as
t vystupuji v kombinaci z/+/2at.

Za povsimnuti stoji, Ze ze znalosti pocatecni vinové funkce v (z,t) ziskame
pro funkce wu(z,t) a v(x,t) kromé pocateéni podminky pro né samotné i poca-
teéni podminku pro jejich derivace, nebof rovnice jsou splnéné i pro t =0
tedy Ou/0t(x,0) = —(h/47m)V?vy(x), Ov/t(x,0) = (h/47mm)V?uy(x). Ve vinové
funkei ¢ (z,t) obsahuje jeji imaginarni ¢ast v(x,t) informaci o ¢asové derivaci jeji
redlné ¢asti u(x,t) a naopak.

Pozoruhodna skutecnost je, ze ve stacionarnim pripadé je rovnice shodna
s rovnici popisujici deformaci pruzné desky[8]. Popis desky je vSak dvoudimen-
zionalni a vhodnost popisu pomoci stacionarni (1.11]) je timto faktem podminéna.

Inspirujme se nyni goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla. VInovou funkei

Y (,t) budeme parametrizovat pomoci dvojice redlnych funkci R(x,t) a S(x,t)
jako

Y(xt) = efl@dFis@t), (1.15)



V této parametrizaci ((1.15)) prejde obecnd Schrédingerova rovnice (1.5 do tvaru

1 1 1
ve—2g: vpy Lore - Lveprob.vs,
ot 2 2 2 (1.16)
. .
0:;R+2V25+VR-VS+b-VR.

V goniometrické parametrizaci ((1.15)) je Schrodinegrova rovnice silné nelinearni.
Tato parametrizace je pouzita v treti kapitole jako vhodny nastroj k ukazani
ekvivalence Schrodingerovy a difuzni rovnice.



2. Difuzni rovnice

Difuze je proces, pti némz dochazi k miseni dvou latek s riznymi fyzikalnimi
a chemickymi vlastnostmi (koncentrace, slozeni, atd.) v dusledku termélniho po-
hybu ¢astic. Fenomenologicka teorie difuze se snazi popsat makroskopicky vyvoj
vlastnosti smési. Moderni pristup vychazi ze studia nahodnych prochazek a Mar-
kovovych procesii. Difuze 1ze pak popsat pomoci pravdépodobnostniho rozdéleni,
jehoz ¢asovy vyvoj je dan Fokker-Planckovou rovnici. Jeji tvar je za jistych pod-
minek podobny Schrodingerové rovnici.

2.1 Teplo a difuze

Na pocatku 19. stoleti vznikala fenomenologicka teorie vedeni tepla, o niz se
z velké casti zaslouzil J. Fourier [9]. Experimentéalni poznatek, Ze teplo proudi z
teplotou klesa se zmensujicim se rozdilem jejich teplot T'(x,t), shrnuje Fouriertuv
zakon v diferencidlnim tvaru

q(x,t) = —kVT(x,t), (2.1)

kde k je soucinitel tepelné vodivosti, jenz pro jednoduchost uvazujme konstantni.
Neuvazujeme-li objemové zdroje tepla, pak zakon zachovani energie implikuje
rovnici kontinuity

Oe
V.qg= 2.2

e znaéi hustotu energie. Hustota energie e je dana hustotou latky p, mérnou
tepelnou vodivosti ¢, a absolutni teplotou 7"

e = pcyT. (2.3)

Kombinaci poslednich tii rovnic dostavame rovnici vedeni tepla

;T(m,t) —aV2T(z,t) =0, (2.4)

kde konstanta @ = k(pc,,) L 10].

Na zakladé experimentt T. Grahama formuloval A . Fick v roce 1855 inspiro-
van Fourierovym pristupem své dva zdkony, jez popisuji fenomenologicky difuzi
[11]. Prvni Ficktuv zédkon pravi, ze difuzni tok J (mnozstvi latky prochéazejici plo-
chou za Cas) mezi dvéma oblastmi s rozdilnou koncentraci C' je pfimo tmérny
rozdilu koncentraci v téchto oblastech. V diferencidlnim tvaru

J = —DVC (2.5)

s difuznim koeficientem (difuzivitou) D. Druhym Fickovym zikonem je samotna
tzv. difuzni rovnice

gt(](ac,t) — DV?C(z,t) =0, (2.6)



popisujici ¢asovy vyvoj koncentrace C(x,t).

Uvazujme dvojici experimentii. V prvnim experimentu mame dva shodné kva-

dry o riznych teplotach 77 < Ts. Kvadry umistime tak, ze se jednou celou stranou
dotykaji a vytvori jeden kvadr. Na pocatku mame nespojité rozdéleni teploty v
tomto kvadru. Teplejsi polovina zac¢ne predavat teplo poloviné chladnéjsi, dochazi
k evoluci poc¢atecniho rozdéleni teploty dle rovnice vedeni tepla . Nakonec se
ustali kvadr na jedné teploté.
V druhém experimentu mame duty kvadr rozdéleny prepazkou na dvé poloviny,
jez jsou naplnény roztokem soli s rozdilnymi koncentracemi ¢; < ¢y. Odstranime
prekazku bez toho abychom roztoky promichali. Roztoky se vlivem termalniho
pohybu zac¢nou misit, koncentrace se vyviji z pocatecniho stavu pomoci difuzni
rovnice . Nakonec se roztoky dokonale promisi a kvadr bude obsahovat roz-
tok soli o jedné koncentraci.

Oba experimenty vykazuji stejny charakter. Rovnice vedeni tepla a di-
fuzni rovnice jsou formalné shodné. Na vedeni tepla je mozné nahlizet jako
na difuzi koncentrace energie. Na zakladé této podobnosti je konstanta « oznaco-
vana jako termélni difuzivita. Na difuzi je mozné nahlizet jako proces ustanovujici
teplotni rovnovéhuE].

V obou ptipadech se jedna o parcidlni diferencialni rovnici ve tfech prosto-
rovych dimenzich a jedné ¢asové dimenzi pro redlnou skalarni funkci 7" resp. C.
Pro pocéateéni podminku

T(x,0) =d(x) resp. C(x,0)=0(x)

dostavame FeSeni rovnice ([2.4)) resp. (2.6 ve tvaru

xr

T(x,t) = ;exp (—2> resp. C(x,t) =

— 3 €X
(4rat)? dat (47Dt)2 p( 4Dt

Rovnice vedeni tepla, resp. difuzni rovnice, maji stejny tvar jako Schrodonge-
rova rovnice ([1.1)). Vztahu mezi témito rovnicemi je vénovéna tieti kapitola.

2.2 Fokker-Planckova rovnice

Uvahy tykajici se miseni kapalin o riizné koncentraci lze aplikovat v pripadé
miseni dvou rtiznych kapalin ¢i plynti. V obou pripadech prinasi experimentalné
ovérend atomarni teorie a statisticka fyzika novy pohled. Systém (kapalina, plyn)
je tvofen obrovskym poc¢tem atomt ¢i molekul (~ 10?%). Na ty je mozné nahliZet
idealné jako na volné ¢éastice s rtiznou hybnosti. Dochazi vSak k neustalym sraz-
kam a hybnosti jednotlivych ¢astic se rychle méni. Tento termalni pohyb ¢astic
ma za disledek distribuci jednotlivych ¢astic a hybnosti v systému. Difuze je di-
sledkem distribuce ¢astic a vedeni tepla je dusledek distribuce hybnosti.

evvs

17 hlediska statistické fyziky mé poéateéni nehomogenni rozdéleni koncentraci nizsi entropii,
té muzeme prisoudit teplotu. Spontanni evoluce maximalizuje entropii, jedna se tedy dosazeni
tepelné rovnovahy.
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Zkoumejme nyni na pohyb jedné ¢astice v systému. Céstice se pohybuje rych-
losti v. Avsak do ¢astice neustale narazi jiné ¢astice s riznymi hybnostmi. Tento
vliv 1ze popsat jako ptisobeni tzv. Langevinovy sily I'(t), kterd ma charakter ca-
sové zavislé nahodné proménné korelované na d-funkci s gaussovskym rozdélenim
(viz dodatek . Pohyb castice je popsan Langevinovou rovnici

b =T(t), (2.8)

kde tecka znaci casovou derivaci. Zavislost na v a t v (2.8) muze byt obecné slo-

vvvvvv

vliv srazek s ostatnimi casticemi shrnuty do Langevinovy sily je nezanedbatelny,
pak rovnice

v =—yv+I(t),
popisuje Browntv pohyb, ¢len imérny v odpovida tieni diky radové vétsim roz-
meérum céstice dle Stokesova zdkona Fy = —~ywv, kde Fy oznacuje treci silu a
konstanta v udava velikost tohoto tieni[2] 3].

Zvolme jiny pristup. Namisto popisu rychlosti ¢astice zkoumejme hustotu
pravdépodobnosti W (x,t) vyskytu ¢astice v ¢ase t. Proces popsany Langevi-
novou rovnici je tzv. Markovuv proces (viz dodatek . Pro hustotu prav-
dépodobnosti prechodu P(x,t|x’ t’) lze pro proces s gaussovskou d-korelovanou
Langevinovou silou odvodit (viz dodatek [C|) obecnou Fokker-Planckovu rovnici

W = Lpp(x,t)P(x t|x' ') (2.9)
s pocatecni podminkou
P(xt'|x' ") = d(x — '),
kde Lpp(x,t) znaci Fokker-Plancktv operator
3 3

=1 4 3,j=1

D;i(x,t 2.1
oz D) (2.10)

v némz D;(x,t) je driftovy vektor a D;;(x,t) difuzni matice. Pak je hustota prav-
dépodobnosti W (x,t) vyskytu Castice v cCase t pii pocdteéni distribuci ¢astic
W (x,0) dana jako

W(z,t) = / P(z, t|z' 0)W («,0) dz,

kde P(x,t|2’,0) je fesenim (2.9)), integrace se provadi pfes cely prostor, v némz
probiha difuzni proces.

Ve specialnim piipadé (tzv. Wienertuv proces), kdy D;(x,t) =0 a D;;(x,t) =
Dé;; dostavame pro hustotu pravdépodobnosti difuzni rovnici

;W(az,t) = DV*W (z,t), (2.11)
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kterou v roce 1905 odvodil A. Einstein [2]. Pro poc¢éteéni podminku W (x,0) =
d(x) dostavame Teseni identické s (2.7)[3].

Pohyb jediné c¢astice v systému zacinajici v poc¢atku je popsan Langevinovou
rovnici s pocatecni polohou v & = 0. Ekvivalentné je vyvoj hustoty prav-
dépodobnostniho rozdéleni W (x,t) vyskytu ¢astice nachézejici se na zacatku v
pocétku W (zx,0) = d(x) popsdn Einsteinovou rovnici (2.11)). Systém je tvofen ob-
rovskym poctem castic, jez konaji termalni pohyb v dusledku Langevinovy sily.
Pro dané pocétecni rozdéleni hustoty pravdépodobnosti W (x,0) vyskytu ¢dstice
koné kazd4 éastice pohyb popsany Langevinovou rovnici a rozdéleni hustoty
pravdépodobnosti W (z, t) jejiho vyskytu v ¢ase ¢ je ddno rovnici (2.11]). Vzhledem
k obrovskému poctu ¢astic se realizuje obrovské mnozstvi jednotlivych procest.
Pocet c¢éastic se v daném misté vyskytujicich je dan hustotou pravdépodobnsoti
W (x,t), jedna se tedy o koncentraci ¢astic C'(x,t) v daném misté. Odtud vidime

ckvivalenci difuznich rovnic (2.6) a (2.11)).

Obecnou Fokker-Planckovu rovnici ([2.9)) 1ze zapsat ve tvaru rovnice kontinuity

ow
—+V-J=0 2.12
kde J je tok pravdépodobnosti dany vztahem (pro i-tou slozku)
3.0
j=1 I

2.3 Zjednodusena difuzni rovnice

Fokker-Planckova rovnice ve obecném tvaru je pro jednodussi podobu
srovnani se Schrodingerovou rovnici prilis obecna. Difuzni rovnici proto preformu-
lujeme do tvaru, ktery je pro srovnani vhodnéjsi. Omezime se na difuzni procesy,
kdy D;; = Dé;;. Rovnici dale preskdlujeme tak, aby D = 1/2. Driftovy vektor
D;(x,t) ozna¢ime b;(x,t) + a;(x,t), kde b je zakladni drift s zvolenou kalibra¢ni
podminkou V - b = 0 a a je aditivni drift. Zakladni drift ma vyznam napriklad
vektorového potencialu A, aditivni drift a je pritomen proto, aby bylo mozné
jednoduse zavést proces casové obraceny. Uvazujme difuzni proces takovéhoto
charakteru probihajici v ¢asovém intervalu ¢ € (a,b), oznacme jej D. Hustotu
pravdépodobnostniho rozdéleni W (x,t) oznac¢ime pro proces D jako pu(x,t). Jeji
vyvoj je popsan Fokker-Planckovymi rovnicemi

O =5V = V{(bla.) + ale )]
w2 (2.14)
— ot =5 Vo= VI(=b(@.t) + alzt)u).

Druhé rovnice popisuje proces ¢asové obraceny, coz se projevi mimo znamének v
odlisném aditivnim driftu a. Aditivni drifty splnuji dudlni relaci

a+a=V(logpu). (2.15)
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Hustotu pravdépodobnosti lze vyjadiit pomoci nezapornych funkci ngS(a:,t) a ¢(x,t)
jako A

=99, (2.16)
coz se ukaze jako velmi vyhodné pro studium podobnosti se Schrodingerovou rov-
nici v treti kapitole.

Hustotu pravdépodobnosti prechodu P(a,t|x’,t") oznacime v pripadé procesu
D jako q(x,t|x’,t’). Hustotu pravdépodobnosti pfi ¢asovém obréaceni procesu ozna-
¢ime §(z,t|x’,t’"). Rovnice

1
gq + =V +b(x,t) - Vg +a(zx,t) - Vg =0,

%t 2 (2.17)
—a(j + ivzq —b(x,t) - Vi +a(z,t) - Vi =0,

popisuji jejich vyvoj v casovém intervalu ¢ € (a,b) s poc¢atecni rozdélenim p(x,a) =

~

o(x,a)p(x,a) v pripadé prvni rovnice a koncovym rozdélenim p(x,b) = ¢(x,b)p(x,b)
v pripadé druhé. Prvni rovnice je vyjadirenim procesu D v Kolmogorové repre-
zentaci (g-reprezentaci) znacené jako

A

[p(z,a)p(x,a)g >> .

Druhé rovnice je vyjadrenim procesu D v ¢asoveé obracené ¢-reprezentaci

<< §o(ab)p(x.b)).

Proces D vyjadiime jesté jinym zptsobem. Oznacime-li

q(ztlx' t') =

1
o t)p(w,tlfc’,t')gb(m',t’), (2.18)

kde ¢(x,t) je funkce zavedend ve vztahu ([2.16)). Déle definujme funkci c(a,t) na
mnoziné {¢(x,t) # 0} jako

W) V() + bad) V()
en ’

tzv. clen vzniku a zdniku (creation and killing) zavedeny pomoci ¢(a,t). Difuzni
proces D je poté popsan funkei p(x,t|a’,t'), jez je fesenim rovnic

c(xt|z' t') = (2.19)

0 1
—p+ =V +bxt) Vp+ c(z,t)p =0,

— o P 5V = blat) - Vp+ c(x,t)p =0

s pocateéni a koncovou podminkou popsanou funkcemi ¢(x,a) a ¢(a,b). Druha
rovnice v (2.20) je adjungovand rovnice k prvni. Prvni rovnice je vyjadienim
procesu D v tzv. Schrodingerové reprezentaci (p-reprezentaci) znacené

A

[b(z,0)p >><< po(z,b)).

Detaily tykajici se duality a jednotlivych reprezentaci lze nalézt v [4].
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zorové povahy, jak je tomu v [4].

Porovname-li obecny tvar Schrodingerovy rovnice a difuzni rovnice ,
vidime, Ze az na imaginarni jednotku jsou rovnice formalné shodné. Jejich podob-
nosti se vénuje nasledujici kapitola.
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3. Schrodingerovy rovnice versus
difuzni rovnice

V této kapitole budeme studovat podobnost Schrodingerovy rovnice a rovnice
difuze. Cilem je nalézt mezi rovnicemi vztah umoznujici prevést kvantové me-
chanicky problém na difuzni proces a naopak. Nejprve se zabyvame ramcem, v
némz je nalezeni vztahu mozné. Poté jsou predlozeny dva pristupy, umoznujici
vztah mezi rovnicemi nalézt. V prvnim pristupu se omezujeme na situaci ¢asove
nezavislého potencialu za absence magnetického pole v jedné dimenzi. Pro tento
pristup zavedeme samosdruzeny Fokker-Planckav operator. Druhy pristup je for-
mulovan co nejobecnéji a je pomoci néj ukazana ekvivalence Schrodingerovy a
difuzni rovnice.

3.1 Vlnova funkce versus teplota

Rovnice vedeni tepla (¢i difuzni rovnice ) ma stejny tvar jako Schrodin-
gerova rovnice pro volnou ¢ésici s rozdilem, ze difuzni konstanta je imaginarni.
V obou pripadech je samoziejmé splnéna rovnice kontinuity pro pravdépodob-
nost a pro energii . Provedeme forméalni ptirazeni. Identifikujme hus-
totu pravdépodobnosti p s hustotou energie e a tok pravdépodobnosti
7 s tepelnym tokem g . Vztah mezi identifikovanymi veli¢inami zvo-
lime jako linedrni transformaci. Ze defini¢nich vztahit hustot (1.2)),(2.3) a toku

(1.4)),(2.1) dostédvame timérnost
T ~ g,
VT ~ (Vi — V),
mezi teplotou 7" a vlnovou funkei 1. Prvni rovnice odpovida identifikaci hustot,

druhd identifikaci tokt. Pouzijeme-li geometrickou parametrizaci vinové funkce
(1.9) pomoci redlnych funkei u a v, prejde (3.1) na

(3.1)

T ~ u? + 2,
VT ~uVv —ovVu.
Polozime-li do rovnosti druhou rovnici s gradientem prvni, dostavame
uVu + vVu ~ VT ~ uVv —vVu,

rovnici svazujici u a v. AvSsak obecnd vlnova funkce ¢ mé nezavislou realnou a
imaginarni ¢ast. Vztah zalozeny na identifikaci se omezuje pouze na vlnové
funkce, jez 1ze parametrizovat jednou realnou funkei.

Netispéch identifikace byl pfedem jasny. Vlnova funkce je komplexni funkci,
nelze ji tedy identifikovat s redlnou funkci, z prostého diavodu jiné dimenze R a
C, nebot C je izomorfni s R2.

Difuzni proces je popsany realnou funkei (koncentraci ¢i hustotou pravdépodob-
nosti). Proto je nutné uvazovat v obecnosti dvojici procest, aby bylo mozné najit
vztah s vinovou funkei.
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3.2 Samosdruzeny Fokker-Palcktiv operator

Tento sekce shrnuje pristup predlozeny v 5. kapitole [3].
Omezime se na difuzni proces v jedné dimenzi (x — z) a uvazujme ¢asové ne-
zévisly drift DM (x) a konstantni difuzni koeficient D. Tohoto tvaru lze vhod-
nou transformaci vzdy dosdhnout (viz dodatek [DJ). Fokker-Planckovu rovnici pro
hustotu pravdépodobnosti W (x,t) spoleéné s rovnici kontinuity pro tok
pravdépodobnosti J(x,t) budeme uvazovat ve tvaru

0 02

oW (a,t) = Lpp(x,t)W(z,t) = [f’(x) + D] W(zt) = —

ot

0S(x,t)
oxr

ox 02 (3:2)

kde Lpp(z,t) je Fokker-Planckiv operator, f’ znamena df/dz a f(z) znadéi po-
tencial zavedeny jako

flz) = — / " DOy o, (3.3)

v integralu neni nutné psat dolni mez, nebot je zde volnost ve volbé nulové hladiny
potencidlu f(x).

Ve stacionarnim ptipadé ozna¢me odpovidajici hustotu pravdépodobnosti W (z).
Pravdépodobnostni tok S je nutné konstantni. V piipadé, ze S = 0 z plyne

) N s
F(@)Wala) = =D Wa(w) = Walw) = e~ s (3.4)

kde konstantu N urc¢ime z normalizace hustoty pravdépodobnosti. Zavedeme
druhy potencidl ®(z) jako

O(z) = 2 (3.5)

Pro obecny konstantni pravdépodobnostni tok S je stacionarni feSeni rovnice

(3.2) tvaru

N S x /
Wa(z) = Be’qb(“) — 56"””/ e®@) dg’, (3.6)

Chovani potencidlu ®(z) (a tedy f(x)) muze omezit prostor, v némz difuzni pro-
ces probihd, tedy = € (Zmin,Tmax ). Zabyvejme se omezenim zprava (bodem 2,4z ),
stejné ivahy lze pak provést pro x,,;,. Nabyva-li potencidl ®(z) pro & = x4, ne-
kone¢né vysoké hodnoty, nemiize se pomoci difuze nic dostat do oblasti > ,4,-

V tomto misté tedy vymizi tok pravdépodobnosti S(za.,t) = 0, hovorime o
odrazivé sténé (reflecting wall). V pripadé zdporné nekonecéné hodnoty poten-
cidlu ®(x) v misté * = Zyq, plyne z rovnice kontinuity pro tok podminka

e®@maz) \W (2,,.0,t) = 0, hovoifime o absorbujici sténé (absorbting wall). V pifpadé,
ze nastava v zadném bodé ani jeden z pripadii, dostavame pro bézny potencial
(®(x) — 400 pro x — +00) v & = oo podminku S = 0, tedy odrazivou sténu.
Vzhledem k témto tivahdm budeme uvazovat difuzni proces na x € (Zmin,Tmaz) S
uvedenymi moznostmi okrajovych podminek.

Fokker-Planckiv operator v rovnici (3.2]) lze poté pomoci potencidlu ([3.5))
napsat ve tvaru

_ 19 ew) 9 e
Lpp(x,t) = D@x (e 5m¢ : (3.7)
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Povsimnéme si, ze Fokker-Plankiv operator neni samosdruzeny (viz (C.9)), avsak
operator e®@ Lpp(z,t) je, tedy

[e* Lpp(x,t)]" = Lip(z,t)e®™ = e*@ Lpp(x,t), (3.8)

kde prvni rovnost plyne z definice hermitovského sdruzeni. Druha rovnost plyne
z Tetézové rovnosti

Tmax Tmaz 0 0
o P(z)y Y —P(x) Y _P(x)
» Wi [ Lpp(2.t)| Wodz = » Wll Do e ]Wde
0 e e [ 5
= lWlDaxe‘DngL . [%Wleq)(’”)] De %@ [E)xe O(x )Wg} dx

0 0 Fmaz
= lM/lDagce‘P(ﬂﬁ)M/2 - WQDaxeM)Wl] +

Tmin

w25 e - [

Tmin

pro funkce Wi a W5 splnujici obé stejné okrajové podminky. V hrani¢nich bodech
v pripadé odrazivé stény

0=29= —De—@mﬁeq’(ﬂﬂw
or

a v pripadé absorbujici stény
0 =@y,

coz vede k vymizeni ¢lenti vzniklych pfi integraci per-partes v fetézové rovnosti.
Zavedeme operator L vztahem

L=e®@22@ ] p(2,1)]e @2 = 2@/2L L p(2,t) e @/2, (3.9)

ktery je ocividné samosdruzeny. Dosazenim tvaru Fokker-Plankova operatoru
(3.7), zpétnym dosazenim za potencial ®(x) z (3.5]) a rozderivovanim dostavame

I Degz?ge @ 0 S92 0? (= ))? f”( ) (3.10)

D 2D —

o Or Ox2 4D 2

Oznac¢me jako potencidl V' (z) ¢leny charakteru skalarni funkce v (3.9), tedy

Viz) = (f;l(f)))Z _ f”2(1’). (3.11)

Uvazujeme-li feseni Fokker-Planckovy rovnice v separovaném tvaru
W(z,t) = ¢(x)e ™, (3.12)

pak je feseni Fokker-Planckovy rovnice (3.2)) prevedeno na problém hledani vlast-
nich ¢isel operatoru Lpp, tedy

Lep(x)¢(r) = —Ag(x), (3.13)
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kde A znaci vlastni ¢islo prislusejeici vlastni funkei ¢(z). Oznacime-li vlastni
funkci operatoru L (3.10)) prislusejici vlastnimu ¢islu A jako x(z), pak diky zave-
deni L (3.9) dostavame vztah

x(x) = e ¢(x) = e2D ¢(x). (3.14)

Protoze operéator L je samosdruZeny, tak mnoZina jeho vlastnich funkei {¢,(x)}
tvori v Hilbertoveé prostoru nad R bazi ortogonalnich funkei. Stejné vlastnosti ma
diky (3.14)) také mnozina vlastnich funkei {x,(x)} operatoru Lgp.

Predlozeny pristup vede k nasledujicimu vztahu mezi Schrodingerovou a di-
fuzni rovnici v jedné dimenzi. Pro Browniv pohyb c¢astice v prostredi s kon-
stantnim difuznim koeficientem D a velkym soucinitelem tfeni v (vystupujicim v
Stokesové treci sile Fy = —yv) nachazejici se ve vnéjsim ¢asové nezavislém silo-
vém poli F(z) s potencidlem f(x) (F(x) = —0f(x)/0x), 1ze pravdépodobnsotni
rozdéleni W (x,t) vyskytu ¢éstice zapsat v separovaném tvaru

W(x,t) = x(z)e” 55 e, (3.15)
kde x(x) je vlastni funkce s operdtoru L

0 (ff()? ) (=)
L=Dss~"4p T

s vlastnim c¢islem .

Na druhé strané, zavedeme-li hmotnost m, potencial V(z) a energii E dle
nasledujicich vztahtt a provedeme formalni prirazeni:

h2
- 8m2D’
! 2 1
Viz) = (fﬁ;)) f ;w[
2

et o e,

(3.16)

Pak ¢astice o hmotnosti m nachdzejici se potencidlu V(z) se nachazi ve stacio-
narnim stavu ¢(x) daném energii £ tvaru

blr) = x(w)e B, (3.17)
kde y(z) je vlastni funkce operatoru H = H(x) tvaru

n*  o?

g7
8m2m Ox?

+ V(x).

Vzhledem k diskuzi moznosti nalezeni vztahu mezi Schrédingerovou rovnici
a difuzni rovnici v predchazejici sekci si zaslouzi predlozeny vztah
komentar. Omezeni se na pripad casové nezavislého Hamiltonianu dovoluje se-
paraci Schrodingerovy rovnice ([1.7)). Protoze v piipadé absence magnetického
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pole popsaného vektorovym potencialem je Hamiltonian realny, je mozné uva-
zovat v separovaném tvaru ¢(z,t) = x(z)((t) prostorovou funkci x(z) realnou.
Komplexni charakter vinové funkce se poté projevuje v ¢asovém vyvoji ve funkci
((x) = exp(—2miEt/h) popisujici vinéni. Pomoci formalniho prirazni

—it

e o et

lze vsak vinovy charakter kvantové mechaniky prevést na relaxacni proces vlastni
difuzi a naopak.

3.3 Ekvivalence Schrodingerovy rovnice a difuze

V této sekci jsou prezentovany vysledky z [4], prevazné pak z 4. kapitoly.
Uvazujeme dvojici Schodingerovych rovnic v obecném tvaru (1.5) pro vinovou
funkei ¢(x, t) ve tfech dimenzich

0 (x,t) + 1V21/J(az,t) +ib(x,t) - Vip(z,t) — V(x,t)(x,t) =0,

i%t : (3.18)
_ia&(m’t) + 5V%Z(a:,t) — ib(x,t) - Vi(a,t) — V(a,t)y(x,t) =0.

Druhd rovnice je komplexni sdruzeni rovnice prvni.

Déle uvazujme difuzni proces D s odvolanim se na notaci zavedenou v [2.3| Pro-
ces D je popsan rozdélenim p(x,t) danym dvojici kladnych funkei ¢(x,t),0(x,t),
jez jsou Tesenim rovnic

9 bat) + L26(@t) + blat) - Vo) + clwt)o(@,t) =0,
o : ) ] (3.19)

Rovnice (3.19) popisuji proces D v Schrodingerové p-reprezentaci ekvivalentné

rovnicim ((2.20)).

Diky zapisu difuzniho procesu D v p-reprezentaci si oba pary rovnic navzajem
formalné zcela odpovidaji s jedinou odlisnosti — imaginarni jednotkou u nékte-
rych ¢lenti. Vztah part rovnic a je zalozen na ztotoznéni hustot
pravdépodobnosti p(a,t) pro oba procesy:

— A

¢($7 t>¢(m> t) = :u(wvt) = ¢(m’t>¢(mvt)' (320)

Analogicky goniometrické parametrizaci (|1.15]) parametrizujeme nezdporné funkce

A

o(x,t) a ¢(x,t) pomoci redlnych funkel R(x,t) a S(x,t) jako
(b(ﬂ?,t) _ eR(w,t)+S(m,t)’ g5(58’15) _ eR(w,t)fS(ac,t). (321>

V této parametrizaci pirejdou rovnice ([3.19)) do tvaru (pro prehlednost nepiseme
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argumenty funkei)

1
—c= [—gts+ V2R + - (VR) - f(VS)Q —b-VS]

laatRJr —V?’S+VR-VS+b- VR]

[QaSjL(VS) +2b~VS] :
ot
(3.22)

—c—l—gts+ “V’R+ - (VR) —1(VS)2—b-V51

[aatRjL ~V?S+VR-VS+b- VR]

- lzgts + (VS)* +2b - VS] ,

kde ¢leny v obou rovnicich byly preusporadany do hranatych zavorek na zakladé

shodného tvaru s obecnou Schrédingerovou rovnici v goniometrické parametrizaci
(11.16)).

Dalsim krokem je ztotoznéni funkci R(x,t) a S(x,t), pomoci nichZ je para-
metrizovana vinova funkce ((1.15) a funkce ¢(x,t),¢(x,t) (3.21]). Diky tomuto zto-

toznéni muzeme dosadit Schrodingerovu rovnici v goniometrické parametrizaci

(1.16)) do difuznich rovnic (3.22), ¢imz dostaneme vztah

0
—c(x,t) = V() + QaS(w,t) + [VS(2,t)]” + 2b(x,t) - VS(x,t) (3.23)
spojujici ¢len vzniku a zéniku (creation and killing) ¢(x,t) vlastni difuznimu po-
pisu a skaldrni potencial V (x,t) vystupujici v Schrodingeroveé rovnici.

Vztah obou rovnic je nasledovny:
Pro difuzni proces D charakterizovany v Schrodingerové p-reprezentaci pomoci
dvojice kladnych funkci ¢(a,t),d(x,t), jez jsou FeSenim (3-19). Pomoci funkef
R(x,t) a S(a,t) je parametrizujicich dle definujeme komplexni funkei pred-
pisem
¢($,t> _ eR(w,t)—i—iS(w,t).

Takto definovana vinové funkce ¥ (a,t) je fesenim obecné Schrodingerovy rovnice

(3.18) s potencidlem

V(x,t, ) = c(x,t) — 2;5(:1:,25) — [VS(z,t)]” — 2b(x,t) - VS(,t).

Ekvivalentné lze Tict:

K vInové funkci ¢ (x,t), jez je feSenim obecné Schrodingerovy rovnice , para-
metrizované pomoci dvojice redlnych funkci R(x,t) a S(x,t) jako definujeme
dvojici kladnych funkci predpisem

¢(a:,t) R(w t)+S(x,t) Qg( ) R(a:,t)fs(w,t).
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Funkce gb(:v,t),gzg(m,t) jsou Fesenim difuznich rovnic (3.19) s ¢lenem vzniku a zaniku
(creation and killing)

c(xt,p) =V(x,t) — QaatS(w,t) — [VS(z,t)]” — 2b(z,t) - VS(,1).

zavedeném pomoci ¢(x,t), tedy Schrodingerovou p-reprezentaci difuzniho procesu
D.

Timto byla ukédzana ekvivalence obecné Schrodingerovy rovnice a difuznich rov-
nic popisujicich difuzni proces D.

Povsimnéme si u definovaného potencialu V' (x,t,1)) resp. ¢lenu vzniku a zéa-
niku ¢(x,t,¢), zavislosti na konkrétni vinové funkei ¢(a,t) resp. funkci ¢(x,t), jez
zde vstupuje diky nelinearni zavislosti , kterd je disledkem zavislosti na
jedné z parametrizujicich funkci S(a,t). To ma za nésledek, ze v pripadé linedrni
Schrodingerovy rovnice je ji ekvivalentni rovnice difuzni nelinedrni a naopak. Na-
bizi se otazka, ktera z teorii je z podstaty linearni. ProtoZe jsou obé teorie dle
predchoziho ekvivalentni, neni zde z formalniho hlediska nic, co by jednu upred-
nostnovalo. Jako argument vsak muze slouzit fyzikalni objasnéni nelinearity v
jednom z pripadi. Kvantové mechanicky potencial je fundamentédlni, nenabizi se
moc moznosti k vysvétleni. Avsak v pripadé difuze je situace jednoussi. Vysvétleni
nelinearity poskytuji napriklad vétvici se procesy. Prikladem vétvicich se procesta
jsou difuzni procesy, pri nichz dochazi k kreaci a anihilaci ¢astic. Ty jsou po-
psany difuznimi rovnicemi, ve kterych vystupuje nelinearni ¢len vzniku a zaniku
(creation and killing)

ou

2 Cnt” (5)

pro pripad jednodimenzionalniho procesu, kde u(z,t) je hustota pravdépodobnosti
¢i jinad veli¢ina popisujici difuzni proces. Dalsi moznosti je zavislost driftového
koeficientu na interakci mezi difundujicimi ¢asticemi. Pak v jednodimenzionalnim
ptipadé je driftovy koeficient b[x,u] vystupujici v Fokker-Planckové rovnici pro
hustotu pravdépodobnosti u(z,t)

u(a,t)  1Pu(xt) 2(
ot 2 02 Ox

blxulu(z,t))

tvaru

blwu] = / b(z,y)u(t,y) dy,

kde funkce b(z,y) popisuje interakci mezi ¢asticemi[I12].

Jak Schrodingerova rovnice, tak difuzni teorie jsou nerelativistické, coz je v
souladu s dokazovanou ekvivalenci. Nerelativicnost difuze se projevuje kuptikladu
v evoluci hustoty pravdépodobnosti W (x,t) v pripadé Wienerova procesu. Byla-li
v Case t = ( ¢astice lokalizovana v pocatku, tedy W (x,0) = d(x), pak v nésledu-
jicim libovolné malém case se Castice nachazi s nenulovou pravdépodobnosti od
pocatku libovolné daleko. Relativistickou formulaci difuze poskytuje mimo jiné
relaivistickd teorie vedeni tepla (Relativistic heat conduction — RHC) [13]. Dle
jejich autoru je RHC kompatibilni se specidlni teorii relativity (koneéna rych-
lost Sifeni tepla), druhym termodynamickym zdkonem i kvantovou mechanikou
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(vlnové-korpuskuldrni povaha fononu).

Vratme se k nyni k obecnym tvahdm na konci sekce Jak jiz bylo te-
¢eno, k nalezeni vzajemné odpovidajictho si vztahu s komplexni vinovou funkci
je nutné najit dva difuzni procesy. Skutecné, k Schrodingerové rovnici (vy-
stupujici sice téZ v paru, avSak druhd rovnice je pouhé komplexni sdruzeni) byly
uvazovany dvé difuzni rovnice pro dvojici funkei gb(az,t),é(cc,zf)7 jez popisuji
difuzni proces D pomoci p-reprezentace. Ta je ovSsem ekvivalentni Kolmogorove
g-reprezentaci i obracené ¢-reprezentaci, z nichz jedna popisuje difuzni proces
probihajici chronologicky a druha v ¢asové prevraceném sledu. Obé reprezentace
jsou navzajem dudlni a predstavuji pravé ty dva hledané difuzni procesy. Schro-
dingerova p-reprezentace je jejich "kfizencem'. Popisuje zaroven oba procesy —
difuzni proces probihajici zaroven obéma sméry.

Ekvivalence byla dokazana pro difuzni proces D s konstantnim difuznim ko-
eficientem D. V obecném piipadé, kdy ma difuzni koeficient D@ tenzorovou
povahu, je tato povaha zahrnuta do chovani souradnic. Difuzni koeficient hraje
roli netrividlni ¢asové zavislé metriky. Kdyz jsme se omezili na difuzni proces D
s konstantnim difuznim koeficientem D, mohlo by se zdat, ze byla ukazana ekvi-
valence Schrodingerovy rovnice pouze pro takto definovanou podtiidu difuznich
procest, a tedy je difuzni teorie obecnéjsi nez kvantova mechanika. Toto vsak
neni mozné tvrdit diky moznosti popsat tenzorovou povahu difuzniho koeficientu
pomoci netrivialnich souradnic.

Za poznamenani stoji, ze uvedenou problematikou se zabyval jiz sém A. Schro-
dinger, ktery vznesl doménku, ze kvantovd mechanika je difuzni teorie [I] a po-
kousel se ekvivalenci dokazat. Soudil, ze diky nalezeni tohoto vztahu, se kvantova
teorie stane lépe pochopitelnou, avsak neuspél. Musel prijit A. N. Kolmogorov
a dalsi, nez byla vybudovana moderni pravdépodobnostni teorie difuze, v jejimz
ramci je mozné vztah nalézt.
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4. Piiklady

V této kapitole na nejjednodussich kvantovych systémech demonstrujeme vy-
sledky treti kapitoly. Konkrétné aplikujeme pristup predlozeny v sekci tedy
se omezime na jednu dimenzi. Priklady jsou inspirované monografii [3].

V prikladech budeme uvazovat difuzni proces v prostredi s difuzni konstantou
D probihajici v silovém poli s potencidlem f(z). Proces je popsany hustotou
pravdépdobobnosti W (x,t), kterou budeme hledat v separovaném tvaru (3.12))

Wi (xt) = (bn(x)e’)‘"t,

kde index n oznacuje feseni odpovidajici vlastnimu ¢islu A,,.

Nasledné budeme uvazovat ¢astici o hmotnosti m popsanou vlnovou funkci
Y(z,t), jez se nachazi v potencidlu V' (x). Vlnovou funkci budeme hledat ve tvaru

(1.6)

Un(2,t) = xn ()" #2TEnt

odpovidajicimu energii £,,.
Za uziti nalezeného vztahu (3.16)) mezi Schrodingerovou rovnici a difuzni rovnici
budeme zkoumat predevsim chovani vzajemné si odpovidajicich potenciala f(x)

a V(x).

4.1 Harmonicky oscilator

Kvantovy harmonicky oscilator je popsany Hamiltonianem

h 1
Hpo = ———V? + —mw?a?, (4.1)
4mm 2

tedy odpovidajici potencial V' (z) (Obrazek 4.1) je tvaru

V(z) = ;mwQQ:Q. (4.2)

Vlastni funkce x,(x) (Obrazek 4.2) Hamiltonidanu Hj, jsou dobfe zndmého tvaru

[14]
2 1 2 maw
Xn(z) = 4, Tzw\/%_n'?{n (\/TJ:U> e "5 pron =0,1,2,..., (4.3)

kde H znaci Hermiteuv polynom, s energii (vlastnim ¢islem)

h 1
E, = ol (n—i— ) pron=12.3....
27 2

Pro difuzni popis oznac¢me konstantu

2rmw hw

h  4xD’

g
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kde v druhé rovnosti bylo dosazeno za hmotnost z (3.16)). Potencidlu V' (z) (4.2))
odpovida dle vztahu (3.16) potencidl f(x) (Obrazek 4.1) vzhledem k oznaceni

tvaru
f(z) = yD2* — 2D log {‘/1, (4.4)
T

kde log znad¢i prirozeny logaritmus. Stejné jako potencial V(z) je i f(x)
kvadraticky. Oba potencialy se formalné 1isi jen o konstantu, ktera vsak vzhledem
k moznosti volby nulové hladiny potencialu nehraje roli. Ze znalosti tohoto tvaru
muzeme dle (3.14)) nalézt vlastni funkci Fokker-Planckova operatoru on ()
(Obréazek 4.2) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, = 27E,/h (kde n je nezdporné
¢islo)

bule) = i1 %mm@ (4.5)

Brownovska castice se pohybuje ve vnéjsim silovém poli

F(z) = -V f(x) = —=2yDx.

X X
1 2 -15 -1.0 -05 0.5 1.0 1.5

Obréazek 4.1: Vlevo: Potencidlu kvantového hramonikého oscilatoru V(x) (4.2).
Vpravo: Potencidl f(x) (4.4]), v némz probiha difuze odpovidajici harmonickému
oscilatoru. Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant % =m=w=D=vy=1.
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Xo(x)

Obrazek 4.2: Prevni t¥i vlnové funkce y,(z) (4.3) (n = 0,1,2) kvantvého harmo-
nického oscilatoru. Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant % =m=w=D=
~ = 1. P¥i této volbé konstant odpovidaji grafy také vlastnim funkcim ¢, (z) (4.5
Fokker-Planckova operdtoru s potencidlem f(x) (4.4)).

4.2 Nekonecné hluboka potencialova jama

Céstice se nachazi v potencialu V(x) (Obrazek 4.3)

Vi) = {—Vo, P'ro r € (—a,a), (4.6)
400, jinde,
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kde V5 > 0. Omezime se pouze na vazané stavy, které maji spektrum [14]
h2
~ 32ma?

Odpovidajici vinové funkce y,(z) (Obrazek 4.4) jsou dle (3.17)) tvaru

E, n*+Vy kden=0,12,.. (4.7)

-+ sin (2%(x —a)) prox € (—a,a),
Xn(z) = { Y (& ) 3y (4.8)
0 jinde.
Zahrnutim casové zavislé faze do vlnové funkce y,(z) dostdvame

Un(@,t) = Xn(@)e 72T, (4.9)

K potencidlu V(z) (4.6) je pridruzeny skrz vztah (3.16]) potencidl f(x) (Ob-
razek 4.3)

f(z) = —2Dlog {cos (gi)] : (4.10)
kde D je difuzni konstanta definovana vztahem
4aVj
D= o

Vlanstni funkce Fokker-Planckova operatoru (3.7) ¢, (z) (Obrazek 4.5) odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu A, = 27 E,, /h jsou dle vztahu ({3.15)) tvaru

ou(2) = {\}a sin (%(m - a)) oS (g—z) P‘ro z € (—a,a), (4.11)
0 jinde.

Brownovska cCastice, jeZ se nachazi v oblasti x € (—a,a), kona pohyb v prostiedi
s difuznim koeficientem D a silovém poli F'(x) daném vztahem

F(z)=—-Vf(z) = @tan (m;) :

2a

a

-05

-1.0 -0.5 0.5 1.0

Obrazek 4.3: Vlevo: Nekonecné hlubokd potencidlova jama V(x) = —V; (4.6).
Vpravo: Potencidl f(x) (4.10)), odpovidajici dle vztahu (3.16) potencidlu (4.6)).

Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant % =m=Vy=a=D=1.

26



X1(x) wi(x, ) /

X2(x)
1.0

-05

-0.5

Obréazek 4.4: Vlevo: Prvni tii vinové funkce y,(z) (4.8) (n = 0,1,2) v nekonecné
hluboké potencidlové jamé. Vpravo: Redlna ¢ast odpovidajicich vinovych funkci
Uy (a,t) [@.9) pro casy t € (0,2). Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant - =
m=a=1.

4.3 V-potencial

Uvazujme nyni difuzni proces v prostredi popsaném difuznim koeficientem D
probihajici v potencidlu f(x) (Obrazek 4.6)

f(z) = Dk |z|, (4.12)

kde k£ > 0 je konstanta urcujici sklon potencidlu. Potencidl f(z) popisuje silové

pole
F(z) ==V f(z) = —Dksgnx
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P1(x)

X
-2 -1 1 2
~05!

Obréazek 4.5: Prvni tii vlastni funkce ¢, (z) (4.3) (n = 1,2,3) Fokker-Planckova
operatoru s potencidlem f(z) (4.10)). Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant
a=D=1.

smérujici do poc¢atku, kde ma nespojitost.
Na zakladé vztahu definujme hmotnost
B2
m=ah
pak dle tohoto vztahu odpovidd f(z) (4.12)) potencidl V' (x) (Obrazek 4.6) pro

tvaru

(4.13)

R hk
C 64m2m2  4drm

V(z) 5(x), (4.14)

28



kde 0(z) znac¢i Diracovu o-funkei. Potencidl V(z) (az na konstantu) popisuje
nekonecné hlubokou a nekonec¢né tizkou potencidlovou jamu, jejiz objem je vsak
konecny, jedna se o limitni pripad konecné hluboké potencialové jamy. Limitni
prechod ma za nésledek, ze ¢astice o hmotnosti m pohybujici s v potencidlu V' (z)
nabyva pouze jediného vazaného stavu s energii [15]

k? k*h?

S Gdrmme (4.15)

Jo

popsaného vlnovou funkei (Obrazek 4.7)

X(z) = \/Ee’é“”', (4.16)

kde E je energie dané vztahem (4.15]).

V(x) f(x)

0.2

-02

-04

-0.6

Obrazek 4.6: Vlevo: Potencial V (z) (4.14) odpovidajici dle vztahu (3.16]) potenci-

alu f(zx) (4.12). Vpravo: Potencidl f(z) (4.12)), dle tvaru tzv. V-potencidlu. Grafy
jsou vykresleny pro volbu konstant % =m=k=D=1.

X

-10 -5 5 10

Obrazek 4.7: Vinova funkce y(z) (4.16)) odpovidajici jedinému vdzanému stavu

potencidlu V(x) (4.14). Graf je vykreslen pro volbu konstanty k& = 1.
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Z.aver

V prvnich dvou kapitolach byl vylozen nutny teoreticky rdmec pro formulaci
vztahu mezi Schrédingerovou a difuzni rovnici.

Na zakladé obecnych tivah jsme vyvodili, Ze k nalezeni vzajemné si odpovi-
dajiciho vztahu s obecnou komplexni vinovou funkci je nutné najit dva difuzni
procesy.

Ve specialnim pripadé c¢asové nezavislého Hamiltonidanu a absence magnetic-
kého pole postacuje jen jeden difuzni proces. To je disledkem moznosti separace
vlnové funkce na soucin prostotové a ¢asove zavislé ¢asti a realného Hamiltonianu.
V jedné dimezi byl nalezen vztah prevadéji pohyb kvantové c¢astice v potencialu
V(z) na difuzni proces brownovské ¢astice v potencidlu f(z) [3]. Soucasti pre-
chodu je formalni ptirazeni

—it

e - et

prevadéjici vlnové chovani vinové funkce na relaxacni proces odpovidajici difuzi.
Tento pristup byl demonstrovan na trojici fundamentalnich prikladi. Odpovida-
jici si potencidly V' (z) a f(z) byly graficky znézornény.

Pro témér obecny pripad nestacionarniho magnetického pole pouze s poza-
davkem konstantniho difuzniho koeficientu byla ukéazana ekvivalence obou rov-
nic. Schrédingerové rovnici a jejimu komplexnimu sdruZeni byly piifazeny
dvé difuzni rovnice pro dvojici funkei ¢(w,t),$(w,t), jez popisuji difuzni
proces pomoci p-reprezentace. Schrodingerova p-reprezentace, Kolmogorova g¢-
reprezentace i obracend §-reprezentace jsou vSak vzajemné ekvivalentni. Druhé
dvé jsou navzdjem dualni. Kolmogorova g¢-reprezentece popisuje bézny difuzni
proces a ¢-reprezentece stejny difuzni proces avsak v c¢asové prevraceném sledu.
Jsou to pravé ty dva hledané difuzni procesy. Schrodingerova p-reprezentace po-
pisuje difuzni proces formélné probihajici zaroven obéma sméry. V zcela obecném
ptipadé Casové zavislého difuzniho koeficientu je ekvivalence dokézana v [4].

Ekvivelnce byla demonstrovana pro vinové funkce ¢ (x,t),1(x,t) a realné funkce
qﬁ(m,t),(%(:c,t), jez byly vSechny parametrizovany redlnymi funkcemi R(x,t) a S(a,t).
Schrodingerova rovnice i par difuznich rovnic v p-reprezentaci byly v této parme-
trizaci vyjadreny. Z jejich porovnani byl nalezen vztah mezi potencidlem V' (x,t)
v Schrédingerové rovnici a ¢lenem vzniku a zaniku (cretion and killing) c(x,t)
vystupujicim v difuznich rovnicich v p-reprezentaci. Tento vztah je vSak neline-
arni a zavisi na parametrizujici funkei S(x,t). Ekvivalenci je mozné formulovat

symbolicky jako:
w(w,t) — R@t)+iS(x,t) qb(:c,t) — R@t)+S(@t)
} < [R(z,t),S(x,t)] +

@E(:v,t) _ eR(w,t)—iS(m,t) Qg(iﬂ,t) _ eR(wﬂf)—S’(m,t)

— A

Vztah mezi vinovymi funkcemi ¢ (x,t),¢)(x,t) a redlymi funkcemi ¢(x,t),¢(x,t)
popisujicimi difuzi v p-reprezentaci je tedy zalozen na vyse ivedeném formalnim
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pritazeni, neboli dosazeni parametrizujich funkci R(x,t) a S(x,t) do mustru od-
povidajicitho kvantové mechanice vlevo ¢i difuzni teorii vpravo.

Nyni se mizeme pokusit odpovédét na Schrodingerovu doménku [I]. Je na
subjekivnim posudku, zda predlozena ekvivalence difuznich rovnic a Schrodin-
gerovy rovnice umoznuje lepsi pochopeni kvantové mechaniky. Ekvivalence vsak
znamena, ze nerelativisticka kvantova mechanika je difuzni teorie, jez obsahuje
v jadru Schrodingerovu rovnici jako rovnici vzhledem k ¢asovému obraceni [4].
Toto zjisténi umoznuje novou interpretaci pohybu kvantové ¢astice coby difuzniho
procesu.
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A. Markovuv proces

Pomoci ndhodnych veli¢in popisujeme procesy, kdy nemame dostatek infor-
maci o systému pro jejich presné stanoveni, nebo se veli¢ina méni tak rychle a
deretministicky chaoticky, ze jeji okamzitd hodnota neni smérodatna. Lze hovorit
o pravdépodobnosti, s jakou nabyva dané hodnoty, a jeji chovani zkoumat.
Mé¢jme ndhodnou proménnou &. Zvolime-li z € R, poté pravdépodobnost, Ze
hodnota ndhodné proménné ¢ bude mensi, nebo rovna z, zna¢ime P(¢ < z). Z
vlastnosti skokové funkce 6(x) plyne

P <) = (0(x —£)),

kde (-) znadi stfedni hodnotu.

Hustotu pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnost nalezeni hodnoty £ v intervalu
(x,24dz) podélenou délkou intervalu oznac¢ime We(x). Hustota pravdépodobnosti
je derivaci P(§ < z) podle x tedy

= S Pl < 1) = = (0~ ©)) = (3(x ~ ©)),

kde 0 znaci Diracovu delta funkci. Pomoci hustoty pravdépodobnosti je mozné
spocist n-ty moment M,, ndhodné proménné £ jako

We(z)

M, = (") = /x”de) dz.

Prvni moment je oznacovan jako stfedni hodnota u = M;. Déale tzv. n-ty cen-
tralni moment je definovana jako K, = ((§ — p)"). Druhy centralni moment je
oznacovan coby variance 02 = K.

Uvazujme d ndhodnych proménnych &;,...,&4. Zavedeme analogicky d-dimenzionalni
hustotu pravdépodobnosti

W&,...,fd(xla“'axd) = Wd($17---,$d) = <5<.’L‘1 - 61)(5(1@ - 5d>>7

dolni index s vyctem nahodnych proménnych je dale nahrazen jejich poctem d.
Smisené momenty jsou dany jako

Mm,---,nr = < ?1£?T> (A-l)

Hustotu podminéné pravdépodonosti, tj. hustotu pravdépodohnosi nalezeni hod-
noty &; v intevalu (z1,71+dz;) podélenou délkou intervalu za predpokladu & = x5
az &g = xq oznacime P(xq|za,...,xq). Z¥ejmé plati

Wd(xl,...,xd) = P(.ﬁEl|£B2,...,£Ud)Wd_1(.TQ,...,.QTd),

odkud dostavame

Wd(xlr"axd) Wd(xlv"'7xd)
P = = . A2
(x1|x2’ de) Wd—l(x27"'axd) de(xlv"'a$d) dl‘l ( )

Druhéa rovnost plyne z postupné integrace normaliza¢ni podminky
1= /.../Wd(xl,...,xd) dzy...dxg = /.../Wd_l(xQ,...,xd) dxs...dxy.
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Uvazujme nyni Casové zavislou ndhodnou proménnou £(t), kterd nabyva v
¢ase t = t; ndhodné hodnoty £(¢;). Proces popsany veli¢inou £(¢) nazyvame sto-
chasticky. Pravdépodobnost nalezeni v ¢ase t; hodnoty £(t1) € (x1,21 + dzy), v
case to hodnoty £(t2) € (29,22 + dxe) az v Case t, hodnoty &(t,,) € (zp,x, + dzy,)
oznacime

Wty .. x1,t1) dzy... Aoy,

kde hustota pravdépodobnosti W, je dana

Wit i 21,1) = (021 — €(8))0( — £a(1))). (A.3)

Stochasticky proces £(t) na intevalu ¢t € (to,to + 1) je zcela popsan hustotami
pravdépodobnosti

Wl(.ilﬁl,tl), WQ(QZQ,tQ;.Q?l,tl), ey VVi(.QTi,ti; ...;.’I?l,tl), (A4)

pro libovolné t; € (to,to + 7).
Analogicky k (A.2]) formulujeme hustotu podminéné pravdépodobnosti

P(fﬁn,tn‘an,tnq; ceey l’l,tl)

jako hustotu pravdépodobnosti nalezeni v ¢ase t,, hodnoty £(t,) € (zn,x, + dz,,)
za predpokladu, Ze v casech t; az t, 1 se nabyva £(t) hodnoty £(t1) = x; az
&(tn—1) = Tp—1. Odtud pomoci (A.2)) dostavame

Wn<xn7tn7 ey Il,t1> - P(l‘n7tn|xn—lutn—l; e xlytl)Wn—l(l‘n—lvtn—l; e xlatl)
(A.5)
Wn(xnutm "‘;xl)tl)
P(xy tolen, 1,tn_1;..521,t) = . A6
(TntnlTnrtnai i ot) S Wl @p,tn; . xq,t) day, (A.6)

Na zakladé chovani hustoty podminéné pravdépodobnosti se stochastické procesy
klasifikuji nasledovné:

Zcela ndahodny proces je stochasticky proces, pri némz hustota podminéné
pravdépodobnosti nezavisi na hodnoté nahodné proménné v predeslych c¢asech

P(:En;tn’xnflvtnfl; R $latl) = P(wnatn)
Postupnou aplikaci (A.5) dostavame
Wi (xpotn; .. x1,t1) = Pap,t,)...P(ay,ty),

z ¢ehoz lze vidét (pripomenme, ze P(z1,t;) = Wi(xy1,t1)), ze veskerd dostupnd
informace o procesu je obsazena v Wi (xy,t1).

Markoviv proces je takovy stochasticky proces, pti kterém hustota podminéné
pravdépodobnosti v ¢ase t,, zavisi pouze na hodnoté ndhodné proménné £(t,,_1) =
Tp_1 V Case t,_1

P(-Inatn’xn—l?tn—l; e l’l,tl) = P(xnatn’xn—btn—l)-
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Cyklickym dosazenim do (A.5)) ziskdme
Wn(l‘n,tn; eeey [El,tl) = P(ZEn,tn|ZL‘n_1,tn_1)...P(l'2,t2|ZL‘1,t1>W1(ZL‘1,t1>. <A7>

Hustota podminéné pravdépodobnosti pro Markovav proces P(x;,t;|x;—1,t;—1) se
nazyva hustota pravdépodobnosti prechodu, coz je inspirovano vztahem (A.7)).
Kompletni informace je v pripadé Markovovych procesi ulozena v Wy (z9,t2|21,t1)
namisto popisu nekonecénou radou , coz spolu s dava

WQ(xQ,tQ;l'btl)
o . . A.8
(za,t2|21,t1) [ Wo(za,te; x1,t1) dae o

Pro Markovovy procesy dostavame z rovnosti

P(x3,ts|xyt1)Wh(xy,t1) = Wa(ws,ts; x1,ty) =

:/W3($37t3;$2,t2;$1,t1)d$2 = /P($37t3|$2,tQ)P($2,t2|5E1,t1)W1(901,t1)d$2

tzv. Chapman-Kolmogorovu rovnici
Plogtsfart) = [ Plesdslasta) Plas ol ) da. (A.9)

Obecny proces pokryva zbyvajici pripady. Hustota podminéné pravdépodob-
nosti mize zaviset na libovolném poctu predchozich hodnot.

V pripadé zcela ndhodného procesu je trajektorie £(¢) nespojitd. Takovymto

procesem je kuprikladu thlova detekce vylétajicich o ¢astic ze vzorku, kde £(t)
znaci thel, pod nimz c¢astice vyléta.
Markoviv proces odpovida spojité trajektorii £(¢), nebot nasledujici hodnota
&(ty) = x9 v Case tq je blizko hodnoty predeslé (t1) = z; v ¢ase t1. Proto—t; — 0
dostavame P(xg,tz|x1,t1) — 0(xe — x1). Pro odlehlejsi casy, kdy to —t1 > 1, klesa
zévislost P(xg,ta]21,t1) na x;. Markoviv proces je dobrym modelem napft. pro
Brownuv pohyb, kdy £(t) hraje roli polohy ¢astice. Brownovska ¢éstice si "pama-
tuje"svou polohu a jeji trajektorie je spojita.

Zobecnéni na d ndhodnych proménnych & (t) az &, je pfimocaré. Ve vztazich
az nahradime ndhodnou proménnou £(¢) ndhodnym vektorem &(t) =
(&1(t),...,€4), jednodimenzionalni integraci prislusnou d-dimenzionélni a hodnotu
x1, jiZ se nabyva, vektorem x; = (1,...,2¢). Kupifkladu Chapman-Kolmogorova
rovnice lze pak napsat ve tvaru

P($37t3|.’£1,t1) = /.../P(iB3,t3|.’B2,t2)P(w2,t2|$1,t1)dﬂé...dl’g. (A10>
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B. Langevinova sila

Pravdépodobnostni charakter Langevinovy sily je néasledujici [3].
Langevinova sila I'() je casové zavisla nahodnd proménné. V libovolném ¢ase ma
nulovou stfedni hodnotu

(Li(1)) = 0,

kde T';(t) znadi i-tou slozku I'(¢).
Dale je d-korelovand, coz zamend, ze pro I' ve dvou ¢asech t a ¢’ plati

(L)1) = 28;50(t — '),

kde 6;; znaci Kroneckerovo delta a 6(t —t') znac¢i d-funkei.
Langevinova sila je gaussovsky rozdélend, tedy pokud pro libovolny ¢as ¢ ozan-
¢ime I'(t); = &, pak ndhodn4 veli¢ina & ma vzhledem k predchozim vlastnostem

rozdéleni We(z) tvaru

1 .2
We(r) = e

s nulovou stfedni hodnotou.
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C. Odvozeni Fokker-Planckovy
rovnice

V tomto dodatku je demonstrovan zptusob odvozeni Focker-Palckovy rovnice
zpusobem uvedenym v [3].
Stochasticky proces popiseme pomoci ¢asového vyvoje jeho rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti. Markoviv proces je plné urcen ze znalosti pocatecniho roz-
lozeni hustoty pravdépodobnosti W (x’,t) a hustoty pravépodobnosti prechodu
P(z,t+ 7|2 ,t). Pro rozlozeni hustoty pravdépodobnosti v libovolném cCase t + 7
dostavame
W(x,it+71)= /P(:c,t—i—7'|a:’,t)W(a:',t) diz’. (C.1)

Pro vyjadreni ¢asového vyvoje, tedy W /0t je nutna znalost W (x,t) a W(x' t+71).
Ve vyrazu

Plat+rla't) = [ oy - @)Ply.t+rla' ) d'y

rozvineme do Taylorovy fady v y = @’ d-funkci dle predpisu

d oo 1 o
= I l . _ / 6 B
i:zl n;(] n! (y“ ZL‘“) (yzn 'Ln) ) O (1,‘ ZL‘)
Sk 1 (_a)n / / /
=22 o, Wi ) (0 — @, )@ — ).

Ve smyslu (A.1) spo¢teme integraci P(y,t+ 7|’ ,t) pies y pro n > 1 n-ty smiseny
moment MZ’} i (@ t,7) jako

M @ 7) = [ = 2l) (0, = ), )Pyt + 7l 1) d%y.

Provedeme rozvoj M ,; (z'.t,7)/n! pro malé 7, kde D" oznacuje funkci v prvim

radu rozvoje,

iMn @ tr) = Di (@) T+ 0 (7).

01...0n 01...0

Celkové dostévéme

P(x,t + 7]’ t) 1+ZZ 835 8w (Df1 i (1) T—{—O(TZ))] é(x — ).

i=1n=1
(C.2)
Dosazenim ((C.2)) do (C.1)), integraci a usporadanim dostavame v limité 7 — 0
dostavame dopredny Kramers-Moyaltiv rozvoj v dimenzi d

oW (x,t) W(xt+7)—-W(xt) d X (=
o —in = =2 2 o (Ph.uW(@d).
(C.3)
s pocatecni rozdélenim hustoty pravdépodobnosti
W(@'t') =d(x—a') = Pla,t'| ). (C.4)
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Pocéatecni podminka ((C.4]) ndm dovoluje rovnici (C.5)) zapsat jako

0P(wt|:v ) o n i
o ZZ al‘“ 8@ (D”Ll in (w,t)P(:B,tkc it ))7 (05)

i=1 n=1

tedy jako rovnici popisujici ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti prechodu.

Analogicky vsak mtzeme vyjit z Chapman-Kolmogorovy rovnice
Ptz ') = / Pz tle" '+ 7)P(x" ' + |2 t') dia”, (C.6)
zopakujeme-li postup vyse pro
P("t' + 7|2 t') = /6(y —x")P(y,t' + 7|x' ') d%,

dostavame

Pt +r|x't') = [1—1—22( v (] T+O< ))ax,anam,] S(x' —a").

i=1n=1
(C.7)
Dosazenim ((C.7] - ) do (|C.6]) a provedenim stejnych tprav jako vyse ziskdme rovnici
pro hustotu pravdepodobnostl prechodu P(x,t|x’t")

8P(w,t|w’ t/ " 1yt
ot ZZDH i (x ) m(ﬂ%ﬂw ) (C.8)

i=1n=1

s pocatecni hustotou prechodu pravdépodobnosti
Pz t'|x' ") =d(x — '),

tzv. zpétny Kramers-Moyaliv rozvoj.
Oznaéime-li jako Lgy a Li,, linedrni diferencialni operdtory vystupujici v do-
predném ((C.5)) a zpétném ((C.8]) Kramers-Moyalové rozvoji na pravé strané

LKM(Q:,t) - / / Z in

;nzz:l Ox;, .0z, C9
N d oo an ( )
L t) = D?
KM(w7) ;nz::l Q1. zn&l’ 8.1?/ )

pak kriz nad druhym operatorem znaci, Ze se jedna o adjungované operatory, coz
je ukdzano v [3].

Lze ukézat [3], Ze v pripadé difuzniho procesu s d-korelovanou Gaussovsky
rozdélenou Langevinovou silou I'(t) (viz dodat vSechny koeficienty D! . =
C.5

21.. Z
0 pro n < 3 vymizi. Kramers-Moyaliv rozvoj ((C.5)) pak skon¢i druhym ¢lenem a
dostavame

OP(x t|x't’

) d
ot :l;

E)

X;

P(xt|x' '),

:I:t+z

i,j=1

Z(x.t)

8:61

tzv. Fokker-Planckovu rovnici. Koeficient vektorové povahy D} nazyvame driftovy
vektor a koeficient tenzorové povahy ij nazyvame difuzni matice.
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D. Transformace
Fokker-Planckovy rovnice v jedné
dimenzi

Omezme se na jednu dimenzi a uvazujme ¢asové nezavisly drift DM (x) a di-
fuzni koeficient D) (z). Obecnéa Fokker-Plackova rovnice (2.9) pro hustotu prav-
dépodobnosti W (x,t) piejde do tvaru

OW (z,t) 0

5 = [—D(l)(x) + @D(Q) (:L’)] W(:L‘,t). (D.l)

Piejdeme k y = y(x) tak, aby byl difuzni koeficient konstantni D'®(y) = D =

konst., coz v jedné dimenzi mtzeme vzdy udélat. Koeficienty a hustota pravde-
podobnosti se transformuji dle vztahtu

D)(y) = D = (dy) PO(z),

dx
dy d?y
(1) — (1) ' D®@) D.2
DO (y) = W) + LD ), (D2
dy !
/_
%% _<dx> Ww.

Prvni rovnice slouzi jako predpis pro zvolenou transformaci

y(z) = /xj \/D(zl))(x/) dz’, (D.3)

jejimz dosazenim spolu s (D.2) do (D.l) dostavdme transformovanou Fokker-

Planckovu rovnici

W yt) _|_9 pa P |
) -2 ) 4 Do | W D.1)

s konstantnim difuznim koeficientem D.
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