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Úvod
Zakladatel vlnové mechaniky Erwin Schrödinger vznesl v roce 1931 v článku

o časově obrácených Brownových pohybech [1] domněnku, zda studium difuzních
procesů umožní lepší pochopení kvantové mechaniky. Jeho myšlenka nepadla na
neúrodnou půdu a byla ostatními fyziky a matematiky rozvíjena [2, 3]. Musela
být však vypracována moderní teorie difuzních procesů, než bylo možné o Schrö-
dingerově rovnici z pohledu difuzní teorie hovořit.

Pro brownouvskou částici je informace o okamžité hybnosti nesměrodatná.
Stejně tak namísto o její poloze je užitečnější hovořit o pravděpodobnostním
rozdělní. V případě kvantové částice má klasická hybnost i poloha z podstaty
pravděpodobnostní charakter. Intuici upozorňující na podobnost chování brow-
novské a kvantové částice lze hledat za Schrödingerovou doměnkou.

Úsilí nalézt vztah mezi Schrödingerovou a difuzní rovnicí je motivováno také
podobností obou rovnic. Obě rovnice jsou lineární parciální diferenciální rov-
nice, v nichž vystupuje první časová derivace a nejvýše druhá derivace prostorové
proměnné. Je dokonce možné je přepsat v obecnosti do zcela stejného tvaru [4].
Jejich srovnání pak vede k vzájemné identifikaci konceptů v jednotlivých teoriích.

Situaci činí složitější fakt, že číselným oborem kvantové mechaniky jsou kom-
plexní čísla. Schrödingerova rovnice obsahuje před časovou derivací imaginární
jednotku. Její řešení, vlnové funkce, jsou pak obecně nutně komplexní funkce.
Kdežto klasická i moderní teorie difuze je vybudována v reálných číslech, tedy
jak členy vystupující v difuzních rovnicích, tak jejich řešení jsou reálné funkce.
To má za následek oscilujíc procesy v případě kvantové mechaniky a relaxační
procesy v případě difuzní teorie. Hledaný vztah je díky tomu založen na formál-
ním ztotožnění namísto explicitní rovnosti.

Jaké povahy je vztah obou rovnic? Je možné nahlížet na jednu z rovnic pro-
střednictvím teorie druhé rovnice? Jsou si navzájem rovnice ekvivalentní? Doká-
žeme kvanově mechanický problém převést na difuzní proces a naopak? Na tyto
otázky se v práci pokusíme odpovědět. Odpovď je veskrze pozitivní.

První kapitola stručně představuje Schrödingerovu rovnici. Předkládá vlast-
nosti vlnové funkce a její charakter. Pracuje se v ní s tvary Schrödingerovy rovnice
a diskutují se její řešení.

Druhá kapitola je věnována difuzní teorii. Je postupováno dle historického
vývoje teorie. Od rovnic popisujících vedení tepla k Fokker-Planckově rovnici
popisující evoluci pravděpodobnostního rozdělení. Na konci je představena re-
prezentace difuzního procesu, v němž je tvar difuzní rovnice formálně shodný s
Schrödingerovou rovnicí.

Těžiště práce je třetí kapitola. Vyjeví se zde spojitost mezi koncepty budova-
nými v prvních dvou. Jsou zde uvedeny obecné úvahy týkající se vztahu komplexní
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vlnové funkce a reálné funkce teploty. V jedné dimenzi je řešení Fokker-Planckovy
rovnice převedeno na řešení stacionární Schrodingerovy rovnice a naopak. Vrcho-
lem je předložení ekvivalence obecné Schrödingerovy rovnice a obecné difuzní
rovnice.

V čtvrté kapitole se na konkrétních příkladech demonstrují výsledky třetí
kapitoly. Je řešen kvantový harmonický oscilátor, nekonečně hluboká potenciálová
jáma a jejich analogické difuzní procesy. K difuznímu procesu ve V-potenciálu je
nalezen odpovídající kvantový děj.
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1. Schrödingerova rovnice
Tato kapitola stručně zavede a shrne základní pojmy a veličiny kvantové me-

chaniky, které budeme potřebovat v dalších částech práce. Úplnější popis základů
kvantové mechaniky lze nalézt v nespočetných monografiích, např. [5, 6].

Klíčovým pojmem, který prochází celou prací, je časová Schrödingerova rov-
nice odvozená E. Schrödingerem v roce 1926 [7]

i
h

2π
∂

∂t
ψ(x,t) = Ĥψ(x,t), (1.1)

kde h značí Planckovu konstantu. Vlnová funkce ψ(x,t) popisuje stav systému
reprezentovaný vektorem v komplexním Hilbertově prostoru. Hamiltonián Ĥ je
lineárním operátorem nad tímto Hilberovým prostorem odpovídající klasické ve-
ličině energie. Schrödinegerova rovnice popisuje evoluci vlnové funkce.

Konkrétní tvar Schrödingerovy rovnice (1.1) je dán konkrétním Halitoniánem
Ĥ. V této práci se budeme zabývat nejjednoduššími případy, omezíme se na popis
vázaných stavů jedné částice bez spinu.

1.1 Vlnová funkce
Stav systému je v čase t plně popsán vlnovou funkcí ψ(x,t). Vlnová funkce je

komplexní funkce reálné proměnné a je prvkem komplexního Hilbertova prostoru.
Lze ji dle Borna interpretovat jako amplitudu pravděpodobnosti, tedy hustota
pravděpodobnosti výskytu µ(x,t) částice je poté dána jako

µ(x,t) = |ψ(x,t)|2 = ψ̄(x,t)ψ(x,t), (1.2)

kde ψ̄(x,t) značí funkci komplexně sdruženou. Z významu hustoty pravděpodob-
nosti plyne pro vlnovou funkci normalizační podmínka∫

ψ̄(x,t)ψ(x,t) d3x = 1.

Hustota pravděpodobnosti splňuje rovnici kontinuity

∂µ(x,t)
∂t

+ ∇ · j(x,t) = 0. (1.3)

Tok pravděpodobnosti j(x,t) částice o hmotnosti m ve stavu popsaném ψ(x,t) v
lze zapsat jako

j(x,t) = h

4πim
[
ψ̄(x,t)∇ψ(x,t) − ψ(x,t)∇ψ̄(x,t)

]
, (1.4)

kde neuvažujeme magnetické pole. Z tvaru (1.4) plyne j̄ = j, tok pravděpodob-
nosti je reálná vektorová funkce.

4



Amplitudu pravděpodobnosti, samotnou vlnovou funkci ψ(x,t) nelze měřit,
což nasvědčuje její komplexní charakter. Opakovaným měřením identicky připra-
vených stavů lze určit pouze hustotu pravděpodobnosti µ(x,t). Ze vztahu (1.2)
plyne, že reálná hustota pravděpodobnosti µ(x,t) neobsahuje informaci o fázi
komplexní amplitudy pravděpodobnosti ψ(x,t). Skutečnost, že Schrödingerova
rovnice popisuje vývoj amplitudy pravděpodobnosti namísto měřitelné hustoty
pravděpdobnosti, má za důsledek jevy ryze kvantové povahy, jako je interference
v jednočásticových experimentech či provázanost částic [5, 6].

1.2 Částice v elektromagnetickém poli
Formulujme Schrödingerovu rovnici pro co možná nejobecnější situaci. Mějme

částici o hmotnosti m a náboji q nacházející se v elektomagentickém poli popsa-
ném potenciály ϕ(x,t) a A(x,t) a potenciálu V (x,t). Schrödingerova rovnice má
poté tvar

i
h

2π
∂

∂t
ψ(x,t) = − h2

8π2m
∇2ψ(x,t) + iqh

2πmA(x,t) · ∇ψ(x,t)

+
(
iqh

2πm∇ · A(x,t) + q2

2mA(x,t)2 + qϕ(x,t) + V (x,t)
)
ψ(x,t).

Povšimněme si, že na pravé straně se vyskytují tři typy operátorů různě
působící na vlnovou funkci. Toto pozorování nás inspiruje k obecnému tvaru
Schrödingerovy rovnice (1.5). Zvolíme-li Coulombovu kalibraci (∇ · A = 0), pak
bude výsledný potenciál reálná funkce. Pro lepší manipulaci přejdeme do atomár-
ních jednotek, dostáváme

i
∂

∂t
ψ(x,t) + 1

2∇2ψ(x,t) + ib(x,t) · ∇ψ(x,t) − V (x,t)ψ(x,t) = 0, (1.5)

kde funkce b(x,t) má vektorovou povahu. Obě funkce b(x,t) a V (x,t) jsou reálné
funkce.

V případě časově nezávislého Hamiltoniánu Ĥ uvažujeme stavy tvaru

ψ(x,t) = χ(x)ζ(t), (1.6)

kde lze nenulovou vlnovou funkci separovat. Pak užitím Fourierovy metody, je
možné díky nenulovosti přepsat Schrödingerovu rovnici (1.1) do tvaru

Ĥχ(x) = Eχ(x),

i
h

2π
∂

∂t
ζ(t) = Eζ(t),

(1.7)

kde E je energie. První rovnice se nazývá nečasová Schrödingerova rovnice (1.7).
Řešení Schrödingeovy rovnice je převedeno na hledání vlastních čísel Hamiltoni-
ánu Ĥ, vlastní funkce nesou označení stacionární stavy. Časový vývoj stacionár-
ních stavů poté triviálně dává druhá rovnice. Vlnová funkce je tvaru

ψn(x,t) = χn(x)e− i
h

2πEnt,
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kde n čísluje vlastní čísla Hamiltoniánu En.
V nepřítomnosti elektromagnetického pole (A = 0, ϕ = 0) a časově nezávislého
potenciálu V (x) má Schrödingerova rovnice tvar

i
h

2π
∂

∂t
ψ(x,t) =

(
− h2

8π2m
∇2 + V (x)

)
ψ(x,t) (1.8)

1.3 Parametrizace vlnové funkce
Vlnová funkce ψ(x,t) je skalární komplexní funkcí reálných proměnných. Kom-

plexní funkci budeme parametrizovat dvojicí reálných funkcí. Ihned se nabízí
dvě možnosti: geometrická parametrizace inspirovaná zápisem komplexního čísla
z = x+ iy a goniometrická parametrizace vycházející ze zápisu z = reiφ.

Parametrizujme vlnovou funkci ψ(x,t) pomocí dvojice reálných funkcí u(x,t)
a v(x,t) jako

ψ(x,t) = u(x,t) + iv(x,t). (1.9)
Dosadíme-li tuto parametrizaci (1.9) do Schödingerovy rovnice (1.8) pro volnou
částici (V (x) = 0), dostaneme rovnici pro reálnou a imaginární část

h

2π
∂

∂t
u(x,t) = − h2

8π2m
∇2v(x,t), h

2π
∂

∂t
v(x,t) = h2

8π2m
∇2u(x,t). (1.10)

Dosazením rovnic do sebe získáme pro u i v identickou rovnici

∂2

∂t2
u(x,t) + h2

16π2m2 ∇4u(x,t) = 0. (1.11)

Nalezneme řešení této rovnice v jednodimenzionálním případě (x → x). Volnou
částici uvažujeme v celém prostoru, počáteční podmínky označme u(x,0) = f(x)
a ∂u/∂t(x,0) = g(x). Označme α = h/4πm. Provedeme Laplaceovu transformaci
(u(x,t) → ũ(x,s)) jako

ũ(x,s) =
∫ +∞

0
u(x,t)e−st dt

a následně Fourierovu transformaci (ũ(x,s), f(x), g(x) → ˆ̃u(k,s), f̂(k), ĝ(k)) dle
vztahu

ˆ̃u(k,s) =
∫ +∞

−∞
ũ(x,s)e−ikx dx.

Pak dostáváme

s2 ˆ̃u(k,s) − sf̂(k) − ĝ(k) + k4α2 ˆ̃u(k,s) = 0.

Aplikací inverzní Laplaceovy transformace získáme

û(k,t) = f̂(k) cos (αk2t) + ĝ(k)sin (αk2t)
αk2 ,

následně inverzní Fourierova transformace dává

u(x,t) = f(x) ⋆ 1√
αt
F

(
x√
αt

)
+ g(x) ⋆

√
t

α
G

(
x√
αt

)
, (1.12)
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kde ⋆ značí konvoluci. Funkce F (x) a G(x) (Obrázek 1.1) vystupující v (1.12)
jsou tvaru

F (x) = 1
2
√
π

cos
(
π

4 − x2

4

)
, (1.13)

G(x) = x√
2π

(
S
(
x

2

)
− C

(
x

2

))
+ 1√

π
cos

(
π

4 − x2

4

)
(1.14)

kde funkce S(x) a C(x) jsou Fresnelovy integrály definované vztahy

S(x) =
∫ x

0
sin(w2) dw, C(x) =

∫ x

0
cos(w2) dw.

Obrázek 1.1: Grafy funkcí F (x) (1.13) – oranžově a G(x) (1.14) – modře.

Řešení (1.12) je vcelku neprůhledné, ukazuje však fakt, že souřadnice x a čas
t vystupují v kombinaci x/

√
2αt.

Za povšimnutí stojí, že ze znalosti počáteční vlnové funkce ψ(x,t) získáme
pro funkce u(x,t) a v(x,t) kromě počáteční podmínky pro ně samotné i počá-
teční podmínku pro jejich derivace, neboť rovnice (1.10) jsou splněné i pro t = 0
tedy ∂u/∂t(x,0) = −(h/4πm)∇2v0(x), ∂v/∂t(x,0) = (h/4πm)∇2u0(x). Ve vlnové
funkci ψ(x,t) obsahuje její imaginární část v(x,t) informaci o časové derivaci její
reálné části u(x,t) a naopak.
Pozoruhodná skutečnost je, že ve stacionárním případě je rovnice (1.11) shodná
s rovnicí popisující deformaci pružné desky[8]. Popis desky je však dvoudimen-
zionální a vhodnost popisu pomocí stacionární (1.11) je tímto faktem podmíněna.

Inspirujme se nyní goniometrickým tvarem komplexního čísla. Vlnovou funkci
ψ(x,t) budeme parametrizovat pomocí dvojice reálných funkcí R(x,t) a S(x,t)
jako

ψ(x,t) = eR(x,t)+iS(x,t). (1.15)
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V této parametrizaci (1.15) přejde obecná Schrödingerova rovnice (1.5) do tvaru

V = − ∂

∂t
S + 1

2∇2R + 1
2(∇R)2 − 1

2(∇S)2 − b · ∇S,

0 = ∂

∂t
R + 1

2∇2S + ∇R · ∇S + b · ∇R.
(1.16)

V goniometrické parametrizaci (1.15) je Schrödinegrova rovnice silně nelineární.
Tato parametrizace je použita v třetí kapitole jako vhodný nástroj k ukázání
ekvivalence Schrödingerovy a difuzní rovnice.
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2. Difuzní rovnice
Difuze je proces, při němž dochází k mísení dvou látek s různými fyzikálními

a chemickými vlastnostmi (koncentrace, složení, atd.) v důsledku termálního po-
hybu částic. Fenomenologická teorie difuze se snaží popsat makroskopický vývoj
vlastností směsi. Moderní přístup vychází ze studia náhodných procházek a Mar-
kovových procesů. Difuze lze pak popsat pomocí pravděpodobnostního rozdělení,
jehož časový vývoj je dán Fokker-Planckovou rovnicí. Její tvar je za jistých pod-
mínek podobný Schrödingerově rovnici.

2.1 Teplo a difuze
Na počátku 19. století vznikala fenomenologická teorie vedení tepla, o niž se

z velké části zasloužil J. Fourier [9]. Experimentální poznatek, že teplo proudí z
teplejšího na chladnější těleso a že tepelný tok q(x, t) mezi dvěma tělesy s různou
teplotou klesá se zmenšujícím se rozdílem jejich teplot T (x, t), shrnuje Fourierův
zákon v diferenciálním tvaru

q(x, t) = −k∇T (x, t), (2.1)

kde k je součinitel tepelné vodivosti, jenž pro jednoduchost uvažujme konstantní.
Neuvažujeme-li objemové zdroje tepla, pak zákon zachování energie implikuje
rovnici kontinuity

∂e

∂t
+ ∇ · q = 0, (2.2)

e značí hustotu energie. Hustota energie e je dána hustotou látky ρ, měrnou
tepelnou vodivostí cm a absolutní teplotou T :

e = ρcmT. (2.3)

Kombinací posledních tří rovnic dostáváme rovnici vedení tepla

∂

∂t
T (x,t) − α∇2T (x,t) = 0, (2.4)

kde konstanta α = k(ρcm)−1[10].

Na základě experimentů T. Grahama formuloval A . Fick v roce 1855 inspiro-
ván Fourierovým přístupem své dva zákony, jež popisují fenomenologicky difuzi
[11]. První Fickův zákon praví, že difuzní tok J (množství látky procházející plo-
chou za čas) mezi dvěma oblastmi s rozdílnou koncentrací C je přímo úměrný
rozdílu koncentrací v těchto oblastech. V diferenciálním tvaru

J = −D∇C (2.5)

s difuzním koeficientem (difuzivitou) D. Druhým Fickovým zákonem je samotná
tzv. difuzní rovnice

∂

∂t
C(x,t) −D∇2C(x,t) = 0, (2.6)
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popisující časový vývoj koncentrace C(x,t).

Uvažujme dvojici experimentů. V prvním experimentu máme dva shodné kvá-
dry o různých teplotách T1 < T2. Kvádry umístíme tak, že se jednou celou stranou
dotýkají a vytvoří jeden kvádr. Na počátku máme nespojité rozdělení teploty v
tomto kvádru. Teplejší polovina začne předávat teplo polovině chladnější, dochází
k evoluci počátečního rozdělení teploty dle rovnice vedení tepla (2.4). Nakonec se
ustálí kvádr na jedné teplotě.
V druhém experimentu máme dutý kvádr rozdělený přepážkou na dvě poloviny,
jež jsou naplněny roztokem soli s rozdílnými koncentracemi c1 < c2. Odstraníme
překážku bez toho abychom roztoky promíchali. Roztoky se vlivem termálního
pohybu začnou mísit, koncentrace se vyvíjí z počátečního stavu pomocí difuzní
rovnice (2.6). Nakonec se roztoky dokonale promísí a kvádr bude obsahovat roz-
tok soli o jedné koncentraci.

Oba experimenty vykazují stejný charakter. Rovnice vedení tepla (2.4) a di-
fuzní rovnice (2.6) jsou formálně shodné. Na vedení tepla je možné nahlížet jako
na difuzi koncentrace energie. Na základě této podobnosti je konstanta α označo-
vána jako termální difuzivita. Na difuzi je možné nahlížet jako proces ustanovující
teplotní rovnováhu1.

V obou případech se jedná o parciální diferenciální rovnici ve třech prosto-
rových dimenzích a jedné časové dimenzi pro reálnou skalární funkci T resp. C.
Pro počáteční podmínku

T (x,0) = δ(x) resp. C(x,0) = δ(x)

dostáváme řešení rovnice (2.4) resp. (2.6) ve tvaru

T (x,t) = 1
(4παt) 3

2
exp

(
− x2

4αt

)
resp. C(x,t) = 1

(4πDt) 3
2

exp
(

− x2

4Dt

)
(2.7)

Rovnice vedení tepla, resp. difuzní rovnice, mají stejný tvar jako Schrödonge-
rova rovnice (1.1). Vztahu mezi těmito rovnicemi je věnována třetí kapitola.

2.2 Fokker-Planckova rovnice
Úvahy týkající se mísení kapalin o různé koncentraci lze aplikovat v případě

mísení dvou různých kapalin či plynů. V obou případech přináší experimentálně
ověřená atomární teorie a statistická fyzika nový pohled. Systém (kapalina, plyn)
je tvořen obrovským počtem atomů či molekul (∼ 1023). Na ty je možné nahlížet
ideálně jako na volné částice s různou hybností. Dochází však k neustálým sráž-
kám a hybnosti jednotlivých částic se rychle mění. Tento termální pohyb částic
má za důsledek distribuci jednotlivých částic a hybnosti v systému. Difuze je dů-
sledkem distribuce částic a vedení tepla je důsledek distribuce hybnosti.

1Z hlediska statistické fyziky má počáteční nehomogenní rozdělení koncentrací nižší entropii,
té můžeme přisoudit teplotu. Spontánní evoluce maximalizuje entropii, jedná se tedy dosažení
tepelné rovnováhy.
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Zkoumejme nyní na pohyb jedné částice v systému. Částice se pohybuje rych-
lostí v. Avšak do částice neustále naráží jiné částice s různými hybnostmi. Tento
vliv lze popsat jako působení tzv. Langevinovy síly Γ(t), která má charakter ča-
sově závislé náhodné proměnné korelované na δ-funkci s gaussovským rozdělením
(viz dodatek B). Pohyb částice je popsán Langevinovou rovnicí

v̇ = Γ(t), (2.8)

kde tečka značí časovou derivaci. Závislost na v a t v (2.8) může být obecně slo-
žitější. V případě, že popisovaná částice je řádově větší než ostatní částice, avšak
vliv srážek s ostatními částicemi shrnutý do Langevinovy síly je nezanedbatelný,
pak rovnice

v̇ = −γv + Γ(t),

popisuje Brownův pohyb, člen úměrný v odpovídá tření díky řádově větším roz-
měrům částice dle Stokesova zákona Ff = −γv, kde Ff označuje třecí sílu a
konstanta γ udává velikost tohoto tření[2, 3].

Zvolme jiný přístup. Namísto popisu rychlosti částice zkoumejme hustotu
pravděpodobnosti W (x, t) výskytu částice v čase t. Proces popsaný Langevi-
novou rovnicí (2.8) je tzv. Markovův proces (viz dodatek A). Pro hustotu prav-
děpodobnosti přechodu P (x,t|x′,t′) lze pro proces s gaussovskou δ-korelovanou
Langevinovou silou odvodit (viz dodatek C) obecnou Fokker-Planckovu rovnici

∂P (x,t|x′,t′)
∂t

= LF P (x, t)P (x,t|x′,t′) (2.9)

s počáteční podmínkou

P (x,t′|x′,t′) = δ(x − x′),

kde LF P (x, t) značí Fokker-Planckův operátor

LF P (x, t) = −
3∑

i=1

∂

∂xi

Di(x,t) +
3∑

i,j=1

∂

∂xixj

Dij(x,t), (2.10)

v němž Di(x,t) je driftový vektor a Dij(x,t) difuzní matice. Pak je hustota prav-
děpodobnosti W (x, t) výskytu částice v čase t při počáteční distribuci částic
W (x, 0) dána jako

W (x, t) =
∫
P (x, t|x′,0)W (x′, 0) d3x′,

kde P (x, t|x′,0) je řešením (2.9), integrace se provádí přes celý prostor, v němž
probíhá difuzní proces.

Ve speciálním případě (tzv. Wienerův proces), kdy Di(x,t) = 0 a Dij(x,t) =
Dδij dostáváme pro hustotu pravděpodobnosti difuzní rovnici

∂

∂t
W (x,t) = D∇2W (x,t), (2.11)
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kterou v roce 1905 odvodil A. Einstein [2]. Pro počáteční podmínku W (x, 0) =
δ(x) dostáváme řešení identické s (2.7)[3].

Pohyb jediné částice v systému začínající v počátku je popsán Langevinovou
rovnicí (2.8) s počáteční polohou v x = 0. Ekvivalentně je vývoj hustoty prav-
děpodobnostního rozdělení W (x, t) výskytu částice nacházející se na začátku v
počátku W (x, 0) = δ(x) popsán Einsteinovou rovnicí (2.11). Systém je tvořen ob-
rovským počtem částic, jež konají termální pohyb v důsledku Langevinovy síly.
Pro dané počáteční rozdělení hustoty pravděpodobnosti W (x, 0) výskytu částice
koná každá částice pohyb popsaný Langevinovou rovnicí (2.8) a rozdělení hustoty
pravděpodobnosti W (x, t) jejího výskytu v čase t je dáno rovnicí (2.11). Vzhledem
k obrovskému počtu částic se realizuje obrovské množství jednotlivých procesů.
Počet částic se v daném místě vyskytujících je dán hustotou pravděpodobnsoti
W (x, t), jedná se tedy o koncentraci částic C(x, t) v daném místě. Odtud vidíme
ekvivalenci difuzních rovnic (2.6) a (2.11).

Obecnou Fokker-Planckovu rovnici (2.9) lze zapsat ve tvaru rovnice kontinuity

∂W

∂t
+ ∇ · J = 0, (2.12)

kde J je tok pravděpodobnosti daný vztahem (pro i-tou složku)

Ji = DiW −
3∑

j=1

∂

∂xj

DijW. (2.13)

2.3 Zjednodušená difuzní rovnice
Fokker-Planckova rovnice ve obecném tvaru (2.9) je pro jednodušší podobu

srovnání se Schrödingerovou rovnicí příliš obecná. Difuzní rovnici proto přeformu-
lujeme do tvaru, který je pro srovnání vhodnější. Omezíme se na difuzní procesy,
kdy Dij = Dδij. Rovnici dále přeškálujeme tak, aby D = 1/2. Driftový vektor
Di(x,t) označíme bi(x,t) + ai(x,t), kde b je základní drift s zvolenou kalibrační
podmínkou ∇ · b = 0 a a je aditivní drift. Základní drift má význam například
vektorového potenciálu A, aditivní drift a je přítomen proto, aby bylo možné
jednoduše zavést proces časově obrácený. Uvažujme difuzní proces takovéhoto
charakteru probíhající v časovém intervalu t ∈ (a,b), označme jej D. Hustotu
pravděpodobnostního rozdělení W (x,t) označíme pro proces D jako µ(x,t). Její
vývoj je popsán Fokker-Planckovými rovnicemi

∂

∂t
µ =1

2∇2µ− ∇[(b(x,t) + a(x,t))µ],

− ∂

∂t
µ =1

2∇2µ− ∇[(−b(x,t) + â(x,t))µ].
(2.14)

Druhá rovnice popisuje proces časově obrácený, což se projeví mimo znamének v
odlišném aditivním driftu â. Aditivní drifty splňují duální relaci

a + â = ∇(log µ). (2.15)
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Hustotu pravděpodobnosti lze vyjádřit pomocí nezáporných funkcí φ̂(x,t) a φ(x,t)
jako

µ = φ̂φ, (2.16)
což se ukáže jako velmi výhodné pro studium podobnosti se Schrödingerovou rov-
nicí v třetí kapitole.

Hustotu pravděpodobnosti přechodu P (x,t|x′,t′) označíme v případě procesu
D jako q(x,t|x′,t′). Hustotu pravděpodobnosti při časovém obrácení procesu ozna-
číme q̂(x,t|x′,t′). Rovnice

∂

∂t
q + 1

2∇2q + b(x,t) · ∇q + a(x,t) · ∇q =0,

− ∂

∂t
q̂ + 1

2∇2q̂ − b(x,t) · ∇q̂ + â(x,t) · ∇q̂ =0,
(2.17)

popisují jejich vývoj v časovém intervalu t ∈ (a,b) s počáteční rozdělením µ(x,a) =
φ̂(x,a)φ(x,a) v případě první rovnice a koncovým rozdělením µ(x,b) = φ̂(x,b)φ(x,b)
v případě druhé. První rovnice je vyjádřením procesu D v Kolmogorově repre-
zentaci (q-reprezentaci) značené jako

[φ̂(x,a)φ(x,a)q >> .

Druhá rovnice je vyjádřením procesu D v časově obrácené q̂-reprezentaci

<< ĝφ̂(x,b)φ(x,b)].

Proces D vyjádříme ještě jiným způsobem. Označíme-li

q(x,t|x′,t′) = 1
φ(x,t)p(x,t|x

′,t′)φ(x′,t′), (2.18)

kde φ(x, t) je funkce zavedená ve vztahu (2.16). Dále definujme funkci c(x,t) na
množině {φ(x, t) ̸= 0} jako

c(x,t|x′,t′) =
∂φ(x,t)

∂t
+ 1

2 l∇
2φ(x,t) + b(x,t) · ∇φ(x,t)

φ(x,t) , (2.19)

tzv. člen vzniku a zániku (creation and killing) zavedený pomocí φ(x,t). Difuzní
proces D je poté popsán funkcí p(x,t|x′,t′), jež je řešením rovnic

∂

∂t
p+ 1

2∇2p+ b(x,t) · ∇p+ c(x,t)p =0,

− ∂

∂t
p̂+ 1

2∇2p̂− b(x,t) · ∇p̂+ c(x,t)p̂ =0
(2.20)

s počáteční a koncovou podmínkou popsanou funkcemi φ̂(x,a) a φ(x,b). Druhá
rovnice v (2.20) je adjungovaná rovnice k první. První rovnice je vyjádřením
procesu D v tzv. Schrödingerově reprezentaci (p-reprezentaci) značené

[φ̂(x,a)p >><< pφ(x,b)].

Detaily týkající se duality a jednotlivých reprezentací lze nalézt v [4].
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Ve složitějším případě je uvažován difuzní proces s diuzním koeficientem ten-
zorové povahy, jak je tomu v [4].

Porovnáme-li obecný tvar Schrödingerovy rovnice (1.5) a difuzní rovnice (2.20),
vidíme, že až na imaginární jednotku jsou rovnice formálně shodné. Jejich podob-
nosti se věnuje následující kapitola.
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3. Schrödingerovy rovnice versus
difuzní rovnice

V této kapitole budeme studovat podobnost Schrödingerovy rovnice a rovnice
difuze. Cílem je nalézt mezi rovnicemi vztah umožňující převést kvantově me-
chanický problém na difuzní proces a naopak. Nejprve se zabýváme rámcem, v
němž je nalezení vztahu možné. Poté jsou předloženy dva přístupy, umožňující
vztah mezi rovnicemi nalézt. V prvním přístupu se omezujeme na situaci časově
nezávislého potenciálu za absence magnetického pole v jedné dimenzi. Pro tento
přístup zavedeme samosdružený Fokker-Planckův operátor. Druhý přístup je for-
mulován co nejobecněji a je pomocí něj ukázána ekvivalence Schrödingerovy a
difuzní rovnice.

3.1 Vlnová funkce versus teplota
Rovnice vedení tepla (2.4) (či difuzní rovnice (2.6)) má stejný tvar jako Schrödin-

gerova rovnice pro volnou čásici s rozdílem, že difuzní konstanta je imaginární.
V obou případech je samozřejmě splněna rovnice kontinuity pro pravděpodob-
nost (1.3) a pro energii (2.2). Provedeme formální přiřazení. Identifikujme hus-
totu pravděpodobnosti µ (1.2) s hustotou energie e (2.3) a tok pravděpodobnosti
j (1.4) s tepelným tokem q (2.1). Vztah mezi identifikovanými veličinami zvo-
líme jako lineární transformaci. Ze definičních vztahů hustot (1.2),(2.3) a toků
(1.4),(2.1) dostáváme úměrnost

T ∼ ψ̄ψ,

∇T ∼ i(ψ̄∇ψ − ψ∇ψ̄),
(3.1)

mezi teplotou T a vlnovou funkcí ψ. První rovnice odpovídá identifikaci hustot,
druhá identifikaci toků. Použijeme-li geometrickou parametrizaci vlnové funkce
(1.9) pomocí reálných funkcí u a v, přejde (3.1) na

T ∼ u2 + v2,

∇T ∼ u∇v − v∇u.

Položíme-li do rovnosti druhou rovnici s gradientem první, dostáváme

u∇u+ v∇v ∼ ∇T ∼ u∇v − v∇u,

rovnici svazující u a v. Avšak obecná vlnová funkce ψ má nezávislou reálnou a
imaginární část. Vztah založený na identifikaci (3.1) se omezuje pouze na vlnové
funkce, jež lze parametrizovat jednou reálnou funkcí.
Neúspěch identifikace (3.1) byl předem jasný. Vlnová funkce je komplexní funkcí,
nelze ji tedy identifikovat s reálnou funkcí, z prostého důvodu jiné dimenze R a
C, neboť C je izomorfní s R2.
Difuzní proces je popsaný reálnou funkcí (koncentrací či hustotou pravděpodob-
nosti). Proto je nutné uvažovat v obecnosti dvojici procesů, aby bylo možné najít
vztah s vlnovou funkcí.
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3.2 Samosdružený Fokker-Palckův operátor
Tento sekce shrnuje přístup předložený v 5. kapitole [3].

Omezíme se na difuzní proces v jedné dimenzi (x → x) a uvažujme časově ne-
závislý drift D(1)(x) a konstantní difuzní koeficient D. Tohoto tvaru lze vhod-
nou transformací vždy dosáhnout (viz dodatek D). Fokker-Planckovu rovnici pro
hustotu pravděpodobnosti W (x,t) společně s rovnicí kontinuity (2.15) pro tok
pravděpodobnosti J(x,t) budeme uvažovat ve tvaru

∂W (x,t)
∂t

= LF P (x,t)W (x,t) =
[
∂

∂x
f ′(x) +D

∂2

∂x2

]
W (x,t) = −∂S(x,t)

∂x
, (3.2)

kde LF P (x,t) je Fokker-Planckův operátor, f ′ znamená df/dx a f(x) značí po-
tenciál zavedený jako

f(x) = −
∫ x

D(1)(x′) dx′, (3.3)

v integrálu není nutné psát dolní mez, neboť je zde volnost ve volbě nulové hladiny
potenciálu f(x).
Ve stacionárním případě označme odpovídající hustotu pravděpodobnosti Wst(x).
Pravděpodobnostní tok S je nutně konstantní. V případě, že S = 0 z (3.2) plyne

f ′(x)Wst(x) = −D ∂

∂x
Wst(x) → Wst(x) = N

D
e− f(x)

D , (3.4)

kde konstantu N určíme z normalizace hustoty pravděpodobnosti. Zavedeme
druhý potenciál Φ(x) jako

Φ(x) = f(x)
D

. (3.5)

Pro obecný konstantní pravděpodobnostní tok S je stacionární řešení rovnice
(3.2) tvaru

Wst(x) = N

D
e−Φ(x) − S

D
e−Φ(x)

∫ x

eΦ(x′) dx′. (3.6)

Chování potenciálu Φ(x) (a tedy f(x)) může omezit prostor, v němž difuzní pro-
ces probíhá, tedy x ∈ (xmin,xmax). Zabývejme se omezením zprava (bodem xmax),
stejné úvahy lze pak provést pro xmin. Nabývá-li potenciál Φ(x) pro x = xmax ne-
konečně vysoké hodnoty, nemůže se pomocí difuze nic dostat do oblasti x > xmax.
V tomto místě tedy vymizí tok pravděpodobnosti S(xmax,t) = 0, hovoříme o
odrazivé stěně (reflecting wall). V případě záporné nekonečné hodnoty poten-
ciálu Φ(x) v místě x = xmax plyne z rovnice kontinuity pro tok podmínka
eΦ(xmax)W (xmax,t) = 0, hovoříme o absorbující stěně (absorbting wall). V případě,
že nastává v žádném bodě ani jeden z případů, dostáváme pro běžný potenciál
(Φ(x) → +∞ pro x → ±∞) v x = ±∞ podmínku S = 0, tedy odrazivou stěnu.
Vzhledem k těmto úvahám budeme uvažovat difuzní proces na x ∈ (xmin,xmax) s
uvedenými možnostmi okrajových podmínek.

Fokker-Planckův operátor v rovnici (3.2) lze poté pomocí potenciálu (3.5)
napsat ve tvaru

LF P (x,t) = D
∂

∂x

(
e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)

)
. (3.7)
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Povšimněme si, že Fokker-Plankův operátor není samosdružený (viz (C.9)), avšak
operátor eΦ(x)LF P (x,t) je, tedy

[eΦ(x)LF P (x,t)]+ = L+
F P (x,t)eΦ(x) = eΦ(x)LF P (x,t), (3.8)

kde první rovnost plyne z definice hermitovského sdružení. Druhá rovnost plyne
z řetězové rovnosti
∫ xmax

xmin

W1
[
eΦ(x)LF P (x,t)

]
W2 dx =

∫ xmax

xmin

W1

[
eΦ(x)D

∂

∂x
e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)

]
W2 dx

=
[
W1D

∂

∂x
eΦ(x)W2

]xmax

xmin

−
∫ xmax

xmin

[
∂

∂x
W1e

Φ(x)
]
De−Φ(x)

[
∂

∂x
e=Φ(x)W2

]
dx

=
[
W1D

∂

∂x
eΦ(x)W2 −W2D

∂

∂x
eΦ(x)W1

]xmax

xmin

+

∫ xmax

xmin

W2

[
eΦ(x)D

∂

∂x
e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)

]
W1 dx =

∫ xmax

xmin

W2
[
eΦ(x)LF P (x,t)

]
W1 dx

pro funkce W1 a W2 splňující obě stejné okrajové podmínky. V hraničních bodech
v případě odrazivé stěny

0 = S = −De−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)W

a v případě absorbující stěny
0 = eΦ(x)W,

což vede k vymizení členů vzniklých při integraci per-partes v řetězové rovnosti.
Zavedeme operátor L vztahem

L = e−Φ(x)/2[eΦ(x)LF P (x,t)]e−Φ(x)/2 = eΦ(x)/2LF P (x,t)e−Φ(x)/2, (3.9)

který je očividně samosdružený. Dosazením tvaru Fokker-Plankova operátoru
(3.7), zpětným dosazením za potenciál Φ(x) z (3.5) a rozderivováním dostáváme

L = De
f(x)
2D

∂

∂x
e− f(x)

D
∂

∂x
e

f(x)
2D = D

∂2

∂x2 − (f ′(x))2

4D + f ′′(x)
2 . (3.10)

Označme jako potenciál V (x) členy charakteru skalární funkce v (3.9), tedy

V (x) = (f ′(x))2

4D − f ′′(x)
2 . (3.11)

Uvažujeme-li řešení Fokker-Planckovy rovnice v separovaném tvaru

W (x,t) = φ(x)e−λt, (3.12)

pak je řešení Fokker-Planckovy rovnice (3.2) převedeno na problém hledání vlast-
ních čísel operátoru LF P , tedy

LF P (x)φ(x) = −λφ(x), (3.13)
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kde λ značí vlastní číslo příslušejcící vlastní funkci φ(x). Označíme-li vlastní
funkci operátoru L (3.10) příslušející vlastnímu číslu λ jako χ(x), pak díky zave-
dení L (3.9) dostáváme vztah

χ(x) = e
Φ(x)

2 φ(x) = e
f(x)
2D φ(x). (3.14)

Protože operátor L je samosdružený, tak množina jeho vlastních funkcí {φn(x)}
tvoří v Hilbertově prostoru nad R bázi ortogonálních funkcí. Stejné vlastnosti má
díky (3.14) také množina vlastních funkcí {χn(x)} operátoru LF P .

Předložený přístup vede k následujícímu vztahu mezi Schrödingerovou a di-
fuzní rovnicí v jedné dimenzi. Pro Brownův pohyb částice v prostředí s kon-
stantním difuzním koeficientem D a velkým součinitelem tření γ (vystupujícím v
Stokesově třecí síle Ff = −γv) nacházející se ve vnějším časově nezávislém silo-
vém poli F (x) s potenciálem f(x) (F (x) = −∂f(x)/∂x), lze pravděpodobnsotní
rozdělení W (x,t) výskytu částice zapsat v separovaném tvaru

W (x,t) = χ(x)e− f(x)
2D e−λt, (3.15)

kde χ(x) je vlastní funkce s operátoru L

L = D
∂2

∂x2 − (f ′(x))2

4D + f ′′(x)
2

s vlastním číslem λ.

Na druhé straně, zavedeme-li hmotnost m, potenciál V (x) a energii E dle
následujících vztahů a provedeme formální přiřazení:

m = h2

8π2D
,

V (x) = (f ′(x))2

4D − f ′′(x)
2 ,

E = hλ

2π ,

e−t ↔ e−it.

(3.16)

Pak částice o hmotnosti m nacházející se potenciálu V (x) se nachází ve stacio-
nárním stavu ψ(x) daném energií E tvaru

ψ(x) = χ(x)e− i
h

2πEt, (3.17)

kde χ(x) je vlastní funkce operátoru Ĥ = Ĥ(x) tvaru

Ĥ = − h2

8π2m

∂2

∂x2 + V (x).

Vzhledem k diskuzi možnosti nalezení vztahu mezi Schrödingerovou rovnicí
a difuzní rovnicí v předcházející sekci 3.1 si zaslouží předložený vztah (3.16)
komentář. Omezení se na případ časově nezávislého Hamiltoniánu dovoluje se-
paraci Schrödingerovy rovnice (1.7). Protože v případě absence magnetického
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pole popsaného vektorovým potenciálem je Hamiltonián reálný, je možné uva-
žovat v separovaném tvaru ψ(x,t) = χ(x)ζ(t) prostorovou funkci χ(x) reálnou.
Komplexní charakter vlnové funkce se poté projevuje v časovém vývoji ve funkci
ζ(x) = exp(−2πiEt/h) popisující vlnění. Pomocí formálního přiřazní

e−it ↔ e−t

lze však vlnový charakter kvantové mechaniky převést na relaxační proces vlastní
difuzi a naopak.

3.3 Ekvivalence Schrödingerovy rovnice a difuze
V této sekci jsou prezentovány výsledky z [4], převážně pak z 4. kapitoly.

Uvažujeme dvojici Schödingerových rovnic v obecném tvaru (1.5) pro vlnovou
funkci ψ(x, t) ve třech dimenzích

i
∂

∂t
ψ(x,t) + 1

2∇2ψ(x,t) + ib(x,t) · ∇ψ(x,t) − V (x,t)ψ(x,t) =0,

−i ∂
∂t
ψ̄(x,t) + 1

2∇2ψ̄(x,t) − ib(x,t) · ∇ψ̄(x,t) − V (x,t)ψ̄(x,t) =0.
(3.18)

Druhá rovnice je komplexní sdružení rovnice první.

Dále uvažujme difuzní procesD s odvoláním se na notaci zavedenou v 2.3. Pro-
ces D je popsán rozdělením µ(x,t) daným dvojicí kladných funkcí φ(x,t),φ̂(x,t),
jež jsou řešením rovnic

∂

∂t
φ(x,t) + 1

2∇2φ(x,t) + b(x,t) · ∇φ(x,t) + c(x,t)φ(x,t) =0,

− ∂

∂t
φ̂(x,t) + 1

2∇2φ̂(x,t) − b(x,t) · ∇φ̂(x,t) + c(x,t)φ̂(x,t) =0.
(3.19)

Rovnice (3.19) popisují proces D v Schrödingerově p-reprezentaci ekvivalentně
rovnicím (2.20).

Díky zápisu difuzního procesu D v p-reprezentaci si oba páry rovnic navzájem
formálně zcela odpovídají s jedinou odlišností – imaginární jednotkou u někte-
rých členů. Vztah párů rovnic (3.18) a (3.19) je založen na ztotožnění hustot
pravděpodobnosti µ(x,t) pro oba procesy:

ψ̄(x, t)ψ(x, t) = µ(x,t) = φ̂(x,t)φ(x,t). (3.20)

Analogicky goniometrické parametrizaci (1.15) parametrizujeme nezáporné funkce
φ(x,t) a φ̂(x,t) pomocí reálných funkcí R(x,t) a S(x,t) jako

φ(x,t) = eR(x,t)+S(x,t), φ̂(x,t) = eR(x,t)−S(x,t). (3.21)

V této parametrizaci přejdou rovnice (3.19) do tvaru (pro přehlednost nepíšeme
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argumenty funkcí)

−c =
[
− ∂

∂t
S + 1

2∇2R + 1
2(∇R)2 − 1

2(∇S)2 − b · ∇S
]

+
[
∂

∂t
R + 1

2∇2S + ∇R · ∇S + b · ∇R
]

+
[
2 ∂
∂t
S + (∇S)2 + 2b · ∇S

]
,

−c =
[
− ∂

∂t
S + 1

2∇2R + 1
2(∇R)2 − 1

2(∇S)2 − b · ∇S
]

−
[
∂

∂t
R + 1

2∇2S + ∇R · ∇S + b · ∇R
]

+
[
2 ∂
∂t
S + (∇S)2 + 2b · ∇S

]
,

(3.22)

kde členy v obou rovnicích byly přeuspořádány do hranatých závorek na základě
shodného tvaru s obecnou Schrödingerovou rovnicí v goniometrické parametrizaci
(1.16).

Dalším krokem je ztotožnění funkcí R(x,t) a S(x,t), pomocí nichž je para-
metrizována vlnová funkce (1.15) a funkce φ(x,t),φ̂(x,t) (3.21). Díky tomuto zto-
tožnění můžeme dosadit Schrödingerovu rovnici v goniometrické parametrizaci
(1.16) do difuzních rovnic (3.22), čímž dostaneme vztah

−c(x,t) = V (x,t) + 2 ∂
∂t
S(x,t) + [∇S(x,t)]2 + 2b(x,t) · ∇S(x,t) (3.23)

spojující člen vzniku a zániku (creation and killing) c(x,t) vlastní difuznímu po-
pisu a skalární potenciál V (x,t) vystupující v Schrödingerově rovnici.

Vztah obou rovnic je následovný:
Pro difuzní proces D charakterizovaný v Schrödingerově p-reprezentaci pomocí
dvojice kladných funkcí φ(x,t),φ̂(x,t), jež jsou řešením (3.19). Pomocí funkcí
R(x,t) a S(x,t) je parametrizujících dle (3.21) definujeme komplexní funkci před-
pisem

ψ(x,t) = eR(x,t)+iS(x,t).

Takto definovaná vlnová funkce ψ(x,t) je řešením obecné Schrödingerovy rovnice
(3.18) s potenciálem

V (x,t,ψ) = c(x,t) − 2 ∂
∂t
S(x,t) − [∇S(x,t)]2 − 2b(x,t) · ∇S(x,t).

Ekvivalentně lze říct:
K vlnové funkci ψ(x,t), jež je řešením obecné Schrödingerovy rovnice (3.18), para-
metrizované pomocí dvojice reálných funkcíR(x,t) a S(x,t) jako (1.15) definujeme
dvojici kladných funkcí předpisem

φ(x,t) = eR(x,t)+S(x,t), φ̂(x,t) = eR(x,t)−S(x,t).
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Funkce φ(x,t),φ̂(x,t) jsou řešením difuzních rovnic (3.19) s členem vzniku a zániku
(creation and killing)

c(x,t,φ) = V (x,t) − 2 ∂
∂t
S(x,t) − [∇S(x,t)]2 − 2b(x,t) · ∇S(x,t).

zavedeném pomocí φ(x,t), tedy Schrödingerovou p-reprezentaci difuzního procesu
D.
Tímto byla ukázána ekvivalence obecné Schrödingerovy rovnice a difuzních rov-
nic popisujících difuzní proces D.

Povšimněme si u definovaného potenciálu V (x,t,ψ) resp. členu vzniku a zá-
niku c(x,t,φ), závislosti na konkrétní vlnové funkci ψ(x,t) resp. funkci φ(x,t), jež
zde vstupuje díky nelineární závislosti (3.23), která je důsledkem závislosti na
jedné z parametrizujících funkcí S(x,t). To má za následek, že v případě lineární
Schrödingerovy rovnice je jí ekvivalentní rovnice difuzní nelineární a naopak. Na-
bízí se otázka, která z teorií je z podstaty lineární. Protože jsou obě teorie dle
předchozího ekvivalentní, není zde z formálního hlediska nic, co by jednu upřed-
nostňovalo. Jako argument však může sloužit fyzikální objasnění nelinearity v
jednom z případů. Kvantově mechanický potenciál je fundamentální, nenabízí se
moc možností k vysvětlení. Avšak v případě difuze je situace jednoušší. Vysvětlení
nelinearity poskytují například větvící se procesy. Příkladem větvících se procesů
jsou difuzní procesy, při nichž dochází k kreaci a anihilaci částic. Ty jsou po-
psány difuzními rovnicemi, ve kterých vystupuje nelineární člen vzniku a zániku
(creation and killing) ∑

n,m

cn,mu
n

(
∂u

∂x

)m

pro případ jednodimenzionálního procesu, kde u(x,t) je hustota pravděpodobnosti
či jiná veličina popisující difuzní proces. Další možností je závislost driftového
koeficientu na interakci mezi difundujícími částicemi. Pak v jednodimenzionálním
případě je driftový koeficient b[x,u] vystupující v Fokker-Planckově rovnici pro
hustotu pravděpodobnosti u(x,t)

∂u(x,t)
∂t

= 1
2
∂2u(x,t)
∂x2 − ∂

∂x
(b[x,u]u(x,t))

tvaru
b[x,u] =

∫
b(x,y)u(t,y) dy,

kde funkce b(x,y) popisuje interakci mezi částicemi[12].

Jak Schrödingerova rovnice, tak difuzní teorie jsou nerelativistické, což je v
souladu s dokazovanou ekvivalencí. Nerelativičnost difuze se projevuje kupříkladu
v evoluci hustoty pravděpodobnosti W (x,t) v případě Wienerova procesu. Byla-li
v čase t = 0 částice lokalizována v počátku, tedy W (x,0) = δ(x), pak v následu-
jícím libovolně malém čase se částice nachází s nenulovou pravděpodobností od
počátku libovolně daleko. Relativistickou formulaci difuze poskytuje mimo jiné
relaivistická teorie vedení tepla (Relativistic heat conduction – RHC) [13]. Dle
jejích autorů je RHC kompatibilní se speciální teorií relativity (konečná rych-
lost šíření tepla), druhým termodynamickým zákonem i kvantovou mechanikou
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(vlnově-korpuskulární povaha fononu).

Vraťme se k nyní k obecným úvahám na konci sekce 3.1. Jak již bylo ře-
čeno, k nalezení vzájemně odpovídajícího si vztahu s komplexní vlnovou funkcí
je nutné najít dva difuzní procesy. Skutečně, k Schrödingerově rovnici (3.18) (vy-
stupující sice též v páru, avšak druhá rovnice je pouhé komplexní sdružení) byly
uvažovány dvě difuzní rovnice (3.19) pro dvojici funkcí φ(x,t),φ̂(x,t), jež popisují
difuzní proces D pomocí p-reprezentace. Ta je ovšem ekvivalentní Kolmogorově
q-reprezentaci i obrácené q̂-reprezentaci, z nichž jedna popisuje difuzní proces
probíhající chronologicky a druhá v časově převráceném sledu. Obě reprezentace
jsou navzájem duální a představují právě ty dva hledané difuzní procesy. Schrö-
dingerova p-reprezentace je jejich "křížencem". Popisuje zároveň oba procesy –
difuzní proces probíhající zároveň oběma směry.

Ekvivalence byla dokázána pro difuzní proces D s konstantním difuzním ko-
eficientem D. V obecném případě, kdy má difuzní koeficient D(2) tenzorovou
povahu, je tato povaha zahrnuta do chování souřadnic. Difuzní koeficient hraje
roli netriviální časově závislé metriky. Když jsme se omezili na difuzní proces D
s konstantním difuzním koeficientem D, mohlo by se zdát, že byla ukázána ekvi-
valence Schrödingerovy rovnice pouze pro takto definovanou podtřídu difuzních
procesů, a tedy je difuzní teorie obecnější než kvantová mechanika. Toto však
není možné tvrdit díky možnosti popsat tenzorovou povahu difuzního koeficientu
pomocí netriviálních souřadnic.

Za poznamenání stojí, že uvedenou problematikou se zabýval již sám A. Schrö-
dinger, který vznesl doměnku, že kvantová mechanika je difuzní teorie [1] a po-
koušel se ekvivalenci dokázat. Soudil, že díky nalezení tohoto vztahu, se kvantová
teorie stane lépe pochopitelnou, avšak neuspěl. Musel přijít A. N. Kolmogorov
a další, než byla vybudována moderní pravděpodobnostní teorie difuze, v jejímž
rámci je možné vztah nalézt.
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4. Příklady
V této kapitole na nejjednodušších kvantových systémech demonstrujeme vý-

sledky třetí kapitoly. Konkrétně aplikujeme přístup předložený v sekci 3.2, tedy
se omezíme na jednu dimenzi. Příklady jsou inspirované monografií [3].

V příkladech budeme uvažovat difuzní proces v prostředí s difuzní konstantou
D probíhající v silovém poli s potenciálem f(x). Proces je popsaný hustotou
pravděpdobobnosti W (x,t), kterou budeme hledat v separovaném tvaru (3.12)

Wn(x,t) = φn(x)e−λnt,

kde index n označuje řešení odpovídající vlastnímu číslu λn.

Následně budeme uvažovat částici o hmotnosti m popsanou vlnovou funkcí
ψ(x,t), jež se nachází v potenciálu V (x). Vlnovou funkci budeme hledat ve tvaru
(1.6)

ψn(x,t) = χn(x)e− i
h

2πEnt

odpovídajícímu energii En.
Za užití nalezeného vztahu (3.16) mezi Schrödingerovou rovnicí a difuzní rovnicí
budeme zkoumat především chování vzájemně si odpovídajících potenciálů f(x)
a V (x).

4.1 Harmonický oscilátor
Kvantový harmonický oscilátor je popsaný Hamiltoniánem

Hho = − h

4πm∇2 + 1
2mω

2x2, (4.1)

tedy odpovídající potenciál V (x) (Obrázek 4.1) je tvaru

V (x) = 1
2mω

2x2. (4.2)

Vlastní funkce χn(x) (Obrázek 4.2) Hamiltoniánu Hho jsou dobře známého tvaru
[14]

χn(x) = 4

√
2mω
h

1√
2nn!

Hn

⎛⎝√2πmω
h

x

⎞⎠ e− mπω
h

x2 pro n = 0,1,2,..., (4.3)

kde H značí Hermiteův polynom, s energií (vlastním číslem)

En = hω

2π

(
n+ 1

2

)
pro n = 1,2,3... .

Pro difuzní popis označme konstantu

γ ≡ 2πmω
h

= hω

4πD,
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kde v druhé rovnosti bylo dosazeno za hmotnost z (3.16). Potenciálu V (x) (4.2)
odpovídá dle vztahu (3.16) potenciál f(x) (Obrázek 4.1) vzhledem k označení
tvaru

f(x) = γDx2 − 2D log 4

√
γ

π
, (4.4)

kde log značí přirozený logaritmus. Stejně jako potenciál V (x) (4.2) je i f(x)
kvadratický. Oba potenciály se formálně liší jen o konstantu, která však vzhledem
k možnosti volby nulové hladiny potenciálu nehraje roli. Ze znalosti tohoto tvaru
můžeme dle (3.14) nalézt vlastní funkci Fokker-Planckova operátoru (3.7) φn(x)
(Obrázek 4.2) odpovídající vlastnímu číslu λn = 2πEn/h (kde n je nezáporné
číslo)

φn(x) = 2

√
γ

π

1√
2nn!

Hn (√γx) e−γx2
. (4.5)

Brownovská částice se pohybuje ve vnějším silovém poli

F (x) = −∇f(x) = −2γDx.

Obrázek 4.1: Vlevo: Potenciálu kvantového hramonikého oscilátoru V (x) (4.2).
Vpravo: Potenciál f(x) (4.4), v němž probíhá difuze odpovídající harmonickému
oscilátoru. Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant h

2π
= m = ω = D = γ = 1.
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Obrázek 4.2: Prevní tři vlnové funkce χn(x) (4.3) (n = 0,1,2) kvantvého harmo-
nického oscilátoru. Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant h

2π
= m = ω = D =

γ = 1. Při této volbě konstant odpovídají grafy také vlastním funkcím φn(x) (4.5)
Fokker-Planckova operátoru s potenciálem f(x) (4.4).

4.2 Nekonečně hluboká potenciálová jáma
Částice se nachází v potenciálu V (x) (Obrázek 4.3)

V (x) =

⎧⎨⎩−V0, pro x ∈ (−a,a),
+∞, jinde,

(4.6)
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kde V0 > 0. Omezíme se pouze na vázané stavy, které mají spektrum [14]

En = h2

32ma2n
2 + V0 kde n = 0,1,2,.... (4.7)

Odpovídající vlnové funkce χn(x) (Obrázek 4.4) jsou dle (3.17) tvaru

χn(x) =

⎧⎨⎩
1√
a

sin
(

πn
2a

(x− a)
)

pro x ∈ (−a,a),
0 jinde.

(4.8)

Zahrnutím časově závislé fáze do vlnové funkce χn(x) dostáváme

ψn(x,t) = χn(x)e− i
h

2πEnt. (4.9)

K potenciálu V (x) (4.6) je přidružený skrz vztah (3.16) potenciál f(x) (Ob-
rázek 4.3)

f(x) = −2D log
[
cos

(
πx

2a

)]
, (4.10)

kde D je difuzní konstanta definovaná vztahem

D = 4aV0

π2 .

Vlanstní funkce Fokker-Planckova operátoru (3.7) φn(x) (Obrázek 4.5) odpoví-
dající vlastnímu číslu λn = 2πEn/h jsou dle vztahu (3.15) tvaru

φn(x) =

⎧⎨⎩
1√
a

sin
(

πn
2a

(x− a)
)

cos
(

πx
2a

)
pro x ∈ (−a,a),

0 jinde.
(4.11)

Brownovská částice, jež se nachází v oblasti x ∈ (−a,a), koná pohyb v prostředí
s difuzním koeficientem D a silovém poli F (x) daném vztahem

F (x) = −∇f(x) = πD

a
tan

(
πx

2a

)
.

Obrázek 4.3: Vlevo: Nekonečně hluboká potenciálová jáma V (x) = −V0 (4.6).
Vpravo: Potenciál f(x) (4.10), odpovídající dle vztahu (3.16) potenciálu (4.6).
Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant h

2π
= m = V0 = a = D = 1.
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Obrázek 4.4: Vlevo: První tři vlnové funkce χn(x) (4.8) (n = 0,1,2) v nekonečně
hluboké potenciálové jámě. Vpravo: Reálná část odpovídajících vlnových funkcí
ψn(x,t) (4.9) pro časy t ∈ (0,2). Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant h

2π
=

m = a = 1.

4.3 V-potenciál
Uvažujme nyní difuzní proces v prostředí popsaném difuzním koeficientem D

probíhající v potenciálu f(x) (Obrázek 4.6)

f(x) = Dk |x| , (4.12)

kde k > 0 je konstanta určující sklon potenciálu. Potenciál f(x) popisuje silové
pole

F (x) = −∇f(x) = −Dk sgn x
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Obrázek 4.5: První tři vlastní funkce φn(x) (4.3) (n = 1,2,3) Fokker-Planckova
operátoru s potenciálem f(x) (4.10). Grafy jsou vykresleny pro volbu konstant
a = D = 1.

směřující do počátku, kde má nespojitost.
Na základě vztahu (3.16) definujme hmotnost

m = h2

8π2D
, (4.13)

pak dle tohoto vztahu odpovídá f(x) (4.12) potenciál V (x) (Obrázek 4.6) pro
tvaru

V (x) = k2h2

64π2m2 − hk

4πmδ(x), (4.14)
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kde δ(x) značí Diracovu δ-funkci. Potenciál V (x) (až na konstantu) popisuje
nekonečně hlubokou a nekonečně úzkou potenciálovou jámu, jejíž objem je však
konečný, jedná se o limitní případ konečně hluboké potenciálové jámy. Limitní
přechod má za následek, že částice o hmotnosti m pohybující s v potenciálu V (x)
(4.14) nabývá pouze jediného vázaného stavu s energií [15]

E = − k2

8m − k2h2

64π2m2
(4.15)

popsaného vlnovou funkcí (Obrázek 4.7)

χ(x) =
√
k

2e
−k|x|

2 , (4.16)

kde E je energie daná vztahem (4.15).

Obrázek 4.6: Vlevo: Potenciál V (x) (4.14) odpovídající dle vztahu (3.16) potenci-
álu f(x) (4.12). Vpravo: Potenciál f(x) (4.12), dle tvaru tzv. V-potenciálu. Grafy
jsou vykresleny pro volbu konstant h

2π
= m = k = D = 1.

Obrázek 4.7: Vlnová funkce χ(x) (4.16) odpovídající jedinému vázanému stavu
potenciálu V (x) (4.14). Graf je vykreslen pro volbu konstanty k = 1.
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Závěr
V prvních dvou kapitolách byl vyložen nutný teoretický rámec pro formulaci

vztahu mezi Schrödingerovou a difuzní rovnicí.

Na základě obecných úvah jsme vyvodili, že k nalezení vzájemně si odpoví-
dajícího vztahu s obecnou komplexní vlnovou funkcí je nutné najít dva difuzní
procesy.

Ve speciálním případě časově nezávislého Hamiltoniánu a absence magnetic-
kého pole postačuje jen jeden difuzní proces. To je důsledkem možnosti separace
vlnové funkce na součin prostotově a časově závislé části a reálného Hamiltoniánu.
V jedné dimezi byl nalezen vztah převádějí pohyb kvantové částice v potenciálu
V (x) na difuzní proces brownovské částice v potenciálu f(x) [3]. Součástí pře-
chodu je formální přiřazení

e−it ↔ e−t

převádějící vlnové chování vlnové funkce na relaxační proces odpovídající difuzi.
Tento přístup byl demonstrován na trojici fundamentálních příkladů. Odpovída-
jící si potenciály V (x) a f(x) byly graficky znázorněny.

Pro téměř obecný případ nestacionárního magnetického pole pouze s poža-
davkem konstantního difuzního koeficientu byla ukázána ekvivalence obou rov-
nic. Schrödingerově rovnici a jejímu komplexnímu sdružení (3.18) byly přiřazeny
dvě difuzní rovnice (3.19) pro dvojici funkcí φ(x,t),φ̂(x,t), jež popisují difuzní
proces pomocí p-reprezentace. Schrodingerova p-reprezentace, Kolmogorova q-
reprezentace i obrácená q̂-reprezentace jsou však vzájemně ekvivalentní. Druhé
dvě jsou navzájem duální. Kolmogorova q-reprezentece popisuje běžný difuzní
proces a q̂-reprezentece stejný difuzní proces avšak v časově převráceném sledu.
Jsou to právě ty dva hledané difuzní procesy. Schrödingerova p-reprezentace po-
pisuje difuzní proces formálně probíhající zároveň oběma směry. V zcela obecném
připadě časově závislého difuzního koeficientu je ekvivalence dokázána v [4].

Ekvivelnce byla demonstrována pro vlnové funkce ψ(x,t),ψ̄(x,t) a reálné funkce
φ(x,t),φ̂(x,t), jež byly všechny parametrizovány reálnými funkcemiR(x,t) a S(x,t).
Schrödingerova rovnice i pár difuzních rovnic v p-reprezentaci byly v této parme-
trizaci vyjádřeny. Z jejich porovnání byl nalezen vztah mezi potenciálem V (x,t)
v Schrödingerově rovnici a členem vzniku a zániku (cretion and killing) c(x,t)
vystupujícím v difuzních rovnicích v p-reprezentaci. Tento vztah je však neline-
ární a závisí na parametrizující funkci S(x,t). Ekvivalenci je možné formulovat
symbolicky jako:

ψ(x,t) = eR(x,t)+iS(x,t)

ψ̄(x,t) = eR(x,t)−iS(x,t)

⎫⎬⎭ ↔ [R(x,t), S(x,t)] ↔

⎧⎪⎨⎪⎩
φ(x,t) = eR(x,t)+S(x,t)

φ̂(x,t) = eR(x,t)−S(x,t)

Vztah mezi vlnovými funkcemi ψ(x,t),ψ̄(x,t) a reálými funkcemi φ(x,t),φ̂(x,t)
popisujícími difuzi v p-reprezentaci je tedy založen na výše úvedeném formálním
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přiřazení, neboli dosazení parametrizujích funkcí R(x,t) a S(x,t) do mustru od-
povídajícího kvantové mechanice vlevo či difuzní teorii vpravo.

Nyní se můžeme pokusit odpovědět na Schrödingerovu doměnku [1]. Je na
subjekivním posudku, zda předložená ekvivalence difuzních rovnic a Schrödin-
gerovy rovnice umožňuje lepší pochopení kvantové mechaniky. Ekvivalence však
znamená, že nerelativistická kvantová mechanika je difuzní teorie, jež obsahuje
v jádru Schrödingerovu rovnici jako rovnici vzhledem k časovému obrácení [4].
Toto zjištění umožňuje novou interpretaci pohybu kvantové částice coby difuzního
procesu.
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A. Markovův proces
Pomocí náhodných veličin popisujeme procesy, kdy nemáme dostatek infor-

mací o systému pro jejich přesné stanovení, nebo se veličina mění tak rychle a
deretministicky chaoticky, že její okamžitá hodnota není směrodatná. Lze hovořit
o pravděpodobnosti, s jakou nabývá dané hodnoty, a její chování zkoumat.
Mějme náhodnou proměnnou ξ. Zvolíme-li x ∈ R, poté pravděpodobnost, že
hodnota náhodné proměnné ξ bude menší, nebo rovna x, značíme P (ξ ≤ x). Z
vlastností skokové funkce θ(x) plyne

P (ξ ≤ x) = ⟨θ(x− ξ)⟩,

kde ⟨·⟩ značí střední hodnotu.
Hustotu pravděpodobnosti, tj. pravděpodobnost nalezení hodnoty ξ v intervalu
(x,x+dx) podělenou délkou intervalu označíme Wξ(x). Hustota pravděpodobnosti
je derivací P (ξ ≤ x) podle x tedy

Wξ(x) = d
dxP (ξ ≤ x) = d

dx⟨θ(x− ξ)⟩ = ⟨δ(x− ξ)⟩,

kde δ značí Diracovu delta funkci. Pomocí hustoty pravděpodobnosti je možné
spočíst n-tý moment Mn náhodné proměnné ξ jako

Mn = ⟨ξn⟩ =
∫
xnWξ(x) dx.

První moment je označován jako střední hodnota µ = M1. Dále tzv. n-tý cen-
trální moment je definována jako Kn = ⟨(ξ − µ)n⟩. Druhý centrální moment je
označován coby variance σ2 = K2.
Uvažujme d náhodných proměnných ξ1,...,ξd. Zavedeme analogicky d-dimenzionální
hustotu pravděpodobnosti

Wξ1,...,ξd
(x1,...,xd) = Wd(x1,...,xd) = ⟨δ(x1 − ξ1)...δ(xd − ξd)⟩,

dolní index s výčtem náhodných proměnných je dále nahrazen jejich počtem d.
Smíšené momenty jsou dány jako

Mn1,...,nr = ⟨ξn1
1 ...ξnr

r ⟩. (A.1)

Hustotu podmíněné pravděpodonosti, tj. hustotu pravděpodohnosi nalezení hod-
noty ξ1 v intevalu (x1,x1+dx1) podělenou délkou intervalu za předpokladu ξ2 = x2
až ξd = xd označíme P (x1|x2,...,xd). Zřejmě platí

Wd(x1,...,xd) = P (x1|x2,...,xd)Wd−1(x2,...,xd),

odkud dostáváme

P (x1|x2,...,xd) = Wd(x1,...,xd)
Wd−1(x2,...,xd) = Wd(x1,...,xd)∫

Wd(x1,...,xd) dx1
. (A.2)

Druhá rovnost plyne z postupné integrace normalizační podmínky

1 =
∫
...
∫
Wd(x1,...,xd) dx1... dxd =

∫
...
∫
Wd−1(x2,...,xd) dx2... dxd.
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Uvažujme nyní časově závislou náhodnou proměnnou ξ(t), která nabývá v
čase t = ti náhodné hodnoty ξ(ti). Proces popsaný veličinou ξ(t) nazýváme sto-
chastický. Pravděpodobnost nalezení v čase t1 hodnoty ξ(t1) ∈ (x1,x1 + dx1), v
čase t2 hodnoty ξ(t2) ∈ (x2,x2 + dx2) až v čase tn hodnoty ξ(tn) ∈ (xn,xn + dxn)
označíme

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) dx1... dxn,

kde hustota pravděpodobnosti Wn je dána

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) = ⟨δ(x1 − ξ1(t))...δ(xn − ξn(t))⟩. (A.3)

Stochastický proces ξ(t) na intevalu t ∈ (t0,t0 + T ) je zcela popsán hustotami
pravděpodobnosti

W1(x1,t1), W2(x2,t2;x1,t1), ... , Wi(xi,ti; ...;x1,t1), ... (A.4)

pro libovolné ti ∈ (t0,t0 + T ).
Analogicky k (A.2) formulujeme hustotu podmíněné pravděpodobnosti

P (xn,tn|xn−1,tn−1; ...;x1,t1)

jako hustotu pravděpodobnosti nalezení v čase tn hodnoty ξ(tn) ∈ (xn,xn + dxn)
za předpokladu, že v časech t1 až tn−1 se nabývá ξ(t) hodnoty ξ(t1) = x1 až
ξ(tn−1) = xn−1. Odtud pomocí (A.2) dostáváme

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) = P (xn,tn|xn−1,tn−1; ...;x1,t1)Wn−1(xn−1,tn−1; ...;x1,t1)
(A.5)

a
P (xn,tn|xn−1,tn−1; ...;x1,t1) = Wn(xn,tn; ...;x1,t1)∫

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) dxn

. (A.6)

Na základě chování hustoty podmíněné pravděpodobnosti se stochastické procesy
klasifikují následovně:

Zcela náhodný proces je stochastický proces, při němž hustota podmíněné
pravděpodobnosti nezávisí na hodnotě náhodné proměnné v předešlých časech

P (xn,tn|xn−1,tn−1; ...;x1,t1) = P (xn,tn).

Postupnou aplikací (A.5) dostáváme

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) = P (xn,tn)...P (x1,t1),

z čehož lze vidět (připomeňme, že P (x1,t1) = W1(x1,t1)), že veškerá dostupná
informace o procesu je obsažena v W1(x1,t1).

Markovův proces je takový stochastický proces, při kterém hustota podmíněné
pravděpodobnosti v čase tn závisí pouze na hodnotě náhodné proměnné ξ(tn−1) =
xn−1 v čase tn−1

P (xn,tn|xn−1,tn−1; ...;x1,t1) = P (xn,tn|xn−1,tn−1).
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Cyklickým dosazením do (A.5) získáme

Wn(xn,tn; ...;x1,t1) = P (xn,tn|xn−1,tn−1)...P (x2,t2|x1,t1)W1(x1,t1). (A.7)

Hustota podmíněné pravděpodobnosti pro Markovův proces P (xi,ti|xi−1,ti−1) se
nazývá hustota pravděpodobnosti přechodu, což je inspirováno vztahem (A.7).
Kompletní informace je v případě Markovových procesů uložena v W2(x2,t2|x1,t1)
namísto popisu nekonečnou řadou (A.4), což spolu s (A.8) dává

P (x2,t2|x1,t1) = W2(x2,t2;x1,t1)∫
W2(x2,t2;x1,t1) dx2

. (A.8)

Pro Markovovy procesy dostáváme z rovnosti

P (x3,t3|x1,t1)W1(x1,t1) = W2(x3,t3;x1,t1) =

=
∫
W3(x3,t3;x2,t2;x1,t1) dx2 =

∫
P (x3,t3|x2,t2)P (x2,t2|x1,t1)W1(x1,t1) dx2

tzv. Chapman-Kolmogorovu rovnici

P (x3,t3|x1,t1) =
∫
P (x3,t3|x2,t2)P (x2,t2|x1,t1) dx2. (A.9)

Obecný proces pokrývá zbývající případy. Hustota podmíněné pravděpodob-
nosti může záviset na libovolném počtu předchozích hodnot.

V případě zcela náhodného procesu je trajektorie ξ(t) nespojitá. Takovýmto
procesem je kupříkladu úhlová detekce vylétajících α částic ze vzorku, kde ξ(t)
značí úhel, pod nímž částice vylétá.
Markovův proces odpovídá spojité trajektorii ξ(t), neboť následující hodnota
ξ(t2) = x2 v čase t2 je blízko hodnoty předešlé (t1) = x1 v čase t1. Pro t2 − t1 → 0
dostáváme P (x2,t2|x1,t1) → δ(x2 −x1). Pro odlehlejší časy, kdy t2 − t1 ≫ 1, klesá
závislost P (x2,t2|x1,t1) na x1. Markovův proces je dobrým modelem např. pro
Brownův pohyb, kdy ξ(t) hraje roli polohy částice. Brownovská částice si "pama-
tuje"svou polohu a její trajektorie je spojitá.

Zobecnění na d náhodných proměnných ξ1(t) až ξd je přímočaré. Ve vztazích
(A.3) až (A.9) nahradíme náhodnou proměnnou ξ(t) náhodným vektorem ξ(t) ≡
(ξ1(t),...,ξd), jednodimenzionální integraci příslušnou d-dimenzionální a hodnotu
x1, jíž se nabývá, vektorem x1 ≡ (x1

1,...,x
d
1). Kupříkladu Chapman-Kolmogorova

rovnice lze pak napsat ve tvaru

P (x3,t3|x1,t1) =
∫
...
∫
P (x3,t3|x2,t2)P (x2,t2|x1,t1) dx1

2... dxd
2. (A.10)

35



B. Langevinova síla
Pravděpodobnostní charakter Langevinovy síly je následující [3].

Langevinova síla Γ(t) je časově závislá náhodná proměnná. V libovolném čase má
nulovou střední hodnotu

⟨Γi(t)⟩ = 0,

kde Γi(t) značí i-tou složku Γ(t).
Dále je δ-korelovaná, což zamená, že pro Γ ve dvou časech t a t′ platí

⟨Γi(t)Γj(t′)⟩ = 2δijδ(t− t′),

kde δij značí Kroneckerovo delta a δ(t− t′) značí δ-funkci.
Langevinova síla je gaussovsky rozdělená, tedy pokud pro libovolný čas t ozan-
číme Γ(t)i = ξ, pak náhodná veličina ξ má vzhledem k předchozím vlastnostem
rozdělení Wξ(x) tvaru

Wξ(x) = 1√
2π
e− x2

2

s nulovou střední hodnotou.
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C. Odvození Fokker-Planckovy
rovnice

V tomto dodatku je demonstrován způsob odvození Focker-Palckovy rovnice
způsobem uvedeným v [3].
Stochastický proces popíšeme pomocí časového vývoje jeho rozložení hustoty
pravděpodobnosti. Markovův proces je plně určen ze znalosti počátečního roz-
ložení hustoty pravděpodobnosti W (x′,t) a hustoty pravěpodobnosti přechodu
P (x,t+ τ |x′,t). Pro rozložení hustoty pravděpodobnosti v libovolném čase t+ τ
dostáváme

W (x,t+ τ) =
∫
P (x,t+ τ |x′,t)W (x′,t) ddx′. (C.1)

Pro vyjádření časového vývoje, tedy ∂W/∂t je nutná znalostW (x,t) aW (x′,t+τ).
Ve výrazu

P (x,t+ τ |x′,t) =
∫
δ(y − x)P (y,t+ τ |x′,t) ddy

rozvineme do Taylorovy řady v y = x′ δ-funkci dle předpisu

δ(y − x) = δ(x′ − x + y − x′)

=
d∑

i=1

∞∑
n=0

1
n! (yi1 − x′

i1)...(yin − x′
in

) ∂n

∂x′
i1 ...∂x

′
in

δ(x′ − x)

=
d∑

i=1

∞∑
n=0

1
n!

(−∂)n

∂xi1 ...∂xin

(yi1 − x′
i1)...(yin − x′

in
)δ(x − x′).

Ve smyslu (A.1) spočteme integrací P (y,t+τ |x′,t) přes y pro n ≥ 1 n-tý smíšený
moment Mn

i1...in
(x′,t,τ) jako

Mn
i1...in

(x′,t,τ) =
∫

(yi1 − x′
i1)...(yin − x′

in
)P (y,t+ τ |x′,t) ddy.

Provedeme rozvoj Mn
i1...in

(x′,t,τ)/n! pro malé τ , kde Dn označuje funkci v prvím
řádu rozvoje,

1
n!M

n
i1...in

(x′,t,τ) = Dn
i1...in

(x′,t) τ + O
(
τ 2
)
.

Celkově dostáváme

P (x,t+ τ |x′,t) =
[
1 +

d∑
i=1

∞∑
n=1

(−∂)n

∂xi1 ...∂xin

(
Dn

i1...in
(x,t) τ + O

(
τ 2
))]

δ(x − x′).

(C.2)
Dosazením (C.2) do (C.1), integrací a uspořádáním dostáváme v limitě τ → 0
dostáváme dopředný Kramers-Moyalův rozvoj v dimenzi d

∂W (x,t)
∂t

= lim
τ→0

W (x,t+ τ) −W (x,t)
τ

=
d∑

i=1

∞∑
n=1

(−∂)n

∂x1...∂xin

(
Dn

i1...in
W (x,t)

)
.

(C.3)
s počáteční rozdělením hustoty pravděpodobnosti

W (x′,t′) = δ(x − x′) = P (x,t′|x′,t′). (C.4)

37



Počáteční podmínka (C.4) nám dovoluje rovnici (C.5) zapsat jako

∂P (x,t|x′,t′)
∂t

=
d∑

i=1

∞∑
n=1

(−∂)n

∂xi1 ...∂xin

(
Dn

i1...in
(x,t)P (x,t|x′,t′)

)
, (C.5)

tedy jako rovnici popisující časový vývoj hustoty pravděpodobnosti přechodu.

Analogicky však můžeme vyjít z Chapman-Kolmogorovy rovnice

P (x,t|x′,t′) =
∫
P (x,t|x′′,t′ + τ)P (x′′,t′ + τ |x′,t′) ddx′′, (C.6)

zopakujeme-li postup výše pro

P (x′′,t′ + τ |x′,t′) =
∫
δ(y − x′′)P (y,t′ + τ |x′,t′) ddy,

dostáváme

P (x′′,t′ + τ |x′,t′) =
[
1 +

d∑
i=1

∞∑
n=1

(
Dn

i1...in
(x′,t) τ + O

(
τ 2
)) ∂n

∂x′
i1 ...∂x

′
in

]
δ(x′ −x′′).

(C.7)
Dosazením (C.7) do (C.6) a provedením stejných úprav jako výše získáme rovnici
pro hustotu pravděpodobnosti přechodu P (x,t|x′,t′)

∂P (x,t|x′,t′)
∂t

= −
d∑

i=1

∞∑
n=1

Dn
i1...in

(x′,t′) ∂n

∂x′
i1 ...∂x

′
in

(P (x,t|x′,t′)) (C.8)

s počáteční hustotou přechodu pravděpodobnosti

P (x,t′|x′,t′) = δ(x − x′),

tzv. zpětný Kramers-Moyalův rozvoj.
Označíme-li jako LKM a L+

KM lineární diferenciální operátory vystupující v do-
předném (C.5) a zpětném (C.8) Kramers-Moyalově rozvoji na pravé straně

LKM(x,t) =
d∑

i=1

∞∑
n=1

(−∂)n

∂x′
i1 ...∂x

′
in

Dn
i1...in

,

L+
KM(x,t) =

d∑
i=1

∞∑
n=1

Dn
i1...in

∂n

∂x′
i1 ...∂x

′
in

,

(C.9)

pak kříž nad druhým operátorem značí, že se jedná o adjungované operátory, což
je ukázáno v [3].

Lze ukázat [3], že v případě difuzního procesu s δ-korelovanou Gaussovsky
rozdělenou Langevinovou silou Γ(t) (viz dodatek B) všechny koeficienty Dn

i1...in
=

0 pro n ≤ 3 vymizí. Kramers-Moyalův rozvoj (C.5) pak skončí druhým členem a
dostáváme

∂P (x,t|x′,t′)
∂t

=
⎡⎣ d∑

i=1
− ∂

∂xi

D1
i (x,t) +

d∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj

D2
ij(x,t)

⎤⎦P (x,t|x′,t′),

tzv. Fokker-Planckovu rovnici. Koeficient vektorové povahy D1
i nazýváme driftový

vektor a koeficient tenzorové povahy D2
ij nazýváme difuzní matice.

38



D. Transformace
Fokker-Planckovy rovnice v jedné
dimenzi

Omezme se na jednu dimenzi a uvažujme časově nezávislý drift D(1)(x) a di-
fuzní koeficient D(2)(x). Obecná Fokker-Plackova rovnice (2.9) pro hustotu prav-
děpodobnosti W (x,t) přejde do tvaru

∂W (x,t)
∂t

=
[
− ∂

∂x
D(1)(x) + ∂2

∂x2D
(2)(x)

]
W (x,t). (D.1)

Přejdeme k y = y(x) tak, aby byl difuzní koeficient konstantní D′(2)(y) = D =
konst., což v jedné dimenzi můžeme vždy udělat. Koeficienty a hustota pravdě-
podobnosti se transformují dle vztahů

D′(2)(y) = D =
(

dy
dx

)2

D(2)(x),

D′(1)(y) = dy
dxD

(1)(x) + d2y

dx2D
(2)(x),

W ′ =
(

dy
dx

)−1

W.

(D.2)

První rovnice slouží jako předpis pro zvolenou transformaci

y(x) =
∫ x

x0

√
D

D(2)(x′) dx′, (D.3)

jejímž dosazením spolu s (D.2) do (D.1) dostáváme transformovanou Fokker-
Planckovu rovnici

∂W ′(y,t)
∂t

=
[
− ∂

∂y
D′(1)(y) +D

∂2

∂y2

]
W ′(y,t) (D.4)

s konstantním difuzním koeficientem D.
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