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Uvod

Tato préce se zabyva neabsolutni konvergenci Newtonova integralu oscilujicich
funkci, a to predevsim funkcemi ve tvaru % . Zkoumame nutné a postacujici
podminky pro konvergenci integralu téchto funkci. Otazkou tedy je jaké poza-
davky mame klast na funkci ¢, aby tento integral konvergoval. Zajimame se o to,
jak tato funkce zméni oscilaci sinu a v disledku toho ovlivni integrovatelnost zada-
ného integrandu. Zabyvame se tedy tfidou newtonovsky integrovatelnych funkei,
které obecné nemusi byt integrovatelné lebesgueovsky.



1. Motivace

1.1 Proc¢ pracujeme s Newtonovym integralem

Jednou z vyhod Newtonova integralu oproti Lebesgueovu je jeho vlastnost
neabsolutni konvergence. Newtonuv integral je neabsolutné konvergentni,
kdezto Lebesgueuv integral je absolutné konvergentni. Tedy pro Lebesgu-
etiv integral plati implikace:

/ f konverguje ﬁ/ |f| konverguje

Zmamym piikladem, kdy je Newtontv integral ”lepsi” nez-1i Lebesguetv je tzv.

Dirichlettiv integral
> sinx s
do = = 1.1
/0 "y =7 (1.1)

Platnost tohoto vztahu se da dokdzat vice zpusoby. Jednim ze zpusobi je pohliZet
na dany integrand jako na funkci komplexni proménné a aplikovat reziduovu veétu.
Jingm ze zpusobi je s vyuZitim Fourierovy analyzy, kdy na integrand pohliZime
jako na tzv. Fourierovo jddro a v dusledku toho dostaneme, Ze pro vsechna redlnd
kladnd ¢isla o plati, Ze [J° 3202 dy = 7.

Jakozto Lebesguetiv integral je vSak divergentni. To se snadno ukaze nalezenim
divergentni minoranty:

sin sin? z 1 —cos2z 1 CoSs 2x

T T 2z 2x 2

(zde prvni nerovnost plati trividlné, nebot sin(x) nabyva hodnot mensich nebo
rovnych 1 v absolutni hodnoté a v druhé rovnosti jsme pouzili souctovy vzorec
pro poloviéni tihel). Déle tvrdim, ze:

0o 1
o [T dr= oo
° floo % dx konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, nebot:

- % jde monoténné k 0
— cos 2x ma omezenou primitivni funkci
— funkce i i cos 2z jsou spojité na intervalu [1,00)
e Tedy integral pravé strany mé smysl (jde o rozdil konvergentniho a di-

vergentniho integralu, jehoz hodnota je rovna +00) a je tedy divergentni
minorantou pro floo |¥‘ dx. Dany integral tedy absolutné diverguje.

Obecné nas tedy budou zajimat oscilujici funkce, jejichz limita v nekonecnu
je 0. Integraly takovych funkci maji Sanci konvergovat neabsolutné.



Pripomenme jesté Abel-Dirichletovo kritérium pro neabsolutni konver-
genci integrala ([1] Jarnik, Integralni pocet I), které budeme potiebovat.

Véta 1 (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht f a g jsou spojité funkce
na [a,b), g je navic monotdnni na |a,b).
(D) Pokud f md omezenou primitivni funkci na (a,b) a lim,, g(z) = 0,

potom fab fgdr < .
(A) Je-li fabfda: < 0 a g je omezend na |a,b), potom fab fgdr < oo

1.2 Motivacéni priklady

—Sini(m). Jaké pozadavky je tfeba klast na vnitini

funkci ¢, aby byla funkce % newtonovsky integrovatelna na intervalu (1, 00)?

V celé kapitole budeme pro jednoduchost predpokladat, ze ¢ je spojita a
nekonstantni funkce na intervalu [1,00). Pak je nutné i integrand spojitou funkei
na [1,00) a tim padem méame zarucenou existenci primitivni funkce.

Budeme rozebirat nasledujici pripady:

Uvazujme funkci ve tvaru

e lim, . p(x) =ceR
e lim, .., ¢(x) neexistuje.
e lim, .., p(x) =00

Pokud limita funkce ¢ existuje a je konecna, pak v piipadé, kdy
lim, . p(z) = ¢ # km, pro k € Z, je sin(c) rovnéz nenulova konstanta a z limit-
niho srovnavaciho kritéria dostavame divergenci integralu floo wdﬂj. Pou-
ziti limitniho srovnéavaciho kritéria by zde bylo korektni, nebot v pripadé, Ze
lim, o () existuje a mé kone¢nou nenulovou hodnotu riznou od celo¢iselnych

nésobkit 7, nabyvé integrand 2% od wréitého bodu pouze kladngch (resp. zé-

pornych) hodnot (v pfipadé zépornych hodnot bychom ptesli k funkci —%);
a tedy srovnanim s divergentnim integralem floo % dx dostavame, ze:

sin p(z)
T ACOR. z

=since R\ 0

Ptipad, kdy lim, . ¢(x) = k7, pro k € Z rozebereme pozdéji v kapitole 2.2.
Piipad, kdy lim, . ¢(x) neexistuje bude rozebran v kapitole 2.1.
Ve zbytku kapitoly budeme rozebirat pripad, kdy lim, ., ¢(z) = o0
Predpokladejme tedy, Ze ¢ je spojita, neklesajici funkce a

lim p(x) = o0
T—r 00



Podivejme se nyni na nékolik prikladt takové funkce ¢ spliujici uvedené vlast-
nosti.

e Uvazujme nejprve linearni funkei, tedy ¢(z) = z, coz je funkce s pozadova-
nymi vlastnostmi - je spojité, neklesajici a lim, ., ¢(x) = co.

sin

Podle Dirichletova kritéria floo %daz konverguje, nebot:

— sinz mé omezenou primitivni funkei na (1, 00)

— % jde monoténné k 0
(plati totiz: (1) =—=% < 0 Vz € (1,00))

— obé funkce jsou spojité na [1, 00).

Graf funkce 22 vypada takto:

xT

sin(x)/x
1.0 1
0.5 4
0.0 /\ /\ paN N\, N P P
AR
-0.5 T T T T 1
0 10 20 30 40 50

Obrazek 1.1: Graf funkce ¢

Vidime, Ze oscilace je rovhomérna.

Stoji za to zminit, Ze:

> sin ax T

Va € (0,00) : /

0 i

Predpokladdme-li totiZ platnost vztahu (1.1) [ Si;m dr = 7, 1ze psat:

0
* sin ax *sint dt *sint

/ do = :/ T_:/ sint T

0 x 0o L « 0 t 2

ar=t

adr=dt



e Uvazujme kvadratickou funkei, tedy ¢(z) = z?. Takovd funkce rovnéz
spliiuje pozadované vlastnosti a dany integral je konvergentni, coz opét
plyne z Dirichletova kritéria. Lze totiz psat:

o0 3 2 00 1
/ ST e = / sin (2%) 22 — dx.
1 1

T 222

— f(x) = sin () 2z m4 omezenou primitivni funkci,
[ sin (2?) 2z dz = cos 2

— g(z) = 5> jde monoténné k nule

— ODbé funkce jsou navic spojité na (1, 00)

Graf funkce S22 vypada takto:

xT

0.5 4
0.0- /\ /\
| \/ V
-0.5 1 v
; 1' ; ; ; :

Obrazek 1.2: Graf funkce ¢

Zde vidime, ze oscilace se zrychluje.



e Uvazujme nyni ¢(z) = /x. Takova funkce opét spliiuje pozadované vlast-
nosti a dany integral konverguje podle Dirichletova kritéria. Lze totiz psat:

* siny/x e 1 2
/1 " dx = 1 sm(ﬁ)mﬁdx
Stejné jako v minulém prikladé i zde f(x)=sin (ﬁ)ﬁ% ma omezenou primi-
tivni funkei, protoze [ sin (\/E)ﬁ dx = cos (/) a g(x):\/l5 jde monoténné
k nule. Obé funkce jsou rovnéz spojité na [1,00). Graf této funkce vypada
takto:

0.25 +

sin(\Vx)/x
0.20
0.15 4

0.10 A

0.05 +

-0.05 \/ . .

I I ' I
0 50 100 150 200

Obrazek 1.3: Graf funkce ¢

Vidime, ze pro volbu ¢(x) = y/z se rychlost oscilace zmensuje, zatimco pro
¢(x) = 2* naopak dostdvame rychlejsi oscilaci.

Predpokladdme-li platnost rovnice (1.1), lze substituci spocitat hodnotu
tohoto integralu:

* sin/x Va=t * sint
0 X ﬁdl‘:dt 0 t 2

Obdobné lze vypocitat hodnotu i predchoziho integréalu:
*“sint 1 T

* sin 2
dr = ——=dt = —.
/o x o Vit 2Vt 4

V obou pripadech pouzivame vétu o substituci 2. druhu.

x2=t

2xdr=dt

Tedy ted uz vime, Ze:

1
. ™, Pro a =g,
°° sin (%) - 2
dr =475, pro a=1,
0 x
T bro a=



V obecném piipadé pro p(r) = x* dostavame pro vSechna o € RT vztah:

/Ooowdle (1.2)

T 20

I zde se provede substituce 2. druhu volbou z® =t

* sin z® Slnt dt *® sint 1r
dr = ‘ = — = T dt==C
0 T azx®—1 dr=dt 0 a(ﬂ)a_l 0 ot a 2

Vidime tedy, Ze ¢im rychleji roste vnitini funkce ¢, tim mensi je hodnota
integralu |, >0 snel®) o tim spise tedy bude konvergovat. Z vyse uvedenych

avah dostavame:
o0 : o
sinx
dx >0
0 €x a—00

poznamka: Zde neni treba se pozastavovat nad tim, zda jsou splnény pred-
poklady pro zaménu limity a integrdlu, nebot rovnici (1.2) lze chdpat primo
jako rovnost funkci.

Oproti tomu také dostavame, ze tato funkce ma singularitu u nuly a ¢im
pomaleji bude rist vnitini funkce ¢, tim vétsi bude hodnota daného inte-
gralu:

°° sin 2 1

dz > —

x €

Ve >0 3dap € (0,1) Vagao/
0

oo : (6%
. sin
neboli / dx > 00.
0

€T a—04

Da se tedy rict, ze funkce

F(a) = /OOO Mdm (1.3)

je ve skutecnosti linearni lomenou funkci, neni definovana pouze v 0, kde
ma singularitu (bod nespojitosti 2. druhu), je klesajici na intervalu (0,00)
a plati pro ni, ze lim,_,oo F'(a) = 0 a limyy0, F(a) = 00.

Nyni uz vime, Ze pro mocninné funkce ¢(r) = z® o libovolném nenulo-
vém realném exponentu « bude dany integral vzdy konvergovat a ze jeho
konvergence zavisi na rychlosti riastu vnitini funkce ¢.

Problém s konvergenci tohoto integralu by tedy mohl nastat pro pomalu
rostouci funkce - pomaleji nez-li libovolna mocnina - to muze byt napiiklad
logaritmus.



e Necht p(x) = log(x). Pak dostavame:

/ sin(logz) , :/ sint di
1 x 0

Volbou ¢(z) = log(x) tedy dostavame divergentni integral - ne vSak ve
smyslu, ze by jeho hodnota byla rovna +oo, ale ve smyslu, Ze hodnota
integralu neexistuje nebot primitivni funkce nemd limitu v 4+00. Graf této
funkce vypada takto:

log x=t

Ldg=dt

0.015

= sin(In(x))/x|

0.010

0.005

0.000 S

-0.005 ~

-0.010

-0.015 -

-0.020 T —r I - T - T - 1 - 1 T T 1T
-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Obrazek 1.4: Graf funkce ¢

e Pokud ale volime o(z) = log?(z), coz je také pomaleji rostouci funkce nez
libovolnd mocninna funkce z¢, dostavame:
* sin (log® x o
/ —< & )d:v: :/ sint? dt
1 z 0
a to je konvergentni integral. Plati totiz:
o oo T
/ sint? dt = / cost?dt = \/j (1.4)
0 0 8
Toto jsou tzv. Fresnelovy integraly a tato rovnost se nejsnaze ukaze po-
moci Reziduovy véty pro funkce komplexni proménné.
Poznamka: Fresnelovy integraly hragi dileZitou roli ve vinové optice pri vy-
poctu vinové funkce jistych difrakci. Zde se casto reprezentuji mocninnymsi

radami jakoZto funkce integracni promeénné horni meze.
Pozndmka: Stoji za to zde zminit, Ze

log z=t

Laz=at

o
/ sin (2°) dx konverguje, prestoZe lim sin x* neeristuje.
0 T—00



Lze ukazat, ze:

/°° sin (log® ) dp — /°° Sint k(')nverg‘uje pro a > 1
1 x 0 diverguje pro 0 < a <=1

Dikaz.

/ sint*dt =
0

— Pro o € (1,00) dany integral u nekone¢na konverguje podle Dirichle-
tova kritéria, nebot:

t¥=x

ate—ldt=dz

o 1 1 [ si
:/ sinx—\“/idx:—/ %dx
ax 0

1
0 « -

% sinz mé& omezenou primitivni funkei na [1, 00)

1

* 1
1-3

jde monoténné k 0
X

% obé funkce jsou spojité na [1, c0).

Konvergenci integralu u nuly dostaneme ze srovnavaciho kritéria:

sin x 1
| 17l| <t Vze (0,1)
€T o X a

Tedy absolutni hodnotu integrandu dovedeme majorizovat absolutné
integrovatelnou funkei. Plati totiz, ze Vo € (1,00) : 1 —1 € (0,1) a
zZaroven:

1
1

/ —dr < 00 & a€(0,1)
o ¢

7 absolutni konvergence pak vyplyva konvergence.

— Pro a € (0,1] ozna¢me 1 — X =: —a, pak a € [0,00) a plati:

(o] : oo
sin x ,
/ ?dﬁ?:/ x® sinx dx
0o T e 0

Pro a=0 dostaneme integral fooo sinz dz, o kterém vime, Ze je diver-
gentni, nebotf primitivni funkce k sinz je —cosx a ta nemd limitu v
nekonecnu.

Ukézeme, ze pro a € (0,00) dany integral vzdy diverguje.

Ukézeme to sporem. Oznacme F(x) := [ t* sint dt jako jednu z primi-
tivnich funkci. Pokud by fooo x® sin x dx konvergoval, pak by podle Hei-
neho véty musela existovat i vlastni limita posloupnosti lim,, ., F'(n).
Pokud lim,,,, F(nm) = A € R, pak nutné i lim,_,., F'((n+1)7) = A.

(n+1)m
/ ¢ sinzdr = F((n+ 1)m) — F(nm)

Protoze tahle nerovnost plati pro vSechna prirozena n, limitnim pie-
chodem bychom dostali, Zze prava strana se blizi k 0. To ale nemitze
byt splnéno, nebot:

(n+1)m (n+1)m (n+1)m
|/ x? sinxdx|:/ x“|sinx|dz2/ |sinz|dx = 2

s iy

(Hlavni myslenka tohoto diitkazu divergence fooo x® sinx dx proa e R,
je prevzaté z [3] Uvod do inteligentniho kalkulu, Ilja Cerny 2002)

]
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Obrazek 1.5: Graf funkce /x sinx

750 7 sin(x) x? AN
1 - - - +x? I
500 R
J //
250 .7
0 --—:/\\//\
250 - )
\\\
-500 RN
\\
~
N
-750 - RN
T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25

Obrazek 1.6: Graf funkce z2 sinz
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e Uvazujme nyni exponencialni funkci ¢(x) = e®. Takova funkce rovnéz
spliiuje pozadované vlastnosti a dany integral konverguje podle Dirichle-
tova kritéria. Lze psat:

X0 L1 xT o
sin e ) 1
dx = sin (e”) e* dzx.
1 T 1 T e’

Zde sin (e*) e* ma omezenou primitivni funkci a —— jde monoténné k nule
xe ’

nebot lim —L_ — 0 a jeji derivace je na intervalu (1,00) porad zéporna:
T—r 00 T et b

1, e’ + xe® 1+2
—) == - ——— < 0Vz e (l,00
(:v ex) (xer)? x?e” (1,00)
Obé funkce jsou navic spojité na [1, 00).

Graf funkce % vypada takto:

\ sin(exp(x))/x\
1.0 -
0.5
0.0 1
-0.5 1
'1 0 T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Obrazek 1.7: Graf funkce ¢
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1.3 Konstrukce protiprikladu

Ukazeme, ze pozadavky, které jsme dosud kladli na funkci ¢ nejsou obecné
dostacujici pro konvergenci daného integralu.
Definujme funkci ¢(z) nasledujicim pfedpisem:

{g +2km k €Ny T €< cp+ 2B oy s

€Tr) =
o) linearni funkce, jinak.

Zde ¢, je néjaka rostouci posloupnost jdouci do nekonec¢na - pro jednoduchost
si muzeme predstavovat tieba prirozena cisla. Graf této funkce vypada takto:

14n/2

9n/2

5n/2

n/2

(oA c,+1/2 C, Cyt1/4

Obrazek 1.8: Graf funkce ¢

Takové funkce bude po ¢astech linearni. Na intervalech < ¢, + Sig;#, Cra1 >
bude vzdy konstantni a bude zde nabyvat hodnot 7 +2k7, k € Ny - tedy pro tyto
hodnoty bude sin(¢(z))=1.

Interval, kde funkce ¢(z) vzroste z hodnoty 7 na hodnotu %’r ma délku %
Interval, kde funkce ¢(z) vzroste z hodnoty 2 na hodnotu % mé délku ;.

Obecny k-ty interval bude mit délku .

Délky intervald (c;, ¢; + 5;) tvori geometrickou posloupnost, jejiz soudet je

oo
Ly;
)= 1
S
=1
Méme tedy zaruceno, ze takto definovana funkce ¢ je neklesajici a prestoze
lim, ,» @(x) = oo, tak tato funkce stejné bude ”prevazné konstantni”’- nebot

soucet délek intervall, na kterych je rostouci ma kone¢nou hodnotu.

13



Naopak intervaly na kterych nabyva funkce ¢ hodnot 7 + 2km &k € Ny, se
porad zvétsuji. Checeme ukézat, ze pro takto definovanou funkci ¢ plati, ze

/ Mdm diverguje
1

T

Lze psat:
sin (p()) _ sin(p(x) =1 1

T T i

Jelikoz floo %dw je divergentni, stac¢i ndm dokazat absolutni konvergenci inte-
gralu [ sin (p(2)) =1 ..
x
Pak pravé strana rovnice [ M de = [° % dr + [ 1dr ma
smysl, nebot je souctem dlvergentnlho a absolutné konvergentniho integralu, z

¢ehoz dostavame divergenci integralu na levé strané.
Uké4zeme tedy, ze [ Sne@)=1 7, 56 absolutné konvergentni.
Integrand je spojitou funkci na intervalu [1, 00), tedy existuje-li Lebesguetiv inte-

gral [ % | dz, pak uz nutné existuje i Newtoniv integral a ma stejnou

hodnotu (integrand neméni znaménko).
Ozna¢me M := U (¢i,ci + 5-) jako intervaly linearity funkce ¢ (tam kde vzroste

z hodnoty 7 + 2(2 — 1) na hodnotu § + 2i7).

Mimo mnozinu M bude hodnota integrandu 0, nebot
Va € (0,00) \ M :sin(p(z)) =1

Pak lze psat:

PR Py LG ESUPRY S PRI S/l

Tedy

dr < 0o

/°° | sin (p(z)) — 1|
1 x

Predpokladali jsme, Ze ¢ je spojita neklesajici funkce na intervalu (1,00)
spliiujici navic, ze lim, o, ¢(x) = oco. Nyni vidime, Ze to nestac¢i. Abychom méli
zarucenou konvergenci zadaného integralu, je tfeba klast na funkci ¢ silnéjsi poza-
davky.

14



1.4 Bilipschitzovské funkce

Po predchozich tivahach by se mohlo zdat, ze konvergence daného integralu
floo M dx tzce souvisi s rychlosti ristu uvazované funkce . Chtéli bychom
vyslovit postacujici kritérium pro konvergenci zadaného integralu pro co mozna
nejsirsi tfidu funkci. Zatim jsme se omezili na takové spojité funkce, které rostou
do nekonecna - a vidéli jsme, Ze to nestaci. Chtéli bychom zarucit, aby byl jejich
rist néjak ,,rozumné” korigovan.

Jak si lze predstavovat bilipschitzovské funkce?
Jsou to takové spojité funkce, které nerostou a ani neklesaji ani prilis

rychle a ani priliS pomalu. Jejich rist je néjak rozumné omezen.

Definice 1 (Bilipschitzovské funkce). Rekneme, Ze funkce ¢ definovand na néja-
kem intervalu I je bilipschitzovska, pokud existuji kladné konstanty c1, co > 0, Ze
pro vsechna cisla z, y € I plati:

clz—y| <o) —py)| < |z -yl

Formulujme nyni pomocné lemma o vztahu bilipschitzovskosti a omezenosti
derivace, které budeme potifebovat.

Lemma 2 (Charakterizace bilipschitzovskych funkci I). Necht ¢ je nekon-
stantni diferencovatelna funkce na otevieném intervalu (a,b). Pak plati, Ze
¢ je bilipschitzovskad na intervalu I = [a,b] pravée tehdy, existuji-li konstanty
c1, ca > 0, Ze pro vSechna x € I plati:

a <|¢@)] < e

Dikaz. Predpokladame-li omezenost derivace a chceme ukazat bilipschitzovskost,
je to snadnym disledkem Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Mizeme psat:

p(r) — oY)
oly) = ———(
rT—Y
Protoze ¢ je diferencovatelna funkce na intervalu I, tak z Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté nuté musi existovat takové ¢islo £ € I, ze

p(z) — )

p(r) — o(y)
()| =——"—
r—y
Predpokladame-li, Zze derivace je omezena shora i zdola néjakymi kladnymi kon-
stantami c¢q, ¢, dostavame nerovnosti:
r)— Py
era—y) < AW gy (@ —y)
T —y
coz je ekvivalentni s bilipschitzovskosti funkce ¢. Pokud naopak predpokladame
bilipschitzovskost, tak to z definice znamena, zZe existuji kladné ¢isla ¢y, co, Ze:

alr—y| <lel) —¢y)| < efz-y|

a tedy dostdvame nerovnosti: ¢; < ]%j(y” < ¢y. Tedy protoze derivace je
limitou derivac¢niho podilu a ten je vzdy omezen shora i zdola, dostavame z toho
omezenost derivace.

]
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Jak tedy vypadaji bilipschitzovské funkce? V prvé fadé si mizeme uvédomit,
ze kazda linearni je vzdy bilipschitzovska, protoze jeji derivace je po castech
konstantni a je tedy omezena shora smeérnici nejvétsiho ristu, resp. poklesu, a
naopak zdola je vzdy omezena smeérnici nejnizsiho ristu, resp. poklesu.

Uvedme jiny netrividlni priklad bilipschitzovské funkce:

L.
() :$+§ sin x

Jeji derivace je

1
O(r)=1+ 5 cosT

Dovedeme najit takové kladné konstanty ¢, ¢, aby platilo, ze ¢; < |¢'(z)| < co.

—_

1 3
VeeR:=- < |1+§COS$| < 2

(]

Graf této funkce vypada takto:

20 - x+(1/2) sin(x)

15

10 +

Obrazek 1.9: Graf bilipschitzovské funkce

K této funkci se jesté pozdéji vratime a budeme zkoumat konvergenci daného
integralu.
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Uvazujme rostouci spojitou bilipschitzovskou funkci ¢ jdouci do nekonecna.
- v sy ; .. . 00 sin p(x)
Jsou to uz postacujici podminky pro konvergenci integralu f1 7
Uvazujme nasledujici funkci ¢ jako na obrazku.

2m < o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Obrazek 1.10: Graf bilipschitzovské funkce 2
Snadno si odvodime jeji explicitni predpis:

(2) S(—n)+7mn, z€<3n,3n+2>
€Tr) =
7 Tr—Tn—7,  re<3n+23n+3> neN,

Takova funkce je tedy po Castech linearni a proto by mohla byt i bilipschit-
zovské, nebot pro ni plati:

S SlP@l s Vre(000)\ M,

kde M podmnozina prirozenych ¢isel, kde se méni predpis funkce a dochéazi ke zlo-
mum. Tato funkce tedy neni diferencovatelna vsude, ale je diferencovatelna jen
skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mite. Proto se zde tedy neda pfimo pouzit
Lemma 2 o charakterizaci bilipschitzovskych funkci.

Lemma 2 tikalo, ze pro nekonstantni diferencovatelnou funkeci je bilipschitzov-
skost ekvivalentni s tim, Ze jeji derivace je v absolutni hodnoté omezena shora i
zdola néjakymi kladnymi konstantami. Pfedpoklad diferencovatelnosti na celém
intervalu je zde nutny. Kdybychom misto toho predpokladali, Ze

Y'(x) eR Vo eI\ M,

kde M je néjaka spocetnd mnozina; tvrzeni nebude platit. Jako protiptiklad lze
tfeba vzit funkci tvaru ”identita 4+ Cantorovy schody”- ta je diferencovatelna
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skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mite a jeji derivace je rovna 1 s.v., tedy
jisté existuji néjaké kladné konstanty, které derivaci omezuji shora i zdola s.v. -
ale tahle funkce neni absolutné spojita (jak je zndmo o Cantorové funkci) a tim
padem ani bilipschitzovska, nebot bilipschitzovské funkce jsou podtiidou abso-
lutné spojitych.

Pokud bychom ale tuto funkci ¢ v bodech zlomu ”zhladili”- naptiklad tak, ze
bychom pro kazdy bod zlomu m; € M predefinovali danou funkci ¢ na néjakém
prstencovém okoli bodu m;, napf. na intervalu (m; — 0,001, m; + 0,001), tak, aby
na tomto intervalu nebyla linearni, ale kubicka (tj. néjaky polynom 3. stupné) a
navic spliovala podminku, Ze funkéni hodnoty i prvni derivace v téchto krajnich
bodech se budou shodovat s ptivodni funkci; tak potom by tato predefinovana
funkce podle lemmatu 2 uz byla bilipschitzovskd, nebot pro ni plati, ze § <
| ¢'(z)| < 7 pro vSechna x z intervalu (0,00). (jeji smérnice se bude na intervalech
( m; — 0,001, m; + 0,001) spojité ménit z hodnoty 7 na hodnotu 7 a zpét - ale
nikdy nepfesahne pod hodnotu 7 ani nad hodnotu 7). Nebudeme se ale snazit
najit explicitni predpis takto ”zhlazené” funkce; misto toho ukazeme, Ze i tato
funkce je skutecné bilipschitzovska. Lze totiz snadno nahlédnout, ze pro takto

definovanou funkci ¢ plati:

Lz —y|<le(@)—ely)| < 4|lz—y|
Tedy dolni konstantu bilipschitzovskosti lze volit 1, horni konstantu bilipschit-
zovskosti lze volit 4. Jinymi slovy, funkce ¢ je urcité lipschitzovska s konstantou 4
a zaroven funkce ¢! je urc¢ité lipschitzovska s konstatou 1. To lze snadno nahléd-
nout tim, Ze smérnice nejvétsiho rastu funkce ¢ je 7 a tedy tato funkce nebude
rist rychleji nez pfimka se smérnici 4; a na druhou stranu smérnice nejmensiho
rastu funkce ¢ je 7 a tedy urcité nebude riist pomaleji nez piimka se smérnici 1.

Obrazek 1.11: Graf bilipschitzovské funkce
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Necht N € N. Pro takto definovanou funkci ¢ plati:

r = x
x n x

[

[ g, ), [ e,

x X n—+2 T

n n

3n+2 _: 3n+3 _:
Z/ sin (p(z)) s +/ sin (o(x)) dp — 4 1 2 1
3 3

. 3n+2 o 3n+2 T3n+2 7w3n+2

Tato nerovnost plati z toho diivodu, ze:

e Funkce sin (p(z)) nabyva na intervalu (3n, 3n+2) kladnych hodnot a zlomek
% na tomto intervalu nabyva minimalni hodnoty ﬁ (cely zlomek zmensim
pokud jmenovatele zvétsim)

e Funkce sin (¢(x)) nabyva na intervalu (3n+2, 3n+3) zapornych hodnot a
zlomek % na tomto intervalu nabyva maximéalni hodnoty ﬁ (odcitame co
nejvic)

Protoze zname predpis funkce ¢ téchto jednotlivych intervalech (vzdy je to néjaka
linedrni funkce), dovedeme integraly na pravé strané rovnice pfimo spocitat. Do-

stavame tedy, ze
/W’ sin(p(@)) g~ 2 |
; >

T n:07r3n+2

a protoze uvedena nerovnost plati pro vSechna prirozena ¢isla N, limitnim pie-
chodem dostavame:

) N
lim 3N+3Mdm > lim z !
N—oo 0 X _N%oonzoﬂ'sn—f—Q
[y, s 552
0 x - T 3n+2

Tato fada na pravé strané nerovnosti je divergentni a ma soucet +oo, tim
padem diverguje i integral vlevo a plati OOO M dr = o0
Vidime tedy, ze bilipschitzovskost ¢ neni nutnou podminkou konvergence inte-

gralu OOO Sin(gﬁﬂ dx.
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Vratme se jesté jednou k funkci ¢ (obrazek 1.8) definované predpisem

(2) T—n)+7mn, z€<3n,3n+2>
xTr) =
7 T — N — T, re<dn+2,3n+3> neN

a ukazme, zZe je skutecné bilipschitzovska i jinym zptisobem nez jenom graficky.
Miizeme vyslovit nasledujici lemma, které svym zpiisobem zobecnuje lemma 2:

Lemma 3 (Charakterizace bilipschitzovskych funkci II). Necht ¢ je nekon-
stantni absolutné spojita funkce. Pak plati, Ze ¢ je bilipschitzovska na
intervalu I = [a,b] prdvé tehdy, existuji-li konstanty ¢y, co > 0 tak, Ze pro skoro
vSechna x € I plati:

a <@ < e

Oproti lemmatu 2 zde uvazujeme absolutné spojitou funkci namisto diferen-
covatelné funkce a omezeni derivace kladnymi konstantami skoro v§ude namisto
vsude.

Dukaz. K dikazu si staci uvédomit, ze pro absolutné spojité funkce plati obdoba
Newton-Leibnitzovy formule v néasledujicim smyslu:
Je-li ¢ absolutné spojita funkce na intervalu [a,b], potom plati:

| ¢@de = ofb) - vla)

(Rudin, Analyza v redlném a komplexnim oboru, str. 166)
Predpokladejme nejprve, ze existuji néjaké kladné konstanty ci, co > 0 tak,

v

ze
a <@ < o

a ukazme, Ze je funkce ¢ bilipschitzovska. Integraci dostaneme

b b b
/cldx g/ ]cp’(x)|dx§/ o dx

Bez jmy na obecnosti uvazujme, ze funkce ¢ je rostouci, pak ¢'(z) > 0 pro skoro
vSechna x - muzeme si tedy odmyslet absolutni hodnotu. V opa¢ném pripadé se
zméni nerovnosti.

b
c1(b—a) g/ O'(x)dr < co(b—a)
Z Newton-Leibnitzova vzorce pro absolutné spojité funkce dostavame:

c1(b—a) < ¢(b) —pla) < c2(b—a),

coz znamena, ze funkce ¢ je bilipschitzovska.

Kdybychom naopak predpokladali bilipschitzovskost a chtéli bychom ukazat ome-
zenost derivace shora i zdola kladnymi konstantami, postupujeme stejné odzadu
a staci si uvédomit, ze z nerovnosti

b b b
/cldx S/ |g0'(x)|dx§/ ¢y dx

vyplyva, ze ¢1 < | ¢'(z)| < ¢y skoro vSude vzhledem k Lebesgueové mite.

]
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O funkci ¢ tedy vime, Ze je nekonstantni a plati pro ni, ze

<|¢(x)| <7 Ve (0,00)\M

b

kde M je néjaka spocetnd mnozina, kde ¢ neni diferencovatelna.
Radi bychom s vyuzitim predchoziho lemmatu dokézali, Ze je bilipschitzovska.
Staci tedy ukazat absolutni spojitost.

Ptipomenme definici absolutné spojité funkce:

Definice 2. Funkce ¢ je absolutné spojitd na intervalu [a,b], pokud pro kaZdé
e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechny mozné intervaly [a,,b1], [az, bs], ..., [an, by]
takove, Ze

a<a <b<a<bh<..<a,<b, <D

a zdroven

platt

Snadno si ovétime, ze funkce ¢ skutecné spliuje definici absolutni spojitosti.
Pro dané € > 0 zvolime § := £, protoZe smérnice nejvétsiho ristu je .
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Jaké pozadavky mame tedy klast na funkci ¢, abychom méli zarucenou kon-
vergenci daného integralu? Muzeme vyslovit obecné kritérium:

Véta 4 (1. kritérium konvergence). Je-li funkce ¢ € C?(1,00) takovd, Ze
¢ >0 na (1,00), lim,_,o, p(z) = 00 a navic Ixy takové, Ze Vo > xj :
¢"(x) > max(—1/z% —¢'(x)/x?), potom:

/°° sin (p())

T

dx konverguje.

Diikaz. Pouzijeme Abel-Dirichletovo kritérium stejnym zptusobem jako v pred-
chozich ptikladech. Lze psat:

[T~ [T et o)

x z ¢ ()
Potom f(x) := sinp(z) ¢'(x) ma vidy omezenou primitivni funkci, jelikoz
J sin(p(x)) ¢'(x) = — cos p(x).
(

Zbyva dokazat, ze funkce g(x 1( ] jde monoténné k nule. Tvrdim, ze:

):m
(

) =0« lim z¢'(z) = 00

T—r00 T—r00

a zaroven funkce g(x) je klesajici pravé tehdy, kdyz x ¢'(z) je rostouci. Chceme
tedy ukazat, ze jeji derivace bude od jistého bodu potrad kladna. Tedy dostavame
podminku:

(¢ () =¢'(z) +x¢"(x) >0
Z c¢ehoz plyne, ze
¢’ ()
pat

dxg € (1,00) Vo > zo: ¢"(z) > —

Tim budeme mit zaruceno, ze funkce x ¢'(z) bude rostouci, ale potfebujeme navic
zaru¢it, aby méla limitu oco. Chceme tedy, aby lim, . z ¢'(z) = oco. O limité
funkce ¢'(z) nic nevime, vime pouze, Ze musi byt ¢’ > 0.
Pokud lim,_, ¢'(z) € R* \ {0}, pak je vSechno v porddku a neni t¥eba klast
na funkci ¢’ Zadny dalsi pozadavek. Je tfeba ovSem oSetfit piipad, kdyz bude
lim, ,, ¢'(z) = 0. Pak bychom totiz dostali limitu typu 0 * oo, coZ je neurcity
vyraz. V takové pripadé lze psat:

/ /!

lim z ¢'(z) = lim o) = lim 7 <f>

T—00 T—00 l r—0o0 — -
T x

Ve druhé rovnosti jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo v pripadé, Ze limita
funkce ¢’ existuje a je rovna nule. Pokud neexistuje, presli bychom k limes inferior.

Aby platilo lim, ‘Pj(j) = 00, musi byt z definice limity nutné od jistého bodu

2
citatel vétsi nez jmenovatel. Z toho dostavame dalsi podminku na druhou derivaci:
drg Ve >zo: ¢'(z)> —x%. Obé nerovnosti maji platit soucasné, proto:
90’(37))
2’ a2

V$>ZL‘0
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Véta 5 (2. kritérium konvergence). Je-li funkce ¢ € C'(1,00) monotdnni
funkce, pro niZ existuje kladnd konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro véechna x € (1,00)
plati: ¢ < ¢'(x), potom:

dx konverguje.

/°° sin (o(2))

xz

Dikaz: Opét rozsifime integrand derivaci funkce ¢ jako v predchozim pripadé.
Lze psat:

[T~ et ) ;s e

x
Tvrdim, Ze integral [ sin (p(z)) ¢'(2) < da konverguje podle Dirichletova kri-
téria, protoze:
e sin (¢(x)) ¢'(r) mé omezenou primitivni funkei na [1, 00)
e 1 jde monoténné k 0
e ob¢ funkce jsou spojité na [1,00).

Je-li navic ﬁ omezend monotonni funkce, dostavame konvergenci celého inte-
gralu z Abelova kritéria.
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1.5 Vztah periodicity a konvergence Newtonova
integralu
Zkoumejme konvergenci nasledujiciho integralu:

/°° sin (z + § sin )
1

T

dx

Zkusime-li aplikovat Abel-Dirichletovo kritérium a stejné jako v predchozich
pripadech integrand rozsifime derivaci funkce (z) = x + § sin z, dostaneme:

/"osin(:v—l—%sinx 1
1

————dzx
z(1+ 5cosx)

2

o 1 1
>dx:/ sin (z + = sinx) (1 + = cos )
T 1 2

Mame sice, Ze sin(¢(x)) ¢'(x) ma omezenou primitivni funkci, ale funkce
m nejde monoténné k nule. Zde ndm nepomiize ani Dirichletovo a ani
Abelovo kritérium.

Mizeme vyslovit obecnéjsi tvrzeni, které ndm pomuze rozhodnout o konver-

genci podobnych integrali:

Véta 6 (Vztah periodicity a konvergence Newtonova integralu). Je-li
funkce ¢ 2m-periodickd spojitd funkce s lokdlnée konecnou variact,
tj. ¢ € BVjoe(1,00), definovand na intervalu (1,00), potom

xz

/ @dx konverguje (:)/ o(x)dr =0
1 —m

Diikaz.
Pripomenme, ze Fourierova fada funkce ¢ je fada tvaru

% + §(ancosnw + by, sinnx)

Konverguje-li tato fada stejnomérné, pak pro Fourierovy koeficienty a,, b,
plati vztahy:

Ay =

/ o(x) cosnx dz

SRS

b, = / o(x) sinnx dz

—T

Absolutni ¢len Fourierovy fady % je roven integralu uvazované funkce p(x)
pres interval (—m, 7). Tedy:

%:l/ ¢(r)dx

Spojita 2m-periodicka funkce s lokalné konecnou variaci se podle Jordan-
Dirichletova kritéria nutné rovna souc¢tu svoji Fourierovy tady. Proto lze psat
pro x € (1,00) :

ag

p(r) = 5"

WE

(a, cosnx + b,sinnz)

Il
=)

n
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Oznacme jednu jeji primitivni funkci

Pak pouzitim Per-partes dostavame (az na aditivni konstantu —@):

/j 90? dt = (b(xx) - /j@dt (1.5)

Fourierova fada spojité funkce s lokalné konec¢nou variaci konverguje podle
Jordan-Dirichletova kritéria lokalné stejnomérné na celém R a tedy stejnomérné
na kazdém intervalu (1, x) Vz € (1, 00); a proto lze v dusledku Moore-Osgoodovy
véty zaménit poradi integrace a sumace - tedy integrovat Fourierovu fadu ”clen
po ¢lenu”. Lze tedy psat:

sinnx cos N
T+ — by,
e Z —)
Oznaéme na chvili 7(z) := Y (@, ¥ —b, ©2"2) To je néjakd 27-periodickd
n=1

funkce. Ukazeme, ze funkce 7(x) je omezena:
o

i sin nx COS?’LI i +|%n|> :Z ’% +i |%n|
n=1 n=1

n=1 n=1

Nyni pouzijeme na obé sumy Holderovu nerovnost (Rudin, Analyza v redlném
a komplexnim oboru) nésledujicim zptsobem: ||uvl|;, < ||ully, |[v]i,, tedy:

n 2
DI s\ a1
n=1 n=1 n=1
n 2 _
PN N DIR \Z —
n=1 n=1 n=1
o o0
Rada Y - je konvergentni. Zbyva ndm tedy ukdzat, ze a,, b, € .
n=1

Staci si uvédomit, ze a,,, b, jsou koeficienty Fourierovy fady funkce ¢. Protoze
¢ € Ly 0,27], tim padem je rovna souctu své Fourierovy fady v Ly a tedy jeji
koeficienty budou prvky prostoru l,. Tim padem dostavame, ze

<Z| \+Z|—|<oo
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Oznacme c := 9 jako absolutni ¢len Fourierovy fady. Dosazenim do rovnice
(1.5) za ¢(x) pak dostavame:

/j%t)dt :c—irlT(at)—/lI(E +ﬂ)dt

T

Protoze tato rovnost plati pro vSechna x € (1,00), limitnim pfechodem do-
stavame:

lim(/lx%t)dt): lim(c—I—lT(:ﬁ)—/j(; —i—Tt—Q)dt)

T—00 T—00 €T

/f@dtzc—/lm(f +@)dt (1.6)

t 12

Pro integral na pravé strané rovnosti pak plati, ze

< e T(t) e < 7(t)

/1 (; +t—2)dt _/1 Zdt+/1 t—2dt
Integral floo % dt je totiz absolutné konvergentni (vime totiz, Ze T je omezena
funkce), proto prava strana rovnosti ma vzdy smysl. Z rovnice (1.5) tedy vidime,
ze vyraz na pravé strané bude mit vzdy smysl a pro jakékoliv nenulové realné ¢islo
¢ bude nabyvat hodnoty 400 nebo —oo. Pouze pro ¢c=0 bude mit prava strana

konec¢nou hodnotu.

Dokazali jsme tedy, ze f 100 @ dx konverguje pravé tehdy, kdyz absolutni ¢len

Fourierovy fady funkce ¢(z) je nulovy, tedy [" o(z)dz = 0.
O

Poznamka: Pripomenme, Ze plati nasledujici sekvence implikaci:
f je lipschitzovsky spojitd = f je absolutné spojitd = f méa konecnou variaci

Tedy misto toho, abychom pracné overovali zda ma funkce konecnou variaci ndm
postaci overit, Ze je lipschitzovsky spojitd, coz je v urcitych situacich jednodusst.
Lipschitzovskost budeme nejsnaze dokazovat tak, ze ukdzeme omezenost de-
rivace. Pro nekonstantni diferencovatelnou funkci ¢ plati:
JK >0 takova, ze Vo € I : |¢'(z)| < K, potom ¢ je lipschitzovska na I

Dikaz. Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté musi existovat takové & € (z,y),
e |¢/(€)] = 28=2W Obdobné jako v ditkazu lemmatu 2 lze psét:

=y

lp(r) — o(y)

jo(a) = o) = L= — g =l =yl < K Loy

Konstanta omezenosti derivace je tedy zaroven i konstantou lipschitsovkosti.
O
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Vratme se nyni k nasemu pfikladu. Zkouméame tedy konvergenci integralu

/°° sin (z + 3 sin ) q
1

X

T

Ozna¢me nyni ¢(x) := sin (« + £ sinz). Nahlédneme, Ze tato funkce spliiuje
predpoklady nasi véty:

e ¢ je spojitd funkce na intervalu (1,00) (linearni kombinace a slozeni spoji-
tych funkeci je opét spojitd funkce)

e ¢ je 2m-periodicka funkce, tj. Vo € (1, 00): p(z) = p(z + 27)
To lze snadno ukazat:
¢(x 4 2m) = sin (z 4 27 + § sin (2 + 2m)) = sin (z + 3 sinz 4 27) =
sin (z + 3 sinx) cos 2 + cos (z + 3 sinz) sin 2w =sin (z + § sinz) = ¢(z)
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili periodicity sinu, ve tfeti rovnosti souctového
vzorce sin (z +y) = sinxcosy + coszsiny a nakonec ve ¢tvrté rovnosti
toho, ze sin27 = 0 a cos 27 = 1.

e Ukazeme, Ze ¢ € BV,.(1,0).
Staci si uvédomit, ze z lipschitzovskosti plyne konec¢na variace. Ovéfime
tedy, ze funkce ¢ je lipschitzovsky spojita. Staci tedy ovéfit, ze funkce ¢ je
nekonstantni a ma omezenou derivaci a to je ekvivalentni s lipschitzovskosti.
Pro derivaci funkce ¢ plati:

1 1
Vo e |¢'(x)] = |1+ 5003%) cos (z + §sina:)] <

[\CRGV]

Z omezenosti derivace funkce ¢ tedy dostavame, ze ¢ je lipschitzovsky spo-
jitd na (1,00) a mé tedy konecnou variaci.

Funkce ¢ tedy splituje predpoklady Véty 5 a proto k vysetieni konvergence daného
integralu staci ovérit, zda
/ o(x)dxr =0

—T

Snadno nahlédneme, ze funkce ¢ je licha:

Ve e R: p(—z) =sin(—x + %sin (—x)) = —sin (x + %sin x) = —(x)

Integral liché funkce pfes symetricky interval (—m,7) je nulovy. Dostavame tedy:

T 1  sin (x + % sinz
/ sin (z + 3 sinz)dr =0 = / ( 2 ) dx  konverguje
1 x

—T
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Zkoumejme nyni konvergenci integralu

/ sin (sin ) I
1 x

Pokusime-li se aplikovat Abel-Dirichletovo kritérium, ani zde neuspéjeme.
Rozsitime-li integrand derivaci funkce sin x, dostaneme:

* sin (sinz) > .
——dx = cos x sin (sin x) dx
. x 1 T COS T
Potom cos z sin (sin ) mé sice omezenou primitivni funkei a lim,_o —— = 0,

ale funkce —-— neni monoténni.
T COsST

Zkusme tedy aplikovat predchozi vétu. Oznacéme ¢(z) := sin (sinx) a podivejme
se, zda tato funkce splnuje predpoklady Véty 5.

e ¢ je kompozici dvou spojitych funkeci, tedy spojita funkce

e ¢ je 2m-periodicka funkce, nebot: ¢(x + 27) = sin (sin (z + 27)) =
sin (sin  cos 27 + cos x sin 27) = sin (sinz) = ¢(x)

e v € BV,(1,00)
|/ (x)] = | cos (z) sin (sin (x))| <1 V€ (1,00)
Tedy funkce ¢ ma omezenou derivaci na intervalu (1,00) a tedy je lipschit-
zovsky spojita. Tim padem musi mit i lokalné kone¢nou variaci.

Funkce ¢ tedy spliuje predpoklady Véty 5 a proto k vySetfeni konvergence za-
daného integralu stac¢i oveérit, zda

/ sin(sinz) dr =0

—T

Funkce sin(sinz) je licha, nebot
Ve € R: p(—z) =sin(sin(—x)) = sin (—sinx) = —sin (sinz) = — p(z)

Integral liché funkce pfes symetricky interval je nulovy. Z toho dostdvame, Ze
I w dx konverguje.
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Vysetfeme konvergenci integralu

00 o} i 02
/ sin (sin” x) i
1 x

Ani zde nelze aplikovat Abel-Dirichletovo kritérium. Rozsitime-li integrand

derivaci funkce sin® z, dostaneme:
00 3 a2 [e'¢)
/ sin (sin” z) dr = / 2 sinz cos x sin (sin® z) ; dx
1 x 1 2z cos x sinx

Potom 2 sinx cos x sin (sin?z) m4 sice omezenou primitivni funkci
a lim,_, oo m = 0, ale funkce m neni monoténni. Zkusme tedy stejné
jako v piedchozim piikladé aplikovat predchozi vétu. Ozna¢me o(z) := sin (sin” x)
a podivejme se, zda tato funkce splnuje predpoklady Véty 5.

e ¢ je slozenim dvou spojitych funkci, tedy spojita funkce

e ¢ je 2m-periodické funkce, nebot:
¢(x + 27) = sin (sin? (z + 27)) = sin (sin? (z)) = p(z)
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili periodicity sinu.

e v € BVj,(1,00)
|¢'(z)] = |2 sinx cosx sin (sin?z)| <2 V€ (1,00)
Funkce ¢ méa tedy omezenou derivaci na intervalu (1,00) a proto je lipschi-
tzovsky spojita. Tim padem musi mit i lokalné kone¢nou variaci.

2 z), snadno nahléd-

Ackoliv nedovedeme najit primitivni funkce k funkci sin (sin
neme, ze funkce p(z) je suda:

2

Vo € R: p(—x) = sin(sin? (—)) = sin(sin®z) = ¢(z)

Protoze
Vo € (0,7): 0 < sin(sin’z) < sinl
nabyva funkce ¢(z) diky sudosti na (—m, 7 ) \ 0 pouze kladnych hodnot. Tedy

™ 0o - )
/ sin (sin® z) dz > 0 :>/ wdw diverguje
1 x

—T

1,0 q

(sin(sin®x))/x
08

06
04
0.2

0,0

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8 4

.’]10 I ] |
Obrazek 1.12: Graf funkce %‘M
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Vysetfeme konvergenci integralu

/ sin (e )dx
1

T

Pokusime-li se aplikovat Dirichletovo kritérium jako v predchozich pripadech,
muzeme psat
sin (esn%) 1

™" cosx sin (¢87) ——————
x x eSMT cosx

Pak €5"% cosz sin (5"¥) ma omezenou primitivni funkci, nebot

[ e cosz sin (e¥°%) dx = — cos (e5"%),

ale snadno se miizeme ovéfit, ze —=+—— nejde monoténné k nule, protoze jeji
x e COsS T

derivace méni znaménko.

Zkusme tedy aplikovat predchozi vétu. Ozna¢me () := sin (e**) a podivejme

se, zda tato funkce splnuje predpoklady véty:

e ¢ je sloZzenim tfech spojitych funkei (sinu a exponencidly), tedy je to také
spojita funkce

e ¢ je 2m-periodicka funkce, nebot: Vo € (1,00) : p(z+27) = sin (5" (#+2M) =

sin <€sin x cos 2m+cos x sin 271') sin m)

= sin (e = ()

® ¢ € BV(1,0)
|/ (x)| = |e™* cosz cos (ef™?)| < e V€ (1,00)
Tedy ¢ ma omezenou derivaci na intervalu (1,00) a tim padem je lipschit-
zovsky spojita. Proto musi mit i lokalné konecnou variaci.

Vidime, ze funkce ¢ spliiuje pfedpoklady Véty 5 a proto

/ @dx konverguje (:)/ o(x)dr =0
1 -7

xz

V tomto piipadé vsak funkce ¢ neni ani licha ani suda a primitivni funkci k ni
nalézt neumime. Lze vSak nahlédnout, ze ¢(0) = ¢(7) = ¢(—7) = sinl > 0.
Protoze obor hodnot funkce sinz je [-1,1], obor hodnot funkce es™* je [L, ],
Protoze 0 < 1 <e < it tak urcité Va € [, €] : sinz > 0. Oborem hodnot funkce
sin (e517) je tedy [sin 2 sine]. Protoie tedy funkce ¢ nabyvéa pouze nezéapornych
hodnot, urcité musi byt f x)dz > 0.

Tedy [ o(z)dx # 0 a proto mtegral foom (e

sin :1:)

dx diverguje.
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sin(exp(sin x))\

0,5 1

0,0 1

Obréazek 1.13: Graf funkce sin (e5®)

0,8 1

——sin(exp (sin x))/X

0,6 1

0,4 1

0,2 +

0,0 T T T T T T T T T T T T T T 1

sinz)

Obrazek 1.14: Graf funkce %

Pozndmka: Vidime, Ze integrand nabyvd pouze nezapornych hodnot a tedy
vySetrovdni neabsolutni konvergence je v tomto pripadé ekvivalentni vysetrovdni

absolutni konvergence. Nemélo by nas proto prekvapit, Ze floo w dx diverguje

- staci si wvédomit, Ze plati odhad Sin(j_l) < Sin(e;mz) Vr € (1,00) a tedy, Ze

sin (e~!

funkce =— ) je divergentni minorantou.
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2. Absolutni konvergence

2.1 Pripad neexistence limity
Uvazujme nyni spojitou funkci ¢ na intervalu (1,00) takovou, ze

lim p(z) neexistuje
T—r00

Miizeme vyslovit obecné tvrzeni:

Véta 7. Necht ¢ je spojita nekonstantni funkce na (1,00). Pokud existuje takové
k € Z, Ze plati:

krm < liminf p(z) < limsupp(z) < (k+1)7

T—00 T—00

potom

/ de diverguje
1 x

Dukaz. Oznaéme
A = liminf p(z)

T—00

B := limsup ¢(z)

T—00

Potom
Ve >0 dxge(l,oo) Ve>zp: A—e < px) < B+e¢

Protoze A, B € (km, (k + 1)7), tak ¢isla sin A, sin B budou budto obé kladna
nebo obé zaporna. Tim padem i integrand floo Sinxﬂ dz bude od urc¢itého bodu
nabyvat pouze jenom kladnych nebo jenom zapornych hodnot.

BUNO predpokladejme, Ze sin A, sin B > 0 (v opa¢ném piipadé bychom ptesli
k funkci —%). Pak v pripadé, ze sin A < sin B, budou pro libovolné ¢ > 0
od jistého x( platit nerovnosti:

sin (A — ¢) <sinp(z) <sin(B + ¢)
Protoze uvazujeme pouze kladné hodnoty x, dostavame:

sin (A — ¢) < sin p(z) < sin (B + ¢)
x - x o x

Protoze sin (A — ¢) je konstanta, tak floo Sin(‘z;g) dx diverguje - nalezli jsme tedy
divergentni minorantu. V pripadé¢, kdy sin B < sin A bude divergentni minoran-

tou naopak funkce W
O
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Vratme se jesté jednou k integralu z predchoziho prikladu:

/sm(e )dx
1

X

Oznadéime-li p(z) := e¥"*, potom:

1

liminfp(x) = - a limsupp(x) =e
T—00 € T—00

Funkce sinus totiz nabyva hodnot z intervalu (-1,1) a exponenciéla je rostouci

funkce. Ovéime nyni, zda plati nerovnost z ptedchozi véty, tj. zda existuje takové

k € Z, aby platilo:

km < liminfe¥™” < limsupe™® < (k+1)7

T—00 00

Volbou k=0 dostavame:

0 < liminfes™® < limsup % < 7
T—00 T—00
1
0<-<e<nm
e
Tato nerovnost je splnéna, tedy podle predchozi véty integral floo % dzx di-
verguje.

2.2 Pripad existence vlastni limity

Predpokladejme nyni, Ze ¢ je spojitd nekonstantni funkce na intervalu (1,00)
takova, ze
lim p(z) =kr, keZ
Tr—00

Nejdfive si uvédomme, ze v piipadé monoténni funkce ¢ je vysSetfovani neab-
solutni konvergence ekvivalentni s vysSetfovanim absolutni konvergence, protoze
integrand bude od jistého bodu nabyvat pouze kladnych nebo pouze zapornych
hodnot.
Pak lze psat:
sing(z)  sin(p(x) — k7 + kn)

sin (p(x) — k) cos km + cos (p(x) — kr)sinkr (—1)* sin (p(z) — k)

i T

Ve tfeti rovnosti jsme vyuzili souctového vzorce sin (z +y) = sinxcosy +
cos x siny. V posledni rovnosti toho, Ze pro kazdé celé ¢islo k plati: cos km = (—1)F.
Protoze

[sin o (z)| [sin (p(x) k)
@ e T e
) T e Bk o T m

sin (p(x) — k)

= lim |

=1
B S g | € (0,00)
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7 limitniho srovnéavaciho kritéria pak dostavame, ze

o o0 k
/ |Sln90( )|dx konverguge@/ uda; konverguje.
1

T

Rozebereme nyni par prikladii.

e Zkoumejme konvergenci integralu
% gin (7 — 1
/ —( ) dx
1 x
1

Ozna¢me ¢(z) := 7 — _ a srovnejme dany integral
s integralem [ w dx.

1

Cle@)=m| r—g-m 3 1
9(w) = x N x oz a2
Potom m(r_1)
s (m— =
limM: lim :#:1

A protoze floo ?12 dzx konverguje, tak z limitniho srovnéavaciho kritéria dosta-

oo sin (m— %) .
1 dx konverguje.

vame, ze i

e Zkoumejme konvergenci integralu

/00 sin (7 — 5:5) o
1 T

sin (7 — 5,5) B sin (i5)  sin(z) 1 1

x x xlongxlogx

log x

Tedy z limitniho srovnavaciho kritéria dostavame

sin (71— ——)

log =
lim @_hm=+zle(o,oo)
T—00 x) T—00 m

a tedy zadany integral diverguje, nebot f1 bgw dx je divergentni. (to si

snadno ovéfime zavedenim substituce ¢ = log x)
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Z.avér

V priibéhu psani prace jsem pochopil, Ze se nelze spoléhat na matematicky
software Wolfram Alpha, pokud jde konvergenci integrald.

Jak jsem zjistil, wolfram casto o divergentnich integralech tvrdi, ze jsou kon-
vergentni a naopak; a dokonce dava rtizné vysledky pro hodnotu jednoho a téhoz
divergentniho integralu pti opakovaném zadavani. Uvedu zde na zavér jeden kon-
krétni priklad.

Zkoumejme konvergenci integralu

/00 sin (10;0) 0
1 x

Zavedenim substituce log x = ¢ dostavame:
o 1
= / sin (=) dt
0 t

o1
/oo Sin (@) dr —
1 x
Ma-li prava strana rovnosti smysl, lze psat
> 1 ! 1 > 1
/ sin (=) dt = / sin (=) dt + / sin (=) dt
0 t 0 t 1 t
Pravé strana urcité smysl méa, protoze fol sin (1) dt je konvergentni integral.
PrestoZe integrand ma singularitu v 0 a neni tam spojité dodefinovatelny, nebot

lim,_,o, sin (1) neexistuje; staci si uvédomit, ze integrand je omezens funkce na
T
intervalu (0, 1), tj.

logz=t

Lde=dt
x

1
vVt e (0,1): |sin(;)|§1

a ze integral z omezené funkce na omezeném intervalu je konvergentni.
Funkce sinus nabyva na pravém prstencovém okoli nuly pouze kladnych hod-
not, proto

1
dty € (0,00) Vit > ty: Sll’l(z) > 0.

Toto ty lze volit naptiklad ty = 1.

Integrand tedy nabyva od urcitého bodu nezapornych hodnot, proto lze pouzit
limitni srovnavaci kritérium.

Srovname-li tento integral s divergentnim integralem floo i dx, dostavame:

lim /(@) = lim sin (%)

1
T

— lim Y

y—=0+ Yy

ZT—00 g(gj) JFares

(ve druhé rovnosti jsme zde pouzili Vétu o limité slozené funkce)
Tedy limg,_, o0 % =1 € (0,00) a proto podle limitniho srovnavaciho kritéria
dostévame, ze oba integraly [~ f(z), [~ g(x) soucasné konverguji nebo soucasné

diverguji. Protoze je ale [~ 1 dx divergentni, musi byt i [ sin () dz divergentni,

xT
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Podivuhodné je, ze kdyz zaddme Wolframu spocitat integral fooo sin (%),
Wolfram spréwné1 odpovi, zZe integral diverguje. Kdyz mu ale zaddme spocitat
integral floo Sm(;ﬂ—"Tx) dz, Wolfram integral vyhodnoti jako konvergentni
a navic jednou fekne, ze jeho hodnota je pfirozeny logaritmus 2 (tj. log 2 ~ 0,693)
a podruhé zase fekne, Ze jeho hodnota je 1-7, kde v je tzv. Eulerova—Mascheroniho
konstanta (tj. 1-y = 0,422). To jsou dvé zcela odlisné hodnoty, které spolu ani na
prvni pohled nijak nesouvisi.

Pritom se ale jedna o jeden a tentyz integral, jak jsme vidéli - jeden z druhého
dostaneme substituci, tj.

% gin (— o0
/ —(log$) dx = / sin (1) dt
1 €z 0 t

Tedy integral vpravo je podle Wolframu divergentni, kdezto integral vlevo je podle
néj konvergentni a jeho hodnotu spocita pokazdé jinak.

% WolframAlpha

integrate from 1 to infinity sin(1/log(x))/¥ =]
Assuming “log” is the natural logarithm | Use instead
. sin| . )
o ‘logix)
[ ——— dx=1-y=0422784
1 X

sin (——
Obrazek 2.1: Hodnota integralu floo (+“) dx podle Wolframu, I

% WolframAlpha

integrate from 1 to infinity sin(1/log(x))/x =]

Assuming "log” is the natural logarithm | Use instead

More digits

o SR
[ —2 4x = log(2) ~ 0.693147
J1 X

Obrazek 2.2: Hodnota integralu ffo 0 (g dx podle Wolframu, II

T
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Wolfram Alpfa je uziteény néstroj pro vypocet konvergentnich integrald na
omezenych intervalech, pro hledani primitivnich funkci, apod.; ale nelze pouzit
pro rozhodovani o konvergenci integralu - v tom se mu prosté neda veérit.

Abel-Dirichletovo kritérium hovoii pouze o neabsolutni konvergenci. O diver-
genci nic nefika. Dava nam jen jednostrannou implikaci - tj. jsou-li splnény urcité
predpoklady, pak dany integral konverguje neabsolutné. Nékdy pouzit lze, nékdy
ne.

V obecném pripadé, kdy mame rozhodnout o konvergenci integralu

/°° sin p(z) i
1

X

pro néjakou spojitou neklesajici funkei ¢ takovou, Ze lim, . ¢(x) = co zatim
jesté stale nedokézeme vyslovit zadné obecné kritérium, které by bylo univer-
zalni a pomoci néhoz bychom vzdy dokéazali rozhodnout o tom, zda dany integral
konverguje ¢i diverguje. Dovedeme alespon za dodate¢nych predpokladt vyslovit
urcéita kritéria, jako napt. pro 2m-periodické funkce s lokalné konecnou variaci,
jak rikala Véta 6.
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