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Uvod

Bendersova dekompozice je jednim ze stéle se rozvijejicich postuptt v moderni
optimalizaci. Myslenku poprvé uvedl J.F. Benders v ¢lanku [I] v roce 1962, od té
doby se tento algoritmus modifikuje pro rizné optimalizacni tlohy. Benders pii-
vodné algoritmus zamyslel pro smisené celo¢iselné programovani. I kdyz tak, jak
ho uvedl, ma mnohem obecnéjsi tvar s jasnymi podminkami pro nalezeni Teseni.
Bendersova dekompozice totiz vyuziva specialni struktury a urychluje vypocet
pro vétsi ulohy. V této praci si uvedeme modifikaci algoritmu uzptsobenou pre-
devsim pro dvoustupnové stochastické linearni programovani.

Myslenka algoritmu spociva v rozdéleni problému na dva podproblémy a je-
jich iterac¢ni feseni. Postupné se pridavaji dalsi podminky na feSeni pomoci fezl
optimality a pripustnosti. Benders svou tilohu rozdélil na podproblémy klasického
lindrniho programovani a celo¢iselného programovani.

V prvni kapitole bakalarské prace uvedeme dilezité definice a véty z optima-
lizace, jejichz znalost je pro pochopeni algoritmu nutna. V druhé kapitole vysvét-
lime, jak je tfeba upravit formulaci stochastického linearniho programovani pro
pouziti Bendersovy dekompozice.

Ve treti kapitole bude vysvétlen algoritmus véetné podminek konvergence.
Jelikoz prace je zamétend predevsim na stochastické linearni programovani, tak
algoritmus Benderse neboli dualni algoritmus, bude uveden jako specialni pripad.
Na ném budou i demonstrovany podminky konvergence. Obecnym pripadem je
mysleno pouziti pro dvoustupnové stochastické linearni programovani.

Posledni kapitola bude jesté doplnéna dvéma jednoduchymi piiklady. Prvni
priklad bude jen pro ukézku algoritmu a optimalniho fezu. Dudlni algoritmus
pouzijeme na lineadrni programovani, které ma strukturu vhodnou pro tento al-
goritmus, coz uvadi i Benders ve svém clanku [I] jako jednu z moznych aplikaci.
Druhy priklad bude stochasticky. Ukazeme si na ném preformulovani stochas-
tického linedarniho programovani podle druhé kapitoly a nasledné feseni pomoci
obecného pripadu algoritmu z kapitoly treti.

Cilem prace je seznamit ¢tenare, znalého zakladnich poznatki z optimalizace,
s Bendersovou dekompozici a jeji moznosti aplikace.



1. Linearni programovani

V této kapitole si shrneme diilezité definice a véty, tykajici se linearniho pro-
gramovani (zkracené LP), které jsou uvedeny v knize Uvod do optimalizace [4],
jez budeme dale intenzivné vyuzivat.

1.1 Formulace LP

Linearni programovani je matematicky problém optimalizace, ktery se snazi
najit minimalni (maximalni) hodnotu linedrni u¢elové funkce za danych podminek
urcenych linearnimi funkcemi.

Problém LP se nejcastéji formuluje ve standardnim tvaru:

min ¢' z

za podm.: Ax =b
xz >0,

kde A € R™"; c.x € R" a b € R™. Af uz dostaneme zadani LP jakékoliv, vzdy
se da preformulovat do standardniho tvaru pomoci nékolika triki:

T T

maxc r = —min —c'x
x =x —x"
T2 >0

pomocné skluzova proménna: y > 0,

kde y € R™. Pomocna skluzova proménna se vyuziva u podminek, které jsou za-
dény s nerovnosti, pri¢tenim/odec¢tenim této proménné mizeme nerovnici trans-
formovat do rovnice.

1.2 Vlastnosti ilohy LP ve standardnim tvaru

Necht mdme tlohu LP ve standardnim tvaru [I.3] Z linearni algebry vime, zZe
soustava Az = b je Tesitelné pravé tehdy, kdyz rank(A,b) =rank(A). Mnozinou
pripustnych feseni tlohy LP ve standardnim tvaru rozumime

M ={zeR" Az =b,z > 0}

Nyni si uvedeme nékolik pojmti z optimalizace vhodnych pro popis mnoziny pti-
pustnych feseni a konstrukei algoritmu.

Definice 1 (Uzavteny poloprostor). Uzavrengm poloprostorem rozumime mno-
Zinu {r eR":a #0,a’x > c}

Definice 2 (Konvexni polyedrickd mnozina). Je-li mnoZina prinikem konecné
mnoha uzavrenych poloprostori, pak ji nazyvdme konverni polyedrickou mnoZi-
nou.



Definice 3 (Konvexni polyedr). Je-li mnozina konvexni polyedrickd a omezend,
pak ji nazveme konvernim polyedrem.

Definice 4 (Kuzel). KuZelem rozumime mnozinu K C R", kterd obsahuje pocdtek
a nezdporné ndsobky svijch prvki. Tedy Ve € K Va > 0:ax € K.

Definice 5 (Konvexni kuzel). Konvexnim kuZelem rozumime mnoZinu K C R"
ktera obsahuje pocdatek a s kaZdymi dvéma body obsahuje také vsechny jejich pozi-
tivni linedrni kombinace. Tedy Vr,y € K Ya > 0VE > 0:ax + By € K.

Definice 6 (Konvexni polyedricky kuzel). MnoZina, kterd je konvexni kuzZel a
soucasneé i konvexni polyedrickd mnoZina, se nazyva konverni polyedricky kuZel.

V dekompozici vyuzivame vlastnost tvaru mnoziny pripustnych reseni tlohy
LP. Nasledujici véty budou dilezité i pro nékteré c¢asti diikkazu a budeme se na
né odvolavat.

Véta 1. Mnozina pripustnych resent ulohy LP ve standardnim tvaru je konverni
polyedricka mnozina.

Diikaz. V knize [4] na strané 21.
[

Véta 2. MnoZina pripustnych reseni ulohy LP wve standardnim tvaru je bud
prazdna nebo je tvaru algebraického souctu M = P+K, kde P je konvexni polyedr
a mnozina KK ={y € R": Ay =0,y > 0} je konvexni polyedricky kuZel.

Diikaz. 'V knize [2] na strané 58.
[

Pro algoritmus je klicova nasledujici ekvivalence o optimalnim resSeni.

Véta 3 (Existence optimalniho fesen). Uloha LP ve standardnim tvaru md op-
timalni reseni prave tehdy, kdyz

1. M #0,

2.Vye{zeR": Ax =0, 2 >0}: c'y>0.

Diikaz. V knize [4] na strané 23.

[
V feseni nékterych kroku algoritmu budeme vyuzivat dualitu, jelikoz vse bude
uvedeno ve standardnim tvaru, tak nam staci zadefinovat duélni tilohu pouze pro
standardni tvar.

Definice 7 (Dudlni tloha LP ve standardnim tvaru). Necht mdme tlohu min
{c"x: Az = b,z > 0}, pak tloha max {b"y : ATy < ¢} se nazjvd dudini ilohou
LP ve standardnim tvaru.

Pro dvojici dudlnich tloh plati silna véta o dualité, kterou vyuzijeme pfi vy-
hodnocovani rekurzivni funkce v algoritmu.

Véta 4 (Silnd véta o dualité). Uloha min {c"x : Az = b,z > 0} md optimdini
reseni prdvé tehdy, kdyZ md iiloha max {b'y : ATy < ¢} optimdini reseni. V
takovém pripade plati, Ze optimdlni hodnoty se rovnaji.
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Diikaz. V knize [4] na strané 34.
[

Ke konstrukei fezti budeme vyuzivat vztahy mezi mnozinami pripustnych feseni
duélnich tloh.

Véta 5. Necht mdme tilohu LP min {c"x : Ax = b,z > 0} s mnoZinou reseni
M a jeji dudini dlohu max {bTy : ATy < c} s mnoZinou pripustnijch reseni N,
pak nastdvd jedna ze ctyr moznosti:

(i) Zddnd z téchto tiloh nemd pripustné vesent, tj. M = 0, N' = 0.

(ii) M =0, N # 0, ale iloha je neomezend (tj. max b'y = oo, tedy neeristuje
optimdlni resent).

(iii) N' =0, M # 0, ale tloha je neomezend (tj. min ¢’ x = —oo, tedy neexistuje
optimalni resent).

(iv) Obé tilohy maji optimdini vesent a plati min ¢’z = max b'y, v € M,y € N.

Diikaz. V knize [4] na strané 35.



2. Stochastické linearni
programovani

V optimalizaci muzeme tesit i problémy, které jsou urcené chovanim nahod-
nych matic, vektorti. Uloha LP s ndhodnymi omezenimi mtize byt:

min ¢' x

za podm.: Ax =b
Tx =h
xz >0,

(2.1)

kde proménnou 7' oznacujeme nahodnou matici a h je ndhodny vektor defino-
vané na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4, P). Takto zadana tloha muze byt
pro nékteré realizace T' a h preurcena.

V nasledujicim textu uvedeme formulaci dvoustupnového stochastického progra-
movani a jeho klasifikaci. Ukazeme, jak se da tloha preformulovat na dvou-
stupnové stochastické linearni programovani. Pravé tlohy se strukturou, kterou
méa dvoustupnové SLP, je vhodné tesit algoritmem, ktery bude v nasledujici ka-
pitole.

2.1 Dvoustupnové stochastické programovani

Uvazujme dvoustupnové stochastické linearni programovani ve tvaru:
min ¢’z + E Q(z;¢)
za podm.: Ax = b (2.2)
x>0,

kde Q(z,&) je optimalni hodnota problému druhého stupné:

Q(z;€) :==min q'y

za podm.: Wy =h —Tx
y =0,

pismenem ¢ oznacujeme realizaci (¢,h,T,W) a funkci Q(z,£) nazyvame rekurzivni
funkci. Prvky £ jsou ndhodné vektory/matice (nemusi byt vSechny prvky né-
hodné).
Pokud je matice W deterministicky urcena, pak fikdme, ze mame problém s fixni
rekurzi. Specidlni pfipadem volby & pro fixni rekurzi je W = (I,— 1), vektor ¢ > 0
je deterministicky, 7" a h jsou ndhodné, pak hovorime o jednoduché kompenzaci.
V pripadé, ze Vo € {z : Az = b,z > 0} je mnozina piipustnych feseni funkce
Q(z,£) neprazdnd pro skoro vSechna &, mluvime o relativné tiplné kompenzaci.

2.2 Struktura SLP pro dekompozici

Na zacatku kapitoly jsme si uvedli tlohu SLP [2.1] Predpokladejme ze T a
h maji diskrétni rozdéleni. Nejdrive je potieba vyresit omezeni uré¢end matici A
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a vektorem b, coz nazyvame podminkami prvniho stupné. Pro vsechny realizace
nahodné matice T a nadhodného vektoru h nemusi byt splnéna rovnost T'x = h,
nebot problém bude preurceny. Jelikoz jde o SLP, tak vyuzijeme poznatkl z
predchozi podkapitoly a tlohu preformulujeme abychom minimalizovali chybu
h — Tz. Mame tedy fixni rekurzivni funkci:

Q(z,T;h) :=min ¢y
za podm.: Wy =h —Tx
y >0,

a tlohu uvedeme do tvaru 2.2

Pokud nahodné proménné T a h maji diskrétni rozdéleni, definovana hodnotami
(T7,h7) s pravdépodobnostmi p;, kde j = 1,...,5 (p; > 0a Y7, p; = 1),
problém zminény vyse si tak ekvivalentné zapiSeme:

min ¢’z + Z;qzl piq'y’

za podm. Ax =0
Tiz + Wy = W, j=1,....,8 (2.3)

T > 0

y >0,

tim padem jsme opét ziskali problém linedarniho programovani se specialni struk-
turou vhodnou pro dualni dekompozici, coz uvidime v néasledujici kapitole. I kdyz
uloha je Tesitelna primo algoritmy LP, pro vétsi dimenze se vyplati vyuzit struk-
tury a vypocet urychlit Bendersovou dekompozici.



3. Dualni dekompozice

V predchozi kapitole jsme odvodili, jak se d& dvoustupnové SLP s rekurzi
vyjadrit jako LP problém se specialni strukturou. Takto strukturované LP se da
vyTesit pomoci algoritmu poprvé prezentovaném Bendersem v ¢lanku [I].

3.1 Specialni pripad

Nejdiive pro S=1. Predpoklddejme, Ze pro LP problém 2.3] existuje optimalni
reseni a mnozina pripustnych feseni {x; Az = b,x > 0} je omezena. Podle Véty
3 Tesitelnost soustavy implikuje, Ze

{(z,y): Az =b, Te + Wy =h,x >0,y >0} #0

¢'C+q'n>0VY(Cn) e {(C,n): AC=0,T¢C+Wn=0,¢>0,17>0},
specialné pro volbu ¢ = 0:

q'n>0Vne{n:Wn=20,n>0}.

Definujme rekurzivni funkci
f(z) :=min {¢"y: Wy=h—"Tx, y >0},

kterd pro kazdé x najde minimalni hodnotu ¢y za danych omezeni. Takto de-
finovana funkce je konecnd, pokud jsou omezeni funkce neprazdna. V opacném
ptipadé definujeme f(z) = oo.

Poté mizeme nas problém piepsat do tvaru NLP (nelinedrni programovani):

min ¢’z + f(r)
za podm. Ar =0b
xz > 0.

Stejné tak mizeme tento problém zapsat jako:

min ¢’z + 6 (3.1)

za podm. Ax =b (3.2)
0~ f(z) >0 (3.3)

x> 0. (3.4)

Tento problém se d4 fesit algoritmem sepsanym v [3] v podkapitole 2.6, ktery
uvedeme v nasledujici podkapitole.



3.1.1 Dekompozicni algoritmus

Bendersova dekompozice je zalozena na myslence rozdéleni problému na dva
podproblémy. V kazdém kroku, kdy nenajde optimalni feSeni, tak pridava tezy,
které zmensuji mnozinu pripustnych reseni. Jsou dva typy rezu - optimality a pri-
pustnosti. V nékterych krocich se pro vypocty vyuziva vlastnosti dudlnich uloh,
které jsme uvedli v prvni kapitole.

1. Inicializace
Nejdrive najdeme optimélni hodnotu:

min{q'y : Ar = b, Tx + Wy = h,2 >0, y > 0},
kterou oznacime 6y a vyresime LP tlohu
min{c' 'z +60: Ax=b,>0,0 > 6},
¢im7 méme fedeni (£,0). Definujme
By ={(z,0) : Ax =0, 2 >0, 0 € R},

By = {R" x {0} : 0> 0,).

2. Vyhodnoceni rekurzivni funkce
Najdeme hodnotu

f(@)=min{q'y : Wy =h -T2, y >0}
pomoci dualni ulohy LP:

(@) =max{(h—T&)"u: WTu < q}.

Pokud f(Z) = oo, nastal pripad (ii) z véty |5| a jdeme na krok 3, jinak jdeme na
krok 4.

3. Rez pifpustnosti
Jestlize & neni pripustné reseni pro tak podle véty |3] existuje vektor u takovy,
7e Wha < 0a (h—T2) u > 0, zatimco pro x, které je piipustnym fesenim
plati, Ze existuje y > 0 takové, Ze Wy = h — Tx. Vynasobenim @' dostaneme
nerovnost
' (h—Tx)=1u Wy <0,

ktera musi platit pro kterékoli pripustné x, ale neplati pro z. Proto predefinujeme
By =B n{(x0):a'(h—Tx) <0}
Tim padem jsme "odsekli" Z, protoze & ¢ By, takze jdeme na krok 5.

4. Rez optimality
Jelikoz f(%) je koneéna hodnota, pak podle véty 2.3 z knihy [3] na strané 16
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existuje Feseni dudlni ulohy @ primo vypocétené v kroku 2 takové, ze f(z) =
(h — T#) 4. Pro kazdé x plati, Ze

f(z) =sup{(h = Tx)"u:W'u<q} > (h—Tz) 4,

kde nerovnost plyne z vlastnosti suprema a faktu, ze & € {WTu < ¢}.
Nerovnost 6 — f(z) > 0 v [3.3] implikuje podminku

0> (h—Tx) a.
Pokud pro (f,é) je nerovnost splnéna, neboli f(Z) < 0, pak zastavime proceduru
a Tesenim prvniho stupné je Z. V opac¢ném pripadé predefinujeme mnozinu pii-

pustnych Teseni:

By =B N{(x,0):0> (h—Ta)a}

a jdeme na krok 5.

5. Prepocitani LP
Vyfesime novou tlohu LP:

min {c'z 40 : (2,0) € ByNn B}

s novym Tesenim (Z,0) a vratime se na krok 2.

3.1.2 Priklad LP

Uvedeme si jednoduchy priklad LP na ukazku algoritmu. Méjme optimalizacni
ulohu zadanou:

min 4z, + 2x4 + Hy

za podm. 3x; + xo =6
201 4+ 229 +y = 10
1 >0 (3.5)
i) Z 0
y =20

1. Krok
Definujme: 6y = 0, neb dolni mez je 0.
Resime LP:

min{4x; + 2x9 + 6 : 3x; + 19 = 6 21,29 > 0, 6 > 0},
coz nam dava Feseni & = (2,0)T a § = 0.
2. Rekurzivni funkce:
f(z) = min{by : y = 10 — 2z, — 229, y > 0}
Resime dudlni tlohu pro & = (2,0)7:

f(2) = max{6u : u < 5}
f(z) =30
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3. Optimalni Tez
Nase 6 = 0, coz je mendf nez hodnota f(#), takze predefinujeme mnozinu FeSeni
podminkou:

0 > 50 — 10xy — 10x,.

Z%. Prepocitani LP
Resime tlohu LP:
min{4z; + 2xy + 0 : 3z + x5 = 6, 50 — 10x; — 1029 < 0 21,29 > 0},
coz ndm ddva FeSenf (1,2,0).
5. Rekurzivni funkce: L

Nové feseni z predchoziho kroku je & = (5,5), pro které f(2) = 0, coz se rovnd 0
a tedy je splnéna nerovnost ze 4. kroku algoritmu a nalezli jsme optimalni feseni.

3.2 Podminky konvergence

V nasledujicich vétach stéle predpokladame S=1, pokud mluvime o tloze [2.3]

Véta 6. Rekurzivni funkce f(x) definovand na omezené mnoziné {x : Az =
b, Tx + Wy =h,x >0} #0, je po cistech linedrni, konvexni a omezend.

Diikaz. Podle nasich predpokladi mnozina By := {z : Ax = b, x > 0} je omezena.
Pak mnozina

B:=BN{x:3y>0:Wy=h—Ta}#0

je omezena.

Podle véty [1] je By konvexni polyedr. Tedy B je prinikem konvexni polyedrické
mnoziny a konvexniho polyedru, tudiz je také konvexni polyedr.

Necht je x € B pevné, pak

f(@) = qsW5'(h — Tx),

kde Wpg je prislusna optimalni baze W vybrana z koneéné mnoha ptipustnych
bézi W a qp jsou prislusné slozky vektoru q. Proto f(z) je po ¢astech linearni a
ze spodu omezena pro r € B.
Necht z! € B, 22 € B takové, ze f(x'), i = 1,2 jsou kone¢né hodnoty s odpovida-
jlcimi yt, o2

fa)=q"y',i=12a Wy' =h—Ta', y* > 0,i=12.
Necht je A € (0,1) libovolné a necht & = A\z! + (1 — \)2?, pak

M AL =Ny ely:Wy=h-Tz,y >0},

nebot
h—T:i’:)\(h—Txl)—i—(l—)\)(h—Ta:Z) =

AWyt + (1= NWy? = W(Ay' + (1= N)y?),
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z linearity a z definice dvojic (z',y'), (2?,y?).
Potom
f(@) =min{q'y : Wy=h—Tz,y >0} <

¢ (' + (1= Ny?) = Mf(2h) + (1= N f(2?),
jelikoZ z predchoziho vime, Ze vektor Ay +(1—\)y? patii do mnoZiny, pies kterou
minimalizujeme, a z vlastnosti minima plyne nerovnost. Tim je konvexita funkce
f(x) na mnoziné B dokazana.

]

Véta 7. Necht jsou splnény vsechny predpoklady uvedené vyse, pak algoritmus
dudlni dekompozice nam dd optimdlni reseni po konecne mnoha krocich.

svNv

k Tesitelnosti nasi ulohy , tak podminky dudlni dlohy (W Tu < ¢) jsou pfipustné
a nezavislé na x. Proto plati, Ze dudlni reprezentace rekurzivni funkce f(%) v 2.
kroce je vzdy Tesitelnd nebo je nekonecno. Neomezenost implikuje nepripustnost
primarni tlohy (podle bodu (ii) ve vété [5)).

Jestlize f(#) = oo, pak £ nen{ pripustné FeSeni pro nasi dlohu 2.3} Vzhledem k
vété 3] existuje

a:W'a<0a(h—Tz) @ >0.

Miizeme uvaZovat @, které je jednim z prvki generujici kuzel {u : WTu < 0}.
Jelikoz kuzel je konecné generovand mnozina, pak mizeme pridat nejvyse konec¢né

mnoho omezeni
(h—Tz) a4 <0

dokud nedostaneme konec¢nou hodnotu rekurzivni funkce ve vsech nasledujicich
krocich.

Jestlize f(2) = (h — Tz)"4 je konetna hodnota, pak @ je optimalnim Fesenim
duélni tlohy, neboli je bazické pripustné feseni. Je jen koneéné mnoho pripustnych
bazickych Teseni, tedy jen konec¢né mnoho podminek:

0> (h—Tz) a,

které priddvame v kroce 4 (fez optimality) dudlniho algoritmu. Tim padem v
kone¢né mnoha krocich najdeme v 5. kroku (prepocitani LP) dudlniho algoritmu
teseni, které spliuje vSechny podminky dané praveé témito pripustnymi bazickymi
reSenimi :

0> (h—Tz) 0= f(2)

Vzhledem k vyse uvedenému, tak

a) mnozina pripustnych reseni tlohy |3.2|je obsazena v mnoziné pripustnych feseni
By N By v 5. kroce dudlniho algoritmu, ktery nam dé feseni (2,0).

b) Tohle TeSeni je také pripustné pro tlohu .

Necht mame optimdlni{ feSeni (z*,6*) tlohy 3.2 pak

clat 0 =c'a* + f(z)
>clq+ é,
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protoze dle a) je mnozina pripustnych reseni obsazena v mnoziné, kterd da opti-
maln{ fesent (2,0), tedy Yeenf tlohy [3.2 nemfize byt mensf. Dale

E+0>cat + 0",

protoze (f,é) je pripustné pro tulohu dle b), tak optimaln{ FeSeni této tlohy
nemuze byt vétsi nez jiné pripustné reseni. Mame tedy (z*,0*) na obou stranich
nerovnosti, takze vse plati s rovnosti, takze algoritmus skutecné nalezl optimalni
feseni. Tedy algoritmus ndm nalezne optimalni feseni & prvniho stupné tlohy
v kone¢né mnoha krocich.

m

3.3 Obecny pripad

Necht S>1, pak mame dvoustupnové SLP Analogicky, jako pro S=1 mu-
zeme zadefinovat rekurzivni funkce pro kazdy scénar (T7,h7):

filx) = min{q¢"y’ Wy =h — Tz, ¢y >0},5=1,...,5.

Uvedeme si dvé moznosti jak modifikovat algoritmus z podkapitoly 3.1.

3.3.1 Varianta s vice Tezy

Ve druhé kapitole jsme si odvodili strukturu2.3] Jednou z moznosti modifikace
algoritmu z podkapitoly 3.1 je varianta s vice fezy. Ulohu si, podobné jako tomu
bylo ve specialnim ptipadé, prepiseme do tvaru:

min {c'z + Zlepjﬁj}

za podm. Ax

0; — [i(@)

T

b

3.6
0, j=1,...,8 (3.6)
0

VIVl

Postupujeme dle algoritmu z podkapitoly 3.1 tak, ze kazdy krok, kde resime
podminky pro rekurzivni funkci, musime mit splnéné dané podminky pro vsechny
rekurzivni funkce. S tim, ze v druhém kroku algoritmu se definuje mnozina

J=1{i: f(#)=oo}.

Pokud plati J # (), pak je potieba Fez pripustnosti. Tento Fez se odvodi jen pro
j-té omezeni, j € J. V opacném pripadé se provadi fez optimality.

Pokud Vj je splnéna podminka f;(Z) < 9}, pak jsme nalezli pripustné Treseni.
Pokud existuje j, Zze neni podminka splnéna, pak pro dané j provedeme fez opti-
mality a pokracujeme dalsimi kroky algoritmu.
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3.3.2 Varianta s jednim Trezem

Druhym pristupem k feseni tlohy je verze algoritmu s jednim fezem. Na
rozdil od predchozi kapitoly zavedeme pouze jednorozmérné 6 a to nasledujicim
zpusobem:

min {c'z + 0}

za podm. Ax

0 — Yipifix)

X

(3.7)

(AVAAVART

b
0, j=1,...,8
0

Postupujeme podobné jako u verze s vice fezy, tedy fesime podminky pro vsechny
rekurzivni funkce f;(x). Rez pfipustnosti je potfeba dokud existuje j takové, ze

fi(#) = oo.

Pokud ve ¢tvrtém kroku, tedy v fezu optimality, nastane

Nésledné pokracujeme podle algoritmu, tedy jdeme prepocitat tlohu LP.

3.3.3 Stochasticky priklad

V této c¢asti si uvedeme jednoduchy priklad stochastického linearniho progra-
movani s ndhodnymi proménnymi diskrétniho rozdéleni. Pro nalezeni optiméalniho
feSeni pouzijeme verzi s vice tezy.

Necht mame zadanou tlohu ve tvaru:
min 2$1 + X9
za podm.: z1 + x5 =9
Tix=Hh,j=12,
kde (T", h') = ((1,4),30) s pravdépodobnosti % a (T2, h*) = ((3,1),12) s pravdé-

podobnosti % Pak podle kapitoly 2 si prevedeme tlohu na tvar:

min 221 + 25 + Y2, p;(yl + i)

za podm. 1 + 9 =9
Tie +yl—yb = W, j=12 (3.8)

T > 0

y >0,

matici W jsme volili jako (1, -1) a vektor ¢ = (1, 1)T, tedy jsme zvolili jednodu-
chou kompenzaci.
1. Krok

14



Definujeme dolni meze éj =0proj=1,2
Resime tilohu LP:

2 1 ~
min{2z; + s + 391 + 592 DT+ ay=92>0,0>0},
coz dava Feseni & = (0, 9)T a 6 = (0, 0)7

2. Krok - vyhodnoceni rekurzivnich funkei
Nejdrive

f1(2) = min{y; +y3 1 y1 —y3 =30 — & — 4y, y' > 0},

kterou vytesime duélni dlohou a dostaneme, Ze fi(#) = 6, ¢imz neni splnéna
podminka 6; — fi(&) > 0. Proto priddme podminku:

01 Z —30 + T+ 41’2
Vyhodnotime i funkci
f2(2) = min{y? + o3 : 92 —y2 = 12 — 3%, — 29, y* > 0},

hodnota této funkce v bodé 2 je rovna 3, tedy neni splnéna podminka a je potieba
fez optimality. Timto fezem ziskdvame novou podminku

92212—3551—1'2

3. Krok - prepocitani ulohy
Resime tlohu z kroku 1 rozsifenou o nové podminky. Ziskdvame feseni

#=(1575)"ad=(150)"
s hodnotou ucelové funkce 11.
4.Krok - vyhodnoceni rekurzivnich funkeci

fi(z) = 1,5, splnuje podminku optimality, neb 0 — fi(@) > 0. A fo(2) = 0, coz
také splnuje podminku optimality. Tedy jsme nalezli optimalni reseni.
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Z.aver

Jsme na konci prace, ve které jsme se seznamili s Bendersovou dekompozici a
ilustrovali ji na konkrétnich optimaliza¢nich problémech. Zejména jsme se véno-
vali pouziti algoritmu na dvoustupnové stochastické linearni programovani, i kdyz
tohle vyuziti Benders v ¢lanku [I] pivodné nezamyslel. Dekompoziéni algoritmus
byl vysvétlen ve tvaru, ktery je uveden v knize [3]. Nasledné byla ukazdna modifi-
kace, ktera se pouziva pro stochastické linedrni programovani, coz bylo i ukazano
na konkrétnim prikladu. Prace tak nejen vysvétlila myslenku algoritmu v pou-
zivani fezil pripustnosti a optimality, ale ukazala i dalsi vyuziti daného algoritmu.

Ve treti kapitole jsme si mimo jiné ukazali vlastnosti rekurzivni funkce, pouzi-
vané v algoritmu. Nasledné byla dokazana konecnost algoritmu. V diikazech jsme
pouzivali poznatky z optimalizace, které jsme si, pro prehlednost prace, uvedli v
prvni kapitole.

Prace by se dala vice rozvijet na dalsi vyuziti Bendersovy dekompozice. Jed-
nou z moznosti by bylo feseni problému na smisené linearni programovani podle
Bendersova ptvodniho zaméru. Dalsi aplikace by také mohla byt na nelinearni
programovani. V neposledni fadé by bylo zajimavé zkoumat efektivnost algoritmu
pro klasické linearni programovani, kde matice omezeni ma specidlni blokovou
strukturu, ve srovnani s jinymi algoritmy typickymi pro reSeni linedrniho progra-
movani.
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