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zohlednime pritom nékolik technickych aspektu (singularita krivky, vliv charakte-
ristiky télesa na rovnici krivky). Algebraicky odvodime a zformulujeme grupovy
zakon neboli definici operace s¢itani na mnoziné bodl na eliptické kiivce. Déle
zpracujeme dikaz znamého faktu, ze mnozina bodi na eliptické kiivce spolu
s operaci sc¢itani tvori komutativni grupu. K dikazu pristoupime elementarné,
nekteré vypocty z diivodu jejich naroc¢nosti provedeme v pocitacovém programu
Mathematica. Nakonec studujeme endomorfismy eliptickych krivek nad konec-
nymi télesy (homomorfismy na mnoziné bodu eliptické kiivky, jez jsou zadané ra-
cionalnimi funkcemi). Pomoci ziskanych vysledku dokézeme Hasseho vétu, kterd
poskytuje odhad na rad grupy bodi na eliptické kiivce nad konecnym télesem.
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Abstract: In this thesis, we study the theory of elliptic curves, with the main
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technical aspects into consideration (singularity of the curve, effect of field cha-
racteristic on the form of the equation of elliptic curve). We algebraically deduce
and formulate the group law, that is the definition of addition on a set of points
on elliptic curve). We prove a known result saying that the set of points on elliptic
curve under addition forms a group. We present an elementary proof, some of the
calculations will be carried out in computer program Mathematica due to their
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Uvod

Pod pojmem eliptickd krivka si budeme predstavovat mnozinu reSeni rovnice
tvaru y? = 2® + Az + B nad n&jakym télesem K. Jednotliva FeSeni této rovnice
budeme nazyvat body na krivce. Pozdéji tuto definici uptresnime (budeme uva-
zovat pouze télesa charakteristiky rizné od 2, 3; k mnoziné boda priddme bod
v nekone¢nu; budeme vyzadovat, aby kfivka neméla nasobny bod).

Motivace

Nabizi se otazka, pro¢ nas specialné tyto kfivky zajimaji. Odpovédi je jejich
pomeérné prekvapiva vlastnost — mnozina vSech bodu na eliptické kiivee tvori
(komutativni) grupu. Diky tomuto vysledku si eliptické kiivky nasly uplatnéni
v rozlicnych matematickych oblastech, zejména v teorii ¢isel a kryptografii.

Jako priklad aplikace eliptickych ktivek v teorii ¢isel uvedme congruent num-
ber problem — ptame se, zda dané kladné celé ¢islo n je obsahem néjakého pravo-
uhlého trojihelniku s racionalnimi délkami stran. Pomérné snadnym vypoctem
se tato tiloha prevede na tlohu fesen{ rovnice y* = 2 — nx (misto s trojihelniky
tedy pracujeme s body na eliptické kiivce). Tento problém — prestoze vice nez
1000 let stary — dosud neni kompletné vyteseny; detaily viz [, str. 3-7]. Mezi pro-
blémy vedouci na eliptické kiivky patii i slavna Velka Fermatova véta (dokazana
koncem 20. stoleti A. Wilesem).

Mnoho kryptografickych algoritmii stoji na naroc¢nosti feseni problému dis-
krétniho logaritmu (pro prvky h a g néjaké grupy G najit celé ¢islo k takové, ze
h = g*). Tyto algoritmy b&zné vyuZivaji grupu Z,, pro néjaké prvocislo p, pro
grupu bodt na eliptické k¥ivce nad koneénym télesem je ovsem problém diskrét-
z bezpecnostniho hlediska vyhodnéjsi. Kromé toho se eliptické kiivky vyuzivaji
napiiklad v algoritmech pro feseni problému faktorizace (hledéni prvociselnych
rozkladu celych ¢isel). Pro vice informaci viz [2].

Cemu se vénuje tato prace

V prvni kapitole se zamérime na zakladni teorii eliptickych kiivek. Definu-
jeme mnozinu bodi na eliptické kiivce, popiseme operaci s¢itani na této mnoziné
(tzv. grupovy zdkon) a nakonec dokazeme, ze tato mnozina spole¢né s operaci s¢i-
tani tvori komutativni grupu; dikaz asociativity z divodu narocnosti a rozsahu
presuneme do druhé kapitoly.

Druhou kapitolu vénujeme vyhradné dikazu asociativity s¢itani. Tento dikaz
se typicky provadi geometricky, v této praci ovSem predstavime méné obvykly
elementarni diikaz. Nékteré vypocty kvili jejich naroc¢nosti provedeme na pocitaci
(konkrétné vyuzijeme program Mathematica).

Ve treti kapitole se podivame na vlastnosti eliptickych krivek nad konec¢nymi
télesy. Budeme zkoumat Frobenitiv endomorfismus a jeho vyuziti pri urc¢ovani po-
¢tu bodt na eliptické kiivce, hlavnim cilem pak bude zpracovani diikazu Hasseho
véty (ta dava odhad na pocet bodu na eliptické kiivce).



1. Zakladni teorie

1.1 Definice

Obecna definice eliptické krivky vyzaduje nékolik geometrickych pojmii, které
jsou nad rdmec této prace; takovou definici véetné potfebné teorie 1ze nalézt v [3].
My se budeme drzet elementdarnéjsiho piistupu predstaveného v [I], budeme se
tedy muset spokojit s méné obecnou definici.

At K je téleso. Eliptickou krivkou E (definovanou) nad télesem K rozumime
mnozinu feSeni rovnice tvaru

y* =2° + Az + B, (1.1)

kde proménné z, y mohou nabyvat hodnot z télesa K a A, B jsou konstanty z K.
Rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice.

Nyni uvedeme klicovou definici mnoziny bodu na eliptické krivce. Z technic-
kych divodi budeme predpokladat, ze tato mnozina obsahuje jisty specialni bod
— bod v nekonecnfl], znacime O.

Definice 1. At FE je eliptickd krivka definovand nad télesem K a L je téleso
spliujici K C L. MnoZina bodu na eliptické krivce E nad telesem L je mnozina

E(L):{(as,y)€L2]y2:x3+Ax+B}U{O}.

Pozndmka. V dalsim textu budeme ¢asto pouzivat oznaceni F, resp. K bez dalstho
komentare; v takovém pripadé automaticky predpokladame, ze K je néjaké téleso
a E je eliptickd kiivka definovand nad K.

Definice predstavena vyse jesté neni tplné presnd — opomenuli jsme nékolik
technickych, nicméné dulezitych aspekti; na ty se zamétfime v sekcich [1.2] a [I.3]

1.2 Diskriminant a singularita

Uvazujme Weierstrassovu rovnici, tj. rovnici tvaru y? = 23+ Az + B, kde A, B
jsou prvky néjakého télesa K. Abychom kfivku urcenou touto rovnici skutec¢né
oznadili za eliptickou, pozadujeme, aby polynom x® + Az 4+ B nemél vicenasobny
koren. Tuto podminku lze snadno ovérit pouzitim nésledujici definice a lemmatu.

Definice 2. Diskriminant polynomu z° + Az + B je
A = —(44° 4+ 27B).

Lemma 1. Polynom x® + Az + B md vicendsobny koren, prdavé kdyZ A = 0.

1 Bod v nekoneénu bychom mohli definovat formélnéji, k tomu bychom se ale neobesli bez
konceptu projektivniho prostoru a souvisejici teorie. V této praci si vystacime s neformalnim
pohledem — bod v nekonec¢nu budeme chapat jednoduse jako symbol, se kterym pocitame podle
néjakych pravidel (detaily uvidime v sekci .



Diikaz. Oznacme kofeny polynomu f(z) := 23 + Az + B jako x, 15 a x3 (tyto

kofeny nemusi nutné leZet v K, nicménd uréité existuji v algebraickém uzévéru K

télesa K). Dokdzeme, Ze A = (11 — x9)*(71 — x3)*(wy — x3)?. Z4avér pak plyne

z faktu, Ze vypocty provadime nad télesem (specidlné tedy nad oborem integrity).
Vedouci koeficient polynomu f(z) je 1, a tedy v K miiZeme psét

P A+ B=(v—x)(r— ) (v —3) =2° — (21 + 2 +a3)2? +--- . (1.2)

Porovnanim koeficient u 22 dostaneme 0 = —(x1+x9+1x3), neboli x3 = —x1 — 5.

Dosadime do (1.2]), dostaneme

P+ Ar+ B=(v—21)(x — ) (x + 11+ 12) =

=2® — (22 + 220 + 2))2 + (2izy + 2123).
Opét porovname koeficienty, tim ziskame hodnoty A a B:

A= —(x% + T129 + a:%),

_ 2 2
B = T1T2 + T1To.

Nakonec provedeme primy vypocet: dosadime A a B do predpisu pro A a vysle-
dek porovname s vyrazem (xy — x2)%(z1 — x3)* (22 — x3)?. Zjistime, Ze oba vyrazy
jsou totozné; tim je dikaz dokoncen. O

Nadéle tedy budeme predpokladat, ze rovnice eliptické ktrivky splnuje
—(4A% +27B%) #£ 0.

Dva piiklady eliptickych kiivek nad R jsou zndzornény v obrazku 1.1} Pokud
A = 0, pak se vysledna kfivka nazyva singuldrni. Oznac¢me vicenasobny kofen
polynomu 23+ Az + B jako xq, pak bod (z¢,0) na kiivce nazyvame singuldrni bod.
Dva piiklady singuldrnich kfivek nad R jsou znézornény v obrézku [I.2] V této
praci se singularnimi ktrivkami dale zabyvat nebudeme; vice informaci lze nalézt
v [I, str. 59-61], [3, sekce II1.1].

1.3 Zobecnéna Weierstrassova rovnice

Misto rovnice (1.1]) se nékdy v definici eliptické kiivky uvadi rovnice obecnéjsi:

Y2+ a1y + asy = 2° + asx® + aux + ag, (1.3)

kde a; jsou konstanty. Rovnici (1.3)) budeme nazyvat zobecnénd Weierstrassova
rovnice. Nize ukdzeme, jakym zptusobem lze tuto rovnici ,prevést na rovnici
(L-1). Postup jsme pievzali z [T, str. 10] a [P

2 V tomto textu i v nékterych dalsich zdrojich je diskriminant A definovany pro rovnici
(L.3), pro rovnici potom vyjde A = —16(4A3 + 27B2). Viimnéme si, Ze tato hodnota se
oproti nasi definici lisi o konstantu; tato konstanta zavisi na tom, jakym konkrétnim zptsobem
provadime substituce v postupu uvedeném v této sekci. Pro nas toto ovSem neni dulezité, nebot
vztah diskriminantu a singularity se tim nijak neméni.
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(a) y* =2 —a +1, (b) 32 = 23 — 2,
A < 0. A > 0.

Obrazek 1.1: Priklad eliptickych kiivek nad R.

—
N

o b)y?=23-3z+2=
(@) y* =2 :y(x —1)%(x +2).

Obrézek 1.2: Priklad singularnich kfivek nad R.



Upravime rovnici ((1.3) pomoci doplnéni na ¢tverec:

a a
y* + 2y (;x—l— ;) = 2% + ap7® + ayx + ag,

a a a as\? a e\ 2
y2+2y<21x+23>+(21x+23) =x3+a2$2+a4m+a6+<21m+23> :

a1 az\? 3 2
(y+2x+2) =X +ng +b4x+b6

pro néjaké konstanty by, by, bg. Nyni provedeme substituce

L G
y=yt ot o

x::x+§,

N A b)) b
P (=) v (a-%) vo(e-%) v

=74+ A7+ B

dostédvame

pro néjaké konstanty A, B.

Pozndmka. Upravy vyse nelze provést nad télesem charakteristiky 2 nebo 3, v ta-
kovém piipad¢ je nutné uvazovat rovnici (1.3)). V této préci budeme pro jedno-
duchost predpokladat, ze charakteristika télesa je vzdy rtzna od 2 i 3, a tedy si
vysta¢ime pouze s rovnici . Tento predpoklad bude klicovy zejména v nésle-
dujici sekci, kde na zakladé rovnice odvodime grupovy zakon.

1.4 Grupovy zakon

UvaZujme eliptickou kiivku E danou rovnici % = 23 + Az + B. V§imnéme si,
ze z tvaru této rovnice plyne nésledujici fakt: je-li P = (x¢, ) bod na E, pak
na E lezi i bod P’ = (x9, —yo); navic potom jiny bod nez P, P" s prvni slozkou
rovnou xg na E lezet nemuze. Znaceni P’ budeme dale pouzivat. Nasledujici text
cerpé z [1l, sekce 2.2].

1.4.1 Geometricky pohled

Uvazujme body P;, P, na E spliujici P, P, # O. Nejprve at P; # P,. SeCteni
bodu provedeme nasledovné.

1. Vezméme primku prochézejici body P, a Ps.

2. Treti bod, v némz tato ptimka protind kfivku E, oznac¢me jako Ps.

3. Definujme P, + P, = Pj.
Pokud plati P| = P,, pak se postup lisi: primka prochézejici obéma body je svisl4,

a tedy v zddném tretim bodé krivku E neprotind; v tomto pripadé definujeme
P1 + P2 - O



Nyni at P, = P,. Secteni bodt provedeme stejné jako v situaci P; # P», pouze
misto primky prochazejici body P, P, vezmeme tecnu ke kiivce E v bodé P;.
Pokud plati P{ = P», pak je tecna svisla; podobné jako v pfedchozim piipadé pak
definujeme P, + P, = O.

Nakonec definujeme P + O = O + P = P pro libovolny bod P na E. S¢itani
bodt v jednotlivych situacich je geometricky znazornéné v obrazcich a[l.4

1.4.2 Algebraicky pohled

Zajimé nés, jak lze vyjadiit soucet bodu P, = (z1,y1) a Py = (x9,ys) v pii-
padé, kdy primka prochézejici body P, P, resp. tecna v bodé P; neni svisla
(ostatni pripady jsou na zakladé predchoziho rozboru trivialni).

Nejprve at P, # Py, P # P, (tj. x1 # x2). Smérnice primky prochazejici body
Pl a P2 je

Y2 — U1
m = ,
To — X1

rovnice primky pak je
y—y1=m(x — z1).
Nyni spocitame prisecik primky s kfivkou £ dosazenim y = m(z — 1) + y; do
rovnice krivky:
(m(z —x1) +91)? = 2° + Az + B,
0=2a—m2a®+--..
Zname Teseni x1 a x5, nebot body P, a P, jsou pruseciky, zbyvajici feseni pak je
r3 = m? — x1 — 1y (pouZivame stejny trik jako v ditkazu lemmatu ; 7z rovnice
primky snadno dopoéitame, ze y3 = m(xs — z1) + y1. Soucet P; + P5 je potom
roven P = (x4, 44), kde

Th =13 =m>— 1) — Ty,

ys = —ys = m(x1 — x3) — Y.
Nyni at P, = Py, P{ # P, (tj. y1 # 0). Vychazime z rovnice kiivky E, smérnici
teény v bodé P; ziskame pomoci implicitnﬁ derivace:
y* =2°+ Az + B,
2y’ = 322 + A,
y = (32" + A)/(2y);
smérnice tecny v bodé P; proto je
373+ A
m=———-—-:
2y1
Zbytek postupu je prakticky totozny s predchozi situaci. Soucet bodi P, a P
tedy je Py = (3, y3), kde
Ty =a3 =m* — 2 — 29 = m* — 21y,

ys = m(x1 — x3) — Y1

3 Neformélné fedeno derivujeme podle proménné z, pficemz y chipeme jako funkei z; for-
malni vypodet derivace provedeme v sekci



(a) P| # P (b) P = P;.

Obrazek 1.3: S¢itani bodt v situaci P, # Ps.

Obréazek 1.4: S¢itani bodu v situaci P, = Ps.



1.4.3 Formulace grupového zakona

Definice 3 (Grupovy zakon). At E je elipticka krivka nad télesem K dand rovnici
y* = 23+ Az + B. Déle at P, = (21, 1), P> = (22, 2) jsou body na E. Definujeme
soucet P; + P, néasledovneé.

1. Pl%PQ,P{%PQZ

P1+P2: (‘r37y3)7
$3:m2—l’1—$2,
Y3 = m(xl — CC3) — Y = —-m? + m(2x1 + 962) - Y1,

kde m = (yo — v1)/(x2 — 7).
2. Pl%PQ,Pll:PQZ

P+ P=0.
3. P1:P2,PII7AP21

P+ Py = (13, y3),
x3 =m? — 21,
ys = m(r1 — x3) —y1 = —m® + m(3x1) — v,
kde m = (327 + A)/(2y1).

4. P1:P2,P1/:P21

P +P=0.

Nakonec definujeme P + O = O + P = P pro libovolny bod P na E (specidlné
O+0=0,).

Véta 2. At E je eliptickd krivka nad télesem K dand rovnici y* = 23 + Ax + B,
at L je téleso splnujici K C L. Pak mnoZina E(L) spolu s operaci + definovanou
jako vyse tvori komutativni grupu.

Diikaz. Uzavienost mnoziny E(L) vzhledem k operaci + plyne piimo z rozboru
v sekei [1.4.] Totéz plati pro komutativitu (pfimka prochézejici dvéma body je
totoznd bez ohledu na poradi bodu). Jako neutralni prvek vezmeme O. Jako
opacny prvek k prvku P # O vezmeme P’, jako opacny prvek k O vezmeme O.
Zbyva asociativita; tato vlastnost zdaleka neni zfejmd, dokdzeme ji v kapitole [2]

O

Poznamka. Ptimo z definice 3| plyne, Ze opacné prvky jsou urcené jednoznacné;
opacny bod k bodu P budeme znacit —P. Mame tedy

_(350,3/0) = (3507 —Z/o)>
-0 =0.

Jednoznacnost neutralniho prvku zrejma neni, tu dokazeme v ramci dikazu aso-
ciativity (viz lemma [g)).



2. Dukaz asociativity

Dokazujeme, ze
(P14 P) + Py =P + (P, + Py) (2.1)

pro libovolné body Py, Py, P; € FE(L). Budeme vychazet piimo z definice . Pro
ovéfeni potfebujeme provést celkem ¢étytikrat operaci +. Ditkaz provedeme
rozborem pripadi — pro kazdé secteni dvou bodi musime rozlisit nasledujici si-
tuace (pro ilustraci uvazujme soucet Py + Ps).

1. Je-li jeden z bodi roven O, pak je soucet roven druhému bodu.
2. Jinak, plati-li P, = —P,, pak je soucet roven O.

3. Jinak, plati-li P; = P,, pak se pouzije formulka (b)) z definice 3]
4. Jinak se pouzije formulka () z definice [3|

V sekci dokézeme tti konkrétni pripady za pomoci programu vytvoreného
v potitacové aplikaci Mathematicd'} Vychdzime z ¢lanku [5], kde je dokdzan jeden
z téchto tif pripadu. Zdrojovy kéd a vystupy z programu se nachdzi v priloze [A}
samotny program, jejz lze spustit v Mathematice, se nachazi v priloze elektronické
verze prace. Mathematicu pouzijeme pro praci s vyrazy a polynomy; vypocty jsou
prilis slozité na to, abychom je provedli ruc¢né.

Ve zbytku dikazu se obejdeme bez pocitace. Nejprve dokdzeme sérii tech-
nickych tvrzeni (sekce , ty nasledné pouzijeme k dikazu zbyvajicich ptipada
(sekce [2.3). Budeme cerpat z ¢ldnku [6], kde je uveden prakticky cely postup;
vétsinu dikazt ovsem doplnime o detaily, pripadné nékteré kroky zformulujeme
jinak (zejména dikazy lemmat|[6] [0} [12] doplnime o vypocty s formulkami (a]) a (b)),
v dikazu lemmatu |8 ukdZeme jinym zptsobem fakt, ze y, = 0).

V celé kapitole budeme predpokladat, ze P;, P, P3 jsou libovolné zvolené
prvky E(L). Pro jednoduchost budeme dodrzovat nasledujici znaceni: pokud bod
P, neni roven O, pak P; = (z;, y;)-

2.1 Tri pripady s pomoci pocitace

Kazdy pripad zformulujeme jako samostatné lemma s vlastnimi predpoklady:.
Ve vsech trech pripadech budeme navic predpokladat, ze plati:

® P17P27P37é0;
e PL#E Py, P # P, P+ P # —P3, P # — (P2 + P3).

Lemma 3. Predpoklidejme, Ze Py, Py, Py jsou po dvou ruzné, P, + Py # P,
Py # Py + P3. Pak plati (P, + Py) + Py = P, + (P, + P3).

Diikaz. Privypocétu (Pi+Py)+Ps, Pi+(Ps+ Ps) se pro vSechny Ctyfi soucty pouzije
formulka (p]). Oznacme Pi+ P = (24, ya), (P1+P2)+Ps = (s,t); Pa+P3 = (x5, y5),
P, + (P, + P3) = (u,v). Ukdzeme, ze s —u =t —v = 0.

1 Wolfram Mathematica, verze 11.2. https://www.wolfram.com/mathematica/.
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Nejprve spocitdme hodnoty s, ¢, u, v podle definice [3]
. (P1+P2)—|—P32
Y2 — U

2
my = ) Ty =My —T1 — T2, y4:m1(:c1—a:4)—y1,
To — 1
~ _y3_y4 _ ~2 =7 .
my = , 8 =1] — Ty — T3, = My (T4 — 8) — Yu;
T3 — X4

. P1+(P2—|—P3)i
Ys — Y2

2

ma = ) Ts =My — Tg — I3, Ys = ma(wy — T5) — 12,
T3 — X2

~ Ys— U .9 o~

My = , u=ms— T — Ts, v=ma(r; —u) — Y.
Ts — X1

Déle postupujeme s vyuzitim pocitace (v textu nize pro prehlednost neuva-
dime mezivypocty, kompletni postup je uveden v priloze . Postupnym dosazo-
vanim vyjadiime hodnoty s,t,u,v jako vyrazy v proménnych z;,v;, © = 1,2, 3;
kazdy z téchto vyrazii nasledné upravime do tvaru jednoho zlomku. Jmenovatelé
vyrazil s a t se piilis nelisi: jmenovatel s je roven p?, jmenovatel ¢ je roven p3, kde

p=--=—(1; — x2)2(x1 + x9 + x3) + (y1 — 92)2'

Podobné jmenovatel vyrazu u je ¢, jmenovatel vyrazu v je ¢, kde

g=---= (xg — xg)z(l‘l + 29 + 1‘3) - (y2 - y3)2'

Vyrazy p, ¢ muzeme chapat jako polynomy v proménnych x;,y;, ¢ = 1,2,3;
vsechny koeficienty jsou navic celo¢iselné. Jinymi slovy, p a g jsou prvky okruhu
R = Z[$1>$2,$3,y1>yzvy3]-

Nyni uvazujme vyrazy p?q*(s —u), p*>¢>(t —v); oba vyrazy jsou opét polynomy
s celociselnymi koeficienty. Spocitdme nejvetsi spolecny délitel téchto polynomi,
oznacime jej r (pocitame v Gaussové oboru R, nejvétsi spolecny délitel tedy jisté
existuje):

r=--=(r; — x2) (s — x3) (21 — x3) (21 + T2 + 23)+
+ (Ig — xz)yf + (1‘1 - $3)y§ + (352 - xl)y?%-

Potom pro néjaké k,l € R muzeme psat

s—u:quzr, t—v=——=r.

Uvédomime si, Ze plati ndsledujici identity: y? = z? + Az; + B, i = 1,2,3.

Zbyva posledni krok — za vyuziti téchto identit ovérit, ze r = 0. Formalnéji feceno
chceme ukazat, ze r = 0 ve faktorokruhu R/I, kde I je idedl

I:(yf—x?—A:z:l—B,yg—wg’—Axg—B,yg—:L’g—Axg—B).

To lze provést nahrazenim y? za x? + Ax; + B ve vyrazu r a ndslednou pfimocarou
tpravou tohoto vyrazu (viz priloha |A)). ]
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Lemma 4. Pfedpoklcidejme, 56P1:P2, PQ?AP?,, P1+P27éP3, P17£P2+P3.
Pakplatz’(P1+P2)+P3:P1+(P2+P3).

Diikaz. Pri vipoctu (P + P2) 4+ P se pouzije nejprve formulka (b)), poté for-
mulka @; pii vypoctu Py + (P, + P3) se pro oba soucty pouzije formulka @)
PouZijeme stejné znaceni jako v dikazu lemmatu [3} navic mdme 1 = 2, y1 = 4o.
Vypocet hodnot s,t,u,v pak vypada nasledovné.

. (P1+P2)—|—P31

32+ A
1 2
"= —5— Ty = mj — 21y, Yg = ml(xl - $4) - Y,
2
~ Ys — Ya ~9 ~
my = ; §=mj — x4 — T3, t=my(rs—8) — ya;
T3 — Ty
o P1+(P2—|—P3):
Ys — U1 2
Mo = ) Ts =My — X1 — T3, Ys = mz(xl - 965) -,
xr3 —T1
~ Ys — Y1 ~ 92 ~
My = , u=nm;— x — T, v =meo(r1 —u) — Y.
Ty — T1

Zbytek dikazu je analogicky k dikazu lemmatu |3| (v priloze [A| je uveden kom-
pletni postup). ]

Lemma 5. Pﬁedpoklddejme, 5€P1:P2, pQ#Pg, P1+P2:P3, P17£P2+P3.
Pakplatz/(Pl—i-Pg)—i—Pg,:P1+(P2+P3)

Diikaz. Pii vypoctu (P + P,) + P3 se pro oba souéty pouzije formulka ; pri
vypoctu Py + (P, + P3) se pro oba soucty pouzije formulka @) Pouzijeme stejné
znaceni jako v dikazu lemmatu [3} navic mame x; = xa, Y1 = Y2, T4 = X3, Ys = Ys.
Vypocet hodnot s,t,u,v pak vypada nasledovné.

. (P1+P2)+P3:

32+ A
mlzéi, x4:m%—2$1, y4:m1($1—$4)—yl7
Y1
322+ A
m1:$7 s =mj — 214, t =mi(zs—s) — yg;
2y,
. P1+(P2—|—P3):
Yas — W
My = , Ty = m; — T1 — Xy, Ys = m2<x1 - $5) - Y1,
Ty — X1
Ty — X1

V tomto pripadé zavér dostaneme primym vypocétem hodnot s —u, t —v v Mathe-
matice (jinak bychom mohli diikaz dokonéit analogicky k dikazu lemmatu. m
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2.2 Technicka tvrzeni

Budeme pouzivat nasledujici znaceni: P, — Py == P; + (—F,). Déle budeme
vyuzivat nasledujici pozorovani.

. —(—P 1) = P;

. Pl :Pg, prévékdyi —P1:—P2;

e P+ P,=0, pravé kdyz P, = —Ps;

o af P # O, pak plati: P, = — Py, pravé kdyz y; = 0;

o af P, P, # O, pak plati: P, # £PF,, pravé kdyz x, # x».
Lemma 6. —P, — P, = —(P, + P).

Diikaz. Situace P, = O, P, = O a P, = — P, jsou ziejmé. Predpokladejme tedy,
ze P, P, # O, P, # —P.

Oznaéme — Py — Py = (24,vs), —(P1+ P2) = (25,y5). Nejprve predpokladejme,
ze P # Py; pak se pii vypoctu soucta P, + P, —P; — P, pouzije formulka @
Potom plati:

—Y2 + 1 Yo — N
m=———"7"-=—

To — X1 I2—$17

$4:m2—l’1—$2,

ya =m(z1 — z4) — (—y1) = m(xy — x4) + Y13

~ Y2 — 1
m =
To — I

= —m’

x5:%2—x1—$2:m2—x1—x2:x4,
ys = —(m(21 — x5) — y1) = m(z1 — ¥4) + Y1 = Ya.

Nyniat P, = P,; v tomto pripadé se pouzije formulka @ Opét plati m = —m,
postup tedy lze provést stejné jako v predchozim pripadé. O

Lemma 7. At PP+ P,=P, — P,, P, # —P,. Pak P, = —P;.

Diikaz. 7 predpokladu P, # —P; plyne, ze P, # O. Situace P, = O je ziejma.
V situaci P, = £PF; dostaneme z prvniho predpokladu, ze P, + P, = O, potom
P, = — P, a tedy neni splnén druhy predpoklad. Dale tedy mtuzeme predpokladat,
e P, Py, £ 0O, P, # +P,.

Vyuzijeme ptredpokladu P, + P, = P, — P, porovnanim prvnich slozek dosta-

neme
2 2
Y2 — Y1 —Y2— U
| -1 —x9=|—"""| —21 — T9,
To — T Lo — X1

—2y1y2 = 2y1Y2,
4y1y2 = 0.

Charakteristika télesa je rtizna od 2, proto y; = 0 nebo y, = 0. Predpoklad
P, # —P; nam da y; # 0; pak nutné y, = 0, a tedy P, = —P5. O
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Lemma 8 (Jednoznac¢nost neutralniho prvku). At Py + P, = Py. Pak P, = O.

Dikaz. Situace P, = O, P, = — P, jsou zirejmé. Predpokladejme tedy, ze P, # O,
P, # —P,; pro spor navic predpokladejme, ze P, # O.

Oznaéme P} + P, = (x4,y4). Vyuzijeme predpoklad P, = P, + P, porov-
nanim prvnich slozek dostaneme x; = x4, nasledné porovnanim druhych slozek
dostaneme

yl — y47
y1 = m(xy — x4) — Y1,
yl — _y17

a tedy y; = 0 (v tuto chvili jesté nevime, jakéd je hodnota m ve vypoctu vyse).

Plati tedy P, = — Py, toto spole¢né s predpokladem ze znéni lemmatu vyuzijeme

v nasledujici ivaze: kdyby P, = P, pak
p2:P1:P1+P2:P1+P1:P1—P1:O.

Dale tedy muzeme predpokladat, ze P, # P,; to znamena, ze pri vypoctu P + P
se pouzije formulka @ Opét vyuzijeme predpoklad P, = P, + P:

T1 = X4,
Y2 —y1\?

I = <> — 1 — T9g. (22)
To — I

Nyni dokézeme, ze y, = 0. Vime, ze y; = 0, zadroven muzeme vyuzit vztah
ys = x5 + Axy + B. Pracujeme dale s rovnosti (2.2):

2
Y2
T, = — 1 — T2,
To — 7

(221 + 22)(22 — 21)* = y3,
(221 + m9) (29 — 1) = 75 + Axy + B,
203 — 29(323 + A) — B = 0. (2.3)

Ovéifme, 7e 322 + A # 0. Oznacme f(x) = 2° + Az + B, zderivovanim
dostaneme f'(x) = 322 + A. Mdme vztah

i+ Avy + B =y =0,

neboli z; je kofenem polynomu f(z). Pokud 322 + A = 0, pak z; je spoletny
kofen polynomu f(x) a f'(z), a tedy podle [7, véta 11.2] je x; vicendsobny kofen
f(x). To je spor s predpokladem, ze A # 0.

7, rovnosti tedy dostavame, ze

Ty = (223 — B) /(323 + A),
a nakonec pfimym vypoctem
223 — B\" 203 — B
2 3 1 1
= A B=|—— Al ——— B =
e+ an+p=(500) +a (304

(2} + Azy + B)*(2Az; — B+ 827)  y{(24z, — B 4 8x9)
(3x3 + A)3 B (3x3 + A)3

=0,
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neboli y, = 0.
Vratme se k rovnosti (2.2), nyni dostavame

Ty = —T1 — Ta.
Znéme dva kofeny polynomu x® + Az + B: z1 a 15 = —21x;. Tfet{ kofen potom
je x3 = —x1 — 19 = —x1 + 221 = 1. To znamena, ze x; je dvojnasobny koren; to
je spor s predpokladem, ze A # 0. n

Lemma 9. (P1—|—P1)—P1:P1.

Diikaz. Situace P, = O, P, = — P, jsou ziejmé. Pokud P+ P, = P, pak P, = O
z lemmatu [§] Pokud P, + P, = —P;, pak za pouzit{ lemmatu [6] mame

(Ph+P)—P=—P—P=—(P+P)=—(—P)=PF.

Miuzeme tedy predpokladat, ze P, # O, P, # — P, P, + P, # +P;.
Ozna¢éme P, + Py = (z4,vy1), (PL + P1) — P, = (x5, ys5). Pak mame:

m = (3z + A)/(2y),

xy=m? — 21,

Ya = m(r1 — 4) — Y1;
—y1—ys _ —y1 — (m(x1 —24) — 1)

ﬁl: = :—m’
T1 — Ty T1 — Ty

2

rs=m? — 14— =m? — (m?* —22) — 2, = 1.

Zjistili jsme, ze body (P; + P;) — P; a P maji stejnou prvni slozku. Nutné se
tedy rovnaji nebo je jeden opacny k druhému. Kdyby (P, + P;) — P, = — P, pak
P+ P, = O z lemmatu , coz je spor s predpokladem; proto (P + P;) — P, = Pi.

]

Lemma 10. Afpl—{—PQ:—Pl.PakPQZ—Pl—Pl.

Dikaz. Situace P, = O, P, = O, P, = —P, jsou zrejmé. Pokud P; = Ps, pak
—Pl—Pl:—pl—PQZ—(P1+P2):—(—P1):P1:P2.

Pokud P, = —P;, pak z predpokladu mame P, + P, = P;, a tedy z lemmatu
dostavame P, = (. Muzeme tedy predpokladat, ze P, P, # O, P, # +P;,
P1 7é —Pl.

Provedeme nékolik tprav; nékteré z nich jsou na pohled netrivialni, vSechny
Ize oviem ovéfit pfimym vypoctem za pouziti identit y? = 23 + Az; + B, i = 1, 2.
Vyjdeme z predpokladu —P; = P, + P,, porovnanim prvnich slozek dostaneme

2

Y2 — W1

Ty =\|\— | —T1— X2,
Ty — 1

212 = yf + Axy + B — Qx:f + 333%1'2,

15



umocnénim na druhou pak dostaneme

(2y192)* — (v + Ay + B — 22° + 32%25)* = 0,
(Syfxl + 4yf:v2 — (33:% + A)2)(£L’2 — x1)2 =0

322 + A\’
<2$1+[E2—<x1+ ))(IL‘Q_ZEI)Q:O.
AT

Vime, ze x1 # x5, a proto

322 + A\’
2$1+$2—<x1+ > =0,
21
322 + A\’
Ty = :Ul_'_ —21’1.
2y

Tim jsme zjistili, Ze body P, a P, + P; maji stejnou prvni slozku. Plati tedy
P2:P1+P1 HebOPQZ—(P1+P1):—P1—P1.

Pokud P, = — P, — P, pak jsme hotovi. Pokud P, = P+ P, pak z predpokladu
ze znéni lemmatu dostdvame, ze P, + (P, + P;) = —P;; déle z lemmatu @ vime,
ze P, + (=P, — P;) = —P;; dohromady potom méme

P1+(P1+p1):P1+(—P1—P1>:P1—(P1—|—P1>

Nakonec vyuzijeme lemma [7| (predpoklad P, # —P; je splnén); dostavame, ze
P1+P1:—(P1+P1),atedyP2:P1+P1:—(P1—i—P1):—Pl—Pl. D

Lemma 11. At P, + P, = P, + P;. Pak P, = P;.

Diikaz. Situace P, = O je ztejma. Pokud P, = O, pak P, = P, + P3, a tedy
P; = O. Situace P; = O je obdobna. Pokud P, = — P, pak Pi+ P, = Pi+P; = O,
atedy P, = — P, P; = —P;. Situace P, = — P5 je obdobna. Pokud P+ P, = — Py,
pak Py = —P, — Py, Py = — P, — P; z lemmatu[I0} Navic pokud P, + P, = Py, pak
P, = O. Mizeme tedy predpokladat, ze Py, Py, P3 # O; P, # —P,, P| # —P%3;
P+ P, # £P).

Oznaéme P, + Py, = P, + P; = (x4,y4). Hodnoty x4, ys pak lze vyjadrit
nasledovné:

x4:m2—x1—x2:ﬁ12—x1—x3,

ys = m(xy — xy) —y1 = m(T1 — T4) — Y1; (2.5

hodnoty m, m zatim nezname. Predpokladame P; + P, # + Py, neboli x4 # x1.
Z ([2.5)) proto dostavame, ze m = m; z potom dostavame, ze xo = x3. Nutné
tedy P, = P3 nebo P, = —P;.

Rozlisime dva pripady — podle toho, zda P, = —P,. Nejprve at P, = —P;.
Potom jisté P # P, P3 (toto plyne pfimo z predpokladu vyse); hodnoty m, m
tedy odpovidaji formulce @ Proto dostavame

m:y2—y1 ~ _ YY1 Ys— Y1,

) m )
To — 1 xr3 — T To — 1
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ze vztahu m = m potom plyne, ze ys = y3. Nyni at P, # —P;. Predpokladejme,
ze Py = —P5 (jinak P, = P3 a jsme hotovi); pak P + P, = P+ Ps = P, — P,.
Pouzijeme lemma [7} dostdvame, ze P, = —P,, a tedy P3 = —P, = P. O

Lemma 12. (P, + P,) — P, = Py.

Diikaz. Situace P, = O, P, = O, P, = —P; jsou zrejmé. V situaci P, = P, mame
zéver piimo z lemmatu [9) Pokud P, + P, = —P,, pak z lemmatu dostavame,
ze Pl = —PQ —PQ; pOtOHl (Pl —|—P2) —P2 = —P2 —P2 = Pl. Pfedpoklédejme tedy,
ze P, Py, # O, P # +P,, P, + P, # —Ps; navic jistée P, + P, # P;.

Oznaéme P, + Py = (x4,y4), (P + P2) — Py = (x5,ys5). Dikaz dokon¢ime
nasledujicim vypocétem:

Y2 — U1
m = ,
Lo — 1

x4:m2—x1—x2,

Ya = m(x1 - 334) — Y1,

_ Y% — (m(zy — x4) — 1) S - g’;’iii (21 — z4)
To — T4 Tog — T4 To — Iy

- —Y2 — Y4
m = =

(y1 — y2) (w2 — 1) — (y2 — Y1) (z1 — 24) (=)@ —2) 1 —y2

(22 — 24) (22 — 1) (22 — 21) (w2 — T4) T2 — 13

= —m’

T5=m? — 14— Ty =m? — (M — 1 — 23) — T9 = 11,

ys = m(xs — x5) — ya = —m(xg — 1) — (m(x1 — 24) — 1) = Y1.
O
Dusledek 13. At P, + P, = P3. Pak P, = P; — P.
Diikaz. Vyuzijeme predpoklad a lemma [I2] dostaneme
P+ Py=P=(P— D)+ P
zaveér potom plyne z lemmatu |11} n

2.3 Dokonceni dikazu
Véta 14. (P, + B) + P =P, + (P, + Ps).
Dikaz. Situace P, = O, P, = O, P; = O jsou zirejmé. Pokud P, = —P,, potom

(P + P) + Ps=0+ P3 = Ps,
P1+(P2+p3):P1+(—P1+P3):P3
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Pokud (P, + P») = — P, pak

(PL+P)+P=0,
P+ (P+P)=P+(P—(PA+P)=P—-P=0.

Situace P, = —P3 a P, = —(P, + P;) jsou obdobné. Déle tedy muzeme ptedpo-
klédat, ze Pl,PQ,Pg 7é O, P1 7é —Pg, P2 75 —Pg, P1+P2 7é —Pg, P1 7é —(P2+P3).

Nyni ukazeme, ze véta plati v pripadé, kdy se nékteré z boda Py, Py, P3 rovnaji.
Situace P, = P; je zfejma; dale predpokladejme, ze P; # P3. Nyni at P, = Py;
v tomto pripadé dokazujeme, ze

(PL+P)+Ps=P + (P + D). (2.6)

Rozlisime dva piipady — pokud P, + P, # P, pak zdvér plyne z lemmatu [4}
pokud P, + P, = Pj, pak zavér plyne z lemmatu [5| (pfedpoklady ze znéni lem-
mat je snadné ovérfit). Situace P, = P; je obdobna. Déle tedy muzeme navic
predpokladat, ze body P;, P,, P3 jsou po dvou rizné.

Nyni predpokladejme, ze P, + P, = P3; v tomto pripadé dokazujeme, ze

V nésledujici ivaze pouzijeme jiz dokdzany vztah (2.6) a lemma :

(PP+P)+(P+PR)—P=P+P)+(PL+P)—P)=
=P+ P)+P=(((P+DP)+PR)+P) - P,

dokazovany vztah (2.7) pak plyne z lemmatu[L1] Situace P, = P,+ P; je obdobna.
Nakonec zbyva situace, kdy P, + P, # P3 a P # P, + Ps; tato situace plyne
z lemmatu B O
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3. Frobeniuv endomorfismus a
Hasseho véta

V celé kapitole budeme uvazovat eliptickou krivku E definovanou nad konec-
nym télesem [F,. Grupa E(F,) je potom konecnd; dulezitou vlastnosti je fad této
grupy, znac¢ime #E(F,). Hasseho véta poskytuje odhad na #E(F,), k dikazu
této véty budeme smérovat ve zbytku prace. Vychazime z [1, sekce 2.9, 4.1, 4.2].
Vysledky predstavené v sekci davaji smysl pro eliptické kiivky definované nad
libovolnym télesem, my vsak budeme pro prehlednost pracovat pouze s konec¢nymi
télesy.

3.1 Konecna télesa

V této sekci uvedeme nékteré pojmy a vysledky z teorie konecnych téles. Jed-
notlivé vysledky piimo potfebné v dalsim textu uvedeme i s ditkazy, vynechdme
ovsem detaily; jde o latku pokrytou na prednéskach Konecnd télesa na MFF UK,
kromé toho lze vyuzit napt. prehled [I, Appendix CJ.

At p je prvocislo a ¢ = p" pro néjaké kladné celé ¢islo n. Pak existuje (az na
izomorfismus) jediné konecné téleso o ¢ prvcich, budeme jej znacit F,; charakte-
ristika tohoto télesa je p. Dédle uvazujme algebraicky uzaver F, télesa F, (i toto
téleso ma charakteristiku p).

Tvrzeni 15. Téleso F, je nekonecné.

Diikaz. At F, je konecné. Pak méme EL: {ai,...,ay} pro néjaké m, polynom
(x —ay) -+ (x — ap) + 1 potom nemd v F, koten. To je spor. O

Definujeme zobrazeni
pg: Fg = Fy,
a— al,
nazyvame je Frobeniuv endomorfismus.
Pozndmka. Zobrazeni ¢, je skutetné endomorfismus. Vlastnost (a - b)? = a? - b?
je zfejma; vlastnost (a +b)? = a?+ b? plyne indukef z rovnosti (a + b)P = a? + b?,
tu lze ovérit pouzitim binomické véty a faktu, Ze p | (f) prot=1,...,p— 1.
At a je prvek F,. Pokud a € F,, pak ¢,(a) = a? = a. Toto tvrzeni plati
i naopak, neboli plati nasledujici.
Tvrzeni 16. F, = {a € F, | a? = a}.

Diikaz. Zvolme a € F,. Proa # 0 madme a4 ' =1v F;, a tedy a? = a (symbolem
[, rozumime multiplikjtivni grupu télesa F); pro a = 0 zfejmé a? = a. Tim jsme
ukdzali, ze F, C {a € F, | a? = a}.

Nyni uvazujme polynom f(x) := x?—x. Tento polynom nemd vicendsobné ko-

feny, nebot f'(z) = —1, a tedy méd v F, pravé ¢ ruznych korenti. Tim jsme zjistili,
ze mnozina {a € F, | a? = a} ma ¢ prvki, a proto nutné F, = {a € F, | a? = a}.
[
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3.2 Endomorfismy eliptické krivky

Definice 4. Zobrazeni a : E(F,) — E(F,) nazveme endomorfismus eliptické
krivky E, pokud je to homomorfismus dany raciondlnimi funkcemi.

Poznamka. Homomorfismem rozumime zobrazeni a takové, Ze pro libovolné body
Py, P, na E plati a(P, + P») = a(Py) + a(P,). Zobrazeni « je ddno racionalnimi
funkcemi, pokud pro libovolny bod (z,y) na E plati

a(z,y) = (Ri(z,y), Ra(z,y)), (3.1)

kde Ry(z,y), Ra(z,y) jsou raciondlni funkce (neboli podily dvou polynomi v pro-
ménnych x,y). Pokud nékterd z funkci R;, R neni v bodé (xg, o) definovana,
pak piseme a(xg,y0) = O (k této situaci se vratime nize). Pro kazdy endomorfis-
mus « jisté plati a(O) = O; jako trividlni endomorfismus oznac¢ujeme zobrazeni «
takové, ze a(P) = O pro kazdy bod P.

Nyni ukdzeme, jakym zptisobem lze racionalni funkce z definice endomorfismu
prevést do jistého ,standardniho® tvaru. Uvazujme néjakou racionalni funkci
R(z,y); tato funkce je definovana néjakym predpisem v proménnych z,y. Vyuzi-
jeme vztah y? = 2° + Az + B, ten ndm umoZni nahradit v pfedpisu pro R(x,y)
vyraz y? virazem 12 + Az + B; kazdy vyskyt y v sudé mocniné tedy nahradime
néjakym polynomem f(z), kazdy vyskyt y v liché mocniné nahradime vyrazem
tvaru y - g(z) pro néjaky polynom g(x). Dostavame, ze

~ pi(@) +y-pe(x)

Rlw,y) = p3(z) +y - pa()

pro néjaké polynomy p;(z),...,ps(x). Tento zlomek muzeme rozsitit vyrazem
p3(z) — y - pa(z), dostaneme

(p1(@) +y - p2(2))(ps(x) —y-pa(x))  qu(w) +y- gz

R(z,y) = pa(2)2 — 42 - pa(2)? N q3()

(3.2)

pro néjaké polynomy ¢ (x),. .., qs(x).
Uvazujme endomorfismus « dany predpisem (3.1). Vyuzijeme fakt, ze a je
homomorfismus, dostaneme

O./(ZL‘, _y) = Oé(—([L‘, y)) = —oz(a:,y),
(Bi(z, —y), Ro(z, —y)) = (Ri(z,y), —Ra(z,y)).

Vyjadiime funkce Ry, Ry ve tvaru (3.2)). Pro R; dostaneme

R1<$C,—y) = Rl(x>y>>
(r) =y @)  ql@)+y- @)

g3(z) g3(7)

neboli ¢x(x) je nutn{] nulovy polynom. Obdobné pro funkci Ry, v tomto pripadé
dostaneme, Ze ¢i(x) je nulovy polynom. Zjistili jsme tedy, ze Ry(z,y) = r1(z),
Ry(z,y) =y - ro(x) pro néjaké raciondlni funkce rq, ro.

! Pro libovolné z € F, existuje bod (z,y) € E(F,), pfitom jen pro koneéné mnoho takovych
bodl mize byt y = 0; zdroveti jen pro koneéné mnoho rtznych z mize byt ¢3(z) = 0. Proto
g2(z) = 0 pro nekone¢né mnoho hodnot z, a tedy je to nulovy polynom.
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Déle tedy budeme endomorfismus chapat jako zobrazeni o dané predpisem

a(z,y) = (r(z),y - ra(2)), (3.3)

kde rq, 79 jsou néjaké racionalni funkce. Mizeme psat

r(z) =pa)/qz),  ra(z) = s(@)/i(z),

kde p(z) a q(z), resp. s(z) a t(x) jsou polynomy bez spolecného faktoru. Pokud
pro néjaky bod (zg,yo) plati q(z¢) = 0, pak definujeme «(zg,yo) = O; rikdme,
ze funkce r; neni v bodé (z, yo) definovand. Néasledujici lemma nam 1ik4, ze je-li
funkce r; v néjakém bodé definovana, pak je v tomto bodé definovand i funkce r5.

Lemma 17 ([1], cviceni 2.19). At «, ri(z) = p(x)/q(z), ro(z) = s(z)/t(x) jsou
definovdany jako vyse. Pokud t(xo) = 0, pak také q(zo) = 0.

Diikaz. Zvolme libovolny bod (z,y) z E(F,). Potom i a(x,y) lezi v E(F,), neboli

plati
(y t(x)) <q<w>> +A<q<x>>+3’

(z3 4+ Az + B)s(z)?  p(z)* + A-p(zx)q(z)*+ B - q(m)?’.

t(z)? N q(x)?

Oznacme u(z) = p(z)® + A - p(x)q(x)* + B - q(x)?, potom

(2% + Az + B)s(x)?q(2)® = u(x)t(x)?.

Predpokldadame, ze t(xg) = 0; proto xy je aspon dvojndsobny kofen polynomu
u(x)t(z)?, a tedy také polynomu (2 + Az + B)s(x)?q(z)?. Polynom z*® + Az + B
nemé vicendsobny kofen a polynomy s(x),t(x) nemaji spolecny koren; to dohro-
mady znamend, Ze xg je kofenem polynomu ¢(z)3, a tedy i polynomu ¢(z). O

Definice 5. Definujeme stupen endomorfismu « jako maximum ze stupna poly-
nomu p(z), q(z):
deg o = max{deg p(x), degg(x)};

stupen trividlniho endomorfismu definujeme jako 0. Dale o netrividlnim endomor-
fismu fekneme, ze je separabilni, pokud r(z) neni nulova funkce.

V dalsim textu bude klicové vyuziti derivaci. Budeme pouzivat nasledujici
standardni znaceni:

d

o — f(x) = f'(z) pro derivaci funkce jedné proménné,
d
x

e —f(x,y, ...) pro parcidlni derivaci funkce vice proménnych.

ox
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Navic budeme potiebovat formélni derivaci d/dz pro funkce vice proménnych.
Nize struc¢né shrneme, jakym zptisobem je tato derivace definovana. Vychazime
z textu [8, sekce 4.1].

Funkénim télesem eliptické kiivky dané rovnici y? = 2° + Az + B rozumime
podilové téleso oboru F [z, y]/(y?—a23— Az — B); oznacme jej K. Formdlni derivace
podle z je F,-linedrni zobrazeni

d/de: K — K
splitujici
e (d/dz)(u-v) = u- (d/dz)(v) + (d/dz)(u) - v pro kazdé u,v € K
e (d/dz)(z) = 1.

Teorie v [§] fikd, ze zobrazeni d/dzx je urceno jednoznacné, dale toto zobrazeni
splnuje nésledujici vlastnosti (jde o standardni vlastnosti derivace):

e (d/dx)(k) =0 pro kazdé k € F,,
o (d/dx)(y") = ny™(d/dx)(y) pro kazdé y € K, n >0,

o (d/dx)(y/z) = (d/dz)(y)-z—y-(d/dx)(2))/(z*) prokaZdéy, z € K,z # 0.

Pro jednoduchost budeme pouzivat znaceni df/dx = (d/dx)(f) pro f € K.
Z vlastnosti vyse plyne tzv. retizkové pravidlo:
df dfdy

== K
dr dydx pro f € K,

df _ of dy | 0f .

a = K.
dz 8y1 dx ayZ dx pro f f(yl’ y2)7 [y, y2 €

Pozndmka. Uvazujme rovnici y?> = 23 + Az + B. Aplikujeme Fetizkové pravidlo
pro f(z,y) = y* — 23 — Az — B:
Af _0fde 0fdy _0f 0fdy _

= 2=l T = 322 — A2y
dr Oxdr Oydx Ox * Oy dx . ey

Vime, ze f =0 v K, dostavame tedy
2uy’ = 3x? + A.

Nyni dokazeme nékolik vysledkii potrebnych pro dikaz Hasseho véty v sek-
ci[3.4f Budeme pouzivat znaceni Ker @ pro jadro homomorfismu «.

Tvrzeni 18. At « je netrividlni endomorfismus eliptické krivky E. Pokud je o se-

parabilni, pak
deg a = #Kera.

Diikaz. Af je av ddno raciondlnimi funkcemi 1 (x) = p(z)/q(x), ro(x) = s(x) /t(x)
jako vyse. Definujme polynom f(z) == (p'q — pq')(x). Zobrazeni « je separabilni,
proto ri(z) = f(x)/q(x)* neni nulova funkce; z toho plyne, Ze f(x) neni nulovy
polynom. At S je mnoZina viech prvki z z F, takovych, ze f(xz) = 0 nebo
q(z) = 0; podminka ¢(x) = 0 ndm zajisti, ze pro x € S jsou hodnoty r(z), ro(z)

definované. Déle zvolme prvek (a,b) z E(IF,) takovy, ze
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a,b # 0,

1.

2. deg(p(z) —a- q(x)) = max{deg p(z), degq(z)},
3. a & r(9),

4. (a,b) € a(E(F,)).

Musime ovérit, ze takovy prvek (a,b) existuje. Nejprve ukézeme, Ze mnoZina
r1(F,) je nekonecnd. Kdyby tomu tak nebylo, pak by diky nekonecnosti F, exis-
tovala konstanta ¢ takova, ze r(z) = p(x)/q(xz) = ¢ pro nekoneéné mnoho ruz-
nych z. To by ovSem znamenalo, Ze polynomy p(z) a ¢(x) se lisi pouze o kon-
stantu ¢, a tedy maji spoleény faktor (r; jisté neni konstantni); to je spor s predpo-
kladem. Déle pro kazdé x existuje y takové, ze (z,y) lezi na E. To dohromady zna-
mend, Ze mnozina a(FE(F,)) je nekoneéna. Na druhou stranu, polynomy f(z), ¢(z)
nejsou nulové, a tedy mnozina S je konecnd; proto je konecna i mnozina r(.5).
Zbyva si uvédomit, ze predpoklady [I[2] nejsou splnény pouze pro konecné mnoho
bodt (a,b); bod (a,b) spliujici vSechny predpoklady tedy jisté lze najit.

Dokazeme, ze (a,b) ma pravé dega vzoru pri zobrazeni a. At xy splnuje
r1(x9) = a; hleddme y, takové, ze a(xg,yo) = (a,b). Kdyby re(z9) = 0, pak
by bod (a,0) lezel na E, coz nelze (vime, ze na FE jiz lezi bod (a,b) pro b # 0).
Chceme, aby 79(z)yo = b; z toho mame yo = b/ro(xg). Zjistili jsme, Ze hodnota zg
jednoznacné urcuje hodnotu yg, déle tedy misto vzoru bodu (a, b) pii zobrazeni «
muzeme pocitat vzory prvku a pri zobrazeni r;. VSimneme si, ze tyto vzory jsou
pravé kofeny polynomu p(z) —a-¢(z) z predpokladu 2] Tento polynom mé4 stuper
roven deg «, a tedy ma deg v kotent. Zbyva ukazat, ze tyto kofeny jsou po dvou
rizné, neboli Ze polynom p(x) — a - ¢(x) nemé vicendsobny kofen.

Kdyby x; byl vicenasobny koten, pak plati

p(r1) = a-q(x1),
P(r1) =a-q'(x1).

Ptrehozenim levé a pravé strany jedné z rovnic a naslednym vynasobenim obou
rovnic dostaneme

a-p(r1)q (v1) = a-p'(v1)q(z1).
Predpokldadame, ze a # 0, proto z; je korenem polynomu f(x) = (p'q — p¢')(x).
To ovSem znamend, ze 7 je prvkem S, a tedy r1(x1) = a je prvkem 71(S); to je
spor s predpokladem [3]
Dokazali jsme, Ze existuje pravé deg o vzort bodu (a, b) prfi zobrazeni «. Toto
nutné znamend, ze existuje pravé deg « vzoru bodu O (toto plyne piimo z faktu,
ze a je homomorfismus); plati tedy #Ker a = deg a. O]

Lemma 19. At (u,v) je pevné zvoleny bod na eliptické krivce E. Predpoklddejme,
Ze pro kazdy bod (z,y) # £(u,v) na E plati

(z,9) + (u,v) = (f(z,9), 9(z,9)),

kde f,qg jsou raciondlni funkce. Pak

y - Gf.le(rfﬂ,y) = g(x,y).
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Diikaz. 7 formulky pro soucet bodi na eliptické kiivce dostaneme

fay = (ALY —a -

u—=

) == (270 4 (S o) -y

u—2 u—2

Spocitame derivaci pomoci fetizkového pravidla:

d _Of [ ofdy  (—2(y—v)? 20y —v)
@f(x’y)_a? (9ydx_< (x —u)? _1>+(x—u)2 v

Vime, Ze plati identity v? = u® + Au+ B, y* = 2%+ Ax + B; navic mame identitu
2yy’ = 3x% + A. Pifmocarym vypoctem za pouziti uvedenych identit lze ovefit, Ze
plati nasledujici (nejprve pouzijeme tieti identitu, poté prvni a druhou identitu):

(# —u)” (y : Oicf(ac,y) — g(a, y)> -

= —=2y(y —v)* + 2y (y —v)(x —u) + (y —v)* = (y — v)(x — u)*(2x + u) =
= (y—v) (B2 + Az —u) — (z — w2z +u) + (y —0)* = 2Y(y —v)) =
= (y —v)(2® —u® + Ax — Au — > + %) =

=(y—v)(=B+B) =0,

d
atedy y - — f(x,y) = g(z,y) = 0. O

Lemma 20. Af oy, as, ag jsou netrivialni endomorfismy takové, Ze aq + ag = ag.
Pro i =1,2,3 muzZeme endomorfismus «; zapsat ve tvaru (3.3)):

a;(z,y) = (Ri(z),y - Si(2)),

kde R;,S; jsou nméjaké raciondlni funkce. Predpoklddejme, Ze existuji konstanty
c1, ¢ takové, Ze

Ri@) _ Byla)
Si(z) ’ Sa(z) '
Potom )
By =1+ Co.
Ss(z)

Diikaz. Pouzijeme nésledujici znaceni. At (x1,11) = aq(z,9), (x2,y2) = ao(z,y);
déle at (z3,y3) = as(z,y) = au(x,y) + aa(x,y) = (z1,91) + (22, y2). Potom x5, ys
muzeme chapat jako racionalni funkce v proménnych x1, zo, y1, y2; ty pak mizeme
chapat jako racionélni funkce v proménnych x,y.

Miuzeme prepsat predpoklad ze znéni lemmatu, pro j = 1,2 dostaneme

Rj(z) = ¢; - Sj(x),
oy _ o .4,
dx Y
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Déle pouzijeme lemma [19] pro (z,y) = (z1,y1), (u,v) == (22,y2), dostaneme

il‘?,(xl 3/1) = Y3
dxl b y17

0xs n Oxs dy; _ Ys.
014 Oy, day yl7

podobné pro (z,y) = (za,¥2), (u,v) = (x1, 1) dostaneme

03 n Oxs dys _ U3
0z Oyz dxy Y2
Nyni mizeme provést nasledujici vypocet (pouzijeme fetizkové pravidlo a vztahy
odvozené vyse):
drs  Ovzdry Oz % Orzdry Oxs % B
de 9z dx Oy, de Oxg dx  Oyp dx N
. 8ZE3 dl’l al’g dyl de’l 81’3 d[[‘g aZL‘g dyg dZL‘Q .
© Oxp dx Oy, doy doz Oz du Oyo dzy dx n

. 8563 81’3 dyl d&?l 1 8.1’3 aLUg dyQ dl’g .
-\ 0z Oy dxy ) dx Ors  Oypdzy ) dz

= %&'Cl—i—%% cCy = %(Cl—FCg).
mny Y2 Y Yy
Nakonec se vratime ke znacéeni ze znéni lemmatu:

drs  ys
E = g(Cl —+ CQ),

Ry(w) = S3(x)(c1 + c2)-

3.3 Frobeniuv endomorfismus

V sekci jsme definovali Frobenitv endomorfismus ¢, : F, — F, predpi-
sem p(a) = a?. Analogicky muzeme definovat Frobeniiv endomorfismus eliptické
krivky E-

¢q - E(Fy) = E(F,),
(@,y) = (2%, y7).
Pozndmka. Frobeniiv endomorfismus ¢, je skutecné endomorfismus. Vyuzijeme

fakt, Ze ¢, je homomorfismus, ktery funguje jako identita na [F ; pfipomenme, zZe
uvazujeme eliptickou kfivku definovanou nad F,.

Ovétme, ze ¢,(z,y) lezi v E(IF,). Vyjdeme z rovnice eliptické kiivky E, zavér
dostaneme umocnénim na ¢:
3+ Az + B,
(1) + A% + BY,
(z9)% + Az’ + B.

y2
(y?)?
(y7)?
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Pifmo z definice vidime, Ze ¢, je urceno raciondlnimi funkcemi. Zbyva ovéfit,

ze ¢, je homomorfismus. Zvolme néjaké body (z1,v1), (x2,y2) z E(F,), oznac¢me
(z3,y3) = (21,91) + (22, y2). Ovéiujeme, ze

(23, v5) = («f, y]) + (25, 93).

Predpoklddejme, ze (x1,11) # +(22,y2). Vyjdeme z definice s¢itani bodu na F,
zévér dostaneme umocnénim na g:

ry=m? =z — @9, Yz =m(r1 —x3) —y1, kdem = yg—y17
To — Iq
2 Y2 —yi
o=t — 0l —a, 9 = in(ad —af) — gl kdem — LU
Ty — I
Pripad (z1,y1) = (22,y2) se ovéii analogicky. Situace, kdy (x1,11) = —(x2,y2)

nebo je jeden z bodt roven bodu v nekonecénu, jsou ziejmé.

Pro zobrazeni ¢, jsme v sekci dokézali, ze a € F, lezi v F, pravé tehdy,
kdyz ¢,(a) = a. Analogické tvrzeni opét plati pro zobrazeni ¢,.

Pozndamka. At (x,y) je prvek E(F,). Potom
(z,y) € E(F,y) < &4(z,y) = (z,y).

Stac¢i si uvedomit, ze (x,y) lezi v E(F,), prave kdyz =,y lezi v F; toto ovSem
nastava, prave kdyz z? =z, y? = y.

V dalsim textu budeme kromé Frobeniova endomorfismu potiebovat jesté en-
domorfismus nasobeni celym ¢islem. Af P je bod na eliptické kiivce E a n je
celé cislo. Pro kladné n definujeme nP jako soucet P + --- + P s n sc¢itanci, pro
zaporné n definujme nP jako soucet (—P)+---+ (—P) s —n s¢itanci, pron =0
definujeme nP = O. Definujeme zobrazeni n : F(F,) — F(F,) dané predpisem
n(P) = nP. Mnozina bodu na E tvori komutativni grupu, definice nP je tedy
korektni a zobrazeni n je endomorfismus E.

Déle budeme pracovat se zobrazenimi tvaru ac + b3 : E(F,) — E(F,), kde

a, 8 jsou endomorfismy E a a, b jsou cela ¢isla; toto zobrazeni je dané predpisem

(e +03)(P) = a(a(P)) + b(B(P)).

Neni tézké ovérit, ze zobrazeni aa + bf je opét endomorfismus F.
Nasledujici dvé tvrzeni budou klicova v sekei [3.4]

Tvrzeni 21. Endomorfismus ¢, — 1 je separabilni.

Dikaz. Vyjadiime zobrazeni ¢, a (—1) ve tvaru (3.3):
Og(@,y) = (R, (), y - S4,(2)) = (2%, y7) = (a9, y - (¢ + Az + B)V/?),
(=D(z,y) = (Ra(z),y - S(x) = (z, —y) = (z,y- (1)),

Potom mame

S :zﬁq(x) _ (xq)/ _ q_xq—1 0

U 8u,(x) T Se(@) T S ()
— R (z) . 1 .

C_q1 = 5’_1(;13) = _7]_ = —1.

26



Nakonec pouzijeme lemma 20| dostaneme

/
¢q—1(37)
————=cy, +c1=0—-1=—1.
Sppa(w)
Proto R;sq—1 neni nulova funkce, a tedy zobrazeni ¢, — 1 je separabilni. O

Tvrzeni 22. Ker(¢, — 1) = E(F,).

Diikaz. At (x,y) € E(F,). Definice jadra homomorfismu ¥ikd, ze (z,y) lez
v Ker(¢, — 1), prave kdyz (¢, — 1)(z,y) = O, neboli ¢,(z,y) = (z,y). Toto
pak nastava pravé tehdy, kdyz (x,y) lezi v E(F,). Nakonec bod O zfejmé lezi
v obou mnozinéch. O

3.4 Hasseho véta

Poslednim pojmem, ktery potfebujeme pro dikaz Hasseho véty, je Weilovo
parovani. Vyklad odpovidajici teorie je nad rdamec prace, definici Weilova paro-
vani proto jen nastinime a pottebny vysledek (tvrzeni pouzijeme jako fakt.
Vychazime z [1I, kapitola 3].

Af K je nyni obecné téleso. Bod P na eliptické kfivce £ nad K nazveme
torzni, pokud nP = O pro néjaké kladné celé cislo n; torzni body jsou tedy prave
prvky grupy E(K), jejichZ fdd je kone¢ny. At n je néjaké kladné celé &islo takové,
ze charakteristika télesa K jej nedéli. Uvazujme mnozinu

Eln] = {P € E(K) | nP = O},

tato mnozina se v anglictiné nazyva vymluvné n-torsion. Dale uvazujme mnozinu
vsech n-tych odmocnin z jedné v K:

pn ={z € K|z"=1}.
Weilovo parovani pro dané n je zobrazeni
en: Eln] x Eln] — py,

splnujici vlastnosti uvedené ve znéni véty [I, véta 3.9]; tato véta navic Fiké, ze
zobrazeni e,, existuje. Z definice Weilova parovani potom lze odvodit nasledujici
(pro nés klicovy) vysledek.

Tvrzeni 23 ([1], tvrzeni 3.16). At «, 8 jsou endomorfismy eliptické krivky E a

a,b jsou celd cisla. Pro endomorfismus ac +bp : E(K) — E(K) pak plati

deg(ac + bB) = a* deg o + b* deg B + ab(deg(a + ) — deg v — deg j3).

Nyni nam jiz nic nebrani ve zformulovani a dokazani Hasseho véty.

Véta 24 (Hasseho véta). Pro grupu E(F,) plati
g+ 1= #E(F,)| <2Vq.
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Diikaz.  Tvrzeni nam fika, ze Ker(¢p, — 1) = E(F,). Podle tvrzeni 21} je
endomorfismus ¢, — 1 separabilni, miZeme tedy pouZzit tvrzeni ; dostavame
#Ker(¢, — 1) = deg(¢, — 1). Dohromady tedy mame

#E(F,) = deg(¢g — 1).

Ozna¢me a = q+1—#E(F,) = ¢+ 1 — deg(¢, — 1). Nyni pouzijeme tvrzeni
pro endomorfismus r¢, — s, kde r, s jsou cela ¢isla, s # 0. Endomorfismus r¢, — s
chapeme jako r¢, + s(—1), navic zfejmé deg ¢, = ¢, deg(—1) = 1; dostavame

deg(rg, — s) = r*deg ¢, + s” deg(—1) + rs(deg(¢, — 1) — deg ¢, — deg(—1)) =
=1r?q+ s° +rs(deg(p, — 1) —q— 1) =r’q + s* — rsa.

Primo z definice stupné endomorfismu plyne, ze deg(r¢, — s) > 0. Proto
r2q + s* —rsa > 0,
r\? r
(o) rrz0
5 s
Jinymi slovy jsme zjistili, ze
g —ar+1>0 (3.4)
pro libovolné raciondlni ¢islo x. Nyni vyuzijeme znamy fakt, ze mnozina Q je
hustd v mnoziné R; z toho plyne, ze vztah (3.4)) je splnén pro kazdé redlné ¢islo x.
Poslednim krokem je vypocet diskriminantu kvadratického polynomu qz? —ax +1.

Tento diskriminant je diky vztahu (3.4)) mensi nebo roven 0, mame tedy

a? —4¢ <0,

lal <2V,

coz jsme méli dokazat. O]
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Z.aver

V praci jsme se vénovali studiu eliptickych krivek, tj. kiivek danych rovnici
tvaru y? = 2% + Az + B nad néjakym télesem K; pro téleso L spliujici K C L
jsme potom symbolem FE(L) oznadili mnozinu bodu na eliptické kfivce, jejichz
koeficienty lezi v L. Volba télesa, nad nimz kfivky uvazujeme, je klicova — pro
rizna télesa dostaneme riznd vyuziti eliptickych krivek. V této praci jsme se za-
jimali o eliptické kiivky nad koneénymi télesy (ty se pouzivaji mimo jiné v mnoha
kryptografickych algoritmech). V celém textu jsme se snazili o co moznda nejele-
mentarnéjsi pristup, pozornost jsme pritom vénovali zejména algebraickym, nikoli
geometrickym aspektum eliptickych krivek.

Nejprve jsme predstavili zakladni teorii eliptickych kfivek, pfi tom jsme se
nevyhnuli nékolika technickym aspektim (vliv charakteristiky télesa na tvar rov-
nice eliptické krivky, singularni kfivky jakozto kfivky s ndsobnym bodem); poté
jsme odvodili a zformulovali grupovy zdkon, tj. definici operace s¢itani na F(L).

Déle jsme dokazali znamy fakt, ze mnozina E(L) spoleéné s operaci scitani
tvori komutativni grupu; tento fakt je zasadni pro dalsi vyuziti eliptickych ktivek.
K diikazu jsme pristoupili elementarné, vychazeli jsme tedy primo z definice ope-
race sé¢itani. Ukazalo se, ze takovy pristup je technicky velmi naro¢ny; dikaz je
nutné provést rozborem pripadii, pricemz pro nékteré pripady jsou vypocty velmi
komplikované (pracuje se s polynomy se stovkami clent). Z tohoto divodu jsme
odpovidajici ¢ast dikazu provedli pomoci pocitacového programu Mathematica,
zdrojovy kod a vysledky vypocti jsme pak pro prehlednost umistili do prilohy
prace.

Nakonec jsme dokézali Hasseho vétu — dilezité tvrzeni, jez ndm dava horni
i dolnf odhad na rad grupy E(F,). K tomu jsme potiebovali nékolik vysledki
o endomorfismech eliptickych kfivek (to jsou homomorfismy na mnoziné F(TF,)
zadané raciondlnimi funkcemi), klicovy pro nas byl Frobenitv endomorfismus ¢,
dany predpisem ¢,(z,y) = (27, y?).

Poznamenejme, zZe existuji metody, jak pocet bodli na eliptické ktivce nad ko-
necnym télesem spocitat presné; témito metodami jsme se nezabyvali (jde o roz-
sahlé téma, které by ziejmé vydalo na samostatnou praci).
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A. Program v Mathematice

Lemma (3]
(* vjpoéet s, t, u, v *)
ml = (y2 - y1)/(x2 - x1);
x4 = m1™2 - x1 - x2;
y4 = mi(xl - x4) - yi;
m2 = (y3 - y4)/(x3 - x4);
s = m2°2 - x4 - x3;
t = m2(x4 - 8) - y4;
m3 = (y3 - y2)/(x3 - x2);
x5 = m3°2 - x2 - x3;
y5 = m3(x2 - x5) - y2;
mé = (y5 - y1)/(x5 - x1);
u=mi"2 - x1 - x5;
v = m4(x1l - u) - yi;
Print[s]
(-yl+y2) zx1+x271;z11leg 2
yl- (-x1+x2) +y3
(7y1+y2)2 -X1+X2
X1 + X2 - X3 - .
<_X1+X2)2 (X1+X2+X3—Lyz)2)2
(-x1+x2)2
Print[t]
(-yl+y2) 2x1+x2,L&2L>§)
(-x1+x2)
yl-
-X1+x2
- _ Lyiy2)?
1 " (-yl+y2) (2x1+x2 <7X1+X2)2) s
X1+ X2 + X3 - (yiy2)? X1ix2
(-x1+x2)2
(-yl+y2) zmm% 2
yl- (-x1+x2) +y3
2 1 2)2 -x1+x2
axl-2x24x3s 20YLEY2)T
(*X1+X2)2 (X1+X2+X3—M)2
(-x1+x2) 2
Print [u]
2
(-yl+y3) 2X1+x37£:X}iX§)jyj 2
-2yl + (-x1+x3)
2 -x1+x3
X3 (7y1+y3)
(*X1+X3)2 (—2X1—X3+ M}%)Z
(-x1+x3)
Print [v]
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1 (-yl+y3) (2x1—+x3——ijﬂiﬂﬁ3)

2
-yl+ 2 -2yl+ - . Cxiax3)
g -x1+X
,2x14—x3+<%ii§§3
2
(-y1l+y3) (2 x1+x3,%) 2
-2yl+ (=x1+4x3)
-x1+x3
Wl _x3. YLry3?
(-x1 +x3)? (_2x1<-x3+-Lj£ggl;)z
(-x1+x3)

(* s, t ve tvaru zlomku; pro pfehlednost vytiskneme pouze jmenovatele *)

jmenovatelS = Denominator[Together[s]];
Print [jmenovatelS]

(x1% - x1% x2 - x1x2% + x2° + x1% x3 - 2x1x2 X3 + x2? x3 - y1® + 2y1y2 - y2?)?

jmenovatelS = Denominator[Together[t]];
Print [jmenovatelT]

(-x21% + x1% x2 + x1 x2% - x2% - x1* X3 + 2 X1 x2 X3 - x2* x3 +y1® - 2 y1y2 + y2?)>

jmenovatelS = Denominator[Together[ul];
Print [jmenovatelU]

(x1x2% +x2% - 2 x1 x2 X3 - x2% x3 + x1 x3% - x2 x3% + x3® - y2? + 2 y2 y3 - y3?)?

jmenovatelS = Denominator[Together[v]];
Print [jmenovatelV]

(x1x2% +x2% - 2 x1 x2 X3 - x2% x3 + x1 x3* - x2 x3% + x3> - y2? + 2 y2 y3 - y3?)>

(* upravime jmenovatele do pfijatelné&jSiho tvaru *)

Print[FullSimplify[jmenovatelS]]

(- (x1-x2)2 (x1+x2+x3) + (yl-y2)?)?

Print [FullSimplify[jmenovatelT]]

(- (x1-x2)% (x1+x2+x3) + (yl-y2)?)?

Print [FullSimplify[jmenovatelU]]

(- (x2-x3)? (x1+x2+x3) + (y2-y3)?)?

Print [FullSimplify[jmenovatelV]]

((x2-x3)? (x1+x2+x3) - (y2-y3)?)?

32



(* na zadkladé& vystupl vySe definujeme p, q *)
p=-(x1 - x2)"2(x1 + x2 + x3) + (y1 - y2)72;
q = (x2 - x3)72(x1 + x2 + x3) - (y2 - y3)72;

(* vypoet nejvét3iho spole&ného d&litele p~2 q~2(s - u), p~3 q~3(t - v) *)
gcd = PolynomialGCD[p~2 q72(s - uw), p™3 q73(t - w1;
Print [gcd]

x13 x2 - x1 x23 - x13 x3 + x23 x3 + x1 x33 - x2 x33 -
X2 y1% + x3 y12 + x1 y22 - x3 y22 - x1 y32 + x2 y3?

(* upravime gcd do pfijatelné&jsiho tvaru *)

Print[Factor[x173 x2 - x1 x273 - x173 x3 + x273 x3 + x1 x373 - x2 x373]
+ Collect[-x2 y172 + x3 y172 + x1 y272 - x3 y272 - x1 y372 + x2 y372,
{y1, y2, y3}1]

(X1 -x%x2) (x1-x3) (x2-x3) (x1+x2+x3) +
(—x2+x3)y12+(x1—x3)y22+(—x1+x2)y32

(* na zakladé vystupu vySe definujeme r *)
r= (x1 - x2)(x2 - x3)(x1 - x3)(x1 + x2 + x3)
+ (x3 - x2)y172 + (x1 - x3)y272 + (x2 - x1)y372;

(* nyni ovéfime, Ze plati r = O,
pokud pfedpokladame yi~2 = xi"3 + A xi + B, 1 = 1, 2, 3 %)
rId = Expand[r/.{y1"2 -> %173 + A x1 + B, y272 -> x273 + A x2 + B,
y372 -> x373 + A x3 + B}];
Print [rId]

Lemma 4

(*x vypolet s, t, u, v *)

ml = (3x172 + A)/(2y1);
x4 = ml1™2 - 2x1;

y4 = ml (x1 - x4) - yi;
m2 = (y3 - y4)/(x3 - x4);
s =m272 - x4 - x3;

t = m2(x4 - s) - y4;

m3 = (y3 - y1)/(x3 - x1);
x5 = m372 - x1 - x3;

y5 = m3(x1 - x5) - yi;
md = (y5 - y1)/(x5 - x1);
u=m4"2 - x1 - x5;

v = m4(xl - w) - yi;

Print[s]
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(A+3x12) -
4yl
. 2y1 +yl+y3
(A-+3 x12)2
2x1-x3-
4y12 (A+3X12)2 .
2x1+x3- 5
4yl
Print [t]
A+3x12)2
(A +3x12) 3x1_(_2))
4yl
i +yl+
2yl y
A+3x12)2
(A+3X12) 3x1- %J
! 4yl
A+3 x12 2 2 yl +y1+y3
2x1+x3- :
4yl
A+3x12)2
(re3x12) [0 12227
4yl
) 2yl +yl+y3
(A+3 x12)2
-4 X1 +x3+ B
2y1? (Ar3x12)2)2
2x1+x3
4y12
Print [u]
(-yl+y3) 2x1+x3,Ly3)§] 2
-2yl+ (-x1+x3)
-X1+x3
<7y1+y3)2 +
X3 - .
(-x1+x3)2 (_2x1—x3+M>z
(-x1+x3) 2
Print [v]
2
(-yl+y3) (2 X1+ x3 - (yiy3)?
; (*X1+X3)2
-yl+ ayis
_2x1-x3 4 yiy3? 3
(7X1+X3)2
(-yl+y3) (2x1+x3,Ly3)§) 2
-2yl+ (-x1+x3)
-x1+x3
— 1 3 2
X1 -x3 + (-yl+y3) ~
(-x1+x3)2 (_2x1—X3+Ly3)2)2
(*X1+X3)2
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(* s, t ve tvaru zlomku; pro pfehlednost vytiskneme pouze jmenovatele *)

jmenovatelS = Denominator[Together[s]];
Print[jmenovatelS]

(A% +6 Ax1%+9 x1% -8 x1y1® -4 x3 y1?)?

jmenovatelS = Denominator[Together[t]];
Print[jmenovatelT]

(A% +6 Ax12+9 x1% -8 x1y1® -4 x3 y1?)3

jmenovatelS = Denominator [Together[ul];
Print[jmenovatelU]

(2x1% -3 x12x3 +x3% -y1? + 2 y1y3 - y3?)?

jmenovatelS = Denominator[Together[v]];
Print [jmenovatelV]

(-2x1% +3x12x3-x3% +y1% -2 y1y3 +y3?)3

(* upravime jmenovatele do pfijatelné&jSiho tvaru *)

Print [FullSimplify[jmenovatelS]]

((A+3x1%)%-4 (2x1+x3) y1%)?

Print [FullSimplify[jmenovatelT]]

((A+3x1%)%-4 (2x1+x3) y1?)?

‘Print[FullSimplify[jmenovatelU]]

(- (x1-x3)% (2x1+x3) + (yl-y3)?)?

Print [FullSimplify[jmenovatelV]]

(- (x1-x3)% (2x1+x3) + (yl-y3)?)?

(* na zadkladé vystupd vySe definujeme p, q *)
p= (A + 3x172)72 - 4y172(2x1 + x3);
q=-(x1 - x3)72(2x1 + x3) + (y1 - y3)72;

(* vypoet nejvéts3iho spole&ného d&litele p~2 q~2(s - u), p™3 q~3(t - v) *)
gcd = PolynomialGCD[p~2 q72(s - u), p™3 q73(t - v)1;
Print [gcd]

2 (Ax1y1+x1®y1-Ax3y1-x3>yl-y1®+yly3?)
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(* upravime gcd do pfijatelné&j§iho tvaru *)
Print [FullSimplify[2(A x1 y1 + x173 y1 - A x3 y1 - x3°3 y1 - y1°3 + y1 y372)]1]

2y1 (x1® + A (x1-x3) - x3° - y12 +y3?)

(* na zadkladé vystupu vySe definujeme r *)
r =2y1(x173 + A(x1 - x3) - x373 - y172 + y372);

(* nyni ovéfime, Ze plati r = O,
pokud pfedpokladame yi~2 = xi"3 + A xi + B, i =1, 2, 3 %)
rId = Expand[r/.{y1"2 -> %173 + A x1 + B, y272 -> x2°3 + A x2 + B,
y3°2 -> x3°3 + A x3 + B}];
Print [rId]

Lemma 5

(* vypolet s, t, u, v *)

ml = (3x172 + A)/(2y1);
x4 = ml1™2 - 2x1;

y4 = m1(xl - x4) - yi;
m2 = (3x472 + A)/(2y4);
s = m272 - 2x4;

t = m2(x4 - s) - y4;

m3 = (y4 - y1)/(x4 - x1);
x5 = m372 - x1 - x4;

y5 = m3(x1 - x5) - yi;
m4 = (y5 - y1)/(x5 - x1);
u=md"2 - x1 - x5;

m4(x1 - u) - yi;

v

(* pfimy vipoCet s — u, t — v %)

Print[Simplify[s - ull

Print [Simplify[t - v]]
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