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Uvod

V ekonomii a financich se ¢asto pracuje s ¢asovymi fadami, jedna se napiiklad
o vyvoj ménovych kurzii nebo cen akcii v case. Autoregresni modely jsou pii
jejich analyze oblibené, pozorovana data vsak casto vykazuji urcitou nelinearitu.
V takovém pripadé je nékdy mozné pouzit autoregresni modely ve vice rezimech,
tzv. prahové autoregresni modely. Tato prace slouzi k seznameni s autoregresnim
i prahovym autoregresnim modelem, zkouméni uvedenych vlastnosti a postupt
na simulovanych datech a nasledné aplikaci na datech realnych.

V prvni kapitole zavedeme zakladni pojmy potfebné pro praci s ¢asovymi fa-
dami. Definujeme zde nahodny proces, specialni piipad ndhodného procesu zvany
bily Sum a silnou a slabou stacionaritu. Dale zde zavadime autokorelac¢ni a par-
cialni autokorelacni funkci a jejich odhady. Poté se seznamime s autoregresnim
procesem, odvodime podminky stacionarity a autokorelacni a parcialni autoko-
relacni funkci autoregresnich procesi. Pojedname o mozném vyuziti grafi ACF
a PACF pii identifikaci AR procest a ukazeme dva mozné zpusoby predpovidani
budouciho chovani autoregresni casové fady. Nakonec popiseme odhad autore-
gresnich parametri metodou nejmensich ¢tverci.

Druhé kapitola se vénuje prahovym autoregresnim modeltim ¢asovych tad.
Uvedeme podminky stacionarity a na ptikladech ukazeme vyuziti grafu zavislosti
X; na X; 4 pfi identifikaci nelinearity casové fady. Odhady parametrti meto-
dou nejmensich ¢tvercti popiseme obecné i specialné pro jednoduchy T'AR proces
se dvéma rezimy. Na zavér druhé kapitoly predlozime test linearity, ktery slouzi
k rozhodnuti mezi autoregresnim a prahovym autoregresnim modelem pro ana-
lyzovanou fadu.

Kvalitu popsanych odhadt parametrii budeme zkoumat na simulovanych ca-
sovych fadach ve treti kapitole. Zarovén odhadneme silu testu linearity v zavislosti
na délce zkoumanych posloupnosti a fadu autoregrese.

Nakonec veskeré poznatky aplikujeme na realna data ve ¢tvrté kapitole, kde
budeme zkoumat vyvoj ceny akcii spolecnosti CEZ.

Vypocty, simulace a prace s redlnymi daty probéhly za pomoci programu
Wolfram Mathematica, verze 11.2, zdrojovy kéd a data jsou umistény na priloze-
ném CD.



1. Autoregresni modely casovych
rad

Uvodem se seznamime s nékterymi zdkladnimi pojmy, které budeme pozdéji
vyuzivat. Definujeme zde nahodny proces a jeho vlastnosti, dale autokorelacni
funkeci a parcidlni autokorelacni funkci. V dalsi ¢asti zavedeme autoregresni pro-
ces.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1 (Nahodny proces). Méjme pravdépodobnostni prostor (2, A, P). Na-
hodnym procesem s celociselnym casem (téZ casovou tadou) rozumime posloup-
nost nahodnych velicin {X;, t € Z} definovangch na (Q, A, P).!

Pozndamka. Nadale budeme nahodny proces nebo ¢asovou fadu znacit zjednodu-
Sené {X,}, pficemz predpokladame t € Z.

Definice 2 (Bily sum). Ndahodny proces {e;} s vlastnostmi
e Ec;, =0,
o vare;, = 0% >0,
o cov(es, ;) =0, Vs #t

nazyvdme bily sum.?

Definice 3 (Slaba stacionarita). Casovd 7ada {X;} je (slab&) stacionarni, pokud
E(X?) < 0o a pro kaZdé s,t € Z plati

o EX; =p,

o cov(X,, X;) = cov(Xsyn, Xesn) pro libovolné h € 7.3
Poznamka. Druhy bod v definici 3 znamena, Ze pro libovolna ¢, k € Z je
cov(Xy, Xyyx) nezavisla na t.

Definice 4 (Silnd stacionarita). Casovd 7ada {X;} je silné stacionarni, pokud
pro libovolnd ty, ..., ty, h € Z je pravdépodobnostni rozdélenti velicin X, ..., Xy,
stejné jako pravdépodobnostni rozdélent velicin Xy, in, ..., Xepan-?

Pozndmka. Silné stacionarité se nékdy také rika striktni stacionarita.

Abychom mohli definovat autokorela¢ni funkci, musime nejdiive zavést funkci
autokovariancni.

!Pragkova a Lachout (2012), str. 9
2Fan a Yao (2003), str. 10
3Fan a Yao (2003), str. 29
4Fan a Yao (2003), str. 30



Definice 5 (Autokovarianéni funkce). Méjme staciondrni éasovou tadu {X,;}.
Jeji autokovarianéni funkci (ACVF) definujeme ndsledujicim zpusobem

’y(kj) = COV(Xt, Xt—k)7 k € Z.5

Z definice autokovarian¢ni funkce je vidét, Ze se jedné o sudou funkei, nebot
plati y(k) = cov(Xy, Xi—x) = cov(Xi—k, Xi) = y(—k).
Nyni pfistoupime k zavedeni autokorelacni funkce casové rady.

Definice 6 (Autokorela¢ni funkce). Autokorelaéni funkce (ACF) staciondrni ca-
sové tady { X} je funkce

k
p(k) = (k) = cor(Xy, Xy—x) prok € Z,

7(0)
kde cor(X, Y) je korelacni koeficient ndahodnych velicin X a'Y.5

Autokorelac¢ni funkce také spliiuje p(k) = p(—k).

Pokud mame pozorovani {Xi,..., X7} ze stacionarni ¢asové fady, mizeme
autokorela¢ni funkci odhadnout pomoci odhadu autokovarianéni funkce 7(k) de-
finovaného predpisem

/’)\/(k) :f (Xt—7T>(Xt+k_7T)7 k:0717"'7T_17 (11)
kde Xr = T7'3." X, je odhad stfedni hodnoty EX,, t = 1,...,T. Odhad
autokorelacni funkce je pak

N (k)
p(k) 50)’ k=0,1,...,T — 1. (1.2)
Je zfejmé, Ze z pozorovanych dat nemiZeme sestrojit Y(k) ani p(k) pro k > T.
Dalsi funkce, ktera charakterizuje nahodny proces, je parcialni autokorelac¢ni
funkce. Autokorelacni funkce pocita korelaci mezi dvéma cleny fady X; a X;_y,
ktera muze byt ovlivnéna tim, zZe jsou tyto ¢leny v korelaci s veli¢inami lezicimi
mezi nimi. Parcialni autokorelac¢ni funkce pocita korelaci mezi X; a X;_j, o¢isténou
o vliv veli¢in X; 1, X;_9,..., Xy k1.

Definice 7 (Parcialni autokorela¢ni funkce). Méjme staciondrni casovou radu
{X:}. Jeji parcialni autokorela¢ni funkci (PACF) definujeme ndsledugjicim zpiso-
bem

e (1) = p(1),
® W(k) = COF(Xt, Xt—k‘ | Xt—17 e aXt—k’-i-l) pro k= 2, 3, 4, Ce .7

Pozndmka. Vzhledem k vlastnostem koeficientu parcialni korelace (viz napt. An-
dél (2007), str. 43) 1ze parcialni autokorela¢ni funkei stacionarni ¢asové rady { X;}
s nulovou stfedni hodnotou zapsat jako 7(1) = p(1) a

m(k) = cor(Rup,.. k, Ris1j2,...x) Pro k > 1,

°Fan a Yao (2003), str. 39
6Fan a Yao (2003), str. 39
"Cipra (2008), str. 331



kde Rj2,.. « je residuum linedrni regrese X; na Xo,..., Xy, tj.
Rijjo..k = X — (jeXo + - + ajp Xp),

a (ajo,...,a5) = argﬁmin E{X; — (B Xo+ -+ Bka)}Q.

250 Pk
Presny vypocet parcialni autokorelacni funkce ukazuje nasledujici véta, pre-
vzatd z Fan a Yao (2003), str. 44.

Véta 1. Necht {X;} je staciondrni casovd Tada a pro vSechna t plati EX; = 0.
Pak 7(k) = agy, pro k > 1, kde

(a11,...,00k) = arg min E(X; — B1.X; 1 — ... — BeXop)?

B1s-es Br

Diikaz. Je uveden v knize Fan a Yao (2003), str. 79-80.
U

Z této véty plyne, ze odhad parcidlni autokorela¢ni funkce 7(k) se ziska jako
odhad parametru ay,. V praxi se také pouziva nasledujici rekurentni vztah pro
odvozeni odhadu 7 (k), viz Cipra (2008), str. 331.

%(1) =T11 = ﬁ(l),

(k) =ik pro k > 1, kde (1.3)
k—1
plk) = > vy - plk — j)
Tk = jk:_ll ! kde
L= 71, -00)
j=1
Thi = Th—1; — Thkk " Th—14k—; Pro j =1,... k — 1.

Nyni jiz méame definovany veskeré pojmy potrebné k zavedeni autoregresniho
procesu a odvozeni jeho vlastnosti.

1.2 Autoregresni proces

1.2.1 Zakladni vlastnosti

Autoregresni casové fady jsou specidlnim pfipadem nahodnych procest, ve
kterych jsou ¢leny posloupnosti {X;} souctem linedrni kombinace zpoZzdénych
¢lent a odchylky v podobé bilého Sumu.

Definice 8 (Autoregresni proces fadu p). Casovd vada {X;} definovand predpi-
sem
Xt = let—l + -+ prt—p + &

prop > 1, kde {&;} je bily sum, by,...,b, € R a b, # 0 se nazyvd autoregresni
proces fadu p a znaci se AR(p).®

8Fan a Yao (2003), str. 10-11



Model AR(p) mizeme pifepsat pomoci tzv. autoregresniho polynomu:

Xt — let—l — ... prt—p = b(B)Xt = &¢,
kde B je operator ¢asového posunu, tj. B*X; = X, ;, a b(-) je autoregresni
polynom definovany jako b(z) =1 — b1z — ... — b,2P.

O stacionarité AR procest pojednéava nasledujici véta z Cipra (2008), str. 335.

Véta 2. Proces AR(p) je staciondrni, pokud vSechny koteny zy,...,z, autore-
gresniho polynomu b(z) lezi vné jednotkového kruhu v komplezni roviné, tj. plati
|zil > 1 proi=1,...,p.

Diikaz. Je uveden v knize Fan a Yao (2003), str. 31, kde a(B) = 1, protoZe plati
vztah AR(p) = ARMA(p, 1).

O
Pomoci véty 2 odvodime podminky stacionarity pro AR(1) a AR(2).

Autoregresni proces fadu 1 je dan predpisem X; = b; X;_| +¢;, coz lze prepsat
do tvaru X; — b; X, = &;. Autoregresni polynom je tedy tvaru b(z) = 1 — by z
a mé pouze jediny kofen z; = b;'. Dle piedchozi véty je AR(1) stacionarni pokud
|z1] > 1, tj. pokud |b;| < 1.

V piipadé AR(2), ktery je tvaru X; — b1 X;—1 — b X;_o = &4, dostaneme kva-
draticky polynom b(z) = 1 — byz — by2%. Z Vietovych vzorct vime, Ze pro kofeny
21 a 2y tohoto polynomu plati z; - 2o = —by " a 21 + 20 = —by /bo.

Pouzitim véty 2 dostaneme podminky pro parametry b; a by. Celkem je tedy
AR(2) stacionarni, pokud

—1<bg<1,b1+bg<1ab2—b1<1.

Pozndmka. Stacionarni proces AR(p) lze zapsat ve tvaru tzv. linedrniho procesu

X = Z%Dké“t—k, (1-4)
k=0

kde 1) = 1 a fada _ 9,2"* konverguje pro |z| < 1.
k=0

1.2.2 Odvozeni autokorela¢ni funkce

Nadale budeme pracovat se stacionarnimi autoregresnimi casovymi fadami.
Z (1.4) a vlastnosti bilého Sumu plyne cov(X; x, &) = 0 pro k > 0.

Aplikaci stfedni hodnoty na predpis AR(p) z definice 8 ukéZeme, Ze stacionarni
autoregresni proces fadu p méa nulovou stfedni hodnotu.

Xt — let,1 — ... prtfp = &,

EXt — blEXt_]_ — ... — prXt—p = EEt =0. (15)
Z definice 3 vime, ze EX; = p pro Vt, proto lze rovnici (1.5) napsat jako

(1_;@)#:0.

6



Vsimnéme si, ze vyraz v zavorce odpovida autoregresnimu polynomu procesu
AR(p) v bodé 1, tj. b(1). Plati tedy p = EX; = 0, protoze b(1) = 0 by znamenalo,
ze z1 = 1 je kofenem b(z), to je ale ve sporu s vétou 2.

Pouzitim EX; = 0 a Eg; = 0 ziskame pro £ > 0

0= COV(Xt_k, 815) = E(Xt—k‘gt)' (16)

Tento vztah vyuzijeme pii odvozovani ACF. Nejdfive odvodime autokorelacni
funkci pro procesy AR(1) a AR(2).

Obé strany predpisu pro AR(1) vynasobime ¢; a aplikujeme stfedni hodnotu.
Dostaneme rovnici

E(Xie:) = biE(X;_15) + E<2.
Pouzitim (1.6) a definice 2 dostavame
E(Xie:) = o”. (1.7)
Nyni obé strany piedpisu pro AR(1) vynasobime X; a aplikujeme stfedni hodnotu
EX? = bE(X, X, 1) + E(Xie0).
Pouzitim definice 5, vztahu (1.7) a nulové stfedni hodnoty procesu AR(1) mame
7(0) = biy(1) + 0%,

coz upravime s vyuzitim definice 6

Y(0) [L = bip(1)] = o

a dostaneme )

C1- bip(1)
Nakonec pfedpis pro AR(1) vynasobime veli¢inou X;_, k > 0, aplikujeme stiedni
hodnotu a vydélime ~(0)

7(0) (1.8)

E(X:Xik) = 01iE(Xio1 Xy—k) + E(e4:X4—1),
(k) =biy(k—1),
p(k) = bip(k —1).

Dostali jsme jednoduchou diferen¢ni rovnici s po¢atec¢ni podminkou p(1) = b;.
Jejim fesenim dostaneme
p(k) = b¥ pro k > 0.

Nyni mtizeme dosadit do rovnice (1.8) za p(1) a dostaneme rozptyl X;

0_2

1

7(0)

Pro odvozeni autokorela¢ni funkce procesu AR(2) postupujeme analogicky.
Z rovnosti
E(tht) = bl E(thlgt) + bQE(Xt,QE‘t) -+ E€t2

7



opét dostavame E(X;e;) = 0.

Dale 1ze psat
EXtQ = blE(XtXt—l) + bQE(XtXt_Q) + E(tht)a
7(0) = biy(1) + b2y(2) + 02,

7(0) :

T T bip(1) — bap(2)

Konec¢né pro £ > 0 mame

E(X:Xik) = 0iE(Xio1 X k) + 0oE(X; 20X k) + E(e: Xi—k),
coz vede k diferen¢ni rovnici
p(k) =bip(k — 1) + bep(k —2), k>2, (1.9)

s poc¢atecnimi podminkami

+ by (1.10)

Charakteristicky polynom rovnice (1.9) je
p()\) = )\2 — bl/\ — bg.

Vsimnéme si, Ze kofeny p(\) jsou prevracenou hodnotou kofenii autoregresniho
polynomu b(2), tj. Ay = 2, a Ay = 2, *. Obecné feseni je tedy tvaru

—k —k
p(k) = a1z " + aszy ", a2 € R.
Pouzitim pocatecnich podminek a Vietovych vzorci ziskame feseni ve tvaru

R e e S

ro k > 0.
G50+ o007

p(k) =

Obdobny je i obecny postup pro vypocet ACF procesu AR(p). Stale plati
EX.,e; = 0% Vynasobenim piedpisu procesu veli¢inou X; a vypoctem stiedni
hodnoty dostaneme

0.2

T 1= bip(1) = = bup(p)

Vynasobenim ¢lenem X; x, & > 0 dospéjeme k diferenc¢ni rovnici s obecnym
feSenim ve tvaru

7(0)

pk) = arz 4+ a2,
kde zy,...,z, jsou rizné koreny autoregresniho polynomu b(z). Pokud by poly-
nom b(z) mél vicendsobné koteny ¢i koreny komplexné sdruzené, feseni by bylo
analogické.



Pocatecni podminky ziskdme, pokud predpis procesu AR(p) vynasobime po-
stupné ¢leny X;_1/7(0),...,X;—,/7(0) a soucasné vzdy aplikujeme stiedni hod-
notu. Soustavé takto ziskanych rovnic se fika Yule- Walkerovy rovnice a maticové
je lze zapsat ve tvaru

p(0) p(1) p(2) - plp—1)\ (b p(1)
p(1) p(0) p) o plp=2) | b2 | _ [ P(2)
oo-1) pp-2) pp—3) - o0 ) \b) \olw)

Yule-Walkerovy rovnice se daji vyuzit nejen k vypoctu autokorelacni funkce
procesu AR(p), ale i k vypoctu jejiho odhadu. Pokud bychom naopak méli k dis-
pozici hodnoty ACF, nebo jeji odhady, mohli bychom pomoci Yule-Walkerovych
rovnic odhadnout parametry 0y, ..., b,.

1.2.3 Odvozeni parcialni autokorelac¢ni funkce

Dalsi funkci, kterou jsme definovali v kapitole 1.1, je parcidlni autokorela¢ni
funkce. Z definic 7 a 8 vyplyva, ze u AR(p) procesu plati w(k) = 0 pro k > p,
protoze X; nezéavisi pfimo na X, pro k > p. Rikdme, Ze bod useknuti PACF
je p.

Predpokladame-li stacionarni autoregresni proces s nulovou stredni hodnotou,
muzeme k vypo¢tu PACF vyuzit poznamku za definici 7 a vétu 1. Pro proces
AR(1) z nich rovnou vyplyva (1) = p(1) a w(k) = 0 pro k > 1.

Pro AR(2) plati také m(1) = p(1). Pro urceni 7(2) nalezneme minimum funkce
f(B1, B2) = E(X; — 1 Xi_1 — B2 X;_2)% Funkci f(f, 32) upravime roznasobenim

na tvar

F(B1, B2) = (L4 67+ 53) - 7(0) + 261 - (B2 — 1) - y(1) — 282 - 4(2),

a urc¢ime parcialni derivace podle 31 a (33

%ﬁllﬁﬂ) = 2617(0) 4+ 2(82 — 1)7(1),
%&;52) = 2857(0) +2B817(1) — 27(2).

Parcialni derivace polozime rovny 0 a vydélime ¢lenem ~(0) # 0, ziskdme tak
nasledujici rovnice
261 +2(82 — 1)p(1) =0,
202 +2P1p(1) — 2p(2) = 0.

Vyftesenim této soustavy rovnic ziskame

2) — p(1)2
h={-Rlel),  Fa= p(1 - p(pl()Q)
Dosazenim za p(1) a p(2) z (1.10) dostavame vysledek
m(2) = B2 = bs.

Pro k > 2 je n(k) = 0.
U autoregresnich procest vyssich radia bychom postupovali analogicky.

9



1.2.4 Identifikace modelu

V piipadé, ze mame k dispozici pouze pozorované hodnoty posloupnosti { X;},
nam k urceni fadu autoregresniho modelu mohou pomoci autokorelac¢ni a parci-
alni autokorela¢ni funkce. V predchozi ¢asti jsme odvodili tyto funkce pro AR(1)
a AR(2), nyni ukadzeme jejich pribéh na ndhodné vygenerovaném vzorku pro sta-
cionarni procesy s predpisy

X =—-025X, 1 + ¢,
Xt = O,BXt_l + 0,25Xt_2 + &¢.

Vzorek jsme vytvorili v programu Wolfram Mathematica pomoci zabudova-
nych funkci RandomFunction a ARProcess, kde jsme pro bily sum zvolili o2 = 1.

ACF procesu AR(1) PACF procesu AR(1)
(k) 7t(k)
1.0— ‘ ‘ ‘ ‘ — k
1 2 3 4 5
0.8¢ -0.05-
0.6
-0.10|
0.4
o2k -0.15}
. o k -0.20;
(1} 2 4 6 8 10 12
—0.2’ | § _025_
Obréazek 1.1: ACF a PACF procesu AR(1)
ACF procesu AR(2) PACF procesu AR(2)
p(k) 7e(k)
1.0— 04—
0.8 o3l
0.6/ Bl
0.2;
04 — _
01"
0.2 -
| | | W = s sl L | | L L L k
0 2 4 6 8 10 12 1 2 3 4 5

Obrazek 1.2: ACF a PACF procesu AR(2)

Vsimnéme si, ze absolutni hodnoty autokorelac¢ni i parcidlni autokorelacni
funkce pro rostouci £ klesaji. U PACF jsme navic jiz odvodili, Ze ma tzv. bod usek-
nuti p, tento bod je zifejmy v obrazcich 1.1 a 1.2.

Jesté poznamenejme, Ze pro b; < 0 se méni znaménko autokorelacni funkce:
p(k) < 0 pro licha k a p(k) > 0 pro suda k.

Podrobnéji je problematika identifikace modelu pojednana naptiklad v knize
Cipra (2008), str. 339.
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1.3 Predpovédi

V této casti popiSeme dva zpiisoby ziskani predpovédi budoucich hodnot ca-
sové fady {X;}.

1.3.1 Nejlepsi linearni predpovéd’

Tato metoda popsané v knize Fan a Yao (2003) slouzi predevsim k ocisténi
dat od bilého Sumu a tudiZ k jednodussimu vypoctu odhadt parametrt by, ..., b,
metodou maximalni vérohodnosti.

Definice 9 (Nejlepsi linearni pfedpovéd). Necht {X;} je staciondrni casovd
rada s nulovou stredni hodnotou. Pokud

Xir1 = o Xy + - + o X (1.11)
splnuge
k
E(Xk1 — Xp1)® = ymin E(Xper — D i Xen) (1.12)
j=1
rekneme, Ze )/(\'kﬂ je nejlepsi linearni predpovéd X1 zaloZend na X, ..., X;.2

Poznamka. Nejlepsi lienarni predpovéd dle definice 9 tedy minimalizuje stfedni
¢tvercovou chybu (anglicka zkratka MSE).

Nasledujici tvrzeni, které je prevzaté i s dikazem z knihy Fan a Yao (2003),
str. 91-92, priblizuje, jak vypadaji koeficienty {¢x;,7 =1,...,k}.

Véta 3. Koeficienty oy, ..., ore spliugi (1.11), (1.12) praveé tehdy, kdyz
k
> ori = §) = 4(0) (1.13)
j=1

proi=1,... k, kde v(-) je autokovariancéni funkce procesu {X,}.

Dikaz. Pro libovolna {v;,j =1,...,k} plati

k

k 2 2
E (Xk+1 - Z%‘XkHj) =E (Xk+1 =) (rj — ong + ) Xk+1j> =
j=1

j=1
k k 2
=E (XkJrl - Z OrjXpr1—j + Z (Yrj — %)Xkﬂj) : (1.14)
j=1 =1

Po umocnéni a s vyuzitim (1.11) se (1.14) rovna

& 2
E(Xk+1—Xk:+1> (Z Orj — ;) Xpg1— j) +

J=1

k
Xk-‘rl - Z@k]Xk-‘rl ]> Z Pki — % Xk—i—l z] .

=1

+2E

9Fan a Yao (2003), str. 91

11



Protoze podle definice 5 plati EXj 11 Xpr1-; = v(i) a EXpp1-i Xpr1—; = v(i — ),
muzeme pokracovat v tipravach a ziskame

k 2
E (Xk+1 —)?k+1) <Z Prj — 1/13 Xpt1- ]> +
7j=1

S pouzitim (1.14) a (1.15) 1ze snadno nahlednout, ze

k 2 R )
E{ Xk — ijXk+1fj > E (Xk+1 — Xk+1>
j=1

pro libovolné 1y, ..., vy, pokud je posledni s¢itanec v (1.15) roven nule, coz je
ekvivalentni podmince (1.13), ktera je tedy postacujici pro (1.12).

Predpokladejme dale bez ijmy na obecnosti, ze existuje 1 < ¢ < k, pro které
plati

k
Ky =4(i) = > (i —j) # 0.
j=1
Necht navic ¢; = ¢ + Ky a 1); = @y; pro vsechna j # i. Pak z (1.14) a (1.15)
dostavame

k 2
—~ 2
E (Xk+1 - Z¢jxk+1_j> —E (Xk+1 - Xk+1> + E (Ko Xpy1-:)” — 2K, Ky =
=1

—~ 2
—E <Xk+1 - Xk,ﬂ) + K2varX, — 2K, Ko,

Zvolime-li K, tak, aby KivarX; < |2K,K5|, tj. aby platilo
2| K4 |

KKy >0, azaroven |Ks| < ,
varX;

mame 9
k . 2
E (Xk-i-l - Z%’Xkﬂ—j) <E (Xk+1 - Xk+1> .
j=1

To ale znamena, ze X x+1 neni nejlepsi linearni predpovéd, ¢imz jsme ziskali spor
a (1.13) je tudiz také nutnou podminkou pro (1.12).
OJ
Oznacme 7Z; = X; — X;,t =1,2,...,T, kde definujeme X; = 0. Této transfor-
maci puvodnich dat se anglicky fika prewhitening. Vidime, ze EZ; = 0 a z (1.11)
a (1.13) vyplyva, ze

Vy = Vath = E (X2 — 2Xt55t —+ )?2> =

= _22(,015 1@’7 +Z(pt 11(2@075 1]72_17)
- Z Pr-1,;7()
j=1

12



Navic se jednd o posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in {Z;}, protoze
pro vSechna t # s € Z je

COV(Zt, Zs) = EZtZS =

i t—1 s—1
=E (Xt - Z SOt—l,th—j> (Xs - Z ‘Ps—Lsz—J)] -
L J=1

j=1

B s—1
=E Xt (Xs — Z 9051,sz3'>] -
L Jj=1
t—1 s—1
- Z (Pt—l,jE [Xt—j (Xs - Z Qos—lﬂ’Xs—T)] =
j=1 r=1

-1
S_t ZSOS 1,]75_7&_])_

s—1
- Z@t_l,j [V(S —t+7) - Z%—l,ﬂ(S —t+j-r)| =
j=1 r=1

= (s — 1) — (s — 1) ngt Li(s—t+j) (s —t+j)] =

=0,
s vywzitim (1.13) prok=s—1lai=s—1{,resp. i =s—t+ j.
Odkazeme se zde na inovativni algoritmus (viz Fan a Yao (2003), str. 93),

diky kterému lze snadno nalézt nejlepsi linearni predpovédi AR procest.
Nejlepsi linearni predpovéd ziskame z predpisu

k
X1 = Z OnjZyy1—j, k=1,...,T, (1.16)
=1
kde
1 j
ek,k—j = ’Y(k - j) - Zej,j—iehk—i’/i )
g = 7(0>7

Vg =7 E ekk Vs

a hodnoty {0;;} a {v;} pocitame v poradi

X17 Vo,
0117 X27 1,
9227 9217 X37 Vo,

9T,T, GT,Tfla <. 79T,17 Xry1,vr.
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1.3.2 Boxova-Jenkinsova metodologie

Abychom mohli zkonstruovat predpovédi touto metodou, vyjdeme z vyjadieni
AR(p) jako linedrniho procesu (1.4).

Oznac¢me )?Hk(t) piedpovéd v Case t o k kroki dopiedu, kterou hleddme
ve tvaru

Xt+k E warzgt -

Opét budeme minimalizovat stiedni ¢tvercovou chybu, nyni ve tvaru

N 2
E (Xt+k - Xt+k(t)> . (1.17)
Pouzitim (1.4) mtzeme (1.17) pfepsat do tvaru
2
MSE =E <€t+k +UEppp—1 + o F Y18 + Z 5t+k J> .
j=k
Oznacime-li Z vyraz v zavorce, vidime, ze

EZ =0,
MSE = EZ? = varZ.

S vyuzitim definice 2 mtizeme déle psat

k—1 9]
MSE = vare;y, + E var(Vjeipn—j) + var V7 )Etrh— ]} =
j=1 j=k

k—1 [e%)
’ (1+Z¢?+Z (4, —¢;)2) ~
j=1 j=k

Sttedni ¢tvercova chyba je nejmensi, pokud ¢F = t; pro j > k. Dospéli jsme tedy
k predpovédi ve tvaru

Xoek(t) Zmﬂ&:t e (1.18)

Chyba predpovédi )A(Hk(t) je

k—1

err(t) = Xppn — )?tJrk(t) = €4k T Z Vi€iik—j-

Ma nulovou stfedni hodnotu a rozptyl

k—1
var [eg ()] = o (1 + Z %2) :
j=1
Specialné mizeme chybu predpovédi v ¢ase t — 1 o 1 krok dopiedu zapsat jako
et(t — 1) = &¢,
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to znamena, ze bily Sum je jednokrokova chyba predpovédi.
Obecny postup konstrukce prevezmeme z knihy Cipra (2008), str. 367-368.
Vzhledem k linearité predpovédi mtizeme psat

Xesr(t) = b1 Xipnoa(8) + -+ by Xo (1), (1.19)

kde )A(Hj (t) = Xt4; pro j < 0. Pak muzeme rekuretné pocitat predpovédi, dokud
se nedostaneme do pozadovaného horizontu a casu, v tomto poradi

e 0 1 krok dopiedu: X;(0), X5(1),.. .,

~

e 0 2 kroky dopredu: X,(0), X3(1), ...,
o ...

Odvodime ptredpovédi v modelu AR(1). Protoze se jedna o nejjednodussi pti-
pad autoregresniho procesu, mizeme piredpovéd spocitat pfimo z definice, nepo-
tfebujeme obecny postup konstrukce. V Boxové-Jenkinsové metodologii je

Xi=bXi 1+e=0(iXsoteq)+ep=---= ijigtij
§=0

tedy ¢; = b pro j > 0. Podle (1.18) po dosazeni za 1, plati
)/(\Vt_i_k;(t) = Z blf—i—jgt_j = blf Z b{gt—j = bI{;Xt
=0 =0

Z kapitoly 1.2.1 vime, Ze podminka stacionarity pro AR(1) je |b1] < 1, z toho
plyne
Xon(t) 2250

podle kvadratického stfedu (viz Cipra (2008), str. 369).

1.4 Metoda nejmensich ¢tvercu

Parametry autoregresniho modelu lze odhanout metodou nejmensich c¢tvercti
(MNC, anglicky OLS) nebo metodou maximélni vérohodnosti (anglicky MLE),
na zakladé realizaci X, ..., Xt posloupnosti {X;}. PopiSeme zde prvni z nich.

Pokud méame k dispozici hodnoty Xi,..., X7, T > p + 1, procesu AR(p),
minimalizujeme pii MNC soudet ¢tvercti

T
Sb)= > (Xi—biXet — ...~ b,Xi,)’ = (X — Fb)' (X — Fb),
t=p+1
kde
Xp+1 bl Xp Xp_l Xl
. X,?+2 b by Cp X;.,H X, X,
Xr by Xro1 Xroo Xrp

15



Odhady parametrt by, .. ., b, ziskdme poloZzenim prvni parcialni derivace S(b)
rovné nule. Za pfedpokladu plné hodnosti matice F' mame

S (b)

=7 — 9F"X - F"Fb) =0.
b ( ) =0

Resenim je soustava norménich rovnic F'Fb = F'X a hledany odhad parame-
tra je R
b=(F'F)'F'X.
Plnou hodnost matice F' zajistuji nasledujici pfedpoklady
L4 E<€t> = O,
e var(g;) = 0% < 0,
e cov(es, ) =0 pro s # t,

o cov(X; , ) =0prok eN.

Autoregresni modely je vSechny splniuji.

Poznamka. Odhad metodou maximalni vérohodnosti je odvozen napiiklad v knize
Fan a Yao (2003), str. 93-96.
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2. Prahovy autoregresni model
casovych rad

Zavedeny linearni model casovych fad mé v praxi omezené pouziti, nebot
pozorovana data obvykle vykazuji nelinearni chovani. Jednim z moznych alterna-
tivnich pfistupi je vyuziti linedrniho modelu ve vice rezimech. Takovému modelu
se ik prahovy a je popsan v kapitole 4.1 knihy Fan a Yao (2003).

2.1 Prahovy autoregresni proces

2.1.1 Zakladni vlastnosti

Definice 10 (Prahovy autoregresni proces s k rezimy). Proces definovany pred-

pisem
k

X = Z (bilthl 4+ 4 bi,pz‘thpi + Uigt)H(thd c Al)’
=1

kde

o k>2,

{e:} je posloupnost nezdavislyjch stejné rozdélenych ndhodnych velicin,

Ee, =0, varg; = 1,

dapla--'7pk € N:

o; >0,

® b;; jsou nezndmé parametry,

o UleAi = (—o00,00) a A;iNA; =0 proi#j,
nazjvdme prahovy autoregresni proces s k rezimy.!

Pozndmka. Budeme piedpokladat, ze A; jsou intervaly ve tvaru (r;_1,7;] pro
i=1,...,k—1a (rg_1,m), kde —0o = rg < r; < -+ < rp = 0o. Proménné
r; budeme nazyvat prahy. Prahové autoregresni procesy s k rezimy budeme znacit
zkratkou TAR(k) (z anglického treshold autoregressive process).

Z definice 10 vidime, ze na kazdém intervalu A;, 1 < i < k, je TAR definovany
jako autoregresni linearni proces.

V nasledujici vété, uvedené v knize Fan a Yao (2003) na str. 126-127, uvadime
podminky stacionarity T'AR procesi.

Véta 4. Proces TAR(k) z definice 10 je silné staciondrni, pokud

0'1:...:O'p

!Fan a Yao (2003), str. 126
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a plati bud

pq

max E bij| <1 nebo max |b;;| <1,

1<i<k £ 1<i<k
j:

j=1
kde p = maxp;.
p 1§z‘§kpz

Diikaz. Je uveden v knize Fan a Yao (2003), str. 36.

2.1.2 Priklady

Abychom priblizili chovani prahovych autoregresnich procest, uvedeme néko-
lik ilustracnich piikladt. Ke kazdému vykreslime graf zavislosti X; na X; 1, kde
je ervenou barvou vyznacena regresni funkce. Vsechny uvedené fady byly simu-
lovany v programu Wolfram Mathematica, kde jsme pro posloupnost &; zvolili
normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem.

TAR se dvéma rezimy

Jedné se o nejjednodusi pripad prahového autoregresniho procesu, na kterém
posoudime vliv parametru o. Pfedpis simulované casové rady je

- {—0,9Xt_1+aet, X, <2, 1)

—0,1X;_1 +ogy, X1 > 2,

kde o € {0,5; 1; 2}. Pro kazdou volbu ¢ bylo generovdno 7' = 1000 hodnot
¢asové fady Fidici se modelem (2.1).

Xt

-4

-4+

Obrazek 2.1: TAR se dvéma rezimy, kde o € {0,5; 1}

Z grafii na obrazcich 2.1 a 2.2 vidime, Ze parametr ¢ ma vliv na rozptyl veli¢in
z posloupnosti {X;}: pro ¢ = 0,5 nabyvaji simulované realizace X7, ..., X0
hodnot z intervalu (—3; 3), ale pro o = 2 jsou jejich hodnoty v intervalu (—7; 10).
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Také vidime, ze predél v prahovém bodé 2 je pro mensi o zietelny, zatimco pro
o = 2 je nevyrazny.

X

Obrazek 2.2: TAR se dvéma rezimy, kde o = 2

TAR se tfemi a ¢tyrmi rezimy

Uvedeme zde jesté prahovy autoregresni proces se tfemi rezimy dany predpi-

sem
—0,1X, 1 +¢&, X < -2,

Xi =4 09X, 1 +¢e, —2<Xi <2,
—0,1X; 1 +&, 2< Xy,

a se Ctyfmi rezimy s predpisem

025X, 1 +e, Xp1 < —2.5,
06X, 1+e,  —25<X,,<0,
—09X, 14+, 0<X,, <15,
025X, 1 +¢e,  1,5< X, 1.

Xt:

Diky o = 1 v obou pfedpisech lze v obrazku 2.3 zfetelné rozlisit jednotlivé rezimy.

T¥i rezimy Ctyfi rez;my
Xt t

' 3

4+

:.';3

-4

-4

Obrazek 2.3: TAR se tfemi a ¢tyfmi rezimy
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Lze konstatovat, ze graf zavislosti X; na X;_, je jednoduchym nastrojem k roz-
poznani nelinearity v analyzované casové radé.

2.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

P1i prokladani redlnych dat prahovym autoregresnim modelem potiebujeme
odhadnout nejen parametry b;1,...,b;,,, ale také d, p;, 0, a A; pro 1 <17 < k.
Algoritmus odhadovani metodou nejmensich ¢tverct tedy rozdélime na nékolik
krokt, které jsou popsany v knize Fan a Yao (2003), str. 131-132.

2.2.1 Obecny postup metody nejmensich ¢tverci

Méjme pozorovani X, ..., Xy, T > p+ 1, procesu TAR(k). Pfedpokladejme,
ze zname pocet rezimu k, intervaly A; a fady autoregresi p;, 1 < i < k. Déle
predpokladejme d < p = max p; a oznacme

1<i<k
bia
b= :
b%pz
V prvnim kroku algoritmu pro jednotlivé pevné zvolené hodnoty d € {1,...,p}
aproi € {1,...,k} minimalizujeme
T
Sr(bi) = > (Xy = bin Xy — .. = bip, Xi ) I(Xy_g € Ay).
t=p+1

Takto ziskané odhady oznacime b;(d). Pro pevné d se jedné o odhad parametri
b; v i-tém rezimu metodou nejmensich ¢tverct, k jejich vypoctu tedy mizeme
pouzit teorii z kapitoly 1.4.

Ve druhém kroku hleddme odhad d jako

= arg min Z ST

1<d<p 4

Pokud existuje vice takovych a/l\, vybereme nejmensi. Vysledny odhad regresnich
parametri muzeme oznacit b; = b;(d ).

Pocet rezimu k lze urcit z grafu dat, jak bylo naznaceno v kapitole 2.1.2, ale
v praxi jsou A; a p; ¢asto neznamé, proto uvedeme i postup pro hledani jejich
odhadi.

Pro danou mnozinu moznych intervali {A;} oznac¢me
k A~
Sr({4:}) = Z St(bs). (2.2)
i=1

Intervaly, pro které je St({A;}) minimalni, oznacime Ay 1<i<k.
Pro odhad p; potfebujeme prvné zavést odhad parametri o; jako



kde T; je pocet prvki mnoziny {t p<t<TalX, j;€ ﬁz}

Nakonec odhadneme autoregresni fady {p;} pomoci zobecnéného Akaikeho
informacniho kritéria

AIC({pi}) =) _ [Tilog(a?) +2(pi + 1)]. (2.3)

=1

Odhady p; volime tak, aby minimalizovaly AIC({p;}).

2.2.2 Metoda nejmensich ¢tverca pro dva rezimy

Uvedeny obecny postup rozepiseme pro jednoduchy T'AR(2) proces s predpi-
sem
o X+ 01Xy 0ot orE, Xpa <,
' bo1 X1+ bopXi o+ 028, Xy >,

kde d € {1, 2}. Zfejmé méme p = 2, A} = (—o0, 7], a Ay = (r, c0). V prvnim
kroku pro pevné d odvodime Sy (b;). Pro i = 1, 2 minimalizujeme soucet

T
Sr(bi) = > (Xe = bia X1 = binXi2)* (X, g € A;) =
t=3
— (X —Fb;)) I (X — Fb;),
kde
I(Xs_q € A) 0 oy 0
0 I(Xy g€ A) - 0
I= . _ .
0 0 v I(Xp_q € A)

X2 X1 X3
F = . ) X = .
Xro1 X1 Xr
Pak plati
0S7(b;)

= 2(F'IX — F'IFb,)

ob;
a tedy b;(d) = (FTIF)"'FTIX, co# mitzeme po roznasobeni rozepsat jako

T T
bia(d) =C ZXE_QH(Xt—d € A) ZXtthl]I(thd € A;)—

t=3 t=3
T T
=D XX ol(Ximg € A) D> XXy ol(Xi—g € A))|
t=3 t=3
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T T
S OXPI(X—g € A) Y X Xy o(Xy_g € Aj)—

t=3 t=3

b@g (d) — C

S

T
=D X Xeol(Xima € A) ) XeXe i I(Xima € A)
t=3

t=3

Y

kde

T

T

C = (Z XPI(Xima € Ai) Y X7 I(Xy—g € Aj)—
t=3 t=3

2 —1

T
- [Z Xi 1 Xy ol(Xy—g € Ay)

t=3

Ve druhém kroku bychom zvolili
d=arg min [Sr(by(d)) + Sr(ba(d))]

a polozili b; = bz((f)

2.3 Testovani linearity

V predchézejicich kapitoldch jsme definovali autoregresni a prahové autore-
gresni modely pro c¢asové fady. V kapitole 2.1.2 jsme ukézali graficky nastroj
pro identifikaci prahového modelu v datech. Nyni zavedeme test, pomoci kterého
miizeme rozhodnout, zda jsou pozorovand data z AR(p) procesu ¢i z procesu
T AR se dvéma rezimy. Test je popsan v Chan (1990) a Chan (1991).

Méjme pozorovani Xi,..., Xp, T > p + 1, ze slabé stacionarni c¢asové rady
s nulovou stfedni hodnotou. Testujeme nulovou hypotézu

p
HO N Xt = HlXt—l —I— A + ert_p —I'_ et — Zngt—j + gt’
j=1
proti alternative

+€t.

p p
Hy: Xp=Y 60X ;+1(X,q<r) [Z i X j
j=1

j=1

Pfedpokladame, Ze parametry 1 < p a 1 < d < p zname a {g;} jsou nezavislé
stejné rozdélené ndhodné veli¢iny z rozdéleni N(0,0?), kde 0 < 0? < oo, pFicemz
g; nezavisi na X; 1, X; o,..., viz Chan (1991). Déle predpokladéame, ze r lezi
uvnitf znamého omezeného uzavieného intervalu I,.

V ¢lanku Chan (1990) je k testovani H, proti H; navrzena testova statistika

52 — 52)

at (2.4)

~9 9

g

kde 7" =T — max (p,d) =T — p.
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Ozna¢me 0 = (04,... ,Qp)T, e = (¢1,- .. ,Lpp)T. Rezidualni soucet Ctverct
v modelu AR(p), to jest za platnosti Hy, ma tvar

T P N 2 T P 2
5(9) = Z (Xt - Z Hth_j) = Héln (Xt — Z ert—j) .
t=p+1 j=1 2 P j=1
Ziejmé jsou é\l, e ,é; odhady autoregresnich parametri metodou nejmensich

¢tverct, kterd byla popsana v kapitole 1.4.
Odhad rozptylu o? veli¢in €, za platnosti Hy je

1 ~

Dale uvazujme situaci v modelu TAR se 2 rezimy, to znamena za platnosti H;.
Pouzijeme znaceni z kapitoly 2.2.2.
V prvnim rezimu, pro X; 4 < r, mame parametry

bin =01+ ¢1,....b1p, =0,+ ¢,

a rezidudlni soucet ¢tvercu

T P 2
Sr(b) = > (Xt =) 6+ @j)Xta) :
t=p+1 J=1

V druhém rezimu, pro X; 4 > r, mame parametry
b21 :91,...,bgp:9p

a rezidudlni soucet ¢tvercu

Obecné lze psat

T p p 2
St(bi) = Sr(0,¢) = Z [Xt - Z 0;Xi—j —L(Xi—a <) Z @th—j] =

t=p+1 7j=1 j=1
T I4 4 2
= min Xi =Y 0:X = 1(Xma <)Y 9 Xe ]
{971}7{901'}}7 . s
=p+1 j=1 J=1
kde ¢/9\1, cee gp, $1 ..., P, jsou odhady metodou nejmensich étverct podle postupu

z kapitoly 2.2.2.
S1(0,9) ovsem zavisi na hodnoté prahu r, proto definujeme odhad rozptylu
o? veli¢in €, za platnosti H; predpisem

~ 1 . ~
52 = T—_p{}g{: St(0,p).

Hypotézu H, zamitdme ve prospéch alternativy H; pfi velkych hodnotéach
testové statistiky A. Kvantily rozdéleni veli¢iny A byly zjistény simulac¢né pti volbé
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I, = [gx(a); gx(b)], kde gx(a) je vybérovy 100a%-ni kvantil rozdéleni veli¢in X,
gx (b) analogicky.

N 0,1 0,05 0,025 0,01 0,001

0 612 7,75 933 11,36 16,33
1 927 11,18 12,94 1516 20,45
2 11,34 13,38 1526 17,60 23,13
3 1325 1542 17,39 19,83 25,57
4 1507 17,33 19,39 21,93 2787
5 16,80 19,16 21,30 23,93 30,04
6 18,48 20,93 23,14 2585 32,13
9 23,28 25,96 28,36 31,20 38,01
12 27,83 30,70 3327 36,39 43,50
15 32,20 3525 37,97 41,26 48,72
18 36,45 39,67 42,52 4596 53,74

Tabulka 2.1: Kvantily testové statistiky A pii a = 0,25, b = 0,75

N 0,1 0,05 0,025 0,01 0,001

0 761 921 10,77 12,80 17,75
1 11,05 12,85 14,55 16,72 21,94
2 13,26 15,18 16,98 19,25 24,69
3 1530 17,31 19,19 21,57 27,20
4 17,22 19,32 21,28 23,73 29,54
5 19,05 21,23 2326 2579 31,77
6 20,82 23,07 25,16 27,77 33,90
9 25,84 2830 30,55 33,36 39,90
12 30,58 33,20 35,61 3859 4549
15 35,13 3791 4044 4358 50,81
18 3954 4245 45,11 4839 55,92

Tabulka 2.2: Kvantily testové statistiky A pii a = 0,10, b = 0,90

V tabulkich 2.1 a 2.2, pfevzatych z ¢lanku Chan (1991), jsou uvedeny
100(1 — «)%-ni kvantily g)(1 — «) testové statistiky A pro vybrané hodnoty « pii
volbé a = 0,25, b = 0,75 respektive a = 0,10, b = 0,90.

Kriticky obor testu Hy proti H; na hladiné « pak je

A> (1l —a).

Podle ¢lanku Chan (1991) je tento postup asymptoticky ekvivalentni testu po-
mérem veérohodnosti.

Popsany test je jednou z mnoha moznosti, jak testovat hypotézu linearity
v ¢asovych fadéach. Dalsi pfistupy jsou uvedeny napiiklad v knize Tong (1993).
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3. Simulaéni studie

V této casti aplikujeme metodu nejmensich ¢tverct z kapitol 1.4 a 2.2 na si-
mulované casové fady procestt AR a TAR. Dale ze simulovanych fad prahového
autoregresniho modelu spocitame silu testu linearity, popsaného v kapitole 2.3.

Simulace AR a T'AR procest jsme provedli pomoci programu Wolfram Mathe-
matica a zabudovanych funkci ARProcess a RandomFunction. Dale jsme vyuzili

funkce Mean a StandardDeviation pro vypocet primérnych hodnot a smérodat-
nych odchylek odhadi.

3.1 Odhady parametrui

3.1.1 Autoregresni proces

Vygenerovali jsme 200 stacionarnich autoregresnich posloupnosti o délce 500
s predpisem
Xy =0,23X; 14+ 0,56X;_5 + &,
kde g; ~ N(0;0,5%). Metodou nejmensich ¢tvercii jsme odhadli parametry b; a by
kazdé posloupnosti, oznacme je /b\l,n a Egm pron = 1,...,200. Prameéry téchto
odhadt vysly
by =0,228734  a by = 0,553493.

Oba priméry se od redlnych parametri b; = 0,23 a by = 0,56 odchyluji jen malo
(viz obrazek 3.1).

. Parametr b, Parametr b,

b1,n BZ.n
0.40 0.70
0.35 : . 0.65
0.30 o . R ": — . b_1,,. o.so._:,“.....‘.'.;.-.:.-_. :-_ - ,;', ,f,_“
L T 0.555 —= B e S X
0.20." '.."-:""',",‘."*’-.;.'.':." e T b D A A
015 _° T T 045 °
0.10 0.40

50 100 150 200" 50 100 150 200"

Obrazek 3.1: Parametry autoregresniho modelu

Déle jsme spocitali smérodatné odchylky ziskanych odhadt
sp, = 0,0365347 a sp, = 0,0376975,

které jsou piijatelné u obou odhadovanych parametri. Variabilitu jednotlivych
odhadtt b, by, vidime v obrazku 3.1. Odhady pro parametr b; se pohybuji
v intervalu (0,13; 0,36), pro parametr by v intervalu (0,43; 0,65).

Vysledky simulaci potvrzuji kvalitu odhadi z hlediska pfiblizeni k odhadova-
nym regresnim parametrim.
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3.1.2 Prahovy autoregresni proces

Zde jsme vygenerovali 200 stacionarnich prahovych autoregresnich posloup-
nosti s predpisem

3.1
O,37Xt,1 — O,33Xt,2 —+ O,5€t, Xt,1 > 0, ( )

B {0,62Xt_1 1021X; 9+ 058, X, 1 <0,
.=
kde g, ~ N(0;1). Oproti AR procesu jsme zvétsili délku simulovanych posloup-
nosti na 1000, abychom méli dostatec¢ny pocet pozorovani v obou rezimech.
Odhady parametrt kazdé posloupnosti jsme spocitali dvoukrokovou metodou
nejmensich ¢tverct z kapitoly 2.2, jejiz soucasti je i odhad parametru d. Ve vSech
posloupnostech odpovidal odhad d,, realnému parametru d = 1.
Priméry a smérodatné odchylky odhadi regresnich parametri v prvnim re-
zimu vysly
b1 = 0,617634, b1 2 = 0,205015,
sy, = 0,0353855 a sy, , = 0,0347494.

Parametr b, 4 Parametr b, ,

Bi1n bi2n
0.75 0.35
. 0.30
0.70
.. . . L. N 0.25
065, .l o . ’.'...,' S . by L PP R R, b_12
e L S e _ Bus R s e s
0.601: ¥ et T S by o5 - . . . big
0.55 010
0.50 : 0.05
50 100 150 200" 50 100 150 200"

Obrazek 3.2: Parametry prvniho rezimu

Ve druhém rezimu vysly prameéry
byy =0,368891  a  byy = —0,331076,
a smérodatné odchylky
Sp,, = 0,0564031 a Spy, = 0,0562995.

Podobné jako u autoregresniho modelu jsou priméry odhad velice blizko sku-
tecnym hodnotam parametrti. Smérodatné odchylky v prvnim rezimu maji také
pfijatelné hodnoty, jednotlivé odhady parametru b, ; lezi v intervalu (0,51; 0,72),
odhady parametru by o v rozmezi (0,11; 0,29), viz obrazek 3.2.

Smeérodatné odchylky ve druhém rezimu jsou vyssi, ale stale pfijatelné. Divo-
dem je vétsi pocet odlehlych odhadu, viz obrazek 3.3. Jednotlivé odhady parame-
tru bo 1, lezi uvnitt (0,20; 0,52), odhady bs 5 se pohybuji v rozmezi (—0,47; —0,18).
Horsi vysledky ve druhém rezimu jsou zptisobeny mensim poctem dat — primérné
334 clenti posloupnosti, tj. priblizné tietina, spliiuje podminku pro druhy rezim.
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Parametr b, 4

,‘32’ . R Parametr b,
b2,
0.6 n N
50 100 150 200
-0.1
0.5 .
. y L D2t 02 - ) By
04 o, < Lt o SRS - — by A e L B
R = : * ~ b2y =0.3] S e y - '
0.3 . . s . e . . et Soee e
. L R . . —04 .« - — - . e .
0z - -0.5
50 100 150 200"

Obrazek 3.3: Parametry druhého rezimu

Postup pro odhad A; a p;, i = 1,...,k, ukdZeme na nadhodné vybrané si-
mulované fadé z modelu (3.1). Jak jsme ukdzali v kapitole 2.1.2, graf zavislosti
X; na X; ;1 je vhodnym néstrojem k rozpoznani nelinearity casové fady.

Prahr=-0,5 Prahr=0
X X

Prahr=0,5
Xt

Obrazek 3.4: Zavislost X; na X; ; vybrané fady pro r € {—0,5; 0; 0,5}

Pro nami vybranou fadu z takového grafu vyplyva volba dvou rezimi a prahu
r = 0, pro ovéfeni metody nejmensich ¢tverci vSak zvolime jesté dvé mozné
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hodnoty, r = —0,5 a r = 0,5. Na obrazku 3.4 jsou zobrazeny tyto tfi volby
prahu r, ¢ervenou barvou je znazornéno prolozeni dat dvéma linearnimi funkcemi
pro X;_1 < r, resp. X;_1 > r. Mezivysledky vypoctu z kapitoly 2.2 jsou uvedeny
v tabulce 3.1. Pro volbu r = 0 je funkce Sp({A;}) dana predpisem (2.2) minimélni,
metoda tedy uréila spravné odhady A; = (—o0,0] a Ay = (0, 00).

r -0,5 0 0,5
biy 0,546934  0,56211 0,638459
bia 0,272501  0,244434  0,121416
ba1 0,33896 0,347394  0,332779
bao —0,047699 —0,362803 —0,351094

Sr({A:;}) 264,252 246,573 263,749

Tabulka 3.1: Mezivysledky vypoctu odhadt @

Mezivysledky vypoc¢tu odhad p; jsou uvedeny v tabulce 3.2. V praxi se bézné
uvazuji nizké rady autoregrese, proto jsme do vypoctu zahrnuli pouze moznosti
pi € {1, 2}, = 1,2. Vidime, Ze funkce AIC({p;}) pocitana podle vzorce (2.3)
je minimalni pro p; = py = 2.

p1=1 p1=2 p1=1 p1 =2
p2=1 P2 = 2 P2 = 2 p2=1
T 655 655 655 655
T 344 343 343 343
b1 0,738421 0.56211 0,738421 0.56211
812 — 0,244434 — 0,244434
/521 0,237109 0,347394 0,347394 0,237109
/522 — —0,362803 —0,362803 —
5’% 0,251339 0,233845 0,251339 0,233845
8% 0,303443 0,272318 0,272318 0,304328
AIC({p;}) —1306,76 1385,95 —1340,69 1349,83

Tabulka 3.2: Mezivysledky vypoctu odhadu p;

Mutzeme shrnout, ze metoda nejmensich ¢tverctt dava uspokojivé vysledky
pri dostatecné velkém poctu pozorovanych hodnot - u autoregresnich modelt
tim myslime vice nez 500 pozorovani, u prahovych autoregresnich modelt vice
nez 1000.

3.2 Sila testu linearity

V kapitole 2.3 jsme popsali test linearity, nyni pomoci simulace posloupnosti
hodnot z prahového autoregresniho modelu odhadneme silu testu. Generovali
jsme 200 posloupnosti délky 200, 500 a 1000 z TAR(2) fadu 1, 2 a 3, jejichz
predpisy vidime v tabulce 3.3.
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H1 €

0,5X,_ X1 <0
X, =4 t—1 + €, t—1 < U, e~ N(0;1)
025Xy +¢&, X1 >0,

0,62X;_; +0,21.X,_ X1 <0
Xt _ ) t—1 ) t—2 + Et, t—1 =Y, £y ~ N(O, 0725)
0,37X;1 — 0,33 X9+ ¢, Xi_q1 >0,

0715Xt—1 - 0725Xt—2 - 0735Xt—3 + Et, Xt—l S 07
Xt = Et N(O, 1)
—0,15Xt,1 + O,25Xt,2 + 0,35Xt,3 + &4, X1 > 0.

Tabulka 3.3: Simulované fady T AR(2)

Sila testu je pravdépodobnost, ze za platnosti alternativy zamitneme hypo-
tézu. Odhadneme ji relativni cetnosti

-~ n
B—N7

kde n je pocet posloupnosti, u kterych na zakladé testové statistiky dané vzor-
cem (2.4) zamitdme hypotézu ve prospéch alternativy na hladiné o = 0,05,
a N je celkovy pocet generovanych posloupnosti, v nasem ptipadé N = 200.

p
R 1 2 3

200 0 0 0,9
500 O 0,085 1
1000 0,06 0,76 1

Tabulka 3.4: Odhad sily testu B

Odhady sily testu v zavislosti na délce simulovanych posloupnosti 7" a fadu
autoregrese p jsou uvedeny v tabulce 3.4. Jak se dalo cekat, sila testu je primo
umérna délce simulovanych posloupnosti. Navic je primo timérna i fadu autore-
grese. Pro nizkd p a maly pocet pozorovani vychazi § nulova. V takovych pii-
padech je vysokd pravdépodobnost chyby II. druhu, tj. nezamitnuti hypotézy
za platnosti alternativy.

Lze tedy konstatovat, ze popsany test dobte rozlisi prahovou alternativu pouze
pro vysoky pocet pozorovanych hodnot a pro p > 2.
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4. Aplikace na realna data

V predchazejici kapitole jsme na simulovanych datech ovérili silu testu linea-
rity a kvalitu odhadt parametri AR a T AR modelti. Nyni poznatky uplatnime
na realnych datech.

4.1 Test linearity

Na webovych strankach spole¢nosti CEZ je k dispozici denni vyvoj ceny akcii.
Data za obdobi od 2.9.2013 do 1.3.2016 vidime na obrazku 4.1.

Cena akcii spoleénosti CEZ

Yt
650
600 -
550
500
450

400 -

160 260 360 460 560 660
Obréazek 4.1: V§voj ceny akcii spole¢nosti CEZ

Cenu akcii jsme transformovali na logaritmické vynosy pomoci vzorce

Y
Xt:log< ;1),t:1,...,622,
t

kde Y; je cena akcii v Case t a log (+) je pfirozeny logaritmus. Tato transformace
zajisti stacionaritu zkoumanych dat.

Pomoci vzorct (1.2) a (1.3) jsme odhadli autokorela¢ni a parcialni autokorela-
¢ni funkci logaritmickych vynost. Na obrazku 4.2 vidime obé odhadnuté funkce.
Bod useknuti PACF neni sice zfetelny jako u simulovanych piikladi, ale mizeme
predpokladat fad autoregrese p = 2.

Predpokladem testu linearity je znama hodnota d < p. Z grafi zavislosti
X; na X;_1, resp. X;_o, neni na prvni pohled patrna linearni zavislost v nékolika
rezimech. Nicméné pro d = 2 se linearni zavislost v jednom rezimu jevi méné
vyrazn€jsi nez pro d = 1, jak je vidét na obrazku 4.3. Proto predpokladejme pro
pripadny prahovy model d = 2.

Pomoci programu Wolfram Mathematica jsme provedli test linearity na hla-
diné o = 0,05, popsany v kapitole 2.3. Zvolili jsme hodnoty a = 0,25 a b = 0,75
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pro vypocet intervalu I, a pro volbu kvantilu testové statistiky A z tabulek 2.1
a 2.2. Testova statistika nam vysla

A= 3,71702,

coz nespada do kritického oboru (13,38; co). Nulovou hypotézu tedy nezamitdme.

Odhad autokorelacni funkce Odhad parcialni autokorela¢ni funkce

(k) A
1.0—— 7t(k)
: 0.06-—
0.8 0.04
0.02}
0.6
‘ ; K
1 2 —3— 4 5
0.4 -0.02}
02 -0.04}
-0.06}
P R U— — — Ll — | tb— k
0 1 2 3 4 5 -0.08}

Obrazek 4.2: Odhad ACF a PACF logaritmickych vymnosi

V kapitole 3.2 jsme dospéli k zavéru, ze pro p = 2 je potfeba alespon 1000
pozorovani, aby test linearity dobfe odlisil prahovy model. Sice nemame k dispo-
zici dostateény pocet pozorovani, nicméné modelu AR(2) odpovidaji jak odhady
ACF a PACEF, tak i grafy zavislosti X; na X; 1 a X; ». Mzeme tedy konstatovat,
ze test linearity urcil model AR(2) spravné.

Z testu linearity mame spocitané odhady parametri

b = 0,062327 a by = —0,0836158.

Zavislost X; na X;_¢ Zavislost X; na X;_,
Xi X;
0.06 0.06

004 . - 0.04;

U002 -

Lo

. =0.04 - -:02

e | S X . I Ml . L o Xpp
. 004 0.06 -0.04 - -0, 0.04, 0.06

-0.04- -0.04-

Obrazek 4.3: Graf zavislosti X; na X;_1, resp. X;_»

4.2 Predpovédi

V kapitole 1.3 jsme popsali dva zplisoby predpovidani budoucich hodnot auto-
regresnich casovych fad. Nyni uplatnime obé metody na logaritmickych vynosech.

31



4.2.1 Nejlepsi linearni predpovéd

Podle inovativniho algoritmu (1.16) jsme v programu Wolfram Mathematica
spocitali nejlepsi linedrni predpovédi pro casy ¢t = 1,...,623. K vypoctu jsme
pouzili odhady autokovarianéni a autokorelacni funkce. Na obrazku 4.4 uvadime
logaritmické vinosy X; cernou barvou a predpovédi X; cervenou barvou. Vidime,
ze tato metoda spravné predpovida hodnoty X;. Specidlné vychazi

Xri1 = Xeos = —0,00912448.

Logaritmické vynosy a nejlepsi linearni predpovédi

I | | |
"u‘ UU. ll lmn 4,4‘ [l A ll )Lmql I l| I.n' it ll,[ll | "J i I‘ — X
i H A A

-0.05

Obrézek 4.4: Logaritmické vynosy a nejlepsi lineadrni predpoveédi

4.2.2 Boxova-Jenkinsova metodologie

Zde jsme pomoci programu Wolfram Mathematica spocitali predpovédi v case
T =622 0k = 1,...,5 kroki dopfedu podle vzorce (1.19), kde jsme pouzili
odhadnuté parametry 31 a 32. V tabulce 4.1 vidime, ze pfedpovédi pocitané touto
metodou konverguji velice rychle k 0.

Xr4x(T)

—0,000113059
0,000449871
0,0000374927

—0,0000352795

—0,00000533384

U W N |

Tabulka 4.1: Pfedpovédi Boxovou-Jenkinsovou metodologii

Ackoliv ndm Boxova-Jenkinsova metodologie umoziuje spocitat vice odhadu
budoucich hodnot, jejich velkym nedostatkem je rychla konvergence k nule. Nao-
pak nejlepsi linearni predpovéd ndm sice poskytuje pouze jednu budouci hodnotu,
lépe vSak odrazi raz celé posloupnosti.
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Z.avér

Cilem prace bylo seznameni s vybranym nelinedrnim autoregresnim modelem
pro casové tady. V teoretické casti jsme uvedli vlastnosti autoregresnich a praho-
vych autoregresnich procesii, odvodili jsme autokorelacni a parcialni autokorela-
¢ni funkce véetné jejich odhadi. Déale jsme popsali mozné zptisoby predpovidani
a odhad parametri metodou nejmensich ¢tvercti. Nakonec jsme predlozili mozny
test pro vybér odpovidajictho modelu.

Simulac¢ni studie vedla k zjisténi, ze odhady metodou nejmensich ¢tverct da-
vaji pro dostatecny pocet pozorovani uspokojivé vysledky pro oba zkoumané mo-
dely. Zjistili jsme, ze sila popsaného testu linearity je dostatecna k tomu, aby test
dobfte rozlisSoval mezi autoregresnimi a prahovymi autoregresnimi modely, pouze
pokud mame k dispozici stovky pozorovani a iad autoregrese je vétsi nez 2.

Na zavér jsme ziskané znalosti aplikovali na realna data. Pomoci grafi ACF,
PACF a zavislosti X; na X;_; a X;_» jsme se ujistili, ze test linearity piiradil
datim odpovidajici model AR(2). Metodou nejmensich ¢tverct, kterd je soucésti
testu linearity, jsme odhadli regresni parametry. Konstruovali jsme predpovédi
podle obou popsanych metod a dosli jsme k zavéru, ze ackoliv je nejlepsi line-

Vv

zkoumané casové fady, mnohem lépe reflektuje raz celé posloupnosti.
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