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Abstrakt: V této praci se zabyvame metodami pro regresni analyzu vyskytu opa-
kovanych udalosti, pti které je treba se vyporadat se zavislosti ¢ast do udalosti
v rdmci jednoho subjektu. V prvni ¢asti prace se zabyvame moznym rozsifenim
Coxova modelu proporcionalniho rizika, ktery se vyuziva pri analyze cenzorova-
nych dat, pro analyzu vyskytu opakovanych udalosti. Hlavni ¢ast prace je véno-
vana odhadu parametri v marginalnich modelech a jejich asymptotickym vlast-
nostem. Néasledné se zabyvame i odhadem parametri v marginalnich modelech
pro mnohorozmérna cenzorovana data. Vhodnost pouziti marginalnich modeli je
zkoumana pomoci simulaci.
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Abstract: This thesis deals with the methods for the regression analysis of recur-
rent event data, for which is necessary to handle the dependence of failure times
of one individual. In the first part of the thesis focuses on the possible extension
of Cox proportional hazards model, which is used for the censored data analysis,
to the analysis of recurrent event data. The main part of the thesis is dedicated to
the estimation of parameters in marginal models and their asymptotic properties.
Afterwards, we deal with the estimation of parameters in marginal models for
multivariate failure time data. The suitability of the marginal models is examined
with the use of the simulation study.
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat regresni analyzou cenzorovanych dat, kdy sle-
dujeme dobu do uré¢ité udélosti, kterd muze nastat vicekrat za sebou (recurrent
event data). Tato data vznikaji pfi mnoha praktickych problémech, jednim z pii-
kladt miize byt opakovany vyskyt infekce u pacientti s leukemii nebo zachvaty
u pacientu trpici epilepsii. Prikladem z jiného prostfedi je opakovany vyskyt po-
ruch raznych soucastek. Pro regresni analyzu cenzorovanych dat, kdy udalost
muze nastat pouze jednou, se hojné vyuziva Coxtav model proporciondlniho ri-
zika (Cox Proportional Hazards Model), ktery vsak predpokladd, Ze pozorovani
jsou nezavisla. V pripadé opakovanych udalosti jsou zfejmé pozorovani v ramci
jednoho subjektu zavisla, s témito zavislostmi je tedy treba se vyporadat.

Predpokladejme tedy, ze 0 < T} < T; < ... jsou c¢asy do udalosti. Ozna¢me
N(t) pocet udélosti do ¢asu t, tedy

N(t) = iI(Tk <t).
k=1

Nebude-li feceno jinak, budeme v praci uvazovat pripad, kdy je subjekt cenzo-
rovan zprava a pouze jednou, tedy sledujeme vyskyt udalosti u dané¢ho subjektu
do okamziku, kdy tento subjekt z néjakého diivodu studii opusti. Necht C' je cas
cenzorovani a definujme &taci proces udélosti N(t) = N(t A C), ktery udava na-
pozorovany pocet udédlosti do ¢asu t a proces Y (t) = [(C' > t), ktery udava, zda je
subjekt sledovan. Dale oznacme Z(t) = (Zy(1), ..., Zy(t))" vektor vysvétlujicich
proménnych a H(t) = o{N(s),0 < s < t} historii ¢itactho procesu udalosti do
casu t.

Jednim z moznych Teseni, jak se vyporadat se zavislostmi v rdmci jednoho
subjektu, je popsani téchto zavislosti pomoci vysvétlujicich proménnych. |Ander-
sen a Gill (1982) se zabyvaji modelovanim celkové intenzity udalosti definované
jako stredni velikost skoku procesu udalosti N (t) podminéné pii historii procesu
a vysvétlujicich proménnych, tedy

dA(t|H(t), Z(t)) = E[dN(t)|H(t), Z(t)].

Struktura zavislosti mezi pozorovanimi v ramci jednoho subjektu je vsak
mnohdy velmi slozitd a neni tedy mozné ji vidy popsat. Jako alternativni re-
seni se nabizi vyhnout se modelovani zavislosti a modelovat marginalni intenzitu

udalosti i
dA(t|Z(t)) = E[dN(t)|Z(1))-

Odhad parametri v modelech pro marginalni intenzitu udalosti a jejich vlastnosti
1ze nalézt v ¢lancich |Lin a kol.| (2000) a |Lawless a Nadeau| (1995).

Z jiného thlu k tomuto problému pristoupili|Wei a kol.| (1989), ktefi se zabyvali
analdzou mnohorozmérnych cenzorovanych dat (multivariate failure time data).
Na kazdou z udalosti se divali jednotlivé a odhadovali parametry v modelu pro
marginalni riziko prvni, druhé, treti udalosti atd.

Cilem této prace je popsat vyse zminéné pristupy, predevsim odhad parame-
tri a jejich asymptotické vlastnosti. Nasledné se pokusime pomoci simulaci tyto
pristupy zhodnotit.



1. Coxtiv model a jeho rozsireni
pro vyskyt opakovanych udalosti

V této kapitole uvedeme metodu pro odhad parametri v Coxové modelu pro-
porcionalniho rizika, kde modelujeme vliv vysvétlujicich proménnych na riziko
jediné udalosti. Shrneme zakladni vlastnosti tohoto odhadu a nésledné se bu-
deme zabyvat problémem, zda lze stejnou metodu pouzit pii analyze opakovanych
udalosti.

1.1 Coxtv model proporcionalniho rizika

V této ¢asti predpokladejme, Ze u subjektu miize nastat pouze jedind udalost
a oznaCme 1" > 0 cas do udélosti. Pak pro ¢itaci proces udalosti plati

Nt)=NEAC)=IT<(tAC)=I(T<t,T<C).

Jelikoz v této ¢asti mize nastat pouze jedind udalost, dany subjekt sledujeme,
pouze pokud tato uddlost jesté nenastala, tedy Y (t) = I(C > t,T > t). Déle
predpokladejme, ze rozdéleni T je spojité. Podminénou rizikovou funkeci pii vy-

svétlujicich proménnych Z(t) = (Zy(t), - -+, Z,(t)) " definujeme jako
1
AtZ(t) = lim —P(t<T <t+h|T >t Z()). (1.1)
h%o_,. h

Coxtiv model pro A(t|Z(t)) ma tvar

AtlZ(t)) = Xo(t) exp{By Z (1)}, (1.2)

kde A\o(t) je libovolna zakladni rizikova funkce (baseline hazard function) a By je
p-rozmérny vektor regresnich parametri.

Pozndmka. Pro vysvétlujici proménné dvou subjekti, které jsou konstantni v ¢ase
(Z, a Z5), v modelu ((1.2)) plati:

At Z)

)\(t|Z2) = eXp{/BJ(Zl - ZQ)}7

tedy pomér rizik téchto dvou subjektii je nezavisly na ¢ase. Odtud pochazi také
nazev model proporcionalniho rizika.

Jelikoz zéakladni rizikova funkce Ao(t) je nezndmé (a nelze tedy pouzit me-
todu maximalni vérohodnosti), Cox (1972, 1975) navrhl odhadnout parametry
Bo v modelu (|1.2)) na zdkladé parcidlni vérohodnosti. P¥i sledovani n subjektt
pozorujeme nezavislé trojice (N;(t),Yi(t), Z;(t) :t>0), i = 1, ...,n. Parcidlni
vérohodnostni funkce mé tvar
AN;(t)

Lo -1 Yi(t)exp {BT Zi(t) }
=1 Yi(t) exp{BTZ;(t)}

i=1t>0 =113

(1.3)



Oznacime-li

1 n
==Y Y1) HZ2 (t)exp{B' Zi(t)}, j =0,1,2, (1.4)
nz:l

kde pro vektor ¢ plati ¢®° = 1, ¢®! = ¢ a ¢®? = cc', pak logaritmickou parcidlni
vérohodnostni funkei 1ze zapsat ve tvaru

Z / [B7Z,(t) — log [nS©(8,1)]} dNi(t). (1.5)
Skoérova funkce je rovna
ug) = 205 [7 [20) - Zu(s.0)] anign), (1.6)

kde

] SWB.Y) _ ¢ Yiew{TZ()]
20 = 06,0 H LY e (B 20)

Z(t). (1.7)

Odhad B parametru By je feSenim systému rovnic U(8) = 0. Tyto rovnice lze
resit numericky pomoci Newtonova-Raphsonova algoritmu.
Napozorovand Fisherova informac¢ni matice je rovna

et RN MR e R ALY R PO R

n

a déle ji 1ze upravit do tvaru:

S [T vis.n v, (1.9

kde
n Yi(t)expiBTZ(t) _ 2
V=Y eip {mzjw} [z - Z.(8.0)]

i=1 £<j=1"J

Ziejmé Z,(B) > 0 VB € RP, tedy pokud je matice Z,(8) regularni, je funkce ¢(3)
konkavni a ma maximum v B .

Zde je tieba si uvédomit, Ze cleny [ [Z,»(t) — Z,(B, t)} AN;(t), i =1, ...,n,
ve skérové funkei U (B) nejsou nezavislé kviili ¢lenu Z,(8,t). Ve skuteéné hodnotd
Bo 1ze vsak skorovou funkei rozepsat jako soucet nekorelovanych ¢lent, diky ¢emuz
lze pak za pomoci martingalové centralni limitni véty uvedené napr. v Kalbfleisch
a Prentice| (2002, strana 166) ukézat obdobné vlastnosti U(8,) a odhadu 8 jako
v teorii maximalni vérohodnosti. V dalsi ¢asti nastinime, jakym zptisobem se lze
k témto vysledkiim dostat.



Pro pouziti martingalové centralni limitni véty je tfeba divat se na vyvoj
skérové funkce U (B) v case, tedy

U(B,1) zn;/ot (Zi(w) = Zo(8,w)] dNi(u).

Pokud pro kazdé ¢+ = 1, ...,n a pro kazdé t > 0 plati podminka nezavislého
cenzorovani
At|Zi(t)) = hI(I)l Pt <T,<t+h|T; >t Zt))
h—04
= lim P(t<T;, <t+h|T; >t,C; >t Zt))

h—>0+

a Z;(t),i =1, ...,n, jsou prediktabilni vzhledem k filtraci .%;, kde

F, = o {Ni(s), Yils), Zi(s),0 < s < tyi = 1, ..., n}, (1.10)
pak proi =1, ...,n je kompenzator ¢itaciho procesu udalosti V;(t) tvaru
t
Ai(t) = / Yi(u) o () expl BT Z(u)} du. (1.11)
0

Tedy proces M;(t) = N;(t) — A;(t), i =1, ..., n, je F—martingal.
Jelikoz plati

Z/ Z,(Bo, )] Aq(u)
B z;/o Z;(w)Yi(u)ro(u) exp{ By Zi(u)} du

n ot Sy, (1.12)
— [T s 1,50 (Bo,w) o) _
_/0 nS(Bo, u)Ao(u) du /o nSéo)(ﬁoyu)S"O (Bo, 1) Mo(u) dut = 0

lze U (Bo,t) zapsat ve tvaru

U (Bo. 1) z [} (200~ Zu(o.0)] ai() (1.13)

Z tohoto tvaru jiz vidime, Ze asymptotickou normalitu U (By,t) pro pevné
t > 0 lze ukazat na zédkladé martingalové centralni limitni véty. Jako v teorii
maximalni vérohodnosti je i v tomto pripadé tireba splnit podminky regularity
uvedené napr. v Andersen a Gill (1982):

C1. Data pozorujeme na intervalu [0, 7], kde P (Y;(t) =1) > e >0 Vt € [0,7],
Vi=1,...,na [§ A(u)du < cc.

(2. Existuje oteviené okoli Z bodu B, a funkce s¥)(8,t),7 = 0,1, 2, definované
na % x [0, 7| spliujici nasledujici podminky:

(8) SUDges, reo - [[S9(B,1) — sV(B, )| === 0 pro kazdé j = 0,1,2, kde

||la]| = max; |a;]|.




(b) s(B,t) je odrazena od 0 pro kazdé t € [0, 7].

(c) Pro j =0,1,2, s9(B,1t) je spojita funkce v B stejnomérné v t € [0, 7]
aVp e A, vt € [0, 7] plati

sW(B,t) =0s9(B,1) /08 a sP(B,t)=0sV(B,t)/08".

18.7) = [ (8.5 (B.0M(0) dt

je pozitivné definitni matice V3 € £,
kde v(B,1) = 2582 — [2(8,1))* a 2(8,1) = 2520,
C3. Z;(t) jsou omezené Vt € [0,7], Vi=1, ... n.
Véta 1. Za platnosti podminek[C1] {C3 pro n — oo plati:
(a)

BQIBO7

(b)
1

ﬁU(ﬂO,T) 2y N, (0, 1(Bo, 7)),

A

V(B — Bo) B Ny(0,17Y(Bo, 7)),

(d)
T.(B,7) 5 I(Bo, 7),

kde T,(B,T) zachycuje vijvoj napozorované Fisherovy informacni matice

Z,(B) (1.9) do casu T.

Dikaz.  Jednotliva tvrzeni véty jsou podrobné dokazana v obecnéjsi formé ve
¢lanku |Andersen a Gill| (1982).
d

Pozndmka. Pokud (N;(t), Y;(t),
rozdélené, pak podminky [C2|(a)
a Gill, 1982, Véta 4.1.):

Z;(t):t>0),i=1,...,n, jsou nezavislé, stejné
— (), [C3]1ze nahradit podminkou (viz |Andersen

B1. Existuje oteviené okoli Z bodu B, takové, ze
E [suppes e, Y1 (1)) || Z1()])* exp{ BT Z1(1)}] < oo,

kde ||a|® = a"a.



Funkce sU)(B,t), j = 0,1,2, v podmince C2(d) jsou definované jako sV)(3,t) =
E V(1) 27 () exp{BT Z:(t)}], j = 0,1,2.

Do této chvile jsme se zabyvali pouze odhadem parametrii 8y v modelu (|1.2)).
Jelikoz vSak v modelu figuruje také neznamé zakladni rizikova funkce Ag(t),
pro uplnost nyni uvedeme Breslowtv odhad kumulativniho zakladniho rizika de-
finovaného jako Ag(t) = fy Xo(u) du, ktery je tvaru

Ao(t) = At%, te 0,7, (1.14)

kde N(u) = 3%, Ni(u) (viz Breslow, [1972). Pro tento odhad mimo jiné plati, Ze
je stejnomeérné konzistentnim odhadem kumulativniho zédkladniho rizika Ay(t) na
[0,7], tedy

sup [Ao(t) — Ao(t)] 20, n — .
telo, 7]

1.2 Rozsireni Coxova modelu

V ¢lanku [Andersen a Gill| (1982) se autori zabyvali otdzkou, jakym zptsobem
lze Coxiv model a metodu parcidlni vérohodnosti rozsitit pro analyzu vyskytu
opakovanych udalosti. Metodu rozsirili pro obecny mnohorozmeérny ¢itaci proces
(Ny(t), ..., N,(t)) a obecny proces Y;(t), i = 1, ...,n, nabyvajici hodnot {0, 1}
(hodnota 1 znadi, Ze je ity subjekt v daném Case pozorovan), ktery je predikta-
biln{ vzhledem k filtraci .%; (1.10). Tedy v daném case miiZe nastat pouze jedind
udalost a proces N;(t) muze skocit jen tehdy, pokud Y;(t) = 1. Dale predpokla-
dali, ze vysvétlujici proménné Z;(t),i = 1, ...,n, jsou prediktabilni vzhledem
k filtraci .%,.

Model definovali za pomoci vlastnosti, ze proces

Mift) = Nift) ~ | Vi) o(u) exp{ BT Z: (w)} du (1.15)

je Z;—martingal pro kazdé i = 1, ..., n, kde \o(t) je libovolnd nezndma funkce
a Bo je p—rozmérny vektor regresnich parametri. Jak bylo popsano v ¢ésti[l.1] je
tato vlastnost zasadni pri zkoumani asymptotickych vlastnosti odhadu parametrii
Bo.

Nyni pro jednoduchost uvazujme pouze pripad, kdy Y;(t) = I(C; > t), i =
1, ...,n, a je splnéna podminka nezavislého cenzorovani

At Hi(t), Zi(t)) dt =P(dN;(t) = 1|H,(t), Zi(t))

i (1.16)
—P(dN,(t) = 1|Hi(t), C; > t, Zi(t))

pro kazdé t > 0,7 =1, ...,n. Podminka umoznuje pripady, kdy cenzorovani
zavisi jak na vysvétlujicich proménnych, tak na historii ¢itaciho procesu udalosti.
Tato situace nastava naptiklad tehdy, pokud pfi vyssim poctu predchézejicich
udalosti méa subjekt tendenci byt spiSe cenzorovan.

V tomto jednodussim pripadé mé pak pro kazdé ¢ = 1, ...,n kompenzator
procesu N;(t) tvar

Ait) = [ ViAulHi(w), Zi(w) do

7



a tedy z jednoznacnosti Doobova rozkladu plyne, ze

A(E[H;(t), Zi(t)) = Xo(t) exp{ By Zi(t)}. (1.17)
Pozndmka. Pro procesy udalosti N (t), kde velikost skoku muze byt vétsi nez 1,
zavadime celkovou intenzitu udalosti jako stredni hodnotu skoku procesu udalosti
N(t) podminéné pii historii procesu a vysvétlujicich proménnych

dA(t|H(t), Z(t)) = E[dN(t)|H(t), Z(t)].
Model
dA(t|H (1), Z(t)) = dAo(t) exp{B, Z(t)}, (1.18)

kde Ag(t) je libovolnd nezndma funkce a By je p-rozmérny vektor regresnich para-
metri, je v pripadé procesu udalosti N (t) se skoky pouze o velikosti 1 ekvivalentni
modelu . Pro vétsi prehlednost v celé praci budeme déle pracovat s mode-
lem ([1.18]), nebot v dalsi kapitole se budeme zabyvat i modely v pripadé, ze casy
do udélosti maji diskrétni rozdéleni. Model tvaru budeme dale nazyvat
modelem Coxova typu.

Nyni si jiz stac¢i uvédomit, ze parcidlni vérohodnostni funkce mé opét tvar
a také U (Bo, t) 1ze zapsat ve tvaru (1.13), kde M;(t) jsou martingaly. Tedy odhad
B parametri B¢ v modelu ziskame stejnym zpusobem jako v éésti a za
platnosti predpokladi - bude mit rovnéz asymptotické vlastnosti, které
jsou popsany ve Vété [I]

Ackoli se rozsiteni Coxova, modelu pro analyzu vyskytu opakovanych uda-
losti zda byt primocaré, je tfeba upozornit na zasadni predpoklad modelu ,
kterym je nutnost spravné specifikovat nejen vliv vysvétlujicich proménnych na
celkovou intenzitu rizika, ale také vliv historie ¢itacitho procesu udalosti. Toto je
ve vétsiné pripadech nemozné, nebot zavislost celkové intenzity rizika na historii
H(t) je zpravidla velmi komplikovana.



2. Marginalni modely pro
opakované udalosti

Jak jiz bylo zminéno v ¢asti [[.2] je tfeba v modelu pro celkovou intenzitu
udalosti spravné urcit jak zavislost celkové intenzity udélosti na vysvétlu-
jicich proménnych, tak na historii H(t) ¢itactho procesu udédlosti. Jinymi slovy,
model lze zapsat pomoci dvou nasledujicich rovnic:

(a) BIAN(t)|H (1), Z(t)] = E[AN(1)| Z(t)],
(b) E[dN(1)|Z(t)] = dAo(t) exp{Bg Z(1)}.

7 rovnice @ vyplyva, ze veskery vliv historie ¢itacitho procesu udalosti na celko-
vou intenzitu udalosti musi byt zachycen vysvétlujicimi proménnymi. Rovnice
naopak urcuje, jakym zptusobem vysvétlujici proménné intenzitu udalosti ovliv-
nuji. Abychom se tedy vyhnuli nutnosti spravné urcit zavislost udédlosti v ramci
jednoho subjektu, uré¢ime rovnici @ jako definujici vlastnost modelu. Budeme
tedy uvazovat model Coxova typu pro marginalni intenzitu udalosti

dA(t|Z(t)) = E[dN ()| Z (1)), (2.1)
ktery je tvaru
dA(t|Z(t)) = dAo(t) exp{By Z(t)}. (2.2)

Model tedy dovoluje libovolnou zavislost intenzity udélosti na predcha-
zejici historii udalosti daného subjektu. Z rovnic , @ uvedenych vyse vyplyva,
ze plati-li model (1.18), pak plati také model (2.2)).

V dalsi ¢asti prace se budeme nejdrive zabyvat odhadem parametri By v mar-
ginalnim modelu za predpokladu, ze ¢asy do udalosti maji spojité rozdéleni,
poté uvedeme metodu pro odhad parametri v diskrétnim pripadeé.

2.1 Spojité rozdéleni casti do udalosti

Odhadem parametru By v marginalnim modelu (2.2)) a jeho asymptotickymi
vlastnostmi se za predpokladu absolutné spojitych casti do udalosti velice po-
drobné zabyvali v ¢ldanku Lin a kol.| (2000). Odhad parametru By provedli me-
todou, kterd pripomind metodu zobecnénych odhadovacich rovnic (generalized
estimating equations) pro zavisla data, kde parametry By odhadneme za pred-
pokladu nezévislosti, a poté odpovidajicim zptisobem upravime varianéni matici
odhadu.

Predpokladejme, ze pozorujeme nezavislé trojice (V;(t),Y;(t), Z;(t) : t > 0),
t=1,...,n, a je splnéna podminka nezavislého cenzorovani

E[dN;(t)|Z;(t)] = E[dNy(t)| Z(t),C; > 1] Vt>0,i=1,...,n. (2.3)

Porovndme-li tuto podminku s podminkou nezavislého cenzorovani (1.16)), cen-
zorovani v tomto ptipadé jiz nemulze zaviset na historii ¢itactho procesu udalosti
H(t). Podminka tedy v uré¢itych pripadech nemusi byt splnéna.
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Jak bylo zminéno v prvni kapitole, odhad parametri 8y za platnosti modelu
pro celkovou intenzitu udélosti ziskame jako Teseni soustavy U (B) =0,
kde skérovd funkce U(f) je ddna vzorcem (L.6). V ¢ldnku [Lin a kol (2000) déle
ukazali, Ze proces U(Bg,t) ma za platnosti marginalniho modelu rovnéz
asymptoticky nulovou stfedni hodnotu. Parametry 8y marginalniho modelu ({2.2])
muzeme tedy odhadnout stejné jako v prvni kapitole za pomoci odhadu B )

Nyni se budeme zabyvat asymptotickymi vlastnostmi odhadu ,3 za platnosti
margindlnitho modelu . V tomto pripadé budeme predpokladat, Ze jsou spl-
nény nasledujici podminky regularity:

S1. Data pozorujeme na intervalu [0, 7], kde P (Y;(t) =1) > e >0 Vt € [0, 7],

Vi=1,...,n

S2. (N;(t),Yi(t), Zi(t) : t € [0,7]),4 = 1, ..., n, jsou nezavislé a stejné rozde-
lené.

S3. Ny(1), i=1,...,n, jsou omezené.

S4. (Z;(t):t€[0,7]), i =1, ...,n, maji omezenou totalni variaci, tedy

|Zij(0)y+/0 dZ; (| <K Yj=1,....p,i=1,...,n,

kde Z;; je j—ta slozka vysvétlujici proménné Z;.

S5.
15(8) = E | [ (Zut) = 2(8.0) Ya(t) exp{BT Zu(1)} do(t)

je pozitivné definitni matice na otevieném okoli bodu By, kde z(8,t) =

sO(B,1)/s"(B,1) a s9)(B,1) = E [Vi(1) 27 () exp{ BT Z1(1)}] , j = 0,1,2.

Pozndmka. Tyto predpoklady jsou analogické predpokladim uvedenym v po-
znamce za vétou |1, tedy za platnosti modelu (1.18]) a pfi splnéni téchto predpo-
kladi plati Iy = (8o, 7), kde I(B,7) je definovéna v podmince [C2{(d).

Je tfeba pfipomenout, Ze pro odvozeni asymptotické normality U (B, 7) nelze
pouzit centralni limitni vétu, nebof sc¢itance nejsou nezavislé. Pokusime se tedy
postupovat stejnym zptsobem jako v prvni kapitole. Podobné jako pti upravovani

vyrazu ([1.12)) Ize za platnosti modelu (2.2) ziskat rovnost
z / Z,(Bo, )] Yi(u) exp{B] Zi(u)} dAo(u) = 0.

kde Z,(B,1) je definovino vzorcem (L.7), tedy U(Bo, t) lze zapsat ve tvaru (L.13),
kde

Mi(t) = Ni(t) — /0 Vi) exp{ BT Zi(u)} do(u). (2.4)
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Na rozdil od ¢éasti vSak M;(t) za platnosti margindlniho modelu (2.2))
nemusi byt martingal, nebot M;(t) je martingal pouze tehdy, pokud plati mo-
del (1.18) pro celkovou intenzitu rizika. Pro odvozeni asymptotické normality
U(By, ) a odhadu B jiz tedy neni mozné pouzit ani martingalovou centralni
limitni vétu.

Asymptotické rozdéleni U (B, T) je odvozeno v ¢lanku Lin a kol.| (2000) po-
moci teorie empirickych procesi, ktera je vSak velmi pokrocilou statistickou teorii.
V této praci tedy uvedeme pouze hlavni kroky, které je tfeba udélat k odvozeni
asymptotické normality U (B, 7). Ziskané vysledky shrneme v nasledujici véteé.

Véta 2. Oznacme

Ss=E | [ (Zu(w) ~ 2(Bo,w) dMi(w) [ (Z1(v) — Z(Bo,)” ()|,

pak za platnosti podminek[S1) —[S pro n — oo plati:

(a)

(b)

(¢)

kde ]S = ]S(ﬂo)

Dikaz.

(a) Abychom mohli ukézat konzistenci odhadu B parametrii By, je tieba defi-
novat funkci

X(8) = [(8,7) ~ (B, )

[Z/ (B~ o) Zi(t)aNit Z/bg( (5{)7”))%@)],

kde ¢(, ) je vyvoj funkce £(8) definované vzorcem (|1.5)) do ¢asu 7 a funkce
SO(B, t) definovana vztahem (T.4).

Dale definujeme funkci

. -0
X =8| [[ (8- 0 Zi)ami(0) - [[1ox Sy amiio).

kde s (8, t) je zavedena v podmince .
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Nejdiive je tieba ukazat, ze pro kazdé B € R? a pro n — oo plati X (8) LN
X(B), tedy X(8) — X(8) 2L 0.

Diky silnému zakonu velkych ¢isel dostavame, ze

12 T s T

WX BB 2N o B [[(8 - B0 2N 0)]
Pro druhy ¢len rozdilu funkei X (8) — X () plati:

S8, 1) g s(B, 1)
}:/ ( w)dM@)—ElA bgaﬂw&hw>ww@ﬂ
8.1 08, 1) )1 |
e[ (FE) (e o

QR o [ (5 ) 0]}

(2.6)

Podivame-li se na prvni ¢len ([2.5) pravé strany vyse uvedené rovnice, pak
pro kazdé B € RP plati, ze

S8, £) = sV(B, 1)] == 0.

su
b n—00

0<t<r
Tato stejnomérna konvergence plyne jako disledek ptikladu 2.11.16 ze stra-
ny 215 publikace autort van der Vaart a Wellner| (1996)), tento priklad je
vice rozebran v c¢asti @ tohoto diikkazu. Diky vété o spojité transformaci
dale plati, ze

log S\ (8, ) — log s(B, )| =2 0.

su
b n—00

0<t<r
Celkem dostavame:

o (5100 - e (504

sup
0<t<r

= sup [log S\V(B, t) —log s (B, ) — (log S (Bo, t) — log s (Bo, 1))
0<t<rt
< sup [log S(B, 1) —log s (B, 1)
0<t<r
+ sup |log 57(10)(,30, t) — logs (BO, )‘ BLEINYGY
0<t<r n—o00

Tedy ¢len (2.5 . pro n — oo konverguje skoro jisté k 0, nebot 1 T Ni(t) je
rostouci a omezeny proces (viz predpoklad . Clen (2.6] konvergUJe skoro
jisté k 0 pro n — oo ze silné¢ho zékona velkych cisel. Celkem dostavame, ze
X(8) - X(8) =L 0.

Jak jiz bylo zminéno v ¢asti [1.1 je funkce ¢(B) konkévni, tedy i funkce

X(B) je konkdvni, nebot gﬁ)géﬁ-r) =T7,(B) (1.9). Na zdkladé véty z konvexni

analyzy (Rockafellar, 1970, Véta 10.8) lze Fici, ze X (B) konverguje skoro
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jisté k X'(B) stejnomérné na kazdé omezené a uzaviené podmnoziné R?P. Za
tuto podmnozinu zvolime B, = {B : || — Bo|| < r} pro r > 0, jinymi slovy

sup [1X(8) — X(8)] 250, (2.7)

kde ||a|| = max; |a;|.
Déle za platnosti modelu ([2.2)) plati:

P =5 [[ (Z0) - 2(6.0) ani(0)]
<E&ﬂA%ZKQ—EWJ»MW@MZM%OSSSthK@ﬂ}
— {/OT (Z.(t) — 2(B,1)) E[le(t)|Z1(t),Y1(t)]}-

Diky podmince nezéavislého cenzorovani (2.3 dostavame rovnost
E [dNi(1)| Z1(t). Ya(1)] = Yo (1) E [dN: (1) | 21 (1)
= Yi(t) exp{By Z1(t)} dAo(t).

Jinymi slovy, za platnosti nezavislého cenzorovani je marginalni intenzita
udalosti pozorovaného procesu Np(t) v Case t rovna marginalni intenzité
udélosti ¢tactho procesu Ny (t) ve vSech ¢asovych okamzicich, ve kterych je
subjekt pozorovéan, tedy pokud Y;(t) = 1.

Déle tedy mizeme psat

a)g? =k [/OT (Z:1(t) — 2(B,1)) Ya(t) exp{ﬂOTZl(t)}dAO(t)}
_/ (1) exp{By Zu(1 )}} dNo(t)

—/Eﬂt[mwwm%ZﬁMdmw
/ )(Bo, t) dAo(t) — /T z(l)(Ms(o)(ﬁm t) dAo(1),

©(8, 1)
ox(8) [ s2(B.0sOB. 1)~ [sV(B. 0]
amwT__A [s©(8, 1)) " AL

Na zakladé vyse uvedenych vzorcu lze vidét, ze za platnosti modelu ([2.2)

plati:
X X
XB)|  _y, PXO|
o B=Bo 0B B=Bo
(viz pozndmka za uvedenim podminek [S1|— . Vzhledem k tomu, ze Ig je

pozitivné definitni (predpoklad , je funkce X (B) ryze konkavni a ma
v bodé By jednoznacné uré¢ené maximum. Oznacime-li 9B, hranici mnoziny

B,, tedy 0B, = {8 : [|B — Bol| =7}, pak supgepp, X (B) < X(Bo).

Jelikoz plati vztah (2.7)), pak pro dostatecné velké n dostdavame nerovnost
X(B) < X(Boy) VB € B,. Tedy musi existovat maximum funkce X () ve
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oX(B) _ 0

vnittku mnoziny B, toto maximum lze ziskat jako Teseni rovnice = 5

a oznac¢ime ho 3.

Z tvaru matice % =T7,(B) (1.9) lze vidét, ze Z,,(B) # 0 pro dostatecné

velké n, tedy, ze maximum 3 je jednoznacné urc¢ené. Potom diky skutec¢nosti,
ze toto maximum lezi ve vnittku mnoziny B, a r muzeme zvolit libovolné

malé, pro n — oo plati, ze ,3 22y By, tedy i B LN Bo-

Odvozeni asymptotické normality ﬁU(ﬂo, 7) je zalozeno na dvou hlavnich
krocich. Prvnim krokem je nahradit v procesu

U (B z [} [2:0) ~ 280, ] abtio)

nahodny proces Z, (B, u) deterministickou funkci Z(Bg, u), presnéji, ze pro
kazdé ¢ € [0, 7]

n—oo

1 & trs B
NS /0 |Z,(Bo, u) — Z(Bo,w)| dMi(u) 0.

V druhém kroku je tieba ukazat, ze s¢itance [j [Zi(u) — Z(Bo, u)] dM;(u)
jsou nezavislé, stejné rozdélené, maji nulovou stfedni hodnotu a konecny
druhy moment a lze je zapsat jako rozdil neklesajicich procesi. Pak dle
prikladu 2.11.16 z van der Vaart a Wellner| (1996) plati, Ze pro n — oo

Z ) 121000~ 280, )] M) = W) ma D, 7]

kde W(t) je gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a kovarianc¢ni
funkci

Ss(s.8) = B[ [ (Z1(w) ~ 2(Bo)) dMi ) [ (Z4(0) — 2(Bo0)” M (o)

a DP[0, 7] je prostor zprava spojitych funkei s limitou zleva na p—rozmérnym
kartézskym soucinu intervalu [0, 7]. Dusledkem slabé konvergence je pak
asymptoticka normahta U (B, 7) uvedena ve znéni Véty

Na zaveér je vsak treba podotknout ze druhy krok byl zamérné veden tak,
abychom dospéli k obecnéjsimu tvrzeni, které plati pro proces —= U (B, ).

Za vyge uvedenych vlastnosti s¢itanci [} [Z;(u) — Z(Bo, u)] d ( ) bychom
jiz. k asymptotické normalité ﬁU (Bo, 7) dospéli za pomoci mnohorozmérné
centralni limitni véty.

Asymptotické rozdéleni odhadu ,3 Ize jiz snadno ziskat na zakladé drive
uvedenych tvrzeni a za pomoci Taylorova rozvoje. Plati:
ou(B,T)

U(BJT> = U(ﬁOaT) + a/BT

B=p*




Oznacime-li jako v ¢ésti In(ﬁ) = —%aUa(ﬁB L7) | dostaneme rovnost

V(B — Bo) = [Z.(8")] jﬁwﬂo, 0.

Déle je tfeba pouzit obecnéjsi tvrzeni (viz |Andersen a Gill, |1982) dikaz
Véty 3.2.) nez je uvedeno ve Vété([l] a to, ze za platnosti predpokladi [S1] -
[S5] pro n — oo plati:

L.(8* 1) D 1(Bo, 7),

pro libovolné B* takové, ze B* 2, Bo, a kde Z,,(B, 7) zachycuje vyvoj Z,(B)
do casu 7. Jelikoz B je konzistentnim odhadem By, pak diky vyse uvedenému
tvrzeni a asymptotické normalité ﬁU (Bo, 7) dostavame, Ze \/n(8— By) ma
asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a kovariancéni
matici Ig'Yglg", nebot Is = I(Bo, 7), jak jiz bylo zminéno difve.

3

Poznamka. Za platnosti modelu pro celkovou intenzitu udélosti (1.18]) je proces
M;(t) (2.4) martingal vzhledem k filtraci .%; (1.10), tedy pokud EMZ?(t) < oo, i =
1, ...,n, pak

Sy=F {/O Z4(1) — 2(Bo, )] dAl(t)} _ I,

kde A;(t) je kompenzator tvaru (1.11]). Tedy za latnosti modelu ((1.18)) je asymp-

totické rozdéleni odhadu B v souladu s Vétou |1, nebot asymptotickd kovarianéni
matice je rovna Ig'Yglg! = It

Abychom mohli konstruovat intervaly spolehlivosti a testovat hypotézy na
zékladé Véty 2] I je treba odhadnout matici Yg (pro matici Ig lze pouzit odhad
Z.(B), kde Z,(B) je tvaru (L.9)). Matici g odhadneme pomoci matice

S = izn; [ (20) - 2.8, w) atte) [ (2:0) = Zu(B.0)) " dbi(w)].

kde M;(t) = N;i(t) JEY;(u) exp{ BT Zi(u)} dAo(u) a Ag(t) je Breslowtv odhad

tvaru 1_} a Z,(8, ) je definované vztahem ([1.7)). Nésledujici véta fikd, Ze
[In(,é)] { BA)} je konzistentnim odhadem matice I5'Ygl5".

Véta 3. Za platnosti podminek[S1) —[S5 pro n — oo plati:
(a)

sup |Ao(t) — Ao(t)] 0,

telo, 7]

(b)



Diikaz. Tvrzeni jsou dokézana v ¢lanku Lin a kol. (2000)), Apendix A.3.

3

Nicméné je tfeba mit na pametl ze v tomto pripadé neni zaruceno, Ze neexis-
tuje jiny konzistentn{ odhad B* parametru Bo, takovy, ze avar(ﬂ) —avar(B8*) > 0,
jinymi slovy, Ze matice Ig'Sglg" — avar(,B ) je pozitivné semidefinitni.

2.1.1 Vahova funkce

Ve snaze vylepsit asymptoticky rozptyl odhadu se tedy v ¢lanku Lin a kol.
(2000) déle zabyvah odhadem parametru 8y modelu ({2.2)), ktery nyni ziskali jako
feseni rovnice Uy (Bg, 7) = 0, kde

Ua(8.7) =3 [ QB.0)[Z0) - Z.(8.1)] dNi(0)

B je odhad ziskany v ¢ésti a Q(B,t) je nezapornd, omezend vahova funkce
monoténni v ¢, pro kterou plati:

sup |Q(B,t) — q(t)] =2 0,

te(0, 7] n—oo

kde ¢(t) je spojitd deterministickd funkce. Jak je ukdzano v ¢élanku Lin a kol.
(2000), odhad B¢ ma obdobné asymptotické vlastnosti jako odhad 3, jehoz vlast-

nosti jsou popsany v kapitole 2.1}
Oznacime-li

lo=E| ["a(t) (Zu(t) = 2(80,1)** Va(t) exp{ 8] Z1(1)} dAo()] &

So = E | [ a(w) (Zi(w) - 2(Bow) dih(w) [ q(0) (Z1(v) ~ 2(Bos) dM(v)]

pak za platnosti podminek analogickych podminkam [S1| - S5/ pro n — oo plati:

BQ 2} /307
Us(Bo, 7) 2 N,(0, %),

Vi(Bg — Bo) 2 N,y(0, I5'SqI5").

5=

Dtlezitou vlastnosti odhadu BQ je, ze pro dostatecné velké n tento odhad
existuje a je jednoznacneé urceny stejné jako odhad B (viz dikaz Vety I cast @)
nebot vahova funkce Q(B t) nezavisi na B, tedy Ug(B,7) je derivaci konkavni
funkce. V praxi je vsak velmi obtizné najit vahovou funkci Q(B, t) takovou, aby
platilo, 7e Ig'YgIg" — [élEQIél je pozitivné semidefinitni matice.
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2.2 Diskrétni rozdéleni casu do udalosti

V této kapitole se budeme zabyvat odhadem parametrii By v margindlnim
modelu (2.2)) v ptipadé diskrétniho rozdéleni ¢asiu do udalosti. Pro jednoduchost
budeme v této ¢asti predpokladat, ze udalosti mohou nastat pouze v ¢asech t =
0,1,2, ..., déle oznac¢ime n(t) pocet udalosti v Case t a n(t) napozorovany pocet
udalosti v case t, tedy n(t) = Y (t)n(t). V pripadé diskrétniho rozdéleni ¢asi do
udalosti mizeme zapsat marginalni intenzitu udalosti jako

At Z(t)) = Ela(t)| Z(t)]

a model Coxova typu (2.2) ve tvaru
At Z(t)) = Mo(t) exp{By Z(t)}- (2.8)

Zde je tfeba upozornit na skutecnost, ze znaceni marginalni intenzity udalosti
je shodné se znacenim podminéné rizikové funkce v casti ackoli se ne-
jednd o stejné charakteristiky. Dale misto podminky nezavislého cenzorovani bu-
deme predpokladat silnéjsi podminku, ze podminéné pri vysvétlujicich promén-
nych Z(t) je ¢as cenzorovani C nezavisly na poc¢tu udélosti n(t),t =0, 1,

Predpokladejme tedy, ze pozorujeme trojice (n;(t), Yi(t), Z;(t) : t =0, 1, . ),
it =1, ...,n, které jsou nezavislé. Odhadem parametri v modelu na zakladeé
napozorovanych dat a jeho asymptotickymi vlastnostmi se zabyvali v ¢lanku La-
wless a Nadeau (1995). Obdobné jako v casti autori pouzili pristup, ktery
pripomind metodu zobecnénych odhadovacich rovnic, nebot parametry B, od-
hadli za predpokladu, ze n;(t), t =0,1, ..., i =1, ..., n, jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny, které maji Poissonovo rozdéleni, a poté odpovidajicim zptisobem upravili
varian¢ni matici odhadu.

Jak bylo zminéno, odhad parametri By v modelu (2.8]) ziskdme za ptedpo-
kladu, ze n;(t), t = 0,1, ..., 1 =1, ..., n, jsou podminéné pii vysvétlujicich pro-
ménnych Z;(t) nezavislé nahodné veliciny, které maji Poissonovo rozdéleni s in-
tenzitou A\(¢|Z;(t)). Budeme tedy predpoklddat nejen nezavislost mezi subjekty,
ale také nezavislost poctu udalosti v ramci jednoho subjektu. Témto predpokla-
dim se pri odvozovani asymptotickych vlastnosti odhadu budeme chtit vyhnout.

Déle budeme predpokladat, ze ¢asy cenzorovani Cj;, 7 = 1, ..., n, mizou nabyvat
pouze hodnot z omezené, uzaviené podmnoziny {0, 1, ... } a na nezndmé hodnoty
Mo(t), t=0,1, ..., 7, kde 7 = max;—y _, C;, se budeme divat jako na parametry,

jejichz odhad ziskame spolu s odhadem parametra By.
Vérohodnostni funkce pro parametry (AJ, B4 )", kde Ag = (Ao(0), ..., (7)) 7,
je za platnosti modelu (2.8) tvaru:

L%, B) =HH{ (11 ZA() ) exp {=A(t|Zi(8))} — }

i=11t=0 n;(t)!
1 Yo
exp { = No(t) exp{B" Zi(1)}} — } .

Logaritmicka vérohodnostni funkce je pak tvaru:

(X0, B) = log L(Xo, B)

n T

= 33 ¥i(t) {a(t) [log Molt) + BT Zu(t)] — Molt) exp{BT Zi(0)} ) + .

i=1t=0

:ﬁﬁ{[ (1) expl 87 Z:(0))] "

i=11t=0
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kde c jiz na parametrech (AJ, 3, )" nezdvisi. Skérové funkce maji tvar:

9l( o, B)
OAo(t)

= f:lYi(t) Ko(? - exp{ﬂTZi(t)}] L t=0,1,...,T, (2.9)

9(Xo, B)
p

n T

=YD Yi(t) [ — o(t )eXp{BTZi(t)}] Z(t). (2.10)

i=1t=0

Uri(Ao(t), B) =

UQ(A(]?B) =

Odhady Xy = (5\0(0), o ,5\0( NT a B ziskame jako Teden{ rovnic
0,t=0,1,...,7,
0.

Un(Ao(t), B)
p)
Oznacime-li a(t) = X", Yi(t)7i(t), pak rovnice Uy, (Mo(t), B) =0, t = 0,1, ..., 7,

dale mizeme zapsat ve tvaru:

Us(Xo,

Ao(t) = — 0 A t=0,1,...,7, (2.11)

nSY (B, 1)
kde S©(B,t) je definované vztahem (T.4). Jak si miizeme vsimnout, tento od-
had je obdobou Breslowova odhadu definovaného vzorcem (|1.14). Po dosazeni

vztahu (2.11) do rovnice Uy(Xg, B) = 0 ziskdme rovnici

S0 [ - MOBZW} )

K3 nZ A
i=1 t=0 n 7(10)(,3,t)
kterou lze upravit nasledovneé:

> SV Z) - 3 nS(”ff;t) > Vit expl A Z(0) Zi(0) =0

n T . T 77157(11)< "’ t)
; ;Yi(t)m(t)zz(t) - ;)n(t)nsﬁf)( 30 =0,

n T . T n S(l)( "’ t)
Yz q Zz - Y; i - ~ =Y,
;t:o (t)7i(t) Z;(t) t:(]; (t)7;(¢) FOIE 0

n T ~ Snl) (B’ t)‘|

Yz‘ ) Zi - .~ | =Y .
> vttt |70 - Sy S0 =0 ex)

kde S(V(B,t) je definované vztahem (1.4). Rovnici uvedenou vyse lze opét fesit
za pomoci Newtonova-Raphsonova algoritmu, ziskany odhad 8 poté dosadime do

rovnic (2.11) a ziskdme odhady A(¢),t = 0,1, ... ,7.
Oznacime-li t; < - -+ < t, vSechny napozorované ¢asy udalosti u vSech n sub-
jektl a E; mnozinu vSech subjekti, u kterych byla v ¢ase t; pozorovana udalost,

pak lze rovnici (2.12) zapsat ve tvaru:

r MW (B t.
S % () [zl@j) - ?@(M] —o. (2.13)

j=1I€cE,
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Pozndmka. V pripadé, kdy v daném case muze nastat pouze jedina udalost, je
rovnice (2.13) pro mskam odhadu parametri By v modelu shodnéa s rovnici
U(B) = 0 v &sti 1.1} kde U(B) je definované Vztahem tedy i s rovnici pro
ziskani odhadu parametru v marginalnim modelu v castl pri spojitém
rozdéleni ¢asi do udalosti.

Nyni se budeme zabyvat asymptotickymi vlastnostmi odhadu B , pricemz
asymptotickou normalitu odhadu B odvodime jinym zpiisobem nez v ¢lanku (La-
wless a Nadeau| (1995), ze kterého tato podkapitola vychézi. Skérové funkee (2.9)
a lze zapsat ve tvaru:

e Ui(Xo, B) = (Uig(Xo(0), B), ..., Uir(Mo(7), B)) " = S0y Uii(Xo, B),

Y(0) (348 - ep(87 20
kde Uu()\o,,B) = ] )
Vi[85 exp 8727

o UQ(A(]?B) = ?:1 U2i(A07ﬂ)7

kde Uni(Xo, B) = X7 Yi(t) [ii(t) — ho(t) exp{BT Zi(t)}] Zi(t).

Pro skute¢né hodnoty Ag a By parametrit Ay a B plati:

EU(Xo, Bo) = E{E [Uri(Xo, Bo){Zi(t),t =0, ..., 7}, {Yi(t),t =0, ...,7}]}
=0,

nebot pro kazdé t =0, ..., 7 plati, ze

E{E[Yi(t) [f(t)/do(t) — exp{ B Zi(1)}]| Zi(0). Yi()] }

- p{vi) | EPZOTOL o5 210 |
= £ {vi | PRI ez |
= {vi | MOSEEO) o7z )]} o

a dale
EU3(Xo, Bo) = E{E [Usi(Xo, Bo){Zi(t),t =0, ..., 7}, {Yi(t),t =0, ..., 7}]}
= B {330 [B 1001210] - Xolt) o (8 2(0)] Z:0)} =0

nebot predpoklddame platnost modelu ([2.8]). Oznacime-li
“ = Ulz AO’ 6)
U\ = U;(Xo, B
o= S0 =3 (00 )

pak plati, ze EU;(Ao, Bo) =0

19



Dtive nez uvedeme vétu o asymptotickych vlastnostech odhadu B , zavedeme
podminky, které musi byt splnény.

DI. PYi(t)=1)>e>0 Vt=0,...,7, Vi=1,...,n.

D2. (N;(t),Y;(t), Z;(t) : t =0, ...,7),i =1, ...,n, jsou nezavislé a stejné roz-
délené.

D3. E[n;(t)]* < oo pro kazdét =0, ...,7,i=1,...,n.

D4. Z;(t), t=0,...,7,i=1,...,n, jsou omezené.

D5.
= [sPB)
10(8) =3 | Ty ~ 80 s7(8.00()
je pozitivné definitni matice na otevieném okoli bodu By, kde z(8,t) =
sW(B,1)/sO(B,1) a sV(B,1) = E [Vi(t) 27 () exp{BT Z:(1)}] , j = 0,1,2.

Véta 4. Oznacme

mi(t) = Yi(t) [Ai(t) — Mo(t) exp{B] Zi(t)}],
= B |3 ((5) ~ 2(B0.9) mi(9) Y- (Z00) ~ 2(60, ) mil0)]

s=0 t=0

pak za platnosti podminek [D1] —[DJ pro n — oo plati:
(a)
5P
5 — ﬁ07

(b)

kde Ip = Ip(By).

Poznamka. Tvrzeni o konzistenci odhadu B je uvedené v ¢lanku Lawless a Nadeau
(1995), nicméné presny dukaz chybi. Tvrzeni bychom mohli oduvodnit napiiklad
za pomoci teorie Z-odhadu. Z tvaru skérové funkce U (Ag, B) vSak neni zrejmé,
zda je jeji kofen urcen jednoznacné a zda tedy odhad B , ktery ziskame jako feSeni
rovnice U (5\0, B) = 0, je pozadovanym konzistentnim odhadem parametru gj.

Diikaz.
(a) Viz pozndmka za znénim Véty [l

(b) Predpoklddejme tedy, ze odhad B je konzistentnim odhadem parametru
Bo. Odvozeni asymptotické normality odhadu 8 zalozime na asymptotic-
kém rozdéleni U (g, By), nebot U (g, By) je souctem nezavislych stejné
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rozdélenych ndhodnych vektorti a muzeme tedy pouzit mnohorozmérnou
centralni limitni vétu. Z této véty plyne, ze pro n — oo plati:

1
\/_

kde ¥ = E [ (Mo, Bo)U; (Ao, Bo) ] Matici ¥ nyni rozdélime na pifslugné
bloky:

ZU (Ao, Bo) 2 Nyy145(0, %), (2.14)

Y (E[Ull(A(]?ﬂO) 11()\071B0>] E[ ()\0,,30) 21(A07ﬁ0)]>
E[Usi(Xo, Bo)Uy; (Mo, Bo)]  E[Uai( Ao, Bo)Uy; (Ao, Bo)]

_ (X e
Yo1 Yoo’
které jsou tvaru:

Y11 je matice o rozmérech (74 1) x (7 + 1), kterd ma na pozici (s, 1)

mi(s) mi(t)| -
Ao(s) Ao(t)]’ Tl

prvek E [

Amaofm<w
212: E )
%anfw mi(t)

Yo = T,
s=0t=0
Za pomoci Taylorova rozvoje dostaneme:

AU (X, B) (Xo — Ao>
(XA, BT) B — Bo

kde <22> lezi na tiseéce mezi (?) a (g()) . Jelikoz U(j\o, B) = 0, pak
0

U(Xo,B) =U(Xo, Bo) +

(Mo, B)= B8*)

o — Ao U (o, B) 1
\ — _p | 22220 —U (X, Bo)-
\/ﬁ<5_ﬂ0> RERD (Ao,ﬂ)(AS»ﬂ*)] vn (o)

Oznadime-li podobné jako v &sti [1.1] Z, (Ao, B) = —1 gg@ﬁ dostaneme
rovnost
Xo — Ao

ﬁ(ﬁ—ﬂo

)szﬁwﬂ;wmm)
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Dale je treba stejné jako v dikazu Véty [2| ¢ast pouzit tvrzeni, ze pro
n — oo plati:

Z.(Xg, B7) I,
pro libovolné (gg) takové, ze ( ) —— ( ) , kde
I=F|——F—= .
T
a(AO ”BT) (Ao, B)=(Xo, Bo)

Diky asymptotické normalité U (A, Bo) (2.14) celkem dostévame, Ze pro
n — oo plati:

vn <)‘P B AO) By N1y (0, 171817,
B — Bo

Matici I lze opét rozdélit na prislusné bloky, tedy

U1 (Ao, B)
K { oA

| £l

(X0, B)=(Xo, Bo)
B 9Uz2i(X0. 8) E| 2U2i(, 8)
[ Ny (X0, B)=(Xo, Bo) ] [ 2

[ — (A0,5)=(A0,ﬂo)} _ <[11 ]12>

]21 ]22

(A0,5)=()\0,ﬂ0)}

které maji tvar:

1o = faig (YO 350 i)

A2(0) A5 (7)
:E{E [dmg( Y(O)i;% _Yi(T)ié((:_;> Zi(t),t =0, TH
. [diag (_Y;(())exp{fogZ( b v exp{fiTZ)( )})]
— diag <—W, o S(O 60’ )
~Yi(0) exp{Bg Zi(0)} Z/ (0) 50>
In=E : !
—Yi(r) exp{B] Z:(7)} 2] (7) ( (8. )
Iy = I,

In=F (ZY (t) exp{By Zi(1)} Zi(t)Z ) ZS (B0, 1) Ao(1)-

Abychom ziskali vyjadreni asymptotické rozptylové matice odhadu B, je
tfeba vyjadiit pifslusny (2,2)-blok matice I7*XI~1, ktery budeme znacit
[I7'217Y,, . Oznacime-li bloky inverzni matice 11, tedy

B IH ]12
It = (I21 1—22) )
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pak
[11 [12 D D Ill 112
1 1 1 212
I—"xr <121 I22> <E21 222> (IZI I22>

a [[712171),, lze vyjadiit jako

[]—12]—1}22 2121211]12 + ]21212_,22 + ]22221112 + ]22222]22

~1 -1 ~1
_ 122[ <]22) ]21211[12 (122> + (]22) ]21212
~1
+ 221112 (122> + 222] 123

Nyni ukdzeme, ze [['X17Y,, = I5'Splpt, které jsou zavedeny ve znéni
Véty [ Pro vétsi prehlednost s¢itance uvniti hranaté zavorky ve vyjadreni
[I712171,, uvedeného vyse oznacime jako Vi, ..., Vy, ddle V = Vi+- -4V

Jak napovida tvar, do kterého jsme matici [[~'XI7,, upravili, je tfeba
ukézat, 7e 12 = I,;! (piipadnd 12 = —[;') a V = 5.

K vyjadieni blokt matice I=! pouZijeme lemma o vypocétu inverze syme-
trické blokové usporddané matice uvedené napr. v |Andél (2011, Lemma
8.24), tedy:

122 212_2?1, ]21 = —12_2?1]21]1_11, kde ]22_1 = ]22 — 121[1_11]12.

Plati:
T / —2o(0

—sW(By,0)7 S(O)(%((),)O) 0 —sM(By,0)7
[2111_11[12 = : : : :

0] o e |\

Ao(t)
- _ s T\
e

- 2 [2(Bo, 1)) 5O (Bo, )Ao(0),

I*? = ([22 - 121[1_11[12)_1

={[ Zs”ﬂo, ) Aot ] [ S =8 © (8o, 1) Mot >]}

t

tedy jiz vidime, ze 1?? = —151.
Pro vyjédfeni Vi, ..., V4 je tfeba dale upravit:
1 ~1
([22) 72 — (1—22> (_12—2}1[2111—11) — (122) 122[21]1—11 _ _[211—1—11
Xo(0
—sW(By,0)7 T _s<0>((),éo),o) 0
s (8o, )T 0 . )

s(9(Bo,7)

- (Z(,Bo, O))\Q(O), c. ,2(,8077'))\0(7')) .
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Matice Vi, ..., V, mizeme déle upravit do tvaru:

Vi = (]22)_1 725, 12 (]22)_1 _ [(]22)_1 _,21} > {(Im)_l ]21]T

(Bo,0)X0(0)
= (—=2(Bo,0)A0(0), ..., — Z(Bo, T)No(T)) X11 :
—Z"(Bo, T)Ao(T)

= F [iiz Bo, $)Z t)mi(s)mi(t)] ;

s=0t=0

Vo= (1) P12 = (<2(80,0000(0), ... — Z(Bo, 7)) Tas
— B[S 3 #6092 (Ol

Vy = Sy 112 (122)_1 _ (([22)_1 ([12)T Ele)T _ ((1—22>_1 [-21212>T

Vi= = B |3 252 (0]

s=0t=0
Celkem tedy dostavame, ze

V=Vi+ 4V, = E[ii(ﬂo,S)mi(S) y 2" (Bo, t)mi(t)

s=0 t=0

— Zi: (Bo, s)m;(s ZZT i(t) ET:Zi(s)mi(s)ZZT(,B()?t)mi(t)
+ XT;)ZZ(S m;(s i:Z;(t)mi(t)]

t=0

:E[— S 2B, s)muls) 3 (Zult) — 2(Bo, 1) mlt)

s=0 t=0

+ 3 Z{sIm ()3 () - 2600 m@-<t>]

= Eli_% (Zi(s) — 2(Bo, 5)) mi(s) Z_:O (Zi(t) — 2(Bo. 1) mi(t)] :
tedy V = Sp a [[7'S17,, = I5'Spl;

Matici ¥p 1ze odhadnout pomoci matice

T T

SNEESS [Z (2u(5) — Zu(B.9)) () Y2 (Zit) — Zu(B.1)) mz‘(ﬂ] =

=1 Ls=o =0
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kde Z,(B,t) je definované vztahem ([1.7) a

ii(t) = Yi(t) [a() = Ao(t) exp{BT Zi(£)}] = ni(t) = Yi()Ao(t) exp{B Zi(1)}.

Matici Ip 1ze odhadnout pomoci matice

~ T 5(2 A o X )
& S@ (B, 1) 504 (ﬂ 0 a(t)
= [s,@ B.1) [Z8.0) ]S B0 5960
LS [SPB.) 15 4 Qﬂ
= = _[Z.(B. ),
n ;t:() [Sno)(ﬁ’t) { (B t)} n;(t)

kde funkce SY)(B, t), j = 0,1,2, jsou definovany vztahem . Jak je uvedeno
v ¢ldnku Lawless a Nadeau| (1995)), jsou tyto odhady konzistentnimi odhady matic
ED a [D.

Pozndmka. V pripadé, kdy v daném ¢ase muze nastat pouze jedina udalost, od-
hady Ip a Sp jsou shodné s prislusnymi odhady Z,(8) a Sg matic Iy a g
v Casti 2.0] pfi spojitém rozdéleni ¢asi do udalosti.
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3. Marginalni modely pro
mnohorozmérna cenzorovana
data

V této kapitole budeme na data nahlizet jako na mnohorozmérna cenzorovana
data (multivariate failure time data). Na kazdou udalost, kterd u daného subjektu
nastane, se budeme divat samostatné, jinak receno, k—ta udalost mize nastat pro
kazdy subjekt a pro kazdé k pouze jednou. Divame-li se tedy na kazdou udalost
samostatné, dostavame se do situace popsané v Casti a pro kazdé k muzeme
pouzit klasicky Coxtiv model proporciondlniho rizika. Timto se podobné jako
v kapitole 2| opét vyhneme modelovani zavislosti ¢ast do udalosti v ramci jednoho
subjektu. Parametry odhadneme za pomoci parcialni vérohodnostni funkce pro
k—tou udalost a poté budeme zkoumat asymptotické sdruzené rozdéleni vsech
odhad.

Stejné jako v celé praci bude Ty, k = 1, ..., K, znacit cas do k—té udalosti.
Zasadnim predpokladem v této kapitole je vsak predpoklad, ze K je konstanta,
kterd nezavisi na subjektu, zatimco pri opakovanych udalostech mize u subjektu
nastat nahodny pocet udalosti. Nemusi byt také splnéno, ze 77 < Tp < --- < Tkg.
Dale budeme na rozdil od predchozich kapitol predpokladat, ze C, ..., Ck jsou
casy cenzorovani a X, = T, ANCy, k =1, ..., K. Takové znaceni dava smysl, pokud
napt. na daném jedinci pozorujeme pokles nebo tplnou ztratu vidéni zvlast na
pravém a levém oku.

Pro ¢itaci proces k—té udalosti (k = 1, ..., K) bude stejné jako v kapitole
platit, ze

Ni(t) = (T}, < t, T}, < Cy)
a pro proces Yx(t) plati, ze
Yi(t) = I(Cy > t, T}, > 1).

Rovnéz pro vysvétlujici proménné dovolime, aby se v ramci jednoho subjektu pro
ruzné uddlosti lisily, tedy ozna¢me Zi(t) = (Z1x(t), ..., Zpk(t))T k=1 ... K.
Misto podminky nezavislého cenzorovani budeme v této kapitole predpokladat
silnéjsi podminku, ze podminéné pri vysvétlujicich proménnych jsou casy do uda-
losti T = (T, ..., Tx)" a cenzorovani C = (Cy, ...,Cx)" nezavislé.

P1i vyse zavedeném znaceni a za predpokladu absolutné spojitého rozdéleni
casu do udalosti jiz miuzeme definovat marginalni rizikovou funkci k—té udalosti
jako

1

Model Coxova typu pro Ax(t|Zx(t)) ma tvar

M(tZ1(1)) = Mo () exp{ BroZi (1)}, (3.1)

tedy kazdy model ma svou vlastni zdkladni marginalni rizikovou funkci a vlastni
vektor regresnich parametri.
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Predpokladejme, ze pozorujeme (Ng;(t), Yii(t), Zpi(t), k=1, ..., K :t >0),
t =1, ...,n, nezavislé. Odhad parametrt By, k = 1, ..., K, lze ziskat obdobné
jako v Coxové modelu (viz Cast na zakladé parcidlni vérohodnostni funkce,
ktera je pro k—tou udalost tvaru:

AN (t)

1110

i=1t>0

Yii(t) exp {8 Zui(1) | ]
1oy Vi (8) exp { B Z; (1) |

Odhad Bk parametri Bio, k =1, ..., K, je definovany jako feseni systému rovnic
Ui(Br) = 0, kde podobné jako v predchozich kapitolach definujeme

Un(8,) = 2108 Le(Br) _ Z / (Z4(t) — Zya(Br. 1)) dNwi(2),

OBk
— (/Bky )
an(ﬁk? )
(0)(/6167 )
Sin (Brs 1) ZYm ()2 (1) exp{B] Zua(t)}, §=0,1,2,
Jelikoz odhady Bk, k=1, ..., K, jsou zfejmé zavislé, zamérime se nyni na
asymptotické rozdéleni odhadu (B, ...,Bk)". Za timto ticelem upravime pro-

ces Ug(Bk,t), ktery zachycuje vyvoj Ug(By) do ¢asu t, stejnymi tpravami jako

v (1.12)) do tvaru
Ui(Bro, ) Z/ Zlm an(ﬁk()yu)} dMi(u), i =1, ...,n,
kde prokazdé e =1, ...,n, k=1, ... . K

Myg(t) = Nyglt) — Ap(t) = Ni(t / Y () Mo 1) exp{ By Zis(u) } .

Je-li prokazdé i =1, ...,n, k=1, ..., K Z,; prediktabilni vzhledem k filtraci
ﬁkt, kde

Fer = 0{Nii(8), Yai(8), Zri(s),0 < s < t,i=1,...,n},

pak My;(t) je Fr—martingal.

Je treba vsak upozornit na to, ze ackoli zde pracujeme s martingaly, nelze
pouzit martingalovou centralni limitn{ vétu jako v ¢asti[L.1], nebot pro jeji pouziti
je treba uvazovat jednu spolecnou filtraci. Prirozenou volbou takové filtrace je
filtrace

Fr = 0{Nki(s), Yii(s), Zri(s),0<s<t,i=1,....n, k=1, ..., K}
Vidi takové filtraci vSak My, (t) nejsou martingaly, nebot procesy Ng;(t) nejsou

nezavislé. Pro odvozeni asymptotického rozdéleni (Ui(Bio,t), ..., U K(,BKO,t))T
pro pevné t > 0 je tedy podobné jako v c¢asti tfeba pouzit jina tvrzeni.
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Dtive nez vsak uvedeme vétu o asymptotickém sdruzeném rozdéleni vektort
(Ui(Bi0,7), - U (Bro, 7)" a (B1, ..., Bk)", je tieba zavést podminky analo-
gické podminkam v Casti [LI}

M1. Data pozorujeme na intervalu [0, 7], kde P (Yi;(t) =1) >e >0 Vt €0, 7],
Vi=1,...,n,Vk=1,...,K a [j \po(u)du < coVk=1, ... K.

M2. (Ngi(t), Yii(t), Zri(t), k=1, ..., K : t € [0,7]), i =1, ...,n, jsou nezavislé
a stejné rozdélené.

M3. Z;;(t) jsou omezené Vt € [0,7], Vi=1,...,n,Vk=1, ..., K.
M4. Prokazdé k=1, ..., K

™[ ks - ®2| (0
(Ber) = | {W—[zkwk,m ]sé’wk,tmo(t)dt

je pozitivné definitni matice na otevieném okoli bodu By, kde Zx (B, t) =

JA¢Y : . .
Yo a s (B t) = B[Ya(O) Z (1) exp{B] Zu(1)}], j = 0,1,2.
k ’

Véta 5. Prok,l =1, ..., K oznacme

S = F { / (Zin(u) — Zx(Bro, u)) dM (u) / " (Zu(v) — E(Br,v)) " dMi(v)]

Y11 X2 o Xk
T U
Yr1 Yg2 tr MKK
[1(,31077') 0 0
0 12(52077') 0
I = . ) ) . ,
0 0 o+ Ig(Bro,T)

pak za platnosti podminek [M1] —[M{] pro n — oo plati:

(a)

BAI BIO
3 S A
Bk Bko
(b)
1 Ul(ﬁlOaT)
- : 2y Ny (0, S1),
UK(;BK(bT)
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(¢)

Bl - /810
vn : By Ny (0, I S I3
Bk — Bro

Dikaz.

(a)

(b)

Tvrzeni plyne z Véty , nebot pro kazdé k=1, ..., K je odhad Bk ziskany
na zakladé parcialni vérohodnostni funkce konzistentnim odhadem parame-

tri Bro v modelu (3.1)).

Podobné jako v casti @ dikazu Véty [2| je zasadnim krokem v tomto di-
kazu pro kazdé k = 1, ..., K nahradit v procesu U} (Bxo, t) ndhodny proces
Z1n(Bro, u) funkel Zi(Bro, u), tedy Ze pro kazdé ¢ € [0, 7] plati:

1 & ftrs _
=2, [Zin(Bro ) = 2u(Bro,w)] dMia(w) + 0p(1).

Diky tomu je %Uk(,@ko, 7) asymptoticky rovno souc¢tu nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych vektori a lze tedy pouzit mnohorozmérnou centralni
limitni vétu, ze které jiz plyne dokazované tvrzeni.

Nyni jiz pro kazdé k& = 1, ..., K za pomoci Taylorova rozvoje ziskame
rovnost:

aUk(,Bk, 7')

W (Bk - IBkO)a

Br=B;

U(Bk, 7) = Ui(Bro, 7) +

kde B; lezi na tiseCce mezi Bk a Bro. Oznacime-li podobné jako v ¢asti
_l aUk (ﬁk? 7—)
n 0B

L > [ S (Bet) (5 2
= nzl/o {W ~ 2B } dNui(t),  (3.2)

pak pro kazdé k=1, ..., K plati:

\;ﬁUk(BkOa 7')7

nebot Uk(Bk, 7) = 0. Celkem tedy dostavame, zZe

V(B = Bro) = — [Tin (BD)]

@1 — Bo Zin(B7) 0 e 0 ! ﬁUl(ﬂloa 7)
\/ﬁ B2 — B _ 0 Ton(Bs3) -+ 0 ﬁU2(,520a T)
BK — Bro 0 0 T IKn(ﬁf{) ﬁUK(.,BK(), 7')
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Podobné jako v éasti dikazu Véty [2| s pouzitim tvrzeni, ze pro kazdé
k=1,...,K apron — oo plati, ze

Ikn(,BZ) £> Ik(BkOaT)

a diky predchozim c¢astem Véty |5| ziskavame pozadovany tvar asymptotické
rozptylové matice odhadi.

3

Jednotlivé bloky ¥y, k, 1 =1, ..., K, matice X,; 1ze odhadnout pomoci
Bu=1 3 [ (2605) = ZualBros)) ditals) [ (Zust) = ZunlBrot)) dlia(t)]
kde

d N (u)
nSj (B u)
a Ni(u) = >%—1 Nij(u). Bloky na diagondle matice I, 1ze odhadnout stejné jako

v &asti[L.1] pomoct Tyn (B, 7), kde Tin(By, ) zachycuje vivoj matice Zyn(Bx) (3-2)
do casu t. Jak je uvedeno v ¢lanku |Wei, Lin a Weissfeld| (1989), jsou tyto odhady
konzistentnimi odhady pifslusnych blokt matic ¥, a Iy, Matici Iy, XI5, lze

Whaft) = Nealt) = [ Vi) exp{ B Zw)}

tedy odhadnout pomoci matice lc]\}lf)MfA}l, jejiz blok na pozici (k,l) je tvaru
[Ikn(,élm 7')} ! ikl {Iln(;éla 7')} ! .

Ve vétsiné pripadt nas vsak zajima pfedevsim vliv urcité vysvétlujici pro-
ménné na vyskyt dané udalosti (pro jednoduchost napriklad vliv proménné 7y,
jejiz vyznam je stejny pro kazdé k =1, ..., K). Vektor regresnich koeficientu pii-
slugnych témto vysvétlujicim proménnym oznacime ~, tedy v = (v1, ..., Vx)' =
(Bi1, - -+, Bix)". Na zdkladé Véty [5| 1ze pak snadno ziskat asymptotické rozdélent
odhadu 4 = (41, .-, 4x)" = (Bur, -, Bix)", tedy

Vi =) ﬁ N (0, V),

kde W je slozena z piislusnych prvki matice I;,'Y,,1,; a lze ji odhadnout pomoci
matice \f!, kterou lze ziskat z matice [ ]\—412 wl 1/ stejnym zptisobem. Pomoci testové
statistiky n”yT\if_lfAy pak snadno otestujeme hypotézu, ze v = 0.
Pozndmka. Je vhodné si také uvédomit, ze tento pristup nam poskytuje moznost
zjistit, zda vysvétlujici proménna neovliviiuje pouze nékteré vyskyty udalosti,
jinymi slovy, pro kterd k je efekt statisticky signifikantni (na hladiné «). Narazime
tedy na problém mnohonasobného testovani, se kterym se lze vyporadat napt.
pomoci sekvencni metody popsané v ¢lanku |Wei a kol.| (1989).

Predpokladejme nyni naopak, ze se vliv dané vysvétlujici proménné pro rizna
k neméni, tedy ze v, = -+ = v = 7, pak je prirozené odhadnout parametr ~
jako 4 = K | Ak, kde K | ¢, = 1. V ¢lanku [Wei a kol.| (1989) autoii uvadsji,
ze odhad 4 s vahami

(Cl> s 7CK)T = (1%\117111()71@7111(7 (33)
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kde 1x = (1, ...,1)" je K-rozmérny vektor, ma nejmensi asymptoticky rozptyl
mezi vSemi odhady tvaru Zszl Ve, kde Zle cr = 1. Za pomoci tohoto odhadu si
lze udélat obrazek o ,,primérném* efektu dané vysvétlujici proménné i v pripade,
ze neplati 1 = - -+ = yx.

Na zavér této kapitoly je tfeba podotknout, Ze tento pristup, kdy se na kazdou
z udalosti divame samostatné a modelujeme tedy marginéalni riziko, byva pouzivan
i pri vyskytu opakovanych udalosti, ackoli zde zfejmé neni splnén predpoklad
konstantniho poc¢tu udélosti. Tento pristup pri vyskytu opakovanych udalosti
je kritizovan také kvuli tomu, ze pro i—ty subjekt muze nastat, ze Yi;(t) = 1,
aniz bychom u néj zaznamenali (k — 1) udélosti. Proto autofi v ¢élanku [Pepe a
Cai (1993) predstavili dalsi pfistup, kde se zabyvali modelovanim intenzity r—té
udalosti

dA(t|Z(t)) = E[AN(t)|N(t-) = r, Z(1)],

kde podminujeme poctem predchézejicich udélosti. P¥i tomto pristupu je Y, (%)
definovdno nésledovné: Y,;(t) = 1, pokud je dany subjekt v Case ¢ pozorovan
a do ¢asu t u néj bylo zaznamenano r — 1 udélosti a Y;;(t) = 0 jinak. Pro od-
hady parametri v modelu Coxova typu pro intenzitu r—té udalosti plati obdobné
asymptotické vlastnosti jako pro odhady v modelu , odvozeni téchto vlast-
nosti 1ze najit v ¢lanku Pepe a Cai (1993)).
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4. Simulace

V této kapitole se na zdkladé simulaci pokusime zhodnotit vhodnost margindl-
nich modeli pri analyzovani vyskytu opakovanych udélosti a mnohorozmérnych
cenzorovanych dat. Pro rizna nastaveni vzdy vygenerujme 10000 datovych sou-
bortt a odhadneme parametry na zdkladé margindlnich modeli. Vypocty byly
provedeny ve statistickém programu R, verze 3.4.0 (R Core Team, 2017)), vSechny
pouzivané metody odhadu parametrt lze provést s vyuzitim funkce cozph() z ba-
licku survival.

4.1 Opakované udalosti

V této ¢asti budeme za pomoci simulaci zkoumat vlastnosti odhadu parametri
v marginalnim modelu pfi analyzovani vyskytu opakovanych udalosti. Ackoli se
v kapitole[2| zabyvame vlastnostmi téchto odhadi v pripadé spojitého i diskrétniho
rozdéleni ¢asti do udalosti, v této casti se jiz omezime pouze na pripad spojitého
rozdéleni.

Nejprve je treba zabyvat se otazkou, jak lze generovat casy do udélosti Ty, k =
1,2, ..., aby pifslusny &taci proces N(t) = 20, I(T), < t), t > 0, mél pozado-
vanou intenzitu A(t). Je-li proces N(t) nehomogenni Poissontiv proces a funkce
A(t) = f3 Mu) du mé inverzni funkci A='(s), lze ¢asy do udalosti generovat po-
moci algoritmu uvedeného v [Pasupathy| (2010). Algoritmus vyuziva toho, Ze po-
kud casy Sy, 59, ... prislusi homogennimu Poissonovu procesu s intenzitou 1, pak
casy A71(Sy), A1(Sy) prislusi nehomogennimu Poissonovu procesu s intenzitou
A(t). V nasem piipadé vSak staci generovat ¢asy do udalosti pouze do ¢asu cen-
zorovani C'. Pokud tedy zndme hodnotu veli¢iny C' (ozna¢me ji ¢), 1ze generovat
casy do udalosti za pomoci nize uvedeného algoritmu.

0. Nastav S =0, k = 1.
1. Generuj U ~ R(0,1).
Piitad S = S — log(U).
Vypocitej T, = A71(S).

Pokud T}, < ¢, pritad k = k + 1 a opakuj kroky 1 — 4.

AR el B

Prirad T}, = c.

Nyni je tfeba si uvédomit, ze takto generovany proces mé nezavislé prirtstky.
Jak jiz bylo nékolikrat v praci zminéno, casy do uddlosti v rdmci jednoho sub-
jektu jsou vsak zavislé, tuto zavislost vétsinou neni mozné jednoduse popsat.
Abychom tedy generovali proces s intenzitou A(t), ktery nemd nezavislé pii-
ristky, je tfeba zachovat rovnomérné rozdéleni veli¢iny U, ovSsem nechceme ve-
licinu U v rtznych cyklech algoritmu generovat nezavisle. Je treba tedy gene-
rovat veliciny Uy, ...,Up ze sdruzeného D-rozmérného rozdéleni, kde D > 2
bude zvoleno dostatecné velké a plati, ze U; ~ R(0,1), d = 1,...,D. Ta-
kové rozdéleni lze ziskat za pomoci kopuli, které modeluji zavislosti mezi ko-
necné mnoha nadhodnymi veli¢inami, pfitom vsSak zachovavaji jejich marginalni
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Obréazek 4.1: Bodovy graf vytvoreny z 1000 realizaci dvourozmérného vektoru
(Uy,Uy) " vygenerovanych za pomoci Frankovy kopule.

rozdéleni. Pfesn&ji, pro kopuli C : [0,1]P? — [0,1] je distribu¢ni funkce sdruze-
ného rozdéleni (Ui, ...,Up), jehoz margindlni rozdéleni jsou rovnomérna, tvaru
FUl,...,UD(uh N ,U,D) = C’(ul, e ,UD).

V nasem ptipadé budeme pracovat s D-rozmérnou Frankovou kopuli, jez mii-
zeme charakterizovat pomoci generatoru, ktery zavisi na jediném parametru 6 > 0
a je tvaru:

tedy D-rozmérné kopule je tvaru:

Co(ur, ... up) = ¢y ' (¢g(ur) + - -+ dp(up))

(1 €D e )

0 (e=0 —1)P-1
(viz |Nelson, [1996| piiklad 4.24, strana 153). Nahodné veli¢iny Uy, ..., Up budeme
tedy generovat za pomoci této kopule, diky které budou veli¢iny Uy, ..., Up pozi-
tivneé zavislé, jejich marginalni rozdéleni bude vsak stale rovnomérné. O zavislosti
veli¢in Uy, ..., Up si lze nejlépe udélat predstavu na zakladé obrazku pro D = 2

(viz obrazek , kde je vygenerovano 1000 realizaci dvourozmérného vektoru
(U1, Us) " za pomoci Frankovy kopule s volbami # = 3 a # = 6 a rovnomérnymi
marginalnimi rozdélenimi na intervalu (0,1). Na zdkladé téchto obrazku vidime,
ze pri volbé 8 = 3 jsou veli¢iny U; a U, pouze mirné zavislé, pri volbé 6 = 6 je
jiz zévislost znatelnéjsi. Lze tedy fici, ze ¢im nizsi volba parametru 6, tim mensi

je zavislost mezi velicinami Uy, ..., Up. Pro § = 0 byva Frankova kopule casto

dodefinovana souc¢inovou kopuli Cy(uy, ..., up) = uy - - - up, kterd charakterizuje
0 ) ) )

nezavislost veli¢in Uy, ..., Up.

Jelikoz se v celé praci zabyvame regresni analyzou vyskytu opakovanych uda-
losti, je treba urcit, jakym zptusobem budeme generovat vysveétlujici proménné.
Pro jednoduchost se omezime pouze na proménné, které se v ¢ase neméni.
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e Proménna Z; bude pro polovinu sledovanych subjekt nastavena na hod-
notu 0, pro druhou polovinu na hodnotu 1. Tato proménna bude nezavisla
na ostatnich vysvétlujicich proménnych.

e Proménnd Z, je rovnéz kategorialni proménna nabyvajici hodnot 0,1, bu-
deme ji generovat nezavisle na proménné Z; a plati:

e Proménnd Z3 bude zavisld na proménné Z,, plati:

Z3|Z3 ~ N(3.3 + 0.375,0.3).

Proménna Z; je generovana nezavisle na ostatnich vysvétlujicich proménnych,
nebof velmi casto je zkoumén vliv né¢jakého oSetieni na opakovany vyskyt nemoci
¢i infekce a pacientim je ndhodné prirazen bud 1ék, nebo placebo. Proménné Z,
a Z3 by pak mohly vypovidat napt. o fyzické strance pacienta. Vektor vysvétluji-
cich proménnych bude tedy tvaru Z = (Z,, Z,, Z3) ", p¥islusné skutecné hodnoty
regresnich parametrii budou nastaveny na hodnoty By = (—0.5,0.4,0.4)".

Nyni je treba zabyvat se dobou sledovani subjektt. Predpoklddejme, ze nami
navrzend studie je planovana na pét let. Cas cenzorovani budeme generovat z ex-
ponencialniho rozdéleni, jehoz intenzita bude zaviset na hodnoté proménné Zs
nasledujicim zptsobem:

C ~ Exp(0.07Z3) A 5.

Tedy c¢as cenzorovani pro subjekt s vyssi hodnotou proménné Z3 bude generovan
z exponencialniho rozdéleni s vyssi intenzitou.

Nyni jiz zbyva zvolit pozadovanou intenzitu A(t). JelikoZ ¢asy do udalosti maji
spojité rozdéleni, rovnici modelu lze prepsat do tvaru:

A(HZ) = Molt) exp{B] Z}.
Tedy
t
A(Z) = [ do(w) exp{B] Z} du = Ao(t) exp{ ] Z}.
Inverzni funkce k funkei A(¢|Z) bude pak tvaru:
A(H1Z) = Ay (texp{—B] Z1). (4.1)

Zakladni intenzitu A\o(t) budeme volit jako rizikovou funkei dvou znamych pa-
rametrickych rozdéleni: Weibullova a Gompertzova. Piehled prislusnych funkei

Tabulka 4.1: Charakteristiky Weibullova a Gompertzova rozdéleni. Funkce (%)
je rizikova funkce, Ag(t) je kumulativni rizikovéa funkce a Ag'(t) je jeji inverze.

Rozdéleni Ao(t) Ao(t) Aot (1)
Weibullovo AptP~1 A\tP (%t) v

Gompertzovo ~ Ae®* 2 (e* —1) Lllog (%t + 1)
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lze nalézt v tabulce [£.1] Parametry téchto rizikovych funkef jsme zvolili tak, aby
byly funkce \g(t) rostouci, a aby pii vySe zavedenych vysvétlujicich proménnych,
cenzorovani, volbé Frankovy kopule s parametrem 6 = 6 pro 200 sledovanych
subjekt byl pramérny pocet subjektii, u kterych jsme napozorovali alespon dvé
udalosti, roven ptiblizné ¢tvrtiné sledovanych subjektt (spocteno z 1000 realizaci).
V této chvili je treba podotknout, Ze rozmér kopule D byl nastaven na hodnotu
100, nebot kviili zavislostem v ramci jednoho subjektu se v nékterych pripadech
stalo, ze u jednoho ze subjektt nastal vétsi pocet udélosti a je tfeba vzdy napo-
zorovat vsechny tyto udalosti. Datové soubory, kdy u jednoho ze subjektti nastalo
vice nez 100 udalosti, jsou vzdy oznaceny za chybné a nejsou zahrnuty do vysledkt
simulaci.
Parametry funkce A\g(¢) jsme tedy nastavili nasledovné:

o rizikova funkce Weibullova rozdéleni: A = 0.04, p = 1.3,
o rizikova funkce Gompertzova rozdéleni: A = 0.018, a = 0.5.

Zakladni intenzitu A\o(t) rovnu rizikové funkci Weibullova rozdéleni budeme
dale znacit AV (t), zdkladni intenzitu \¢(t) rovnu rizikové funkci Gompertzova
rozdéleni budeme dale znacit S (¢)

Na zakladé rovnice budeme tedy v kroku 3 algoritmu popsaného na
zacatku této casti uvazovat funkce:

B ) 1/1.3

—1 ! 0.5
o Ao (t]2) = 55 log <0.018exp{ﬁOTZ}t + 1)'

Nyni se jiz dostavame k samotné simulaci. P¥i generovani budeme tedy uva-
zovat zdkladni intenzity A} (t) a A§(¢) a hodnoty parametru § Frankovy kopule
rovny 0,3,6. Pro kazdou dvojici zdkladni intenzity a parametru budeme gene-
rovat casy do udalosti, kterd miize nastat vicekrat za sebou. Data budou vzdy
generovana pro n subjektl, kde n = 200,400, 600. Ze vsech téchto scénart byl
priblizné jeden z tisice oznacen za chybny.

Cilem této simulace je zhodnotit vhodnost margindlniho modelu (2.2)) pri
analyze vyskytu opakovanych udélosti, parametry tedy odhadneme na zakladé
metody popsané v kapitole 2.1} Vysledky simulaci shrneme v tabulkach [4.2] a [4.3]
ve kterych je vzdy uvedena primérna hodnota a vychyleni daného odhadu, déle
smérodatna odchylka odhadu a skutecné pokryti asymptotického intervalu spo-
lehlivosti pro prislusny parametr s pravdépodobnosti pokryti 0.95. Pro zajima-
vost je zde uvedeno také skuteéné pokryti asymptotického intervalu spolehlivosti
s pravdépodobnosti pokryti 0.95 za predpokladu, ze ¢asy do udéalosti jsou v ramci
jednoho subjektu nezavislé (za platnosti modelu , v tabulkach oznaceno jako
,haivni“ model). Tento predpoklad je splnén pouze pro parametr § = 0, pro
ostatni hodnoty parametru 0 tedy ocekavame, ze skutecné pokryti bude vyrazné
nizsi.

Zamériime-li se na tabulku [£.2] kde jsou shrnuty vysledky simulaci pro volbu
zdkladni intenzity A\ (¢), lze vidét, Ze p¥i volbé parametru 6 = 0 se odhady cho-
vaji, jak jsme ocekavali. Vychyleni je v tomto pripadé zanedbatelné, s rostoucim n
se smérodatna odchylka odhadu snizuje a skuteéné pokryti intervalt spolehlivosti
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je velmi blizko pozadované pravdépodobnosti pokryti 0.95 v obou pripadech. Pri
volbé 8 = 3 a 8 = 6 je jiz vychyleni i smérodatna odchylka vyraznéjsi, s rostou-
cim n se smérodatna odchylka snizuje. Pokud jde o skutecné pokryti intervalu
spolehlivosti konstruovaného za platnosti marginalnitho modelu, pro n = 200 jiz
nedostavame tak pékné vysledky jako pro 8 = 0, s rostoucim poctem subjektt
se vSak pozadované pravdépodobnosti pokryti priblizujeme. Skutecné pokryti in-
tervalu spolehlivosti konstruovaného aniz by byla zohlednéna zavislost cast do
udalosti v ramci jednoho subjektu, je velmi nizké a neni vidét zlepSeni ani s ros-
toucim n. Na zakladé tabulky si muzeme vsimnout, ze vysledky pro volbu
zékladni intenzity A§(¢) jsou velmi podobné vysledkiim v tabulce , Ize tedy
ucinit zavér, ze nezavisi na tom, zda jsou data generovana pri volbé zakladni
intenzity \§(t) nebo A (¢).

4.2 Mnohorozmérna cenzorovana data

V této casti se zaméfime na zhodnoceni marginalnich model pro mnohoroz-
mérnd cenzorovand data popsanych v kapitole 3 V pfipadé mnohorozmérnych
cenzorovanych dat je generovani ¢ast do udalosti jednodussi, nebot zde pracujeme
s konstantnim poctem velicin 77, ..., Tk, kde K je konecné. Staci tedy vyresit
otazku, jakym zptisobem generovat nezavisle ¢asy do udalosti tak, aby marginalni
rizikova funkce byla pozadovaného tvaru. S nezavislosti se lze nasledné vyporadat
stejné jako v Casti za, pomoci kopuli.

Generovani ¢asu do udalosti T', kde T' méa spojité rozdéleni s rizikovou funkei
A(t), lze zalozit na vztahu funkce preziti S(t) a kumulativni rizikové funkce A(t) =
J5 Mu) du (viz Bender a kol., 2005)). Plati:

—log(1 — F(t)) = A(t), (4.2)

kde F'(t) je distribu¢ni funkce veli¢iny 7. Nyni je tfeba si uvédomit, Ze pro na-
hodnou veli¢inu T' ze spojitého rozdéleni plati, ze F(T) ~ R(0,1), tedy také
1 — F(T) ~ R(0,1). Existuje-li inverzn{ funkce A7'(s) k funkci A(t), pak na z4-
kladé rovnice lze ¢as do udalosti generovat za pomoci vztahu

T = A (—log(U)), kde U ~ R(0,1).

Miizeme si vSimnout, ze tento vztah je stejny jako vztah pro generovani c¢asu do
udalosti v kroku 3 prvniho cyklu algoritmu popsaného na zacatku ¢asti

Nyni jiz ke generovani zavislych ¢ast do udalosti podobné jako v casti Vy-
uzijeme K-rozmeérnou Frankovu kopuli, kterd zavisi na parametru 6. Pomoci této
kopule vygenerujeme zavislé ndhodné veli¢iny Uy, ..., Uk, kde Uy ~ R(0,1),k =
1, ..., K, opét se omezime pouze na pripady, kdy 8 = 0, 3, 6.

Vysvétlujici proménné i prislusné skutecné hodnoty regresnich parametri bu-
deme uvazovat stejné jako v c¢asti a nebudou zaviset na k. Na rozdil od
predchozi ¢asti ale budeme pro jeden subjekt uvazovat rizné casy cenzorovani
C1, ...,Cg, pro které bude v nasem pripadé platit:

Cy ~ Exp(0.07Z5) A5, k=1, ..., K.
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Tabulka 4.2: Vysledky simulaci pro analyzu vyskytu opakovanych udélosti s vol-
bou zdkladni intenzity A} (¢), rtznymi volbami parametru  Frankovy kopule
a riznymi pocty subjektii n. Skuteéné hodnoty parametrit By = (—0.5,0.4,0.4)".
Skutec¢né pokryti intervalu spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 0.95 poci-
tano na zakladé marginalniho modelu a na zakladé pristupu za predpokladu ne-
zévislosti (,naivni“ model), ostatni charakteristiky odhadu jsou pro oba pfistupy
shodné.

Primérna Vychyleni Smeérodatna Sl.{uifeé{lé pokryti —

n hodnota odhadu chvba Marginalni  ,Naivni

odhadu Y model model
Parametr 6 = 0

B —0.501 —0.001 0.1752 0.944 0.952

200 [ 0.407 0.007 0.2065 0.942 0.953

B3 0.400 0.000 0.2847 0.938 0.950

B —0.502 —0.002 0.1225 0.947 0.950

400 (s 0.404 0.004 0.1441 0.945 0.949

B3 0.398 —0.002 0.2000 0.939 0.947

61 —0.500 0.000 0.1003 0.946 0.950

600 [ 0.402 0.002 0.1178 0.948 0.949

B3 0.403 0.003 0.1594 0.947 0.951
Parametr 8 = 3

51 —0.567 —0.067 0.2588 0.918 0.728

200 [ 0.461 0.061 0.2942 0.924 0.744

B3 0.439 0.039 0.4128 0.924 0.732

61 —0.562 —0.062 0.1843 0.928 0.707

400 (s 0.452 0.052 0.2089 0.929 0.734

B3 0.450 0.050 0.2940 0.934 0.722

81 —0.563 —0.063 0.1545 0.922 0.699

600 [ 0.454 0.054 0.1699 0.934 0.733

B3 0.447 0.047 0.2417 0.939 0.714
Parametr 0 = 6

81 —0.580 —0.080 0.3010 0.917 0.589

200 s 0.474 0.074 0.3440 0.917 0.607

B3 0.453 0.053 0.4827 0.919 0.598

B —0.575 —0.075 0.2178 0.920 0.572

400 [ 0.467 0.067 0.2451 0.925 0.589

B3 0.453 0.053 0.3485 0.930 0.571

61 —0.573 —0.073 0.1820 0.918 0.556

600 [s 0.463 0.063 0.2033 0.923 0.579

B3 0.454 0.054 0.2838 0.936 0.578
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Tabulka 4.3: Vysledky simulaci pro analyzu vyskytu opakovanych udélosti s vol-
bou zékladn{ intenzity A (t), riiznymi volbami parametru 6 Frankovy kopule
a riznymi pocty subjektii n. Skuteéné hodnoty parametrit By = (—0.5,0.4,0.4)".
Skutec¢né pokryti intervalu spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 0.95 poci-
tano na zakladé marginalniho modelu a na zakladé pristupu za predpokladu ne-
zévislosti (,naivni“ model), ostatni charakteristiky odhadu jsou pro oba pfistupy
shodné.

Primérna Vychyleni Smeérodatna Sl.{uifeé{lé pokryti —

n hodnota odhadu chvba Marginalni  ,Naivni

odhadu Y model model
Parametr 6 = 0

B —0.504 —0.004 0.1713 0.943 0.951

200 [ 0.408 0.008 0.2010 0.938 0.949

B3 0.399 —0.001 0.2797 0.933 0.948

B —0.502 —0.002 0.1192 0.948 0.951

400 (s 0.404 0.004 0.1416 0.941 0.947

B3 0.400 0.000 0.1943 0.941 0.948

61 —0.500 0.000 0.0958 0.953 0.955

600 [ 0.403 0.003 0.1134 0.948 0.951

B3 0.401 0.001 0.1570 0.944 0.950
Parametr 8 = 3

61 —0.555 —0.055 0.2601 0.924 0.701

200 [ 0.454 0.054 0.3012 0.922 0.707

B3 0.430 0.030 0.4302 0.921 0.694

By —0.554 —0.054 0.1903 0.924 0.683

400 (s 0.452 0.052 0.2156 0.927 0.700

B3 0.434 0.034 0.3007 0.938 0.692

81 —0.554 —0.054 0.1563 0.927 0.676

600 [ 0.448 0.048 0.1756 0.928 0.694

B3 0.439 0.039 0.2511 0.935 0.683
Parametr 8 = 6

81 —0.565 —0.065 0.3099 0.916 0.556

200 s 0.462 0.062 0.3528 0.911 0.575

B3 0.449 0.049 0.5077 0.915 0.561

B —0.561 —0.061 0.2197 0.926 0.541

400 [ 0.459 0.059 0.2506 0.926 0.567

B3 0.442 0.042 0.3650 0.924 0.543

51 —0.558 —0.058 0.1848 0.921 0.528

600 [s 0.458 0.058 0.2094 0.926 0.545

B3 0.442 0.042 0.2962 0.932 0.543
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Chceme-li tedy generovat Ti, ..., Tk takové, ze margindlni riziko k-té uda-
losti, je tvaru:

M Z) = Mo(t) exp{By Z}, k=1, ..., K,

je tfeba jiz jen vhodné zvolit funkce Ayo(f). Opét vsak situaci zjednodusime na
pripad, kdy Axo(t) nezavisi na k, tedy \go(t) = Mo(t), K =1, ..., K, a pouzijeme
rizikové funkce Weibullova a Gompertzova rozdéleni (viz tabulka se stej-
nymi parametry jako v ¢ésti Tyto funkce budeme ddle znacit A}V (t) a AS'(¢).
S vyuzitim vztahu ziskame tedy vztah pro generovani ¢asi do udalosti:

Ty =AM (=log(Uy)|Z), k=1, ..., K,

kde Uy, ..., Uk jsou generovany za pomoci K-rozmérné Frankovy kopule a funkce
“Y(t|Z) = Ayt Z) nebo ANt Z) = AG (t|Z).

V této praci se pri simulacich omezime na pripad, kdy u kazdého subjektu
muzeme napozorovat pouze dvé udalosti, tedy K = 2. Podobné jako v ¢asti
budeme data generovat pro ruzné kombinace zakladni marginalni rizikové funkce
Ao(t), hodnoty parametru 6 a poctu subjektu n.

Za pomoci simulaci se tedy pokusime zhodnotit vhodnost marginalniho mo-
delu ) pti analyze mnohorozmernych cenzorovanych dat. Na zakladé metody
popsane v kapitole [3| ziskame odhady 611, 521, 631, 612, 622, 532 prislusnych pa-
rametri v modelu - Jelikoz jsme skutecné hodnoty regresnich parametri
zvolili tak, ze se vliv vysvétlujicich proménnych pro £k = 1 a k = 2 neméni, lze
pro r = 1,2, 3 parametr 3, = 5,1 = (2 odhadnout pomoci:

Br = CrlBrl + Cr23r2> = 1a 27 37

kde vahy c,1 a c¢,.9 jsou vypocitany podle vzorce .

Pro zajimavost i v tomto ptripadé porovname tento pristup s pristupem, kdy
zavislosti v rdmci jednoho subjektu zanedbame. Za predpokladu nezavislosti mii-
zeme ziskat odhady parametri ., nasledujicim zptisobem: pro kazdé k = 1,2
za. pomoci klasického Coxova modelu popsan¢ho v ¢asti [1.1] ziskdime odhady
51k, ng, ﬁgk a prislusné odhady asymptotickych rozptyli. Nasledne ziskame od-
hady 4™ r = 1,2,3, opét pomoci:

B?EN) = CS’JIV)BH + CSQV)BT% r= 17 2a 37
kde vahy c,(nl) a 052) jsou vypocitany podle vzorce . Pismeno N zde znadi,
ze se jednd o naivni pristup, nebot matice U pouz1ta ve vzorci . je nym
diagonalni matice tvorend z odhadlt asymptotickych rozptyli odhadi B a /Brg.
Odhad BSN ) se tedy mirné lisf od odhadu /@r ziskaného na zakladé marginalniho
modelu, na rozdil od odhadua BAH a 3r2, které jsou pri obou pristupech shodné.
V tabulkdch (.4 a jsou shrnuty vysledky ziskané na zdkladé simulaci.
Primeérna hodnota a vychyleni daného odhadu spolu se smérodatnou odchylkou
odhadu, které jsou v tabulkach uvedeny, jsou ziskané na zakladé marginalniho
modelu. Skutecné pokryti intervalu spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 0.95
je v tabulkach uvedeno vzdy jak pro marginalni model, tak i pro naivni pristup
popsany vyse (v tabulkdch oznacen jako ,mnaivni“ model).
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Na zékladé tabulky [4.4] kde jsou uvedeny vysledky simulaci pro volbu zékladni
marginalni rizikové funkce A\’ (¢), lze podobné jako v ¢4sti Iici, ze pri volbé
parametru # = 0 intervaly spolehlivosti konstruované na zakladé marginalniho
modelu i naivniho pfistupu dodrzuji velmi presné pozadovanou pravdépodobnost
pokryti i pro mensi n. Pokud jde o vychyleni a smérodatnou odchylku odhadi
ziskanych na zakladé marginalniho modelu, vidime, zZe s rostoucim n se obé tyto
charakteristiky zmensuji. Déle lze vidét, ze odhady pii volbé 6 = 3 a § = 6 maji
zanedbatelné vychyleni a s rostoucim n se rovnéz snizuje smérodatna odchylka
odhadii. Skutecné pokryti intervalt spolehlivosti konstruovanych na zakladé mar-
ginalniho modelu je rovnéz velmi blizko pozadované pravdépodobnosti pokryti
0.95. V pripadé mnohorozmérnych cenzorovanych dat je také skuteéné pokryti
intervalu spolehlivosti konstruované na zékladé naivniho pristupu mnohem vyssi,
nez tomu bylo u opakovanych udalosti, nicméné to bude zptisobeno ziejmé tim,
ze u kazdého subjektu pozorujeme maximalné dvé udalosti, zavislych pozorovani
tak neni piili§ mnoho. Na zakladé tabulky (1.5 s volbou zdkladni marginalni ri-
zikové funkce A§ (t) dostavame srovnatelné vysledky jako na zdkladé tabulky
s volbou A} (t).
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Tabulka 4.4: Vysledky simulaci pro analyzu mnohorozmérnych cenzorovanych
udalost{ s volbou zdkladni margindln{ rizikové funkce A} (¢), riznymi volbami
parametru 6 Frankovy kopule a riiznymi pocty subjektii n. Skute¢né hodnoty pa-
rametrit By = (—0.5,0.4,0.4) 7. Skutecné pokryti intervalu spolehlivosti s pravdé-
podobnosti pokryti 0.95 pocitdno na zakladé margindlniho modelu a na zakladé
pristupu za predpokladu nezavislosti (,naivni“ model), ostatni charakteristiky
odhadt jsou uvedeny pouze pro marginalni model.

Primérna Vychyleni Smeérodatna Sl.{uifeé{lé pokryti —

n hodnota odhadu chvba Marginalni  ,Naivni

odhadu Y model model
Parametr 6 = 0

B —0.505 —0.005 0.1577 0.947 0.949

200 [ 0.405 0.005 0.1706 0.946 0.951

B3 0.406 0.006 0.1469 0.938 0.947

B —0.502 —0.002 0.1103 0.948 0.950

400 (s 0.401 0.001 0.1196 0.947 0.949

B3 0.402 0.002 0.1014 0.943 0.949

51 —0.501 —0.001 0.0904 0.946 0.947

600 [ 0.398 —0.002 0.0951 0.952 0.954

B3 0.402 0.002 0.0816 0.947 0.950
Parametr 8 = 3

61 —0.502 —0.002 0.1801 0.944 0.915

200 [ 0.401 0.001 0.1923 0.947 0.917

B3 0.404 0.004 0.1671 0.938 0.912

G —0.501 —0.001 0.1254 0.949 0.916

400 (s 0.402 0.002 0.1350 0.947 0.917

B3 0.403 0.003 0.1150 0.944 0.911

B —0.500 0.000 0.1010 0.952 0.920

600 [ 0.402 0.002 0.1086 0.950 0.919

B3 0.401 0.001 0.0934 0.947 0.914
Parametr 0 = 6

B —0.507 —0.007 0.1908 0.947 0.895

200 s 0.403 0.003 0.2048 0.948 0.897

B3 0.407 0.007 0.1776 0.939 0.894

B —0.503 —0.003 0.1332 0.948 0.896

400 [ 0.401 0.001 0.1424 0.951 0.897

B3 0.403 0.003 0.1219 0.946 0.896

51 —0.501 —0.001 0.1087 0.945 0.891

600 [s 0.400 0.000 0.1151 0.952 0.898

B3 0.402 0.002 0.0988 0.945 0.897
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Tabulka 4.5: Vysledky simulaci pro analyzu mnohorozmérnych cenzorovanych
udélosti s volbou zdkladni margindlni rizikové funkce A§(¢), réiznymi volbami
parametru ¢ Frankovy kopule a riiznymi pocty subjektii n. Skute¢né hodnoty pa-
rametrit By = (—0.5,0.4,0.4) 7. Skutecné pokryti intervalu spolehlivosti s pravdé-
podobnosti pokryti 0.95 pocitdno na zakladé margindlniho modelu a na zakladé
pristupu za predpokladu nezavislosti (,,naivni“ model), ostatni charakteristiky
odhadt jsou uvedeny pouze pro marginalni model.

Primérna Vychyleni Smeérodatna Sl.{uifeé{lé pokryti —

n hodnota odhadu chvba Marginalni  ,Naivni

odhadu Y model model
Parametr 6 = 0

B —0.505 —0.005 0.1630 0.945 0.948

200 [ 0.403 0.003 0.1759 0.941 0.947

B3 0.409 0.009 0.1518 0.937 0.946

B —0.503 —0.003 0.1132 0.947 0.948

400 (s 0.400 0.000 0.1206 0.950 0.951

B3 0.404 0.004 0.1038 0.946 0.951

51 —0.501 —0.001 0.0929 0.946 0.947

600 [ 0.402 0.002 0.0986 0.948 0.950

B3 0.402 0.002 0.0842 0.945 0.950
Parametr 8 = 3

G —0.507 —0.007 0.1820 0.940 0.915

200 [ 0.403 0.003 0.1961 0.943 0.917

B3 0.406 0.006 0.1683 0.938 0.919

51 —0.503 —0.003 0.1257 0.948 0.920

400 (o 0.401 0.001 0.1344 0.948 0.921

B3 0.402 0.002 0.1150 0.944 0.917

B —0.504 —0.004 0.1025 0.951 0.920

600 [ 0.399 —0.001 0.1100 0.950 0.920

B3 0.404 0.004 0.0945 0.947 0.918
Parametr 0 = 6

B —0.503 —0.003 0.1897 0.946 0.902

200 s 0.401 0.001 0.2064 0.943 0.899

B3 0.407 0.007 0.1794 0.939 0.897

B —0.501 —0.001 0.1330 0.949 0.903

400 [ 0.399 —0.001 0.1428 0.947 0.904

B3 0.403 0.003 0.1224 0.947 0.902

51 —0.501 —0.001 0.1077 0.950 0.903

600 [s 0.401 0.001 0.1170 0.947 0.900

B3 0.402 0.002 0.1010 0.942 0.896
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali regresni analyzou cenzorovanych dat v pripadé,
ze udalost miize nastat vicekrat za sebou. Nejdiive jsme se v prvni kapitole véno-
vali metodé odhadu parametri v Coxové modelu proporcionalniho rizika. Tento
model se velmi ¢asto vyuziva pro regresni analyzu cenzorovanych dat v ptipadé,
ze dana udalost muze nastat pouze jednou. Uvedli jsme asymptotické vlastnosti
odhadti, mezi které patti konzistence a asymptotickd normalita a pokusili se me-
todu rozsitit i pro analyzu vyskytu opakovanych udalosti. Rozsiteni se zdalo byt
piimocaré, nicméné za pomoci tohoto pristupu bychom se nedokazali vyporadat
nych udélostech nastavaji.

Proto jsme se v druhé kapitole zabyvali marginalnimi modely, které se mo-
delovani zavislosti vyhybaji. Podrobné jsme popsali metodu odhadu parametra
v marginalnich modelech, kterd pripomind metodu zobecnénych odhadovacich
rovnic pouzivanych pro zavisla data. Parametry jsou odhadnuty za predpokladu
nezavislosti a nasledné je odpovidajicim zptisobem upravena rozptylova matice
odhadu. V této ¢asti jsme se také do detailu zabyvali asymptotickymi vlastnostmi
téchto odhadt jak v pripadé spojitého rozdéleni, tak v pripadé diskrétniho roz-
déleni casu do udélosti.

Velice tzce s vyskytem opakovanych udalosti souvisi také mnohorozmérna
cenzorovana data, kde je rovnéz zasadni otazkou, jak se pii jejich analyzovani
vyporadat se zavislostmi v ramci jednoho subjektu. Metodou odhadu parametrii
v marginalnich modelech pro mnohorozmeérna cenzorovana data, ktera se také vy-
hyba modelovani zavislosti, jsme se zabyvali ve tfeti kapitole. Na kazdou udalost
jsme se divali samostatné, parametry jsme odhadli za pomoci klasického Coxova
modelu proporcionalniho rizika, a poté jsme opét odpovidajicim zpiisobem upra-
vili rozptylovou matici vsech odhadt.

V posledni kapitole jsme za pomoci simulaci zhodnotili metody popsané v této
praci. Na zakladé téchto simulaci se ukazalo, ze odhady ziskané na zakladé mar-
gindlnich modeli maji rozumné vlastnosti pro vSechny scénére, zatimco u odhadi
ziskanych za pomoci naivniho pristupu je pro scénare, kdy jsou casy do udalosti
v ramci jednoho subjektu zavislé, skutecna pravdépodobnost pokryti prislusného
intervalu spolehlivosti vyrazné nizsi. Nicméné je tfeba zminit, ze simulace by bylo
mozné dale rozsitit jak z hlediska generovani zavislych ¢ast do udalosti, tak z hle-
diska volby vysvétlujicich proménnych zejména takovych, které zavisi na case.

Dale jiz pouze podotkneme, Ze existuji dalsi pristupy, jak se s vyskyty opako-
vanych udélosti a zavislostmi v ramci jednoho subjektu vypotradat, jejichz prehled
1ze nalézt v knize Kalbfleisch a Prentice| (2002).
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