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Uvod

Motivaci této prace je problém z algebraické geometrie formulovany Alexan-
derem Grothendieckem v Sedesatych letech minulého stoleti, otazka lokalnosti
pojmu (nekoneéné dimenzionélniho) vektorového bandlu.

Moderni algebraicka geometrie se zabyva schématy a kvazikoherentnimi svazky
modulli nad nimi. Schéma je topologicky prostor, jehoz nékterym otevienym mno-
zinam jsou pritazeny komutativni okruhy, tyto podmnoziny se nazyvaji afinni.
Kvazikoherentni svazek moduli nad schématem potom dostavame, pritadime-li
otevfenym afinnim mnozinam jistym zptusobem moduly nad prislusnymi okruhy.
Pro specidlni ptipad (nekone¢né dimenziondlnich) vektorovych bandli jsou v této
reprezentaci tyto moduly (nekonecné generované) projektivni.

Zakladni otazkou je, jaké vlastnosti kvazikoherentnich svazk jsou lokalni,
tedy nezavislé na ,soutradnicich®, to jest volbé otevieného afinniho pokryti da-
ného schématu.

Cilem této prace je formulovat otazku lokalnosti v jazyce komutativni algebry
a vyresit ji pro pripad vektorovych bandli. V reprezentaci uvedené vyse jde o
problém o projektivnich modulech nad komutativnimi okruhy.

Prvni ditkaz tohoto tvrzeni byl podan ve slavném c¢lanku Raynauda a Grusona
[10], tento dukaz byl ovSem nepfesny, jak upozornil sém Gruson v [5]. V této
préaci sledujeme opravenou verzi dikazu z clanku Perryho [9], ktery je soucdsti
The Stacks Project [11].

Tézisté teseni tohoto problému je v komutativni algebte. Proto je tato prace
predevsim algebraickd a souvislosti s algebraickou geometrii pouze naznacujeme
v nékolika poznamkach.

Praci lze rozdélit do tii casti.

Kapitoly 1 az 5 jsou vénovany souhrnu relevantnich ¢asti teorie okruhti a mo-
duli s dirazem na komutativni pripad a zavedeni pojmu potiebnych pro definice
a dikazy ve zbytku prace. Jsou sem zarazeny i definice a pripomenuti zdkladnich
vlastnosti direktnich a inverznich limit a tenzorového soucinu, které presahuji
obsah bakalarského studia.

V Kapitole 6 je definovan pojem lokalnich vlastnosti a souvisejici pojem AD-
vlastnosti a jsou uvedeny priklady takovych vlastnosti.

Kapitoly 7 a 8 jsou vénovany dukazu, ze projektivita je AD-vlastnost. Tento
dikaz je prevzat z ¢lanku [9].






1. Zakladni pojmy

V této kapitole definujeme zakladni pojmy z teorie okruhii a modult, budeme
vsak predpokladat, ze ma ¢tenar zakladni znalosti o jednoduchych okruhovych
a modulovych konstrukcich. Pfipomeneme tedy pouze definice pojmu, které jsou
pro tuto praci v n¢jakém smyslu dilezité. Pouzivame standardni znaceni, v sou-
ladu naptiklad s [§].

1.1 Okruhy a moduly

Zéakladnimi objekty zkoumanymi v této praci jsou komutativni okruhy moduly
nad nimi. Néasleduji definice téchto pojmi a zdkladnich pojmii s nimi souvisejicich

Definice 1.1. Okruh (s jednotkou) je petice R = (R, +, — 0, - ,1), takovd, Ze
(R, +, —,0) je abelovskd grupa, (R, -,1) je monoid a operace - je vici operaci +
distributivni. Navic 0 # 1.

Okruh se nazyva komutativni, je-li komutativni operace -.

Definice 1.2. BudR = (R,+,—,0,-,1) okruh. Potom na mnoziné R definujeme
opa¢ny okruh jako R = (R, +, — ,0,5,1), kde struktura sc¢itani a konstanty jsou
prevzaty z okruhu R a ndsobeni je pro r, s € R definovino jako r*s = s - r.

Pozndmka. Ziejmé okruh R je komutativni pravé tehdy, plati-li R°? = R.

Pozndmka. Je bézné vynechavat symbol nasobeni, piseme tedy rs namisto r - s.
Déle je obvyklé znacit okruh jen oznacenim jeho nosné mnoziny, z kontextu je
obvykle ziejmé, ktery z téchto formalné rtznych objektt mame namysli. Téchto
konvenci se pridrzime.

Pro definici pojmu lokalizace je nezbytna nasledujici definice.

Definice 1.3. Bud R okruh. Prvek r € R nazveme invertibilnim, existuje-li prvek
s € R takovy, Ze r - s = s-r = 1. Prvek s potom nazyvaime inverznim prvkem
(inverzem) k proku r. MnoZinu invertibilnich prvki okruhu R znacime R*.
Inverzni prvek je urcen jednoznacné. Plati-li pro néjakd r, s, s € R rovnosti
rs=sr=1ars =sr=1, potoms -1=srs=1-s. Jedinecny inverzni prvek
k proku r znacime r—1.

MnoZina R* tvori spolu s operacemi - a — 1 grupu. Neutrdlnim prokem je 1. Tuto

grupu nazyvame multiplikativni grupou okruhu R.

Budeme dale predpokladat, ze ¢tenar zna pojmy okruhového homomorfismu,
pravého, levého a oboustranného idedlu a konstrukce a vlastnosti faktorokruhu a
direktniho souc¢inu okruhii.

Definujme nyni moduly nad okruhy.

Definice 1.4. Budiz R okruh. Pravy modul M nad okruhem R (krdtce pravym
R-modulem) je struktura (M, + 0, — -r;r € R), kde (M, + , — ,0) je abelovskd
grupa, pror € R je —-r undrni operace, a pro kazdd r, s € R a m, n € M plati

(i) m-1=m,

(ii)) (m+n)-r=m-r+n-r,



(iii) m-(r+s)=m-r+m-s,

(iv) m-(rs) =(m-r)-s.

Levym modulem nad okruhem R (krdtce levgm R-modulem) rozumime pravy
modul nad okruhem R°P. V levém modulu je zvykem psat nasobeni prukem okruhu
zleva (tedy wvazovat operdtory tvaru r-— ), podminka (iv) z predchozi definice ma
potom tvar

(iv) (rs) -m=r-(s-m).

Pozndmka. Podobné jako u okruhu je zvykem znacit modul pouze pomoci jeho
nosné mnoziny.

Pozndmka. Nad komutativnim okruhem ziejmeé splyvaji pojmy pravého a levého
modulu. Pro komutativni okruh R tedy mluvime typicky pouze o R-modulu.

Pozndmka. V nasledujicim textu budeme ditkazy provadét typicky pro pravé mo-
duly. Veskera tvrzeni budou vsak mutatis mutandis platit pro levé moduly, nebot
staci prejit k opacnému okruhu.

Je mozné uvazovat modul, ktery ma soucasné strukturu pravého a levého mo-
dulu nad obecné riznymi okruhy. Jsou-li tyto struktury navic v jistém smyslu
kompatibilni, vznika struktura nazyvana bimodul. Uzite¢nost tohoto pojmu vy-
chazi z faktu, ze modulové konstrukce rusici strukturu pravého modulu typicky
pro bimoduly zachovavaji strukturu levého modulu. Prikladem takovych kon-
strukci budou mnoziny Hom a tenzorovy soucin.

Definice 1.5. Budte R a S okruhy. Strukturu (M, + ,0, — r,s-—;r € R,s €
S) nazveme (S,R)-bimodulem, je-li (M, + ,0, — -r;r € R) pravgm R-modulem,
(M, +,0,s - —;s €8) levym S-modulem a navic pro kaZdé r € R, s € S, m € M
plati s - (m-r) = (s-m)-s.

Priklad. Pro komutativni okruh R je libovolny R-modul M také (R,R)-bimodu-
lem.
Okruh R mé také prirozené strukturu pravého i levého R-modulu a (R,R)-

bimodulu. Tento pravy a levy modul se nazyvaji pravy resp. levy regularni modul
okruhu R.

Priklad. Je-li f : R — S homomorfismus okruht, potom S ziskava strukturu
pravého R-modulu, akce okruhu R je dana jako s-r = s- f(r). Podobné ziskava S
strukturu levého R-modulu a vzhledem k asociativité nasobeni i (R,R)-bimodulu.

Podobné libovolny pravy S-modul M potom ziskava strukturu R-modulu, akci
okruhu definujeme jako m -r =m - f(r).

Predpokladame déle, ze ¢tendfr zna pojmy modulového homomorfismu, jeho
jadra a obrazu, pojem podmodulu a konstrukci a zakladni vlastnosti faktormo-
dult a direktnich sum a soucin.

Pripomenme zakladni nazvoslovi homomorfismt a definici a zakladni vlast-
nosti mnozin homomorfismi mezi danymi dvéma moduly.

Definice 1.6. Homomorfismus f : M — N nazveme

(a) monomorfismem, je-li prosty,



(b) stépitelnym monomorfismem, ezistuje-li homomorfismus g : N — M takovy,
Ze go f=idy,

(¢c) epimorfismem, je-li na,

(d) stépitelnym epimorfismem, existuje-li homomorfismus g : N — M takovy, Ze
f ©g= idN;

(e) izomorfismem, je-bijektivni, coZ nastane pravé tehdy, existuje-li homomorfis-
mus g : N — M takovy, Ze go f =idy a fog=idy.

Definice 1.7. MnoZinu vsech homomorfismu R-moduli z M do N znacime
Hompg(M,N).

Pozndamka. Mnozina Hompg(M,N) mé prirozené strukturu abelovské grupy. Nulou
je nulovy homomorfismus m +— 0 a séitani a opacny prvek jsou definovany po
slozkdch, tedy pro f, g € Homg(M,N) a m € M polozime (f + g)(m) = f(m) +
gim) a (—=f)(m) = —(f(m)). Je-li M (S,R)-bimodul, potom ma Homp(M,N)
strukturu pravého S /modulu, polozime-li pro f € Homg(M,N), s€ Sam e M
(f-s)(m) = f(s-m). Je-li N (S,R)-bimodul, m& Hompg(M,N) strukturu levého
S-modulu, polozime-li (s- f)(m) =s- f(m).

Definujme déle v této praci na nékolika mistech uzivany pojem kojadra.

Definice 1.8. Bud f : M — N homomorfismus pravych R-moduli. Potom
oznacme Coker(f) = N/Im(f). Tento faktormodul nazveme kojadro.

Pripomenme dale pojem exaktnich posloupnosti.

Definice 1.9. Méjme posloupnost moduli a homomorfismi
RN VALY V NN VA

Rekneme, Ze je tato posloupnost exaktni v bodé M;, plati-li Im(f;) = Ker(fi11).
Posloupnost nazveme exaktni, je-li exaktni v kazdém bodé. Fxaktni posloupnost

0—-A—-B—->C—=0
nazveme kratka exaktni posloupnost. Zrejmé homomorfismus A — B je mono-

morfismus a homomorfismus B — C' je epimorfismus. Krdtkou exaktni posloup-
nost nazve stépitelnou, jsou li stépitelné homomorfismy A - B a B — C.

Priklad. Pro N C M je posloupnost

0—-N—>M-—M/N—0

exaktni. Posloupnost

0 — Ker(f) —>ML>N—>Coker(f)—>O

je exaktni pro libovolny homomorfismus f : M — N.
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Pozndmka. Je-1i posloupnost
0>A—-B—-C—0

stépitelnd kratka exaktni posloupnost potom B = A ¢ C. Z faktu, ze pro dvojici
homomorfismi f : M — N a g : N — M spliujici g o f = idy; uz plati
N = Im(g) ® Ker(f) plyne, ze krdtké exaktni posloupnost 0 -+ A — B — C — 0
je stépitelna pravé tehdy, je-li alespon jeden z homomorfismi A — B, B — C
Stépitelny.

Pripomenme nakonec definici volnych modulii z nich vychazejici pojem pre-
zentace modulu.

Definice 1.10. Modul F' nazveme volny, existuje-li mnozina X C M takovd, Ze
pro libovolnyy modul M a zobrazeni ' : X — M existuje jeding homomorfismus
f: F — M takovy, Ze flx = f'. Mnozinu X nazgvdme volnd bdze.

Pozndmka. Volny R-modul F' s volnou bazi X je kanonicky izomorfni modulu
R,
Pozndmka. Pro libovolny R-modul M existuje volny modul F' a epimorfismus

p : F — M. Napiiklad lze volit F = R®Y a homomorfismus definovany na
prvcich baze m € M jako m — m.

Definice 1.11. R-modul M nazveme konecné (spocetné) generovany, existuje-li
epimorfismus
R® — M
kde I je konecnd (spocetnd) mnoZina.
R-modul M nazveme konecné prezentovany, existuje-li exakini posloupnost

R - R'"— M — 0.

Tuto posloupnost potom nazyvime prezentace modulu M.

1.2 Idealy komutativnich okruhu

V této praci budeme na mnoha mistech pracovat s komutativnimi okruhy. V
komutativnich okruzich definujeme nasledujici pojmy. Tyto pojmy maji obdobu
v nekomutativnich okruzich, ale pro tuto praci neni nutné je uvazovat.

Definice 1.12 (Maximalni ideal). Bud R komutativni okruh. Viastni idedl M C
R nazveme maximalni ideal, pokud pro kazZdy idedl I C R plati, Ze je-li M C I,
potom uZ I = M nebo [ = R.

Definice 1.13. Bud R komutativni okruh. Idedl P C R nazveme prvoidedl, plati-
lr pro libovolné prvky r,s € R nasledujici. Je-li rs € P, potom r € R nebo s € R.

Pozndmka. Maximalni idedly jsou prvoidedly. Je-li M maximalni idedl a rs € M,
ale r ¢ M, potom z maximality M uz plati M +rR = R, existuje tedy vyjadieni
1 =73 s; +rk pro néjaké prvky s; € M a k € R. Prenasobenim prvkem s potom
dostavame vyjadieni s = 3 s;5 +rsk € M.

Podivejme se na vztah idealti okruht propojenych homomorfismem.



Definice 1.14. Bud f : R — S homomorfismus komutativnich okruhi a bud
I C R idedl. Potom idedl J C S generovany obrazem f(I) oznacime IS

Definice 1.15. Bud f : R — S homomorfismus komutativnich okruhi a bud
J C I idedl. Potom idedl f~*(J) C R oznacime IN R

Ukazme nékolik zédkladnich vlastnosti téchto idedlu.

Tvrzeni 1.16. Bud f : R — S homomorfismus komutativnich okruhi a budte
ICRaJCS idedly. Potom I CISNR a(JNR)SCJ

Diikaz. Toto je ztejmé z definice

Tvrzeni 1.17. Bud f : R — S homomorfismus komutativnich okruhi a bud
J C I vlastni ideal. Potom J N R je vlastni idedl.

Diikaz. Je-li JAR =R, potomuz 1 € JNRatedyl € (JNR)SC JaJ=R.
O

Tvrzeni 1.18. Bud f : R — S homomorfismus komutativnich okruhi a bud
P C S prvoidedl. Potom P N R je prvoideal okruhu R.

Diikaz. Budte r, ' € R prvky takové, ze r’ € PNR. Potom f(r)f(r') = f(r1') €
P. Protoze P je prvoidedl, je jeden z téchto ciniteltl také jeho prvkem, bez tjmy
na obecnosti tedy f(r) € P atedy r € PN R.

O]

Na nékolika mistech této prace pouzivame dale pojem anihilatoru prvku

Definice 1.19. Bud R komutativni okruh a bud r € R. Potom mnoZina {s €
R; r-s = 0} tvori idedl okruhu R. Tento idedl nazgvdme anihilator prvku r a
znacime jej Ann(r).

1.3 Funktorialni chovani

Pro definice mnoha pokrocilejsich pojmu je nutné zavést pojem funktoru. Jde
o pojem z teorie kategorii, ktery je v moderni algebte hojné pouzivany. Obecnéjsi
definice a dikladnéjsi poznatky o nasledujicich pojmech lze nalézt napriklad v
[7-

Definice 1.20. Budte A a B néjaké tridy struktur, mezi jejichz objekty jsou
definovany homomorfismy (takové tridy nazgvdme kategorie).

(a) Kovariantnim funktorem nazveme tridové zobrazeni F : A — B spolu se zob-
razenimi Hom(A,A") — Hom(F(A),F(A")) (kterd typicky oznacujeme shodné
F), pro néz plati ndsledujici. Pro A € A je F(ida) = idpuy a pro f €
Hom(A’,A), g € Hom(A,A") plati F(g) o F(f) = F(go f).
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(b) Kontravariantnim funktorem nazveme tridové zobrazeni F : A — B spolu
se zobrazenimi Hom(A,A") — Hom(F(A’),F(A)), pro néz plati nasledujici.
Pro A € A je F(ida) = idpay a pro f € Hom(A',A), g € Hom(A,A") plati
F(f)o F(g) = F(go f).

Pojem funktoru je uziteény predevsim proto, ze vétsina modulovych kon-

strukci dava vzniknout néjakému funktoru a vztahy téchto funktort jsou potom
zasadni v dikazech mnoha zajimavych skutecnosti.

Priklad. Konstrukce Hompg(M,—) dava kovariantni funktor z kategorie pravych
R-modult do kategorie abelovskych grup. Chovani na homomorfismech je defi-
novano nasledovné. Pro f € Hompg(A,B) definujeme

Hompg (M, f) : Homg(M,A) — Homg(M,B), g+ fog.

Priklad. Konstrukce Hompg(—,M) dava kontravariantni funktor. Chovani na ho-
momorfismech je predepsano podobné. Pro f € Hompg(A,B) definujeme

Hompg(f,M) : Homg(B,M) — Homg(A,M), g go f.

Pro funktory mezi kategoriemi modult je dulezité, jak ptisobi na exaktni po-
sloupnosti.

Definice 1.21. Bud F' funktor mezi kategoriemi moduli. Funktor F nazveme
(a) zprava exaktni, je-li posloupnost F(S) exaktni ve strednim a pravém bodé;
(b) zleva exaktni, je-li posloupnost F(S) exaktni ve strednim a levém bodé;
(c) exaktni, je-li posloupnost F(S) exaktni

pro libovolnou kratkou exakini posloupnost S ve vychozi kategorii.

Funktor F nazveme vérné exaktni, plati-li pro libovolnou posloupnost S ve
vijchozi kategorii, Ze S je exaktni posloupnost pravé tehdy je-li F(S) exaktni po-
sloupnost.

Priklad. Je snadnym cvi¢enim dokézat, ze funktory Hom(—,M) a Hom(M,—) pro
fixovany modul M jsou zleva exaktni.

Poslednim dilezitym zakladnim pojmem je prirozeny izomorfismus.

Definice 1.22. Budte F' a G funktory mezi stejnym kategoriemi moduli, bud oba
kovariantni nebo oba kontravariantni. Potom rikdme, Ze eristuje prirozeny izo-
morfismus F = G, existuje-li pro kazdy modul A vychozi kategorie izomorfismus
¢4 F(A) — G(A) a pro kazdy homomorfismus A — A’ ve vijchozi kategorii
komutuje ctverec

F(A) —— F(A)

lon  Jew

G(A) —— G(A")

Poznamka. Pritomnost prirozeného izomorfismu umoznuje bez ztraty jakychko-
liv vlastnosti zaménovat objekty ziskané rtiznymi konstrukcemi. Tuto moznost
vyuzijeme mnohokrat v pokrocilejsich dikazech v této praci.
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2. Lokalizace

V nésledujici kapitole jsou vSechny okruhy komutativni. V této kapitole zave-
deme pojem lokalizace — zakladni a titulni pojem této prace. Definice a znaceni
jsou veskrze prejaté z [8, Kapitola 2|, lokalizace modulu je doplnénd o definici
pomoci univerzalni vlastnosti.

2.1 Lokalizace okruhu

Volné tfeceno je lokalizace konstrukei, ktera pridava inverzni prvky k néjaké
zvolené mnoziné prvkia okruhu. Zakladnim predpokladem je tedy volba okruhu R
a néjaké mnoziny jeho prvki S C R, ktera neobsahuje nulu, nebof ta invertibilni
byt nemiize. Vysledkem by potom mél byt okruh, v némz jsou prvky zvolené mno-
ziny invertibilni. Navic by to mél byt okruh v jistém smyslu nejlepsi — co nejblizsi
okruhu puvodnimu. Tyto pozadavky reflektuje nasledujici definice pomoci tzv.
univerzalni vlastnosti.

Definice 2.1. Bud R komutativni okruh a S C R néjakd podmnoZina jeho proki,
takovd, zZe 0 ¢ S. Lokalizaci okruhu R v mnoziné S nazveme okruh L a okruhovy
homomorfismus | : R — L takové, Ze I(S) C L* a navic pro kaZdy okruh R' a
homomorfismus I : R — R’ spliugjici I'(S) C L™ existuje pravé jeden homomor-
fismus f : L — L' takovy, Zel'! = fol.

Poznamka. Nékdy se za lokalizaci oznacuje pouze okruh L z predchozi definice, je
vsak tfeba mit na paméti, ze zminény homomorfismus k definici neodmyslitelné
patii. Z jeho pritomnosti navic vyplyva, ze lokalizace ma strukturu R-algebry.

Tvrzeni 2.2. Bud R okruh a S C R mnozina jeho proki. Jsou-li L a L' lokali-
zacemi okruhu R v mnoziné S, pak L = L.

Diikaz. Budte L a L' lokalizace okruhu a [ a I’ prislusné homomorfismy. Podle
Definice existuji homomorfismy f: L — L' a g: L' — L, takové, ze I’ = gol
al = fol. Ovéfime- li, Ze tyto homomorfismy jsou vzajemné inverzni, tedy
gof =1dp a fog=1idy, pak jiz jde o vzadjemné inverzni izomorfismy a skutecné
L=

Plati [ = gol' = go f ol. Ovsem také [ = idy, o [. Podle Definice vsak
existuje jediny homomorfismus h : L — L spliujici [ = h o[, a tedy uz nutné
go f =1dy. Druha z rovnosti se dokaze stejné.

]

Obsahem Tvrzeni [2.2]je fakt, Ze lokalizace, existuje-li, je az na izomorfismus ur-
¢ena jednoznacné. Nez prikrocime ke konstrukei a tedy diikazu existence, prozkou-
mejme, v jakych mnozinach je tfeba lokalizaci uvazovat. Je snadno k nahlédnuti,
ze soucin invertibilnich prvki je invertibilni, stejné tak jednotka je invertibilni
v kazdém okruhu. Zda se tedy, ze zvétSeni mnoziny S o prvek 1 nebo o libovolny
konec¢ny soucin jejich prvkia nepridava dalsi podminky pro lokalizaci. Mohlo by
tedy stacit uvazovat lokalizace v mnozinach na konecné souciny uzavienych. Tato
tvaha motivuje Definici [2.3] a, jak se ukdze v Tvrzeni je spravna.
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Definice 2.3. Bud R okruh. Podmnozinu S C R nazveme multiplikativni, je-l¢
(i) 1€S5,0¢ S
(ii) pokud r, s € S, pak takér-s € S.

Je-li S C R mnozina, oznacme S vzhledem k inkluzi nejmensi multiplikativnd
mnozinu v R obsahujici S jako podmnozinu. Tuto mnoZinu nazyvdme multiplika-
tivni uzaver S v okruhu R.

Pozndmka. Ovérime snadno, ze
523::{31-32-...-.9”;7161\10, (V1 <i<mn)s; € S}

Nahlédnéme, ze jde o multiplikativni mnozinu. Jednotku dostaneme pro n = 0
(jako vysledek prazdného souéinu) a soucin dvou kone¢nych soucint prvka z S
je sém jisté koneénym soucinem prvka z S. Dale jisté S C S. Zbyva ovétit, Ze
jde o nejmensi takovou mnozinu. Skute¢né, multiplikativni mnozina obsahujici S
obsahuje kazdy kone¢ny soucin prvki S. Ty viak tvoif pravé mnozinu S. Tedy S
je nejmensi multiplikativni mnozinou obsahujici S a S = S.

Tvrzeni 2.4. Bud R okruh a S C R mnoZina jeho proki. Bud ddle L lokalizace
R v S al prislusny homomorfismus. Potom L je také lokalizaci R v mnoziné S.

Diikaz. Ovérme nejprve, ze Z(S') C L*. Zvolme libovolné s € S, s = sy -Sg ... Sy
pro néjaka sy, S2,..., s, € S. Vime, ze [(S) C L*, muzeme tedy uvazovat prvky
[(s1)7%, ..., l(sp)' € L. Potom ovSem dostdvdme prvek ¢ = I(s,)~' - l(s,-1)" " -

cl(s1)7t e L. Ziejmé t-1(s) = 1 = 1(s)-t, tedy t = I(s) "' al(s) € L*. Vzhledem
k libovolné volbé prvku s € S uz dostévame I (5’ ) C L*.

Budte nyni L' a I’ : R — L' takové, Ze I'(S) C L. Ovsem potom I'(S) C
I'(S) C L™ a protoZe L je lokalizace R v S existuje podle Definice jediny
homomorfismus f : L — L' takovy, ze I’ = f o[. Tim je ovsem dokazano, 7e L je
spolu s homomorfismem [ lokalizaci okruhu R v mnoziné S.

[
7 tohoto tvrzeni vychazi, ze staci uvazovat lokalizace v multiplikativnich mnozi-
nach, nebot lokalizace v libovolné mnoziné splyva s lokalizaci v jejim multiplika-
tivnim uzavéru. To je stézejni poznatek pro konstrukci a dikaz existence lokali-
zace, nebot konstrukce se tradi¢né provadi pro S multiplikativni.

Konstrukce lokalizace okruhu

V této casti provedeme konkrétni konstrukei lokalizace okruhu v multiplika-
tivni mnoziné.

Méjme okruh R a multiplikativni mnozinu S C R. Uvazujme na mnoziné
R x S ekvivalenci ~ urcenou nasledovné.

(r1, s1) ~ (r2, $2) pravé, kdyz existuje s' € S takové, ze "« (r1 - sg — 19 - 51) = 0.

Tridu ekvivalence ~ urcenou prvkem (r, s) znacime - a mnozinu (R x S) / ~
oznac¢ujeme RS™!. Na mnoziné RS~! zavedeme strukturu okruhu.
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(b) LTz — 7“1~82+7"2~817

S1 S92 S1:S2
T T 1T

() 22 = nz
S1 82 S1°S2

Diky multiplikativité mnoZiny S jsou vysledky operaci jisté prvky RS~!. Ovéime,
ze jsou dobre definované a ze odpovidaji definici okruhu. Ovéirme dobrou defino-
vanost pro sc¢itani, pro nasobeni se vyuzije podobna tvaha.

o T2 T

= 2. Existuji tedy prvky t;, to € S
2

] — 2
s S9 s

Méjme rovnosti zlomki :—1 =

takové, ze (r18) — ris1)t1 = 0 a (rash — rhsy)ts = 0. Checeme ukdzat rovnost

7182+ TeS1 | T1Sy + Tys)

5182 s) sh

Ovsem

((r182 + ros1)sysh — (1185 + rhs])s189)t1ts

/ / / / / /
= (7"151 — Tlsl)tthSQSQ + (T’252 — TQSg)t2t18252 =0

a tim je rovnost ovérena.

Snadno se dale ovéri, ze 0 a 1 jsou neutralnimi prvky vzhledem ke scitani a
nasobeni. Z komutativity a asociativity okruhu R snadno nahlédneme komutati-
vitu a asociativitu sc¢itani i ndsobeni. Zbyva ovérit distributivitu. Uvazujme tedy
zlomky &, 2, 3 € RS~ Potom

s1’ s27 s3

(7"1+7’2) T3 r1-Sp T3+ T9:S1-T3

51 52 53 518283

71 T3+7“2 7’3_T1'7"3'82'83+7“2'7"3'81'83

§1 83 S2 S3 81838253
Rovnost vyrazu na pravé strané se snadno overi z definice. Oznacme Citatele

téchto vyrazu r’ a r” a jmenovatele s’ a s”. Po aplikaci distributivity a komuta-

"l /i r!

tivity okruhu R zjistime, ze r"s’ = r's", z ¢ehoz vyplyva rovnost zlomkt g—: = .
Overili jsme tedy, Ze RS™! je okruh.
Popsand konstrukce déva navic kanonicky homomorfismus { : R — RS, r
7. Ovéfme nyni, Ze zkonstruovany okruh je skutecné hledanou lokalizaci.

Tvrzeni 2.5. Bud R komutativni okruh a S C R multiplikativni mnozZina. Potom
okruh RS~ spolu s homomorfismem [ : 1+ T je lokalizace okruhu R v mnoZiné

S.

Diikaz. Zvolme prvek s € S. Potom * € RS~ a déle £ -1 = £ = 1, nebot

1-(s-1—1-s)=0.0dtud ¢ € (RS™!)* a vzhledem k libovolné volbé s € S uz
1(S) C (RS™YH~.

Méjme nyni okruh L’ a homomorfismus I’ : R — L' takové, ze I'(S) € (L')*.
Hleddme nyni homomorfismus f : RS™' — L', takovy, Ze I’ = f ol a chceme
navic ukazat, ze je jedine¢ny. Ukazeme béhem konstrukce, Ze je tvar homomor-
fismu vynucen, odtud také vyplyne jednoznacnost. Predpokladejme, ze f je ho-

momorfismus s pozadovanymi vlastnostmi. Potom jisté f(£) = f(¢-(3)7") =

» |
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FE)-FE) = (fol)(r)-(fol)(s)™t =1 (r)-I'(s)~". Kazdy homomorfismus s po-

I
zadovanymi vlastnostmi tedy musi byt definovan pravé timto predpisem. Ovérme,

ze tento predpis zadava dobie definovany okruhovy homomorfismus.

Pro dobrou definovanost ptedpokladejme, ze 2 = 22, tedy existuje s’ € S,
1 52

takové, Ze s’ - (ry - s5 — 19 - 51) = 0. Aplikaci homomorfismu I’ dostavame
U'(s)-U'(ry-s3—12-5)=0

l/<7’1> . l,(Sz) — ll(TQ) . ll(Sl) =0
V() - U(s) ™ =1(ra) - U'(s2) ™

=)

Jde tedy o dobre definované zobrazeni. Jde také skuteéné o okruhovy homomor-
fismus. Plati zifejmé

Scitani je zachovano, nebot

f (Tl - 7”2) =/ (7“1 e 81) = (I'(r1 - s9) +1(r2-51)) - U'(s1-59) 7"

L zll/.(rj) V(s)T U (r2) U(s2)™ = f (Tl) o <r2) |

a nasobeni je zachovano, nebot

f (T ' r) =U(r1) - U(ra) - U(s1)™ - U(so) ' = f (T> g <T) '

51 S2 S1 S2

Oba vypocty vyuzivaji komutativitu. Timto jsme tedy dokazali, Ze RS~! je sku-
tecné hledanou lokalizaci.
O

Nadale budeme lokalizaci komutativniho okruhu R v multiplikativni mnoziné
S znac¢it RS™!, pifslusny homomorfismus budeme znacit [. Za pomoci konkrétni
konstrukce lokalizace je mozné odpovédét na nékteré otazky, napriklad lze presné
popsat jadro lokalizacniho homomorfismu. Déle se zjednodusi pohled na vztah
svazu ideall pivodniho okruhu a jeho lokalizace.

Tvrzeni 2.6. Bud R okruh, S C R multiplikativni mnoZina a | : R — RS™!
lokalizace. Potom jddro | je pravé mnoZina

Ker(L) ={re R;(3s€ S) r-s =0}

Diikaz. Prvek r € R je prvkem jadra pravé tehdy, pokud I(r) = T = 0, tedy
pokud existuje s € S takové, ze s-r=s-(r-1—-0-1) =0.

]

Diisledek. Je-li R obor integrity, potom Ker(l) = {0} a lokalizace je prosty ho-
momorfismus, neboli vnoreni.
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Vyslovme nyni nékolik tvrzeni, ktera ukazuji vztah mezi idedly okruhu a idedly
jeho lokalizace. Rozsiteni ideal I(RS™') budeme znacit kratsim 7S~

Tvrzeni 2.7. Pro vlastni idedl J C RS~ plati (JNR)NS = 0 a navic J =
(J N R)RS-..

Diikaz.  PFipometime, Ze plati (J N R)RS™! C J. Kdyby tedy existoval prvek
r e (JNR)NS, potom by idedl (J N R)S™! obsahoval invertibilni prvek I a
platilo by wz R=(JNR)S™! = J.
Dokazme nyni inkluzi (J N R)RS™' 2 J. Zvolme libovolné prvek - e J. Po-
tom také T =~ -1 € J atedy r € JN R. Odtud ovsem uz zfejmé plyne, Ze
e (JNR)RS ' atedy £ e (JNR)RS™.

[

Tvrzeni 2.8. Je-li P C R prvoidedl a PNS = (), potom PS™! je prvoidedl okruhu
RSt aP=PS'NR.

Diikaz. Inkluze P C PS™'N R je zndm4. Ukazme inkluzi P O PS~'NR. Zvolme
prvek r € PST'NR. Potom jisté £ € PS™!, a existuje tedy vyjadieni & = 37, &,

kde r; € P a s; € S pro kazdé 1 <7 <n. Oznacme s = s153...8, a 55 = = € 5.
Vynéasobenim predchozi rovnosti prvkem s potom dostavame rovnost

n /
s _ 2ui=1 TiSi

1 1

Existuje tedy prvek s’ € S takovy, ze rss’ = Y, r;sis’ € P. Z toho, ze P je
prvoidedl a PN S = ) uz plyne r € P.

Zvolme nyni prvky =, Z—j € RS takové, Ze Z—Z: € PS™!. Potom uz jisté
™ e PS™tatedy ' € PSTLN R = P. Ideil P je prvoidedl, bez ijmy na obec-
nosti miZzeme uvazovat r € P. Potom vsak uz | € PS~! a také te PS1.

]

Tvrzeni 2.7 a [2.§ spoleéné davaji charakterizaci prvoidedlu lokalizace.

Tvrzeni 2.9. Prvoidedly okruhu RS™! jsou prdvé idedly tvaru PS™', kde P C R
je prvoidedl a PN S = 0. Navic korespondence P <+ PS~! je jednoznacnd.

Dikaz. Prvni ¢ast tvrzeni vychdzi z Tvrzeni a toho, Ze vzor prvoidedlu je
prvoideal (Tvrzeni [1.18). Jednoznacnost plyne z Tvrzeni 2.8
O]

Specialni druhy lokalizace

V této ¢asti popiseme specialni druhy lokalizaci — lokalizace v prvoidedlu a
v prvku. Jak se ukaze v Kapitole [0 tyto konstrukce jsou stéZejni pro pojem
lokalnich vlastnosti okruhti a moduli.

Lze snadno nahlédnout, ze je-li P prvoideal okruhu R, jeho doplnkem je mul-
tiplikativni mnozina. M4 tedy smysl uvazovat lokalizaci v tomto dopliku.

15



Definice 2.10. Bud R okruh a P C R jeho prvoidedl. Lokalizace R(R\ P)™' se
nazyvd lokalizace v prvoidealu P a znaci se Rp.

Pozorovani 2.11. Rp je lokdlni okruh, jeho mazimdlnim idedlem je idedl PRp.

Diikaz. Podle charakterizace idedli lokalizace je jsou vSechny idedly okruhu Rp
tvaru I Rp pro néjaky ideal I C R. OvSem pokud I C P, potom i IRp C PRp a
pokud naopak I Z P, potom I N(R\ P)# 0 aIRp = Rp.

O

V nékterych situacich zalezi na invertibilité jediného prvku. Potom lze volit
mnozinu S z definice lokalizace jako jednoprvkovou. Pro konstrukci je vSak nutné
uvazovat jeji multiplikativni uzavér, tedy mnozinu obsahujici jednicku a vsechny
mocniny daného prvku. Tento prvek tedy zfejmé nelze volit nilpotentni, jinak by
jeho multiplikativni uzavér obsahoval nulu.

Definice 2.12. Bud R okruh a f € R jeho prvek, ktery neni nilpotentni. Potom
lokalizaci v multiplikationi mnoziné S = {f™ n € Ny} nazgvime lokalizace v
prvku f a znacime ji Ry.

Tvrzeni 2.13. Prvoidedly Ry jsou prdvé idedly tvaru PRy kde P C R je prvoidedl
Rafé¢P.

Diikaz. Podle charakterizace prvoidealt idealt lokalizace je kazdy prvoidedl Ry
tvaru PRy, kde P C R je prvoidedl a P NS = ). OvSem pokud f ¢ P, potom
f™ ¢ P pro libovolné n € N, nebot P je prvoideal.

[

Tvrzeni 2.14. Pro prvek f € R je jadrem lokalizacniho homomorfismu R — Ry
prave idedl Ann(f).

Diikaz. Jde o zfejmy dusledek Tvrzeni [2.6]

2.2 Lokalizace modulua

Mame-li modul M nad okruhem R a provedeme-li lokalizaci okruhu R v né¢jaké
multiplikativni mnoziné, nabizi se otdzka, je-li mozné prevést modul nad okruhem
R na modul nad jeho lokalizaci. Vzhledem k tomu, Ze lokalizace ma strukturu R
algebry, bude mit kazdy modul nad ni také strukturu modulu nad okruhem R.
Hledédme tedy modul, ktery je opét v jistém smyslu nejblize modulu ptivodnimu,
ma vsak navic strukturu modulu nad lokalizovanym okruhem. Tento pozadavek
je opét reflektovan v definici pomoci univerzalni vlastnosti.

Definice 2.15. Bud R okruh, M modul nad R a S C R multiplikativni mnozina.
Potom lokalizaci modulu M v mnozing S rozumime modul N nad okruhem RS™*
al: M — N homomorfismus R-moduli, takovy, Ze pro kaZdyj RS™'-modul N’
a homomorfismus I' : M — N’ existuje jediny homomorfismus RS~'-moduli
f: N = fN' takovy, Zel' = f ol jako R-homomorfismy.
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Podobné jako v pripadé okruhti i tato definice pomoci univerzalni vlastnosti
méa za rychly disledek jedinecnost vysledného objektu az na izomorfismus. Po-
dobné ovsem nefika nic o jeho existenci.

Tvrzeni 2.16. Bud R okruh, S C R multiplikativni mnoZina, M modul nad R a
N, N' lokalizace M v mnoZiné S. Potom N' = N.

Diikaz. Provede se stejné jako u Tvrzeni 2.2
O

Diikaz existence provedeme opét konstrukei, ktera je velmi podobna kon-
strukci lokalizace okruhu.

Konstrukce lokalizace modulu

Méjme R okruh, M modul nad R a S C R multiplikativni mnozinu. Uvazujme
nyni ekvivalenci ~ na mnoziné M x S zadanou nasledovné

(my,s1) ~ (ma,sy), pravé kdyz existuje s’ € S takové, ze (my-sy—mg-s1)-s = 0.

Blok této ekvivalence uréeny prvkem (m,s) je zvykem oznacCovat . Mnozinu
(M x S) /~ oznacime MS™! a zavedeme na ni strukturu modulu nad okruhem
RS~ Pro ™, ™ ¢ MS~'a’ e RS polozime

m1+m2 my - So2+ Mo - So my T mi-T
1 S9 S1 - S " s S 81-5

Snadno se ovéii, Ze popsand konstrukce mé za vysledek modul nad RS™!, tento
modul znac¢ime M S™!. Definujeme kanonicky homomorfismus R-modult [ : M —
MS™t mw— . Zbyva opét dokazat, Ze ziskany objekt je Zddanou lokalizaci, tedy
ovérit univerzalni vlastnost.

Tvrzeni 2.17. Bud R okruh, M modul nad R a S C R multiplikativni mnoZina.
Potom modul MS™ spolu s homomorfismem [ : m T je lokalizace modulu M
v mnoziné S.

Diikaz. Jak bylo okomentovano béhem konstrukce, MS~! je skuteéné modul
nad okruhem RS™! a [ je R-homomorfismus. Bud nyni N né&jaky modul nad
RSt al' : M — N R-homomorfismus. Hleddme nyni RS~!-homomorfismus
f:MS™! — N splijici I’ = f ol. Nahlédnéme, Ze tvar tohoto homomorfismu je
podminkami vynucen. Pro % € M S ~1 musi jisté platit

m m 1 m\ 1 1 1
—)=fl=——-)=fl=)-—=({l)(m)-—=1(m)--.
f(s) f(l 5) f(l) S (f o D)(m) s (m) S
Vypoctem se snadno ovéri, ze tento predpis zadava dobte definovany homomorfis-
mus. Protoze jeho tvar je vynucen podminkami, jde jisté o jediny homomorfismus
se zadanou vlastnosti. Ové&Fili jsme, Ze modul M S~ je skutecné lokalizaci M v
mnoziné S.

]
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Pozndmka. V definici lokalizace modulu by jisté $lo nahradit okruh RS~ jinym
okruhem R'. K tomu, aby zbytek definice ddval smysl, postaci, aby mél okruh R’
strukturu R-modulu, nebot potom jsou homomorfismy R’-modult také homomor-
fismy R-modult. Definici tedy lze preformulovat pro pripad, kdy mame libovolny
okruhovy homomorfismus R — R’ namisto homomorfismu lokaliza¢niho. Takova
konstrukce se potom nazyva rozsireni okruhu skaldri, je proveditelna i v neko-
mutativnim pripadé a v nasledujici kapitole bude predstaven prostiedek k jeji
realizaci.

Specialni druhy lokalizace modult

Podobné jako u okruhti se pouziva zvlastni znaceni pro lokalizace v jistych
multiplikativnich mnozinach. Tyto konvence jsou shrnuty v nasledujicich dvou
definicich.

Definice 2.18. Bud R okruh, M modul nad R a P C R prvoidedl. Potom loka-
lizaci M v mnoziné S = R\ P nazgvame lokalizace M v prvoidedlu P a znacime
Jji Mp

Definice 2.19. Bud R okruh, M modul nad R a f € R prvek, nikoli nilpotentni.
Potom lokalizaci M v mnoziné S = {f"; n € Ny} nazgvame lokalizace M v
prvku f a znacime ji M.

Pozndmka. Snadno se nahlédne, Ze pro prvek f € R je jadro lokaliza¢niho homo-
morfismu M — My mnozina {m € M; m - f = 0}.

2.3 Lokalizace jako funktor

Definice 2.20. Bud R komutativni okruh, S C R multiplikativni mnozina a f :
M — N bud homomorfismus R-moduli. Potom oznacme fS™': MS™t — NS~!
homomorfismus RS~ -modulii definovany ndsledovné.

fS_l (m) - M

S S

Tvrzeni 2.21. Bud R komutativni okruh, S C R multiplikativni mnoZina a f :
My — Ms, g : My — Ms budte homomorfismy R-moduli. Potom

(go f)S™t=gS o fs

Timto jsme ovérili, ze lokalizace ve fixované multiplikativni mnoziné zadava
funktor. Tento funktor je dokonce exaktni.

Tvrzeni 2.22. Bud R komutativni okruh, S C R multiplikativni mnoZina a
0> M — My — M;—0
bud kratka exaktni posloupnost R-moduli. Potom
0— MS ' = MS™t = MS™t—0

je krdtkd exaktni posloupnost RS~ -modulii.
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Dukaz. Dokézeme pouze exaktnost v levém bodé. Zbytek dikazu provedeme v
pristi kapitole. Stac¢i tedy ovérit, ze pro prosty homomorfismus v : M; — M,
je homomorfismus vS=! : M;S™! — MyS~! prosty. At tedy pro néjaké prvky
w2 e My ST plati fST (’?—11) = fS-! (%) Pak podle definice vS~! dosté-

S1

vame @ = @ a podle konstrukce M>S™! tedy existuje s’ € S takové, Ze
(v(mq) - s2 — v(ma) - 1) - s = 0. OvSem v je homomorfismus R-moduli, takze
dostavame rovnost v((my - s —msa-ss)-s") = 0 a vzhledem k prostosti v uz mame
(my - $3—mg - s9) -5 =0, tedy pfesné ™+ = 2

S1 so "

]
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3. Direktni a inverzni limity

V této praci je na nékolika mistech uzivany pojem direktniho ¢i inverzniho
systému a direktni ¢i inverzni limity. V této kapitole tyto pojmy zavedeme a
popiseme jejich zakladni vlastnosti, které budou uzitecné pro tuto praci.

Definice 3.1. Bud (I, <) castecné usporddand mnozina. MnoZinu (I, <) nazveme
nahoru usmérnénou, pokud pro kazdd i, j € I existuje k € I takové, Ze i < k a
J<k.

Pozndmka. Déle budeme c¢astecné usporadané mnoziny znacit pouze oznacenim
nosné mnoziny a nebude-li feceno jinak, usporadanim bude relace <.

Definice 3.2. Bud (I, <) dastecné usporddand mnozina. PodmnoZinu J C
nazveme kofinalni podmnozinou v I, pokud pro libovolné i € I existuje j €
takové, Ze i < j.

1
J

Tvrzeni 3.3. Bud I spocetnd nahoru usmérnénd mnozina. Potom existuje mo-
notonni zobrazeni N — I, jehozZ obraz je v I kofindlni.

Diikaz. Mnozina I je spocetnd, lze tedy predpokladat I = {iy, ia,...} Zkon-
struujme monoténni zobrazeni ¢ : N — I nésledovné. Polozme ¢(1) = 4;. Dale
postupujme indukei. Je-li definovano ¢(n) = j, polozme p(n+1) = 5/, kde j' > j
a j' > 1,. Takové hodnoty lze volit, nebot I je nahoru usmérnéna. Takto zkon-
struované zobrazeni je ziejmé monoténni a jeho obraz je kofindlni podmnozina,
nebot jisté pro kazdé k € N je p(k) > ig.

O

Definice 3.4. Bud I nahoru usmérnénd mnozina.

(a) Direktnim systémem (A;,f;;) indezovanym mnoZinou I rozumime systém
mnozin {A;;1 € I} spolu se systémem zobrazeni {f;; : A; — Aj;i,j € 1,5 > i}
takovym, Ze pro kazdé k > j > 1 plati fr;j o fji = fri a pro libovolné i € I je

(b) Inverznim systémem (A;,f;;) indexovanym mnozinou I rozumime systém
mnozin {A;;1 € I} spolu se systémem zobrazeni {f;; : A; — A;;i,j € 1,5 > i}
takovym, Ze pro kaZdé k > j > i plati fi;j o fir = fir a pro libovolné i € I je

Mluvime-li o direktnim respektive inverznim systému R-moduli, poZadujeme na-
vic, aby vsechna zobrazeni byla modulovymi homomorfismy.

Definice 3.5. Bud I nahoru usmérnénd mnozina.

(a) Bud(A;,fj;) direkini systém mnozin indexovany mnozinou I. Direktni limitou
tohoto systému rozumime mnozZinu A spolu se systémem zobrazeni f; : A; —
A takovym, Ze pro kaZdd i, j € I, j > i plati f; o f;; = fi. Navic pro
libovolnou mnozinu A" a systém f] . A; — A" spliugici totéz existuje prdvé
jedno zobrazeni g : A — A’ takové, Ze pro kazdé i € I je go f; = fl. Direkini
limitu systému (A;,f;;) znacime @Al
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(b) Bud (A;,fi;) inverzni systém mnoZin indexovany mnozinou I. Inverzni limitou
tohoto systému rozumime mnozinu A spolu se systémem zobrazeni f; : A —
A; takovym, Ze pro kazdd i, j € I, 5 > 1 plati fi; o f; = fi. Navic pro
libovolnou mnozinu A" a systém f! : A" — A; splnujici totéz existuje prave
jedno zobrazeni g : A" — A takové, Ze pro kazdé i € I je f; 0 g = f!. Direktni
limitu systému (A;, fi;) znacime @AZ

Podobné jako u lokalizace, plyne z definice okamzité jednoznacnost direkt-
nich i inverznich limit az na izomorfismus. Navic nahlédnéme, Ze pro limity staci
uvazovat podsystém indexovany kofinalni podmnozinou.

Tvrzeni 3.6. Bud I nahoru usmérnénd mnozina a I' C I kofindlni.
(a) Bud (A;,fj;) direktni systém indexovany I. Potom @ie[ A = @ie[’ A;.

(b) Bud (A;,fi;) inverzni systém indexovany I. Potom Hm, A = hm, A;.

Diikaz. Oznac¢me f; pro ¢ € I zobrazeni z definice %ﬂie s A; a g proi € I’
zobrazeni z definice lim. ., A;.

Ziejmé liglie , Ai splituje spolu se zobrazenimi {fi; © € I'} zdkladni podminku
pro direktnf limitu systému (A;, f;;;¢ € I').

Naopak pro hﬂiep A; dodefinujme pro j ¢ I’ zobrazeni g; = g o fi;, kde
k € I' a k > j musi existovat vzhledem ke kofinalité I’ C I. Potom @iep A; se
zobrazenimi {g;; ¢ € I} zfejmé spliuje zékladni podminku pro limitu systému
(A, fji e I).

Podle univerzalni vlastnosti direktni limity dostavame homomorfismy

lim A; — lim A; a lim A; — lim A;.

Podobné jako v pripadé jednoznac¢nosti se potom ukaze, ze to jiz musi byt inverzni
izomorfismy.

Pro inverzni limity dokazeme tvrzeni stejné, jen v ivahéch povedou zobrazeni
opacnym smeérem.

]

3.1 Konstrukce a vlastnosti direktnich limit

Existenci direktnich limit direktnich systémi modult dokazeme piimou kon-
strukci. Spravnost této konstrukce je zndma, jeji dikaz je naptiklad v [12], 24.2]

Bud (M;,f;;) direktni systém modult indexovany mnozinou /. Uvazujme di-
rektni sumu @,; M; a jeji podmodul E generovany prvky tvaru

vi(m) — Vj(fji(m))

pro i, 7 € I, 1 < j, m € M,;. Potom direktni limita ligiej M; je izomorfni
(Dicr M;)/ E, zobrazenimi z definice jsou potom homomorfismy f; = 7 o v;, kde
7 je kanonicka projekce faktorizace.
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Nasleduje nékolik uzitecnych vlastnosti direktnich limit. Nékteré dikazy jsou
z prostorovych divodi opét vynechany.

Tvrzeni 3.7. Bud (M;,f;;) direktni systém moduli indexovany mnoZinou I, bud
M = hglMZ a fi : M; = M prislusnd zobrazeni. Potom pro prvek m € M; plati
fi(m) =0 pravé tehdy, existuje-li j € I takové, Ze f;;(m) = 0.

Diikaz. Toto je [12, 24.3 (1)].
[

Tvrzeni 3.8. Bud (M;,f;;) direktni systém R-moduli indexovany mnoZinou I,
bud M = hﬂMZ a f; - M; — M prislusnd zobrazeni. Bud dadle Q) konecné genero-
vany R-modul a méjme j € I a homomorfismy g : Q — M; a h: Q — M; takové,
Ze fjog = fjoh. Potom uZ existuje k € I,k > j takové, Ze fyj o g = fi;oh.

Diikaz.  Uvazujme nejprve h = 0. Uvazujme dale konec¢nou mnozinu genera-
tort modulu @ {q1, ¢2,..., ¢n}. Pro 1 < 1 < n mame f;(g(¢)) = 0 a podle
3.7 potom existuje k; € I takové, Ze fi;(g9(q)) = 0. Oznacme k maximum z
{ki;l = 1,...,n}. Potom ovSem pro kazdé 1 < I < n plati fi;(g9(q)) = 0 ale
protoze jde o mnozinu generatori modulu ) mame uz fi; o g = 0. Pokud vo-
lime homomorfismus h nenulovy, provedme predchozi ivahu pro homomorfismus
(g—h). Potom pro nalezené k a libovolné ¢ € ) mame fi;((9—h)(¢g)) = 0, ovSem
odtud a z definice (g — h) plyne fi;(9(¢)) = fr;(h(q)). Mdme tedy pozadovanou
rovnost frjog= frjoh

O

Tvrzeni 3.9. Bud (M;,f;;) direkini systém R-moduli indezovany mnoZinou I,
bud M = hﬂMZ a f; + M; — M prislusnd zobrazeni. Bud ddle ) konecné
prezentovany R-modul a h : Q — M homomorfismus. Potom existuji j € I a
h':Q — M; takové, Ze h = f; o h'.

Diikaz. Toto je [4, Lemma 2.8].
UJ

Pro tuto préaci je dale uzitecny fakt, ze lze kazdy modul zkonstruovat jako
direktni limitu konecné prezentovanych moduli.

Tvrzeni 3.10. Bud M pravy R-modul. Potom existuje direktni systém konecné
prezentovangych moduli, (Mg, faa) takovy, Ze M = ligMd.

Diikaz. Pro néjakou mnozinu I existuje surjekce f : R®! — M. Uvazujme po-
tom mnozinu D tvofenou dvojicemi (J,N) kde J C I je kone¢nd podmnozina a
N C Ker(f|zs je konetné generovany podmodul. Tato mnozina je usporaddna
relaci (J,N) < (J',N') pravé kdyz J C J" a N C N’ a snadno se oveéri, ze je
nahoru usmérnéna. Sestrojme nyni direktni systém indexovany touto mnozinou.
Pro (J,N) € D vezmeme M, n) = R*//N. Prod = (J.N), d' = (J',N') polozime
faw : R®7/N — R®/N', x4+ N + 2 + N’. Direktni limita tohoto systému je
potom skutecné izomorfni M. Neprovedeme zde celé ovéfeni, jen konstatujme,
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ze zobrazen{ f; z definice limity jsou fon) : R®//N — R®/Ker(f) = M,
r+ N — z+ Ker(f).
[

3.2 Konstrukce inverznich limit

Pro dikaz existence inverznich limit modul a inverznich limit mnozin prove-
deme opét explicitni konstrukei. Dtikaz spravnosti této konstrukece je napriklad v
[12, 29.2]

Bud (4, fi;) inverzni systém mnozin indexovany mnozinou /. Uvazujme mno-
zinu J[;e; A; a jeji podmnozinu A’ tvofenou prvky (a;)ier jez spliuji fi;(a;) = a;
pro kazdé i < j € I. Mnozina A’ spolu s restrikcemi kanonickych projekei
mila 1 A" — A; je limitou systému (4, f;;). Jsou-li A; moduly a f;; modulové
homomorfismy, potom se snadno nahlédne, ze A" je podmodulem modulu [;c; A;.
Modul A’ je potom inverzni limitou systému modultl (4;, f;;)-

Se znalosti explicitniho tvaru inverzni limity miizeme snadno ucinit nasledujici
pozorovani.

Pozorovani 3.11. Bud (A;, fij) inverzni systém mnozin indexovany mnoZinou
N takovy, Ze zobrazeni f;; jsou surjektivni. Potom ljmieN A; # 0.

Diikaz. Staci vzit libovolny prvek a; € Ay a indukei sestrojit posloupnost (a;);en
takovou, ze pro kazdé i € N plati a1 € fiihy)(a:) # 0.
]

3.3 Limity jako funktory

Tak jako vétsina modulovych konstrukei, i limity davaji vzniknout funktoru.
Vlastnosti téchto funktorit budou dilezité v pozdéjsich ¢astech této prace.

Bud I nahoru usmérnéna mnozina a (4;, fj;) a (B, gj;) budte direktni systémy.
Méjme déle mnozinu homomorfismu {h; : A; — B;; i € I} takovych, ze pro kazda
© < j €I plati gj; o h; = hjo f;;. Potom zfejmé hﬂBi spolu se zobrazenimi f; o h;
spliiuje podminku pro limitu systému (A;, fj;) a existuje tedy jediny homomor-
fismus h : hﬂzez A — hﬂiez B; splnujici pro kazdé ¢ € I rovnost ho f; = g; o h.
Tento homomorfismus oznacime @ie s h;.

Pro inverzni systémy (A;, f;:) a (B, gj;) a mnozinu homomorfismu {h; : A; —
By; i € I} splnujici podobnou podminku sestrojime podobnou tivahou homomor-
fismus @iel hi : @ie] Ai = @ia B;.

Snadno se ovéri, ze obé tyto konstrukce zachovavaji skladani homomorfismai.
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Timto jsme ukazali, ze direktni a inverzni limita jsou skutecné funktory. Na-
sledujici tvrzeni se vyjadruje k exaktnosti téchto funktort.

Tvrzeni 3.12. Direktni limita je exaktni funktor, tedy je-li I nahoru usmérnénd
mnozina, (A;, fii), (Bi, gji), (Ci, hyi) jsou direktni systémy moduli a pro kaZdé i
mame kratkou exaktni posloupnost

0—A —-B, —C;,—0

jejichz homomorfismy splnuji vzhledem k danym direktnim systémum podminky z
predchoziho odstavce, potom

O—>hﬂAi—>hqui—>hqui—>O

iel el el

je kratkd exaktni posloupnost.

Diikaz. Vynechavame, je napiiklad v [12, 24.6]
O]

Inverzni limita naproti tomu neni exaktni funktor, je ale alespon zleva exaktni.

Tvrzeni 3.13. Je-li I nahoru usmérnénd mnozina, (A, fi;), (Bi, gi;), (Ci, hij)
jsou inverzni systémy modult a pro kaZdé i mdme krdtkou exaktni posloupnost

0—A —- B, —C;,—0

jejichz homomorfismy splnuji vzhledem k danym direktnim systémum podminky z
predchoziho odstavce, potom

0 = limA; — Jim B; — lim C; — 0
el el el

je exaktni posloupnost.

Diikaz. Vynechavame, je napiiklad v [12, 29.4]
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4. Tenzorovy soucin

Dalsi standardni konstrukei modulti je tenzorovy soucin. Pro tuto praci je jeho
znalost zdsadni, nebot jsou skrze néj definovan dilezity pojem plochych modult.

Definice 4.1. Bud R okruh, budte ddle M pravy R-modul a N levy R-modul, A
bud abelovskd grupa. Homomorfismus abelovskijch grup b : M x N — A nazveme
R-balancované zobrazeni, plati-li pro kazdé r € R, m, m' € M an, n' € N
nasledugict.

1. b(m +m/;n) = b(m,n) + b(m',n) a b(mn+n') = b(m,n) + b(m,n') a
2. b(m-r,n) =b(m,r-n).

Definice 4.2. Bud R okruh, budte ddile M pravy R-modul a N levy R-modul.
Potom tenzorovym souc¢inem modulii M a N nad okruhem R rozumime abelov-
skou grupu T spolu s R-balancovanym zobrazenimt : M x N — T takovou, Ze pro
libovolnou abelovskou grupu T' a balancované zobrazenit' : M x N — T" existuje
prave jeden homomorfismus f: T — T" takovy, Zet' = fot.

Poznamka. Podobné jako v predchozich pripadech definice skrz univerzalni vlast-
nost se snadno dokéze, ze tenzorovy soucin, existuje-li, je ur¢en jednoznacné az
na izomorfismus.

4.1 Konstrukce a zakladni vlastnosti

Existence se podobné jako v dalsich pripadech dokaze skrze explicitni kon-
strukci. Tuto konstrukei zde v kostce popiseme, dikaz jeji spravnosti vynechame;
je vSeobecné znamy a neni pro tuto praci stézejni.

Budte R, M a N jako v predchozi definici. Oznac¢me F' volnou abelovskou
grupu generovanou mnozinou M x N. Oznac¢me G jeji podmodul generovany
prvky tvaru

(m+m/,n) — (m,n) — (m',n)

(m,n+n") — (m,n) — (m,n)
(m-r,n)— (m,r-n)

pro libovolnd m, m’ € M, n,n’ € N ar € R. Oznacme konecné M @ N = F/G.
Prvky tvaru (m,n)+ G znac¢ime m ®@n a nazyvame je elementdrni tenzory. Grupa
M®pgN spolu se zobrazenim t : M x N — M®grN, (m,n) — m®n je tenzorovym
souc¢inem modultit M a N nad okruhem R.

Nahlédnéme nyni, ze popsand konstrukce ptsobi také na homomorfismy mezi
moduly

Definice 4.3. Bud R okruh, f : M — M’ homomorfismus pravjch R-moduli a
f: N — N’ homomorfismus levjch R-moduli. Potom oznacime f ®r g : M Qg
N — M' ®r N’ homomorfismus abelovskych grup definovany na elementdrnich
tenzorech M @r N takto.

(f®rg)(m@n) = f(m)®g(n).
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Tvrzeni 4.4. Bud N levy R-modul. Budte My, My, M3 pravé R-moduly a f :
My — My, g : My — Mjs budte modulové homomorfismy. Potom mame homo-
morfismy idy ®ridy : M1 g N = My ®r N a g Qpridy : Mo @g N — M3 Qg N
a platt

(g XR ldN) o (f Xpr ldN) = (g o f) Rpidy.

Diikaz. 7 definic se snadno ovéri platnost rovnosti po slozkach.
]

Timto jsme ovérili, ze tenzorovy soucin s fixovanym levym R-modulem M
dava vzniknout funktoru. Tento funktor znac¢ime — ®g M. Tento funktor je na-
vic zprava exaktni a komutuje s direktnimi sumami a direktnimi limitami. Po-
dobné miizeme fixovat pravy modul M a zavést funktor M ® —, ktery bude mit
stejné vlastnosti, dikazy probéhnou stejné, prejdeme-li k tenzorovému soucinu
nad opa¢nym okruhem.

Nahlédnéme nékolik zdkladnich vlastnosti tenzorového soucinu.

Tvrzeni 4.5. Pro libovolny pravy R-modul M plati M ®r R = M.

Diikaz. Izomorfismus je definovan predpisem m @ r +— m - r.
O

Tvrzeni 4.6. Je-li M pravy R-modul a N je (R,S)-bimodul, potom M @r N md
strukturu pravého S-modulu.

Diikaz. Akce okruhu S je definovana jako

(m®n)-s=(men-s).

]

Pozndmka. Mame-li okruhovy homomorfismus R — S, ziskava okruh S prirozené
strukturu (R,S)-bimodulu a pro pravy R-modul M je potom M ®pg S pravy
S-modul. Pripojime-li navic R-homomorfismus M — M ®r S, m — m ® 1,
dostavame rozsiteni okruhu skalari pro modul M.

Tvrzeni 4.7. Je-li My pravy R-modul, Ms je (R,S)-bimodul a Ms je levy S-
modul, potom plati (M; @r My) @s M3 = My @ (My ®g Ms).

Diikaz. Izomorfismus je definovan predpisem (m; @ mg) @ ms — my & (ma @ m3)
]

Tvrzeni 4.8. Je-li M pravy R-modul a N je levy R-modul, potom M ®gr N =
N ®Qpor M jako abelovské grupy.

Diikaz. Izomorfismus je definovan jako m®n — n®m, vsechny pojmy jsou dobre
definovany nebot M a N maji strukturu druhostrannych moduli nad opa¢nym
okruhem.

]
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Poznamka. Predchozi tvrzeni nas opravinuje vynechavat v nékolikandsobném ten-
zorovém soucinu zavorky, z dalstho zase vyplyva, ze nad komutativnim okru-
hem lze zaménovat potadi ¢initeli. Nelze vSak obecné provadét oboji zaroven,
uvazujeme-li tenzorové souciny nad vice nez jednim okruhem. Je-li R — S okru-
hovy homomorfismus komutativnich okruhii, M je R-modul a N je S-modul,
potom mame izomorfismy

M@rN=ZMrS®sN=(S®rM)RsN,

ale vynechani zavorek v poslednim vyrazu by mélo za vysledek vyraz SQ M &g,
ktery je nesmyslny, nebof M nema strukturu S-modulu.

4.2 Tenzorovy soucin ve vztahu k ostatnim kon-
strukcim

V této casti ukazeme vztah tenzorového soucinu a ostatnich modulovych kon-
strukci, potazmo funktorti. Jak bylo komentovano v predchozi ¢asti, tenzorovy
soucin nabizi zptsob, jako konstruovat moduly nad rozsitenymi okruhy. Prikla-
dem takové konstrukce byla lokalizace. Skute¢né lokalizaci modulu 1ze konstruo-
vat jako tenzorovy soucin s lokalizovanym okruhem.

Tvrzeni 4.9. Bud R komutativni okruh, S C R bud multiplikativni mnozina a
M bud R-modul. Potom MS™' = M ®@r RS™! jako RS™'-moduly. Tento izomor-
fismus je prirozeny.

Diikaz. Tzomorfismus je definovan predpisem “* — m ® %, inverznim izomorfis-

mem je m @ < — T

]

Déle dokazeme, ze tenzorovy souc¢in komutuje s direktnimi sumami a ze je
zprava exaktni.

Tvrzeni 4.10. Bud (M;;i € I) mnozina pravjch R-moduli a N bud levy R-
modul. Potom plati (@;e; M;) @r N = @jc;(M; @r N).

Diikaz. Izomorfismem je zobrazeni f : (B;c; M;) @r N — @i (M; ®r N) dané
predpisem (m;)ier ® n — (m; ® n);eq, inverzni zobrazeni je ddno predpisem
(m; @ ny)ier ¥ Yier Vi(m; ® n;), kde v; je i-té kanonické vnoreni.

]

Tvrzeni 4.11. Bud R okruh a M bud fizovany levy R-modul. Potom funktor
— Qg M je zprava exaktni, tedy je-li
0—-A—-B—-C—=0
kratka exaktni posloupnost levych R-moduli, potom
AQr M - BRr M — C@r M — 0

je exaktni posloupnost abelovskiych grup.
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Pozndmka. V dikazu tohoto tvrzeni vyuzijeme grupu Q/Z. Tento objekt je tak-
zvany injektivni kogenerdtor to jest funktor Homgz(—,Q/Z) je vérné exaktni. Je-li
M levy R-modul, potom Homy(M,Q/Z) ma strukturu pravého R-modulu. Tento
modul se nékdy nazyva dudlni. V této praci ho budeme nadéle znacit M?.

Déle pouzijeme tak zvanou Tenzor-Hom adjunkci - fakt, ze pro pravy R-modul
A, (R,S)-bimodul B a pravy S-modul C existuje pfirozeny izomorfismus

Homg(A ®g B, C') = Hompg(A, Homg(B,C))

Diikaz. (Tvrzeni 4.11)) Uvazujme posloupnost
0 — Hompg(C,M%) — Hompg(B,M?%) — Hompg(A,M?%) — 0,

kterd je jisté zleva exaktni, nebot Homp(—,M?) je zleva exaktni. Aplikaci Tenzor-
Hom adjunkce dostavame zleva exaktni posloupnost

0= (Cor M) —= (Ber M) = (Axg M) =0,
a protoze funktor —¢ je vérné exaktni, je posloupnost
0 >ARrM —>Bpr M — CRr M —0

exaktni zprava.

[

Duisledek. Tenzorovy soucin komutuje s kojadrem, tedy je-li f homomorfismus
pravych R-moduli a N je levy R-modul, plati Coker(f®gidy) = Coker(f)®@rN.
Izomorfismus dostaneme okamzité aplikaci — ® g M na exaktni posloupnost

AL>B—>Cokerf—>0.

Poznamka. Direktni suma je konstrukei, kterda se v teorii kategorii nazyva ko-
produkt a jde o priklad kolimity. Podobné je kojadro prikladem koekvalizatoru.
Zajimavym poznatkem z teorie kategorii je, ze jakakoliv kolimita lze sestrojit
jen za pouziti téchto dvou konstrukci. Proto z predchozich dvou tvrzeni plyne,
ze tenzorovy soucin komutuje s libovolnou kolimitou. Piikladem dalsich kolimit
jsou direktni limity a pushout a komutovani tenzorového soucinu s témito kon-
strukcemi v této praci nékolikrdt vyuZijeme. Ze veskeré kolimity lze konstruovat
pomoci koproduktu a koekvalizatoru je dudlni tvrzeni k [7) s. 113, Corollary 2]
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5. Ploché moduly a cCisté
monomorfismy

V této kapitole zavedeme pojem plochého a vérné plochého modulu a s nim
souvisejici pojem plochého a vérné plochého homomorfismu, ktery je pro tuto
praci stézejni. Ukazeme nékteré charakterizace plochych modulli, pomoci relaci a
jako direktnich limit systémi konecné generovanych volnych modul. Nakonec
definujeme v jistim smyslu dudlni a v této praci také uzivany pojem cistého
monomorfismu.

5.1 Ploché moduly

Je-li M levy modul nad okruhem R, dostavame spolu s nim funktor — @z M.
Jak bylo predvedeno v kapitole o tenzorovém soucinu, je tento funktor zprava
exaktni. Exaktnost zleva ovsem obecné neplati. Moduly pro néz tento funktor
zleva exaktni je, se nazyvaji ploché.

Definice 5.1. Bud R okruh a M bud levy R-modul. Modul M nazijvdme plochy,
je-li funktor — Qg M exaktni. Modul M nazveme vérné plochy, je-li funktor — Qg
M vérné exaktni.

Pozndmka. Pro pravé moduly definujeme pojem plochosti stejné, jen s pouzi-
tim funktoru M ®pz —. Alternativné muzeme ploché pravé moduly nad okruhem
R definovat jako moduly, jez jsou ploché jako levé R°P-moduly. Dikazy v této
casti budou provadény typicky pro levé moduly, v pozdéjsich ¢astech nicméné
bez poznamky prejdeme k moduliim pravym. Na mnoha mistech prace potom
pouzivame okruhy komutativni, pro néz je toto rozliseni bezpredmétné.

Vzhledem k tomu, ze je funktor — ® g M vzdy exaktni zprava, je pro plochost
postacujici, pokud zachovava prosta zobrazeni.

Mezi ploché moduly patii napriklad moduly volné, a jak dokazeme v kapitole
o projektivnich modulech, také moduly projektivni. Tato tfida je ovSem vyrazné
sirsi. Priklad modulu, ktery je plochy ale nikoliv projektivni uvedeme v pristi
kapitole.

Podivejme se nyni na interakci plochych modul a modulovych konstrukei.

Tvrzeni 5.2. Bud (M,,f;;) direktni systém levijch R-moduli a bud pro kazZdéi € 1
modul M; plochy. Potom modul hﬂMl je plochy.

Dukaz. Toto vyplyva z faktu, ze tenzorovy soucin komutuje s direktnimi limitami
a toho, ze direktni limita systému exaktnich posloupnosti je exaktni posloupnost.
O

Tvrzeni 5.3. Bud M (R,S)-bimodul, ktery je jako R-modul (vérné) plochy a bud
N (vérné) plochy levy S-modul. Potom M ®g N je (vérné) plochy R-modul.

Dikaz. Funktor — ®p M ®g N je jisté exaktni, nebot jde o slozeni exaktnich

funktori —®z M a —®g¢N. Podobnou tivahou dokazeme i pripad vérné plochosti.
]
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Pozndmka. Odtud vyplyva, Ze tenzorovy soucin plochych moduli nad komuta-
tivnim okruhem je opét plochy modul.

Tvrzeni 5.4. Bud (M;; i € I) mnoZina levjch R-moduli. Potom @;c; M; je
plochy modul pravé tehdy, je-li pro kazZdé i € I plochy modul M;. Je-li navic pro
néjaké j € I modul M; vérné plochy, je vérné plochy ¢ modul @;c; M;.

Dukaz. Ekvivalence plyne z faktu, ze tenzorovy soucin komutuje s direktnimi su-
mami, a toho, ze je-li (f; : M; — M]; i € I) mnozina modulovych homomorfism,
potom Ker(B,c; fi) = ®,cr Ker(fi), a Im(B,e; fi) = Bier Im(f;) a exaktnost po-
sloupnosti tedy lze a je nutné ovérovat po slozkach a direktni suma je tedy vérné
exaktni funktor. Bud nyni pro néjaké j € I modul M; vérné plochy a bud

0—-A—-B—-C—=0
takova posloupnost, ze posloupnost

0> AQrP M, - Bor@P M, - CRrP M —0

iel icl il

je exaktni. Potom je vSsak vzhledem k vérné exaktnosti direktni sumy exaktni i
posloupnost
0—=A®rM; - BrM; - CRrM; =0

a vzhledem k vérné plochosti modulu M; i posloupnost ptvodni.
O

Pozndmka. Opacnd implikace neplati, staci uvazovat direktni sumu vérné plo-
chého modulu a modulu, ktery je plochy, ale ne vérné.

Priklad. Nyni uz mtizeme dokézat, ze volné moduly jsou ploché, dokonce vérné
ploché. Je-li R®*, potom je i plochy, podle predchoziho tvrzeni a toho, Ze je zfejmd
vérné plochy regularni modul R. Z predchoziho tvrzeni také plyne, Ze jsou ploché
projektivni moduly, nebot jsou direktnimi s¢itanci ve volnych modulech.

Priklad. Direktni souc¢in plochych modult na rozdil od direktni sumy obecné
plochy neni. Jde ovSem o pomérné netrivialni vysledek, zvany Chaseova véta. Ta
iika, ze ttida plochych modult nad okruhem R je uzaviend na direktni souciny
prave tehdy, je-li okruh R koherentni.

Pro tuto praci je dilezitym faktem, ze lokalizace jsou plochymi moduly.

Tvrzeni 5.5. Bud R komutativni okruh a bud S C R multiplikativni mnoZina.
Potom RS™! je plochy R-modul.

Diikaz. Toto tvrzeni vyplyva z piirozeného izomorfismu MS~! = M @ RS™!
(Tvrzeni a toho, zZe lokalizace je exaktni funktor (Tvrzeni a Tvrzeni
4.11))

O

Pro dikazy vyuzivajici ploché moduly jsou uziteéné jiné charakterizace nez
pres exaktnost funktori —®z M. Charakterizaci plochych modult existuje mnoho,
nasledujici véta shrnuje nékolik z nich.
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Véta 5.6. Bud R okruh a M bud levy R-modul. Nasledujici podminky jsou ekvi-
valentny.

(1) Modul M je plochy.
(2) Jsou-lim; € M ar; €R takové, Ze

k

Zri-mi:(),

=1

potom nalezneme proky n; € M a s;; € R takové, Ze

l
> sij g =my
j=1

pro kazdé 1 <i <k a
k
ZT’Z'SZ']' =0
i=1

pro kazdé 1 < 5 <.

(3) Je-li f : R* — M homomorfismus a N C Ker(f) je konecné generovany

podmodul, potom existuje volny modul R™ a homomorfismy g : R — R™ a
h:R™— M takové, Ze f =hog a N C Ker(g).

(4) Pro konecné prezentovany levy R-modul P a homomorfismus f : P — M
existuji konecné generovany volny modul F a homomorfismy g : P — F a
h:F — M takové, Ze f = hog.

(5) Ewistuje direktni systém (M;, f;;) konecné generovangch volnych moduli ta-
kovy, Ze h&]\%2 =M.

Dikaz. Dokazme nejprve, ze (1)) implikuje . M¢jme tedy prirozené cislo k a
prol <i < k prvky m; € M a r; € R takové, ze > r; - m; = 0. Uvazujme nyni
homomorfismus f : R¥ — R dany pfedpisem e; — r; pro 1 < i < k, kde e; je i-ty
prvek kanonické baze RF. Ozna¢me K jadro tohoto homomorfismu. Dostdvame
exaktni posloupnost

0K —R'— R

Tenzorovym souc¢inem s M dostavame exaktni posloupnost
0= K®@gM— M= M,

nebot M je plochy modul. Nahlédnéme, 7ze (f ®p idy)((m)k)) = Sri-m; =
0. Vzhledem k exaktnosti dané posloupnosti tedy nalezneme vzor prvku (m;),
L1 (sij)k, @ n; € K @g M. zobrazenim tohoto prvku do M* potom dostavame
rovnost (m;)F_; = (3 si;-n;)F_;. Porovnanim slozek dostaneme kyZenou rovnost.
Vzhledem k tomu, Ze (s;;)F_; lezi v jadru f, mame také pro 1 < j < [ rovnost
Z TiSij = 0.
Dokazme nyni ze (2) implikuje . Vsimnéme si nejprve, ze prevedenim ([2)) do
feci zobrazeni dostdvame tvrzeni, ze pro libovolny homomorfismus f : R¥ — M
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a (r)k, € Ker(f) existuji volny modul R’ a homomorfismy g : R* — R' a
h: R' — M takové, 7e f = hoga z € Ker(g).

Méame-li déle pro néjaky podmodul N’ C Ker(f) uz modul R™ a homomor-
fismy ¢ : R* — R™ a h' : R™ — M spliujici zadané podminky, potom pro
zadany prvek x € Ker(f) nalezneme modul R™ a homomorfismy g : R" — R™
a h" : R™ — R™ spliujici ¢ = go h” a 2 € Ker(g), nebot modul R™ je plo-
chy. Potom uz ovSem stac¢i volit h = b/ o h” a dostdvame homomorfismy spliiujici
f=hoga N + Rx C Ker(g).

Pro zadany koneéné generovany modul N C Ker(f) potom kyzené homomor-
fismy sestrojime indukci podle poc¢tu generatort, opakovanim predchozi tvahy.

Dokazme dale ze z plyne . Uvazujme prezentaci R” — R" <+ P — 0.
Ziejmé Ker(p) C Ker(f o p) a Ker(p) je konetné generovany modul. Podle ((3)
tedy dostavame volny modul R™ a homomorfismy ¢' a h takové, ze diagram

RY —— R" —2> P

v |+

R™ o\

komutuje a Ker(p) C Ker(g). Potom vsak podle véty o homomorfismu dostavame
homomorfismus g : P — R™ tak, Ze horni trojihelnik v diagramu komutuje. Plati
tedy rovnosti fop=hog = hogop. OvSem p je epimorfismus a proto uz nutné
f=hog.

Ukazme konecné, ze za predpokladu plati . Uvazujme volny modul
R®! kde za I bereme mnozinu M X Z a oznaéme T(m,z) Prvky jeho kanonické
béaze. Uvazujme ddle homomorfismus p : R®! — M dany na prvcich béze jako
T(m,z) — m. Homomorfismus p je jisté na, miZeme tedy sestrojit direktni systém
modulil konecné prezentovanych moduli (Mg = M ;) = R® /N, faa; d € D)
jehoz limitou je pravé modul M jako v Tvrzeni[3.10] Ukdzeme, Ze takové indexy
d, ze M, je konecné generovany volny modul tvori v D kofindlni podmnozinu.
Zvolme tedy (J, N) € D libovolné. Ozna¢me f : R®//N — M homomorfismus
z definice direktni limity. Podle existuji volny modul R" a homomorfismy
g: R¥/N — R*a h: R*" — M takové, 7ze f = h o g. Ozna¢me y; prvky

kanonické baze R™. Naleznéme nyni mnozinu J' = {(my,z) € I ; 1 <1 < n}
takovou, ze m; = h(y;) a (my,z) ¢ J. To jisté lze, nebot J je koneéna mnozina,
ale mnozina {(m,z) € I; m = h(y;), z € Z} je nekoneéna. Uvazujme nyni

modul R®VY) a homomorfismus ¢’ : R/ — R"™ definovany na prvcich baze
nasledovné. ¢ (T(m,z)) = 9(@m,z + N)) pro (m,z) € J a ¢ ((m, ) = Y pro
1 <1 < n. Oznacme N’ = Ker(h'). Mnozina J U J' je koneéna podmnozina
I. Homomorfismus ¢’ je na, dostdvame tedy izomorfismus R* = R®(UY) /N,
Navic N’ je nutné kone¢éné generovany modul, nebot kratka exaktni posloupnost
N’ — ROUY) 5 R" je §tépitelnd a dostavame epimorfismus RV — N,
Plati také N’ C Ker(p) nebot p a ¢’ se shoduji na R®VY/) C R®'. Tak jsme
ovetili, ze R" = Mjuy nvy. Navic jisté J € JUJ a N C N’, protoze se na
R®7 C R®Y shoduji homomorfismy h' a hon, kde 7 : R® — R®//N je
kanonicka projekce.

Tak jsme pro libovolné (J,N) € D nalezli (J',N’) € D, tak ze (J,N) < (J',N’)
a My vy je konecné generovany volny modul. Za systém (M;, f;;) ze znéni véty
potom zvolime podsystém indexovany touto kofindlni podmnozinou D.
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To, ze z plyne je dusledkem faktu, ze volné moduly jsou ploché a di-
rektni limita plochych moduli je plochy modul.
O

Pozndmka. Podminka z Véty se nazyva rovnicové kriterium plochosti (an-
glicky FEquational Criterion of Flatness) a mé zajimavou interpretaci. Vyrazy
tvaru Y r; - m; = 0 se nazyvaji relace a lze je neformalné chapat jako pritomnost
jisté torze v modulu (napriklad v Z-modulu Z/Zn je relace n -1 = 0). Relace,
pro néz lze najit prvky n; a skalary s;; jako v podmince se nazyvaji trivialni
a lze neformalné tici, ze vychazeji z relaci v okruhu. Ploché moduly jsou tedy
potom takové moduly, v nichz jsou vSechny relace trivialni, tedy takové, v nichz
je veskera torze vynucena jiz okruhem, nad nimz jsou uvazovany. V tomto svétle
ziskava smysl nazev ploché.

Poznamka. Ekvivalence & z Véty se nazyva Lazardova véta a takto se
na ni budeme ve zbytku prace odkazovat. Pozdéji definujeme Mittag-Lefflerovy
moduly také jako limity jistych specialnich direktnich systému a Lazardova véta
nam umozni charakterizovat ploché Mittag-LefHlerovy jako limity téchto special-
nich systémi, které jsou navic tvoreny konecné generovanymi volnymi moduly.

Pripomeneme-li si dikaz pravé exaktnosti funktoru tenzorového soucinu z
predchozi kapitoly, vyvstane jesté jedna charakterizace plochych moduli. Tato
charakterizace neni pro tuto praci zvlast uzitecna, je vsak pomeérné zajimava.

Tvrzeni 5.7. Levyj R-modul M je plochy prdvé tehdy, je-li pravy R-modul M? =
Homyz(M,Q/Z) injektivni.

Poznamka. Tvrzeni prinasi zajimavou asymetrii mezi pojmy injektivnich a
projektivnich moduli. Jiz jsme konstatovali, ze projektivni moduly jsou ploché,
dualni modul projektivniho modulu je tedy injektivni. Ovsem ne vsechny ploché
moduly jsou projektivni. Neplati tedy mozna ocekavané tvrzeni, ze injektivni
moduly jsou pravé dudlni moduly moduli projektivnich.

.....

Tvrzeni 5.8. Bud M plochy levyj S-modul. Potom ndsledujici podminky jsou ekvi-
valentni.

(1) Modul M je vérné plochy.

(2) Pro kazdy pravy R-modul N plati, Ze je-li N @g M = 0 potom uZ N = 0.

Dikaz. Pro primou implikaci staci uvazit posloupnost 0 — N — 0. Je-li M vérné
plochy modul a N @z M = 0, pak posloupnost 0 —- N @z M — 0 je exaktni, ale
potom je exaktni i posloupnost 0 -+ N — 0 a nutné N = 0.

At nyni naopak M splinuje podminku (2). Uvazujme posloupnost

ALy B %0,

takovou, ze
ARrM - BRr M — C®r M
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je exaktni posloupnost. Potom (g o f) ®g idy; = 0 a vzhledem k plochosti M uz
Im(go f)®@r M = Im((go f)®gidys) = 0 a podle predpokladu tedy Im(go f) = 0.
Vidime tedy, ze skuteéné Im(f) C Ker(g). Uvazujme dale modul Ker(g)/Im(f).
Vzhledem k plochosti M plati Ker(g)/Im(f) ®r M = (Ker(g) @r M)/(Im(f) ®r
M) = Ker(f ®gidy)/Im(g®gidy) = 0. Potom vsak podle predpokladu uz plati
Ker(g)/Im(f) = 0 a posloupnost A ANy ; B NG je exaktni.

UJ

5.2 Ploché homomorfismy

Je-li f: R — S okruhovy homomorfismus, potom okruh S ziskava strukturu
R-modulu. Ma tedy smysl zkoumat, je-li jako R-modul plochy, ¢i dokonce vérné
plochy. Prislusné potom oznacujeme i dany homomorfismus. Ploché a vérné ploché
homomorfismy se objevuji v algebraické geometrii, a v nasledujici kapitole skrze
né budou definovany AD-vlastnosti.

Definice 5.9. Bud f : R — S okruhovy homomorfismus. Homomorfismus f
oznacujeme jako (vérné) plochy okruhovy homomorfismus, je-li S (vérné) plochy

R-modul.

Tvrzeni 5.10. Bud f : R — S vérné plochy okruhovy homomorfismus. Potom f
je prosty.

Diikaz. Uvazujme homomorfismus f ®gidg : S — S ®g 5. Ten je prosty, ne-
bot k nému existuje levy inverzni homomorfismus S ®r S — S dany predpisem

s® s+ ss'. Protoze S je vérné plochy R-modul, je uz homomorfismus f prosty.
O

Uvedme nékolik prikladit plochych homomorfismii.

Priklad. Lokalizacni homomorfismy jsou ploché. Jiz jsme dokazali, ze lokalizace
okruhu je plochy modul, toto je pfimym disledkem. Lokaliza¢ni homomorfismy
vsak nejsou obecné vérné ploché. To plyne z predchoziho tvrzeni a toho, ze lo-
kalizacni homomorfismus neni obecné prosty. Prikladem budiz piipad, kdy mul-
tiplikativni mnozina v niz lokalizaci provadime obsahuje néjaky netrivialni délitel
nuly.

Priklad. Pro libovolny okruh R je okruhovy homomorfismus R — R X R vérné
plochy, nebot okruh R x R je jako R-modul volny.

Uvazujme nyni komutativni okruh R a zvolme v ném bez 1jmy na obecnosti
koneénou mnozinu {r; € R; 1 < i < n} takovou, ze ({r; € R; 1 <i <n})=R.
Uvazujme potom homomorfismus

R— I[ R.

1<i<n

definovany po slozkach jako lokaliza¢ni homomorfismus. Tento homomorfismus je
vérné plochy.

Ze je [Ti<i<n Ry, plochy R-modul je zifejmé, nebot jde o konecny soucin a tedy
direktni sumu lokalizaci, coz jsou ploché moduly.
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Ze jde o vérné plochy homomorfismus dokazeme v nasledujici ¢asti, vyuzijeme
charakterizace vérné plochych okruhovych homomorfismt jako plochych ¢istych
monomorfismu.

5.3 Cisté monomorfismy

Ploché moduly jsou pravé ty moduly, které zachovavaji monomorfismy. Nabizi
se otazka, existuji-li naopak monomorfismy, které odolaji tenzorovému soucinu s
jakymkoliv modulem. Odtud vychazi nasledujici definice.

Definice 5.11. Bud R okruh, v : M — M’ prosty homomorfismus (monomor-
fismus) R-moduli. Monomorfismus v nazgvdme Cisty monomorfismus, je-li pro
libovolny R-modul N homomorfismus v ® idy také monomorfismem.

Ztrejmeé stépitelné monomorfismy jsou ¢isté. Dalsim prikladem jsou vérné plo-
ché okruhové homomorfismy, nahlizené jako modulové homomorfismy. Vérné plo-
ché okruhové homomorfismy jsou dokonce charakterizovany jako ploché okruhové
homomorfismy, které jsou zaroven ¢istymi monomorfismy.

Tvrzeni 5.12. Bud f : R — S prosty plochy okruhovy homomorfismus. Potom
f je vérné plochy pravé tehdy, je-li cistym monomorfismem R-moduli.

Diikaz. Bud nejprve f vérné plochy. Soucinem s libovolnym modulem M dosté-
vame homomorfismus M — M ®pg S. Soucinem s S potom dostavame homomor-
fismus M ®@r S — M ®r S ®gr S, ktery je prosty, nebot k nému existuje zprava
inverzni homomorfismus dany predpisem m ® s ® s’ — m ® ss’.

Bud nyni f ¢isty monomorfismus. Potom souc¢inem s libovolnym modulem M
dostavame exaktni posloupnost

0> M— MQ®gs.

Je-li M ®r S = 0 pak uz je nutné M = 0. Podle Tvrzeni je tedy S vérné
plochy R-modul a f vérné plochy homomorfismus.
O]

Priklad. Nyni mtzeme dokoncit diikaz, ze homomorfismus

R— ][ R.

1<i<n

je verné plochy. Staci ukazat, ze je to ¢isty monomorfismus. Uvazujme tedy libo-
volny modul M. Tenzorovym souc¢inem dostavame homomorfismus

M—-Me [[ R,

1<i<n

Dale mame izomorfismus R-modult [[;<;<, Ry, = ®1<i<n R, a diky komutovani
tenzorového soucinu s direktni sumou a izomorfismu M ®Qp R, = M, dostavame
homomorfismus

g: M — @ M,..

1<i<n
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dany predpisem m > <?>1<‘< , tedy definovany v i-té slozce jako lokalizacni
<i<n
homomorfismus /,, : M — M,,. Ukdzeme, Ze je tento homomorfismus prosty.

Jeho jadro ma tvar

Ker(g) = () Ker(l;,) ={s€ R; sr; =0, 1 <i<n}.

1<i<n

Protoze ({r; € R; 1 <i < n}) = R, existuji pro 1 <1i < n prvky s; € R takové,
7€ Y1<i<n i = 1. Uvazujeme-li libovolné s € Ker(l4), plati s-1 = -3 ;< 138 =
Y1<i<n 5735; = 0. Plati tedy Ker(l4) = 0 a [4 je prosty homomorfismus.

Tim jsme ovSem ovérili, ze je

R— ] R,

1<i<n
¢istym monomorfismem a podle predchoziho tvrzeni tedy jde o vérné plochy okru-
hovy homomorfismus.

Na zavér této kapitoly zavedeme pojem ¢isté exaktni posloupnosti. Jde o po-
jem prekvapivé blizky plochym modulim. Podobné jako pro ploché moduly exis-
tuje pro c¢isté exaktni posloupnosti rada ekvivalentnich kritérii, ktera jsou navic
svym tvarem podobna kritériim pro ploché moduly. Zde se vsak omezime na jediné
tvrzeni, které bude pozdéji uzitecné pro hlavni diikaz prace. Plnou charakterizaci
1ze nalézt v |4, Lemma 2.19]

Definice 5.13. Krdatkou exaktni posloupnost
0—-A-5B—=C—0

nazveme Cisté exaktni, je-li v c¢isty monomorfismus.
Je ztejmé, ze kazda stépitelnd kratka exaktni posloupnost je cista. V néasle-

dujicich castech této prace budeme pouzivat nasledujici tvrzeni, které rika, za

.....

Tvrzeni 5.14. Bud
0—-A—-B—-C—=0

kratkd exaktni posloupnost R-moduli a bud C' konecné prezentovany modul. Ta-
kovd posloupnost je cisté exaktni prdvée tehdy, je-li stépitelnd.

Diikaz. Toto je reformulace [8, Theorem 7.14].

38



6. Lokalni vlastnosti

V této kapitole zavedeme pojem lokélnich vlastnosti moduli a takzvanych
AD-vlastnosti. Tyto pojmy vychazeji z potteb algebraické geometrie a vyuzivaji
Zariského topologii. Navrhneme nékolik rtizné silnych definic pro rozsifovani lo-
kalnich vlastnosti modult a ukédzeme, v jakém smyslu se rozsituji ¢i nerozsiruji
ruzné modulové vlastnosti, predevsim projektivita. Definici a zdkladni vlastnosti
Zariského topologie prebirdme z [§]. Definice a zdkladni fakta o AD-vlastnostech
potom z [2]. VSechny okruhy v této kapitole jsou komutativni.

6.1 Zariského topologie.

Systém prvoidedli okruhu R nazyviame spektrum a znacime Spec(R). Na
spektru zavedeme nasledovné tzv. Zariského topologii. Uvazujme mnoziny tvaru
V(I) = {P € Spec(R); I C P}, kde I je idedlem okruhu R. VSimnéme si, ze
pro idedly I, J je V(I -J) = V(I)UV(J) a pro systém idedlu {J;;i € I} je
V(Xicr Ji) = Nier V(J;). Systém mnozin tedy spliuje podminky systému uzavie-
nych mnozin topologie. To umoznuje nasledujici definici.

Definice 6.1. Bud R okruh. Topologii na Spec(R), jejiz systém uzavrengch mno-
Zin je tvoren mnozinami tvaru V(1) pro néjaky idedl I C R, nazgvdme Zariského
topologie.

Déle muzeme ve spektru uvazovat mnoziny tvaru d(f) = {P € Spec(R); [ ¢
P}. Tyto mnoziny tvori bazi Spec(R) jako topologického prostoru — snadno na-
hlédneme, Ze d(f)¢ = V(N{P € Spec(R); f € P}) = V((f)) a V()¢ =
U{d(f); f e I} atedy Uie; d(fi) = V((fi)ier)€. Navic je tento systém uzavieny
na konecéné pruniky. Pro f, f € R plati d(f) nd(f’) =d(ff).

Pro nékteré uvahy v této kapitole je uziteéné nésledujici tvrzeni,

Tvrzeni 6.2. Spektrum je jako topologicky prostor kvazikompaktni, tedy pro libo-
volné pokryti bazovymi mnozZinami d(f) existuje konecné podpokryti.

Diikaz. Pro mmnozinu {f;; i € I} C R plati U,e; d(f;) = Spec(R) pravé kdyz
({fi;; i € I}) = R > 1. Potom uz ovSem existuje I’ C I konecnd, ze 1 € ({f;;i €
I't) atedy uz ({fi;i € I'}) = R a Ujep d(fi) = Spec(R) a mame tedy konecné
podpokryti.

[

Je zajimavé zkoumat, jak se Zariského topologii interaguji bézné okruhové
konstrukce, konkrétné faktorizace a lokalizace.

Tvrzeni 6.3. Pro idedl I C R je Spec(R/I) homeomorfni V(I) s topologii pod-
prostoru.

Diikaz. Homeomorfismem je zobrazeni w, : P +— P/I.
[

Tvrzeni 6.4. Pro prvek f € R je Spec(Ry) homeomorfni d(f) s topologii pod-
prostoru.
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Diikaz. Homeomorfismem je I, : P +— P - Ry.

Poznamka. Pripomenme si, ze pro prvky fi,..., f, € R plati

n n

ﬂ d(fz) = d(H fz)

i=1 i=1

Snadno se vsak ovéri, ze

~ -1
RH?:l fi = RS ’

kde S je multiplikativni uzavér mnoziny {f;;1 < i < n}. Tuto konstrukei vsak
muzeme s klidem provést pro libovolné velkou mnozinu {f; € R; i € I}. To
nam umoznuje smysluplné priradit lokalizace okruhu R i nekoneénym priniktim
bazovych mnozin, v extrémnim piipadé jednotlivym bodtm spektra.

Zvolme prvoidedl P € Spec(R). Systém bazovych mnozin obsahujicich bod P
v Zariského topologii je {d(f); d ¢ P}. Pritadime-li vySe uvedenym zpisobem
pruniku tohoto systému lokalizaci okruhu R, dostaneme pravé okruh Rp.

Pozndmka. Predchozi dvé tvrzeni a poznamka ukazuji, Ze existuje souvislost mezi
otevienymi podmnozinami v Zariského topologii a lokalizacemi, uzavienymi pod-
mnozinami a faktorizacemi a lokalizacemi v prvoidedlech a body. Tato souvislost
se objevuje napriklad v afinni algebraické geometrii, kterd zkouméa algebraické
mnoziny skrze okruhy polynomialnich funkci, jez jsou na nich definovany. Kon-
strukce tohoto okruhu je funktor. Ukaze se potom, ze vnoreni uzavienych pod-
mnozin, coz jsou v afinni geometrii pravé algebraické podmnoziny, odpovidaji
faktorizace a vnotreni otevienych podmnozin odpovidaji pravé lokalizace téchto
okruhti. Skutecné také lokalni vlastnosti algebraické mnoziny na okoli urcitého
bodu jsou zkoumany pomoci tak zvanych lokalnich okruhi, které jsou skutecné
lokalizacemi okruhu prislusného dané mnoziné v jistém prvoidedlu. Pripomenme
si, ze okruhy Rp jsou lokalni ve smyslu Pozorovani 2.11] Tato souvislost je sku-
te¢nym pivodem néazvu lokdlni okruhy. Uvod do afinni algebraické geometrie lze
nalézt napiiklad ve skriptech [3].

Pozndamka. Spektrum komutativniho okruhu, jehoz bazovym mnozinam d( f) pri-
fadime okruhy Ry, se nazyva afinni schéma. Jako schéma potom oznacujeme
topologicky prostor, pro néjz existuje pokryti otevienymi mnozinami homeomorf-
nimi afinnim schémattm. Zafixujeme-li R-modul M a ptiradime-li bdzovym mno-
zindm d(f) C Spec(R) moduly M dostavame kvazikoherentni svazek asociovany
R-modulu M. Pro definici kvazikoherentniho svazku nad obecnym schématem by
bylo nutné zavést definici obecného svazku modulti, pro ucely této prace postaci
védét, ze pro kazdou afinni podmnozinu tvori moduly prifazené jejim podmnozi-
nam asociovany kvazikoherentni svazek pro néjaky modul.

6.2 Lokalni vlastnosti modulu

S topologii na systému prvoidealt se nabizi moznost definovat lokalitu vlast-
nosti okruht a moduli.

S védomim souvislost! mezi podmnozinami Spec(R) a lokalizacemi okruhu R
muzeme vyslovit nasledujici definici.
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Pozndmka. Uvazujme néjakou vlastnost moduli . Tridu moduli nad okruhem
R s touto vlastnosti oznacujme Pr.

Definice 6.5. Bud R néjakad trida komutativnich okruhi uzavrend na lokalizace
a B bud vlastnost moduli. Potom rekneme, Ze se B ve tridé R

(a) zuzuje, plati-li, Ze je-li M € Pgr pro okruh R € R, pak i MS™ € PByrg-1 pro
libovolnou multiplikativni mnoZinu S C R,

(b) rozsituje z prvoidedlu, plati-li, Ze je-li pro R € R pro R-modul M pro kazdy
prvoidedl P splnéno Mp € *Br,, pak také M € *Pg,

(c) rozsituje z pokryti, plati-li ndsledujici. Bud R € R okruh a M bud R-modul.
Bud U C R mnoZina, takovd Ze (U) = R a pro kaZdy f € U je My € B, .
Potom M € Bp.

Pokud se vlastnost B v 'R zuzuje a rozsiruje z pokryti, rekneme, Ze je v R
lokalni.

Pokud se vlastnost P v R zuzuje a rozsiruje z prvoidedlu, rekneme, Ze je v R
silné lokalni.

Poznamka. Tato definice lokdlnich vlastnosti je v souladu s popisem lokalnich
vlastnosti z ivodu, tedy jako vlastnosti, jez sta¢i ovérit pro kone¢né pokryti (sou-
fadnice), aby je mély vSechny moduly svazku. Pro kvazikoherentni svazky nad
afinnimi schématy je to ziejmé. Pro obecné kvazikoherentni svazky stac¢i pro libo-
volnou afinni podmnozinu prejit k jejimu pokryti priniky s mnozinami ptivodniho
pokryti.

Mohlo by se zdat, ze rozsitovani z pokryti je slabsi podminkou, nebot staci
ovérovat vlastnost na konecné mnoziné lokalizaci, oproti typicky nekonec¢né mno-
ziné lokalizaci v prvoidealu. Za predpokladu zuzovani je tomu vsak naopak, jak
fika nésledujici tvrzeni. Jeho okamzitym disledkem je, Ze silné lokalni vlastnosti
jsou lokélni.

Tvrzeni 6.6. Bud R trida komutativnich okruhi uzavrend na lokalizace. Bud
B vlastnost moduli, kterd se na R zuzuje. Potom pokud se P na R rozsiruje z
prvoidedli, pak se rozsiruje i z pokryti.

Diikaz. Bud R € R okruh. Méjme dale R-modul M takovy, ze pro néjakou ko-
necnou mnozinu U takovou, ze (U) = R plati My € ‘Bg, pro f € U. Zvolme
libovolné prvoidedl P C R. Jisté existuje f € U \ P, protoze P C R je vlastni.
Potom vsak PRy je prvoidedl okruhu Ry a Rp = (Rf)pr, je lokalizace okruhu
R;. Protoze se B v R zuzuje, je Mp € *Bg,. Prvoidedl P byl volen libovolné.

Vlastnost B se v R rozsituje z prvoideall, proto uz M € Pg.
O

Pozndmka. Opacna implikace neplati, jak je vidét na prikladu projektivity v
nasledujici ¢asti.
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6.3 Priklady lokalnich vlastnosti

Tvrzeni 6.7. Trivialita modulu se rozsiruje z prvoidedli. Tedy je-lt R komutationi
okruh a M je R-modul takovy, Ze pro kazZdy prvoidedl P € Spec(R) je Mp = 0,
potom M = 0.

Dukaz. Dokazeme, ze dokonce staci Mp = 0 pro kazdy P € Spec R maximalni.
Bud pro spor m € M nenulovy prvek. Potom Ann(m) je vlastni idedl okruhu R,
nebot jisté 1 ¢ Ann(m). Existuje tedy maximéalni ideél I takovy, ze Ann(m) C 1.
Potom ovsem neni M; = 0. Jinak by v M) platila rovnost % = . Tato rovnost
nastdva podle konstrukce M; pravé tehdy, existuje-li prvek s € R\ I takovy, Ze
(m —0) - s = 0. Pak jsme ovSem nalezli prvek s € Ann(m) \ I, ale Ann(m) C I.
Mame tedy spor.

O

Disledek. Trivialita se ziejmé zuzuje. Je tedy silné lokdlni.

Tvrzeni 6.8. Plochost se rozsiruje z prvoidedli.

Dikaz. Bud R komutativni okruh a M bud R-modul takovy, ze Mp je plochy Rp-
modul pro kazdy prvoidedl P € Spec(R). Bud v : N — N’ prosty homomorfismus
R-moduli. Oznacme K = Ker(v ®g idys). Méame tedy exaktni posloupnost

0+ K —-+NzgM — N @M.

Bud nyni P € Spec(R) libovolné prvoidedl. Vzhledem k plochosti Rp jako R-
modulu a prirozenému izomorfismu Mp = M ®r Rp dostavame exaktni posloup-
nost

0—>KP—>N®RMP—>N,®RMP

a vzhledem k prirozenému izomorfismu N @ g Mp = N Q@r Rp®pr, Mp = NpQp,
Mp dostavame exaktni posloupnost

0_>KP—>NP®RP MP_>N],3®RP Mp,

kde homomorfismus vpravo je v @ gridg, ®r, idas,. Ovsem vzhledem k tomu, Ze v
je prosty homomorfismus R-moduli, Rp je plochy R-modul a Mp je plochy Rp-
modul je v @g idr, ®r, idy, prosty a Kp = 0. Prvoideal P byl volen libovolné
a podle Tvrzeni [6.7] je uz K = 0 a homomorfismus v ®p M je prosty. Modul M
je tedy plochy.

]

Disledek. V pristi c¢asti ukazeme, ze se plochost zuzuje. Je tedy silné lokalni
vlastnosti.

Priklad. Projektivita ani volnost se nerozsiruji z prvoidedlti. Uvazujme Z-modul
a a . p ; . v ;v
A= {b e Q; 7 je v zakladnim tvaru a b je bez¢tvercové Clslo} .

Snadno nahlédneme, Ze je A podmodulem Q, Z C A. Uvazujme homomorfismus
A — @,cp Z/pZ dany piedpisem § — (ip)pep - @, kde i, = 1 pravé kdyz p|b,
jinak 4, = 1. Jadro tohoto homomorfismu je Z a odtud dostdvame izomorfismus

AJZ = Bpep /DL
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Kazdy nenulovy prvoidedl P € Spec(Z) je tvaru (p) pro néjaké prvocislo p.
Nahlédnéme, jak vypadd lokalizace A v prvoidedlu (p).

Ay = {Z €Q; % je v zékladnim tvaru a p? )(b} .

Uvazme nyni homomorfismus Ay — Q, ¢ +— ¢ - p. To je jisté dobfe definovany
homomorfismus, protoze jde o zizeni endomorfismu QQ. Navic je jisté prosty, nebot
@ je obor integrity. Jeho obrazem je potom pravé mnozina

{Z € Q; % je v zakladnim tvaru a p Xb} ,

coZ je pravé nosnd mnozina oboru Z,) jako podoboru Q, dostdvame tedy izomor-
fismus A(,) = Zy). To je izomorfismus Z-modulii, ale snadno se overi, Ze jde také
o izomorfismus Z,)-modult. Kone¢né pro P = 0 € Spec(Z) je Ap = Q = Zp.
Dokézali jsme tedy, Ze pro libovolny prvoidedl P € Spec(R) je Ap volny a tedy i
projektivni a plochy Zp-modul. Modul A je tedy plochy, ovsem neni projektivni,
nebot nad oborem integrity hlavnich ideali je kazdy projektivni modul jiz volny
a A jako Z-modul volny neni. To plyne napiiklad z nésledujiciho pozorovani. Mo-
dul A neni izomorfni Z, nebot faktor A/Z = @,cp neni cyklicky (1-generovany)
modul. Ovsem libovolny homomorfismus Z? — A ma nutné netrividlni jidro a
pokud by byl modul A volny, byl by jiz izomorfni Z.

Tento priklad nepostaci k vyvraceni toho, ze se projektivita ¢i volnost rozsiruji
z pokryti (a pozdéji se ukaze, ze se projektivita skutecné z pokryti rozsiruje).
Lokalizace A v libovolném prvku z € Z ma tvar

a a
A, = {b’“ e Q; bon je v zakladnim tvaru a b je bezctvercové ¢islo a k € No}
z Z"

Podobnou tivahou jako v predchozim odstavci zjistime, ze tento Z.-modul neni
volny a nad oborem integrity hlavnich idedlt Z, tedy ani projektivni. Konecna
mnozina U C R takovd, ze (U) = R a My je pro kazdé f € U projektivni tedy
neexistuje a rozsirovani projektivity z pokryti skuteéné vyvraceno neni.

Hlavnim cilem zbytku této prace bude dokazat, ze se projektivita je jako
modulova vlastnost lokélni.

6.4 AD-vlastnosti modulu

Lokalizace je vzdy vybavena lokalizacnim homomorfismem. Proto lze néasle-
dujicim zptsobem zesilit definici zuzovani z predchozi ¢asti.

Definice 6.9. Rekneme, Ze se vlastnost B ve tridé R zuzuje po okruhovych
homomorfismech, pokud pro okruhovy homomorfismus R — S mezi okruhy z R
plati, Ze je-li M € Bgr, pak M & S € Pg.

Obdobné se rozsituje definice rozsirovani, pozaduje se ovSsem vérné plochy
homomorfismus.

Definice 6.10. Rekneme, Ze se Ze se vlastnost B ve tridé R rozsifuje po vérné plo-
chych homomorfismech, pokud pro vérné plochy okruhovy homomorfismus R — S
mezi okruhy z R plati, Ze je-li M @ S € Pg, pak M € Pg.
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Definujme jesté pojem kompatibility vlastnosti s kone¢nymi okruhovymi sou-
¢iny.

Definice 6.11. BudP vlastnost moduli. Rekneme, Ze P je kompatibilni s direkt-
nim souc¢inem okruht, plati-li ndsledujici. Bud n prirozené cislo a méjme okruh
R; a R;-modul M; pro 1 < i < n. Pokud pro kazdé 1 < v < n plati M; € Prg,,
potom [Th<i<, M; € ‘43H1<i<n Ri

Zuzovani vlastnosti po okruhovych homomorfismech se v angli¢tiné oznacuje
jako ascent, rozsitovani po vérné plochych okruhovych homomorfismech se nazyva
descent. 7 prvnih pismen téchto slov potom vznika oznaceni pro vlastnosti, které
se zuzuji i rozsiruji.

Definice 6.12. Bud ‘B vlastnost moduli. Je-li 3 kompatibilni s okruhovymi sou-
ciny a v nejaké tride komutativnich okruhi R se zuzZuje po okruhoviych homo-
morfismech a rozsiruje po vérné plochich okruhovich homomorfismech, potom
rekneme, Ze je S na R AD-vlastnost.

Nasledujici tvrzeni ukazuje souvislost mezi AD-vlastnostmi a lokalnimi vlast-
nostmi popsanymi v predchozi casti. Ukaze se, ze se AD-vlastnosti rozsituji z
pokryti.

Tvrzeni 6.13. Bud B AD-vlastnost ve tride R komutativnich okruhi uzavrené
na lokalizace. Potom P se v R zuzuje a rozsiruje z pokryti, tedy je lokdlng.

Dukaz. Zuzovani je ziejmé, nebof lokalizace je plochy homomorfismus. K ditkazu
rozsirovani uvazujme okruh R € R a dale R-modul M a mnozinu U C R takovou,
ze (U) = R a pro kazdy prvek f € U je My € Pg,. Mnozinu U Ize bez Gjmy na
obecnosti uvazovat konecnou, jak plyne z tivahy v Tvrzeni [6.2l Homomorfismus
R — Tlsev Ry, je vérné plochy. Dale plati M @[[ep = [Iev M @ Ry = 1 e My-
Jelikoz B je kompatibilni s direktnimi soucCiny okruht, je [[sey My € ‘BH R, -
Ovsem ‘B je AD-vlastnosti v tiidé R, a tedy i M € Pg. Vlastnost P se na R
rozsituje z pokryti.

O

Obsahem zbytku této prace bude dikaz, ze projektivita je AD-vlastnosti ve
tridé komutativnich okruhii. K tomu bude zaveden pojem Mittag-Lefflerovych
modult. Dulezitym poznatkem pro tento dikaz bude, ze je AD-vlastnosti plo-
chost. Je tfeba ovérit nejprve kompatibilitu s direktnim produktem okruhii.

Tvrzeni 6.14. Plochost je kompatibilni s konecnymi okruhovymi souciny.

Diikaz. Budte Ry, ..., R, okruhy, ozna¢me R = [[;<;<, a m&me pro 1 <7 <n
plochy R;-modul M;. Pripomenme, Ze pro kazdé j ma M; strukturu R-modulu;
akei okruhu je (75)1<i<n-m = r;-m, oznac¢me R-modul M = [];<;<,. Pro libovolny
modul A existuje prirozeny izomorfismus R-moduli [T,<;<, (A®g, M;) = AQrM,
urceny predpisem (a; ® m;)i<i<n — Y1<i<n @ ® my, kde m; je prvek, ktery ma
ve vSech slozkach 0, jen v i-té slozce m;. Toto je skutecné izomorfismus, snadno
se ovéri, ze homomorfismus A ®r M — [l<ijcn(A Qr, M), a @ (M;)1<i<n —
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(@ ® m;)1<i<n je inverznim izomorfismem. Snadno se také ovéri prirozenost, tedy
to, ze pro homomorfismus f : A — B komutuje diagram

(f@r,idar,)
[li<i<n(A ®r, M;) - [li<i<n(B ®r, M;)

| J

A M f@ridu Bor M

Vzhledem k tomu, Ze direktni souc¢in modult je exaktni a moduly M; jsou ploché,
je uz M plochy R-modul.
O

Tvrzeni 6.15. Plochost je AD-vlastnost.

Diikaz. Dokazme nejprve zuzovani se po okruhovych homomorfismech. Bud R —
S homomorfismus komutativnich okruhtt a M bud plochy R-modul. Ukdzeme, Ze
M ®pg S je plochy S-modul. Méjme kratkou exaktni posloupnost S-modulti

0—+A—B—C—0.
Zkoumame potom exaktnost posloupnosti
0> ARs (M ®rS) > B®s (M ®rS)— CRs(M@gS)—0,

ovsem odtud vzhledem k pfirozenému izomorfismu N ®g (M ®@r S) = N ®s S ®@r
M= N ®r M pro S-modul N dostavame posloupnost

0 > ARr M - Br M — C®r M — 0,
kterda nutné exaktni je, nebot M je jako R-modul plochy.

Ovérme nyni rozsitovani. Bud tedy R — S vérné plochy homomorfismus a
M bud R-modul takovy, ze M ®r S je plochy S-modul. Méjme potom kratkou
exaktni posloupnost R-modulti

0—+A—=B—C—=0.
Z plochosti S dostavame kratkou exaktni posloupnost S-modul
0 > A®RrS—>B®®rS—>C®rS—0
a vzhledem k plochosti M ®g S dostavame kratkou exaktni posloupnost
0> ARrS®s (M ®rS) = BRrS®s (M RrS) = C@rS®s(MegS)— 0.

Ptirozeny izomorfismus N ®p S ®s (M ®@pS) E NQr (M rS) =Z NQrM Qg S
potom dava kratkou exaktni posloupnost

0> AR M RrS -+ BrM@rS —=+CrMerS—0
a protoze S je vérné plochy R-modul, je posloupnost
0—-ARrM - BrM —CRrM —0
exaktni a M je tedy plochy R-modul.
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7. Mittag-Lefllerovy moduly

V této kapitole zavedeme pojem Mittag-Lefflerovijch moduli. Prestoze je-
jich konstrukce nesouvisi zasadné s lokalizaci, ukazeme nakonec, ze byt Mittag-
Lefflerovym modulem se jako vlastnost moduli, alespon pro ploché moduly, zu-
zuje a také rozsSifuje po vérné plochych homomorfismech, a tedy i z pokryti.
Definice a dikazy vétsiny tvrzeni jsou prejaty z [9, ¢ast 6].

7.1 Mittag-Lefflerovy inverzni systémy

Definice 7.1. Bud I nahoru usmérnénd usporddand mnozina a (A;, fj + Ai —
Aj; 1 > j) inverzni systém mnoZin. Pro i € I tvori mnoZiny f;j(A;) C A; ne-
rostouci systém podmnozin. Inverzni systém nazveme Mittag-Leffleruv, pokud se
pro kaZdé i € I tato posloupnost stabilizuje, tedy existuje-li pro kazZdé i € I néjaké
J > takové, Ze pro kazZdé k > j je fi;j(A;) = fi(Ag).

Jak bylo dokazano predchozich kapitolach, inverzni limita systému exaktnich
posloupnosti nemusi byt nutné exaktni posloupnosti. Jde-li vsak o spocetny sys-
tém , pak Mittag-Lefflerova podminka na systém jader téchto posloupnosti uz je
postacujici k tomu, aby inverzni limita exaktni posloupnosti byla. Nejprve jedno-
duché lemma.

Lemma 7.2. Bud (A;,fi;) spocetny inverzni Mittag-Lefflerdv systém neprazdnych
mnozin, potom l&n(Al) # 0.

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze mizeme piejit k systému (Aj, fi;|ar), kde A; =
Im(f;;) pro j > i, pro néz je pro kazdé k > j uz Im(f;;) = Im(f;x). Zobrazeni
fijl A A% — Aj jsou na a z konstrukce inverzn{ limity snadno nahlédneme, 7e
@Ai = ILnA;

Podle Tvrzeni nalezneme v (A}, f;;) kofindlni podsystém indexovany pri-
rozenymi c¢isly. Hledame tedy inverzni limitu inverzniho systému neprazdnych
mnozin a surjektivnich zobrazeni indexovaného prirozenymi c¢isly. Podle Pozoro-
vani je takové limita neprazdna.

O

Tvrzeni 7.3. Bud

exakini posloupnost spocetnijch inverznich systémi a systém (A;) je inverzni
Mittag-Leffleruv. Potom posloupnost

0—>1'£1Ai—>1‘&n8i—>1'&n0i—>0
je exaktni.

Diikaz. 7 vlastnosti direktni limity plyne, zZe je posloupnost zleva exaktni. Staci
tedy ovérit, ze pravy homomorfismus je surjektivni. Zvolme libovolny prvek (¢;) €
@Cl-. Oznacme E; = g~'(¢;), jde jisté o neprazdnou mnozinu, nebot g; je na.
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Oznac¢me ¢;; : B; — B; homomorfismy inverzniho systému. Restrikei dostavame
inverzni systém mmozin (E;, ¢i;|g;). Za vzor (¢;) staci vzit libovolny prvek %n E;,
je-li tato limita neprazdna. Dokdzeme nyni, Ze je (Es, ¢ij|p;) Mittag-LefHertav
inverzni systém a vzhledem ke spocetnosti daného systému bude uz podle Pred-
choziho lemmatu lim E; # 0.

Diky prostosti f; muzeme povazovat A; za podmodul B;. Zvolme nyni libo-
volny index i. Protoze systém (4;) je Mittag-Leffleriv, najdeme uz j > i takové,
ze pro kazdé k > j je ¢w(Ar) = ¢ij(4;). Ukdzeme, ze potom uz pro kazdé
Pro opacnou inkluzi zvolme e € ¢;;(E;), dostdavame tedy e; € E; takové, ze
¢i;(e;) = e. Zvolme dale libovolné ey, € Ej, potom g;(e; — pjp(er)) =cj—c; =0a
proto je e; —pjp(er) € Aj a ¢ii(e; —djrler)) € ¢ij(Aj) = di(Ax). Nalezneme tedy
ap € Ay, takové, ze ¢ip(ar) = ¢ij(e;—dji(ex)). Potom ovSem pro prvek a,+ey, plati
Gie(ar + ex) = dij(e; — djuler)) + dinler) = dij(e;) — dij 0 djnler)) + dur(er) = e.
Tedy e € ¢ix(FEy). Tim jsme dokézali zbylou inkluzi. Ovérili jsme takto, Ze systém
(Ei, ¢ij|e;) je Mittag-Lefflerv inverzni systém. Tim je diitkaz dokoncen.

[

7.2 Mittag-Lefllerovy direktni systémy

Definice 7.4. Bud I nahoru usmérnénd mnozina a (M;, fi; - M; — M;; i > j)
direktni systém konecné prezentovanych moduli. Tento systém nazveme Mittag-
Leffleriv direktni systém, pokud je pro kazZdy modul N inverzni systém

(Hom(M;,N), Hom( f;;,N))
inverzni Mittag-Leffleriv systém.

Nasleduje lemma uvadéjici uzitecné ekvivalentni podminky pro Mittag-LefHe-
ruv direktni systém. Nejprve musime ovsem dokazat pomocné lemma, které chytte
vyuziva diive definovaného pojmu cistych monomorfism.

Lemma 7.5. Budte M, M' a N moduly nad okruhem R. Mé&jme ddle homomor-
fismy f: M — M ag: M — N, navic bud kojddro f konecné prezentovany
modul. Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) Pro libovolny R-modul Q) plati Ker(f ®pidg) C Ker(g ®gidg).

(2) Euxistuje homomorfismus h : M — N takovy, Ze g = ho f.

Diikaz. Uvazujme pushout

!

N — N’

Modul N’ ziskdme jako (M’ @ N)/K, kde K je podmodul generovany prvky
tvaru (f(m),—g(m)) pro m € M. S pouzitim univerzalni vlastnosti pushoutu lze
dokazat, ze kojadro f’ je kone¢né prezentovany modul.
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Dokéazeme, Ze obé tvrzeni jsou ekvivalentni tomu, ze je f’ ¢isty monomorfis-
mus. Z konstrukce N’ dostavame exaktni posloupnost

0 — Ker(f) NKer(g) — Ker(f) - Ker(f') — 0.

Protoze pushout je kolimita, komutuje s tenzorovym soucinem. Tenzorovym sou-
¢inem s libovolnym modulem @ tedy dostavame kratkou exaktni posloupnost

0 — Ker(f ®pidg) NKer(g ®pidg) — Ker(f ®@pidg) sy Ker(f' ®@gridg) — 0.

Ziejmé f' je ¢isty monomorfismus prave tehdy, je-li Ker(f’ ®gidg) = 0 pro kazdy
modul @). Z druhé exaktni posloupnosti je zfejmé, Ze toto nastava prave tehdy,
je-li splnéna podminka .

Je-li f’ ¢isty monomorfismus, dostavame kratkou exaktni posloupnost

0> NI N - Coker(f") — 0.

Coker(f') je kone¢né prezentovany modul, podle Tvrzeni je tedy tato po-
sloupnost Stépitelnd a existuje homomorfismus A’ : N — N takovy, ze ho f' =
idy. Za h z podminky potom staci vzit h' o ¢'.

Existuje-li naopak h jako z podminky , potom existuje homomorfismus
B : N'— N takovy, ze ho f' = idy; diky univerzalni vlastnosti pushoutu a f’ je
stépitelny a tedy ¢ity monomorfismus.

]

Lemma 7.6. Bud (M;, fi;) direktni systém konecné prezentovanygch moduli in-
dexovany mnozZinou I a M = h%ﬂMi, fi : M; — M kanonickd zobrazeni. Potom
nasledugjici podminky jsou ekvivalentni.

(1) Pro kazdé i € I existuje j € I, j > i, takové, Ze pro kazdé k > i plati
fji = g o fxi pro vhodny homomorfismus g.

(2) Systém (M;, fji) je direktni Mittag-Lefflertv.

(3) Pro N = Tl;e; M; je systém (Hom(M;, N), Hom(f;;, N)) inverzni Mittag-
Leffleruv.

(4) Pro kazdéi € I existuje j > i takové, Ze pro libovolny R-modul N je Ker(f; ®
ldN> Q Ker(fjl- X ldN)

Dukaz. Ukazme, ze implikuje . Zvolme libovolny R-Modul N. Zafixujme 7 a
nalezneme j podle ([I)). Nyni ukazme, Ze pro libovolné k > j je Im(Hom(fy;,N)) =
Im(Hom(f;;,N)). Tim uz bude implikace dokazana. Inkluze Im(Hom( f;,N)) C
Im(Hom(f;;,N)) je zfejmd. Ukazme inkluzi Im(Hom( fy;,N)) 2 Im(Hom(f;;,N)).
Zvolme ¢ € Im(Hom(f;;,N)). Podle existuje homomorfismus g takovy, ze
fji = g o fri. Potom ovsem

¢ € Im(Hom(g o fy;,N)) = Im(Hom( fx;,N) o Hom(g,N)) C Im(Hom( fx;,IV)).

Mame tedy zaddanou inkluzi i rovnost.
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Zrejmé ([2) implikuje (3]). Ukazme nyni, ze (3 implikuje (1f). Zvolme libovolné
1 € I. 7 definice inverzniho Mittag-Leflerova systému nalezneme j takové, ze
pro kazdé k > j uz Im(Hom(f;;,N)) = Im(Hom(f};,N)). Ukazme nyni, ze pro
libovolné k > i existuje homomorfismus g : My, — M; takovy, zZe go fi; = fji. Pro
k < j staci brat g = fji. Bud nyni k& > j. Uvazujme homomorfismus h : M; — N
takovy, Ze mj o h = idy; a o h = 0 pro @ # j, kde m; : N — M; jsou kanonické
projekce. Ziejmé h o f;; € Im(Hom(f;;,N)) = Im(Hom(fy;,N)). Existuje tedy
g € Hom(My,N) takové, ze h o f;; = Hom(f;,N)(¢') = ¢ o fri. Potom ovSem
g =m;o g je hledany homomorfismus, nebot

go fri=mjog o fry=mjoho fi =1idy, o fii = fji-

K dokonceni dikazu staci dokazat ekvivalenci mezi (/1)) a . Dokazme nejprve
primou implikaci. Zvolme tedy ¢ € I a podle naleznéme j > 1, takové, ze pro
k > i existuje g : My — M; pro néz f;; = g © fi;. Potom podle univerzalni
vlastnosti direktni limity existuje homomorfismus g : M — M; takovy, Ze pro
kazdé k > i plati g = g o f. Pak ovSsem pro libovolné k > i plati

fii=g0fwofri=gofi
a pro libovolny modul N uz
;i ®idy = g®idyo f; ®idn

a tedy Ker(f; ® idy) € Ker(f;; ® idy).

Dokazme nyni zpétnou implikaci. Zvolme ¢ € I libovolné a naleznéme k nému
j podle . Potom pro kazdé k € I, k > i plati f; = fir o fri a tedy diky volbé j
uz pro kazdy R-modul N plati

Ker(fki XRnr idN) g Ker(fi QR idN) Q Ker(fji X idN).

Moduly M; a M, jsou podle predpokladu konecné prezentované, kojadro homo-
morfismu fy; je tedy také konecéné prezentované. Podle Lemmatu [7.5] tedy existuje
homomorfismus g : My — M; takovy, Ze f;; = g o fj;. Nalezli jsme tedy hledany
index j a dokézali platnost podminky . Tim je dokazana ekvivalence a
a tedy i celé lemma.

O

7.3 Mittag-Lefflerovy moduly

Mittag-Lefflerovy moduly definujeme jako direktni limity Mittag-Lefflerovych
systému. Nasledujici tvrzeni nabizi alternativni definici a predevsim poskytuje
nezavislost definice na zvoleném systému, nebof podminka o takovém systému
nemluvi.

Tvrzeni 7.7. Bud M modul nad okruhem R. Bud (M;,f;;) direktni systém ko-
necné prezentovaniych moduliu indexovany mnozZinou I takovy, Ze M = hﬂ M;.
Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentnsi.
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(1) Pro kazdyg konecné prezentovany modul P a kazdy homomorfismus f : P — M
ezistuje konecné prezentovany modul () a homomorfismus g : P — @) takovy,
ze pro kazdy modul N plati Ker(f ®g idy) = Ker(g ®r idy).

(2) Systém (M,,f;;) je direktni Mittag-Leffleriv systém.

Diikaz. Ukazme nejprve ptimou implikaci. Predpokladejme platnost a oveé-
fime podminku Lemmatu Zvolme libovolné ¢ € I. Jelikoz modul M; je
konec¢né prezentovany, nalezneme podle kone¢né prezentovany modul ) a ho-
momorfismus g : M; — @ takové, Ze pro libovolny modul N je Ker(g ®g idy) =
Ker(f; ®p idy). Specidlné tedy Ker(g ®p idy) C Ker(f; ®g idy). Protoze M; a
@ jsou konecné prezentované moduly, je konecné prezentované i kojadro homo-
morfismu ¢g a podle Lemmatu existuje homomorfismus h : ) — M takovy, ze
fi = hog. Protoze @ je konetné prezentovany modul, existuji podle Lemmatu
.97 €1, j>iahomomorfismus i’ : Q — M; takové, ze h = f; o h'. Dostavame

tedy diagram
M
N
M, i M,
x %
Q

v némz plati fjo f;; = fjoh’og. Modul M; je konecné generovany a podle Tvrzeni
tedy existuje k € I takové, Ze fri = fr; © fii = fr; o ' o g. Potom uZ zfejmé
pro libovolny modul N plati Ker(f; ®p idy) = Ker(g ®g idy) C Ker(fr; @g N).
Podle Lemmatu je tedy (M;,f;;) direktni Mittag-Lefflertiv systém.

Predpokladejme nyni, Ze je systém (M;, f;;) direktni Mittag-Lefflertiv. Zvolme
libovolny kone¢né prezentovany modul P a homomorfismus f : P — M. Vzhledem
ke koneéné prezentovanosti P existuje ¢ € [ takové, ze f = f; o h pro vhodny
homomorfismus h : P — M;. Naleznéme nyni j € I, 7 > ¢ podle podminky
Lemmatu [7.6] Dostavame tedy ndsledujici komutativni diagram.

PLM

h yT;
M, s

J

~

Pro libovolny modul N nyni plati Ker(f; ®g idy) C Ker(fj; ®pg idy) odtud vsak
vzhledem k rovnosti f = fioh uz Ker(f ®gidy) = Ker(f,oh®ridy) C Ker(fj; 0
h@RldN) Ovsem také f = fjofjioh a tedy Ker(fj,»oh@)RidN) Q Ker(f@RidN). Po-
tom uz ovsem plati pro libovolny modul N rovnost Ker(fj;oh®pidy) = Ker(f®g
idy). Platnost podminky je ovéfena, vezmeme-li ) = M; a g = fj; o h.
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Definice 7.8. Modul splniujici ekvivalentni podminky z Tvrzeni|7.71 nazveme
Mittag-Leffleriv modul.

Pozndamka. Jak jiz bylo zminéno v kapitole o plochych modulech, je jista po-
dobnost mezi definici Mittag-Lefflerovych modulta jako direktnich limit Mittag-
Lefflerovych systému a charakterizaci plochych modult pomoci Lazardovy véty.
Je vsak také zajimavé, ze ekvivalentni definice Mittag-Lefflerovych moduli popi-
suje jejich vztah k homomorfismtim, jez do nich vedou z kone¢né prezentovanych
modulil, podobné, jako to déld podminka (4]) v Tvrzeni [5.6] pro moduly ploché.

Jak se ukaze v kapitole o projektivnich modulech, byti Mittag-Lefflerovym
modulem je jednou z vlastnosti jejichz kombinace zajistuje projektivitu modulu.
K nahlédnuti faktu, ze projektivni moduly jsou Mittag-Lefflerovy bude uzitecny
nasledujici fakt.

Tvrzeni 7.9. Bud M = @;c; M;. Potom M je Mittag-Leffleriv modul privé
tehdy, je-li pro kazdé i € I modul M; Mittag-Leffleriv.

Dukaz. Dokazme zpétnou implikaci. Predpokladejme nejprve, ze I je konecna.
Predpokladejme, ze pro vsechna ¢ € I je M; Mittag-Lefflertv modul. Bud P libo-
volny konecné prezentovany modul a f : P — @;c; M; homomorfismus. Potom
pro j € I dostdavame homomorfismus 7; o f : P — M;, kde 7; : @,c; M; — M,
jsou kanonické projekce (pfipomenme, ze @;c; M; = [I,c; M;, nebot I je konecna).
Protoze modul M; je Mittag-Lefflertv, existuji podle definice kone¢né prezento-
vany modul @; a homomorfismus g; : P — @, takové, ze Ker(g; ® idy) =
Ker((mj o f) ® idy) pro libovolny modul N.

Uvazujme nyni homomorfismus (¢;)ie; : P — [Lier @i = @Djcr @i- Modul
@Dicr Qi je konecné prezentovany. Navic diky konecnosti I pro libovolny modul N
plati f®idy = (mo f)ier ®@idy = ((mi0 f) @idwn)ics a (9i)ier ®idy = (9 @idn )ier
a tedy

Ker(f ®@idy) = (| Ker((m o f) @ idy) = [ Ker(g; @ idy) = Ker((g;)ies ® idy).

el i€l

Modul @;c; M; je tedy Mittag-Lefflertiv.
Bud nyni I libovolna, M; Mittag-Leffleriv pro kazdé ¢ € I, P konecné pre-

zentovany modul a f : P — @,;c; M; homomorfismus. Zobrazeni f se rozklada
v

jako P 7, @Dicrr M; — Bicr M;, kde I' C I je konecnd podmnozina. Zobra-
zeni v je Stépitelné prosté zobrazeni a jde tedy o ¢isty monomorfismus. Podle
predchoziho dikazu je @, M; Mittag-Leffleriv modul a existuje tedy konecné
prezentovany modul ) a zobrazeni g : P — () takové, Ze pro kazdy modul N je
Ker(g ® idy) = Ker(f' ® idy). Ovsem potom uz Ker(g ® idy) = Ker(f' ® idy) =
Ker(v @idy o f'®@idy) = Ker((ro f') @ idy) = Ker(f ® idy). Modul @;c; M; je
tedy Mittag-Lefflertv.

Dokazme nyni pfimou implikaci. Bud tedy @;c; M; Mittag-Lefllerav modul.
Zvolme j € I, kone¢né prezentovany modul P a homomorfismus f : P — M;. Slo-
zenim s kanonickym vnofenim dostdvame homomorfismus vj o f : P — @,c; M;.
Jelikoz @, M; je Mittag-Lefleriv modul, existuje konecné prezentovany modul
() a homomorfismus ¢ : P — @ takovy, ze Ker(g ® idy) = Ker((v; o f) ® idy).
Protoze v; je Stépitelné prosté zobrazeni a tedy ¢isty monomorfismus, je uz
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Ker((v; o f) ®idy) = Ker(f ® idy) a modul M; je Mittag-Lefflertv.
]

Priklad. Volné moduly jsou Mittag-Lefflerovy, nebof splnuji podminku Tvr-
zeni . Zvolime-li volny modul R%!, koneéné prezentovany modul P a homo-
morfismus f : P — R®!, potom existuje jisté koneénd podmnozina I’ C I takovd,
ze Im(f) € R®". Plati tedy f = v o g, kde v je vnofeni R®"" C R®!. Modul
R®!" je jisté konetné prezentovany a vnofeni v je Stépitelné a tedy ¢isty mo-
nomorfismus. Pro libovolny R-modul N tedy skuteéné plati Ker(f ®g idy) =
Ker(v ®pidy 0 g ®g idy) = Ker(g ®g idy).

7.4 ZuZovani a rozsirovani

Je rychlym disledkem definice, Ze se vlastnost byti Mittag-Leflerovym mo-
dulem zuzuje po okruhovych homomorfismech.

Tvrzeni 7.10. Bud R — S okruhovy homomorfismus a M bud Mittag-Leffleriuv
R-modul. Potom modul M ®g S je Mittag-Leffleriv S-modul.

Diikaz. Uvazime M jako limitu Mittag-Lefflerova direktniho systému (1, fj:).
Potom M ®p S je direktni limitou systému (M; ®g S, fj; @r idg), ktery spliuje

podminku (1) Lemmatu [7.6]
O

Predtim, nez ukazeme, ze vlastnost byti plochym Mittag-Lefflerovym modu-

lem se jako vlastnost modulii zuzuje a rozsifuje po plochych respektive vérné
plochych okruhovych homomorfismech, dokazme nasledujici poznamku, ktera pro
ploché moduly zna¢né zjednodusuje ovérovani Mittag-Leferovy podminky, coz
se ukaze uziteénym pri dikazu rozsitovani.
Tvrzeni 7.11. Bud (M;,f;i;i < j € I) direktni systém konecné generovanych
volnych R-moduli. Potom tento systém je direktnim Mittag-Lefflerovym systémem
prave tehdy, je-li systém (Hom(M;,R), Hom(f;;,R)) inverznim Mittag-Lefflerovym
systémem.

Diikaz. Pro konecéné generovany volny modul F' a pro libovolny fixovany modul
N plati nasledujici prirozeny izomorfismus

Hom(F,R) ®xr N = Hom(F, N)

dany predpisem f ® n +— (z — f(z) - n). Inverznim izomorfismem je g
i<i<n(m @ g(x;)), kde x; jsou prvky baze a m; jsou kanonické projekce pii zto-
tornéni F = R T ={r;; 1 <i<n}.
Je-li nyni (Hom(M;,R), Hom( f;;,R)) inverznim Mittag-Lefflerovym systémem,
je jim i (Hom(M;,N),Hom(f;;,N)) = (Hom(M;,R) ®r N,Hom(f;;,N) ®p idx),
nebot pro libovolné homomorfismy f : B — A, g : C' — A plati, ze pokud
Im(f) = Im(g) pak Im(f ®z idy) = Im(g ®g idy) pro libovolny R-modul N.
Direktni systém (M;,f;;1 < j € I) je tedy Mittag-Lefflertv.
0

Nasledujici tvrzeni je klicové.
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Tvrzeni 7.12. Bud R — S vérné plochy okruhovy homomorfismus. Bud M modul
nad okruhem R. Potom je-li S-modul M Qg S plochy Mittag-Leffleriv, je také M
plochy Mittag-Leffleruv R-modul.

Dikaz. Podle Tvrzeni je uz modul M plochy. Podle Lazardovy véty je tedy
M = ligi€ M, kde (M;,f;i) je direktni systém konecné generovanych volnych
modulti indexovany mnozinou /. Staci ukézat, ze je inverzni systém

(HOIH(MZ‘,R), HOIIl(fﬂ,R))

Mittag-Leffleruv, potom je podle Tvrzeniué systém (M;, f;;) direktni Mittag-
Lefflertiv systém a M je Mittag-Lefflertiv modul.

Vzhledem k tomu, zZe tenzorovy soucin komutuje s direktnimi limitami, plati
uz M ®g S = ligiel M; ®gr S. Systém

(HOHI(Mi KR S,S), HOHl(fji QR ids,S))

je inverzni Mittag-Leflertiv systém, nebot M ®pz S je Mittag-Leffleriv.
Pro konec¢né generovany volny modul F' existuje prirozeny izomorfismus

Homg(F ®r S, S) =2 Homg(F,R) ®r S

dany predpisem g — > <icn(m ® g(z; ® 1)) kde z; jsou prvky baze a m; jsou
kanonické projekce pii ztotoznéni F = R!, I = {ri;; 1 <i <mn}, inverzni izomor-
fismus je f® s +— (2; ® & — (ho f)(x;)ss"), kde h je okruhovy homomorfismus
R—S.

Zvolme nyni libovolné i € I. Protoze (Hom(M; ®g S,5), Hom(f;; ®p ids,S))
je inverzni Mittag-Lefflertiv systém, vime, Ze se stabilizuje systém

{Im(Hom(f;; ®r ids,S)); j > i}
Vzhledem k vyse zminénému pfirozenému izomorfismu se tedy stabilizuje systém
{Im(Hom(f;;,R) ®pidg); j > i}.

Protoze S je plochy modul, plati pro libovolny homomorfismus f rovnost Im(f®g
idg) = Im(f) ®g S. Stabilizuje se tedy i systém

{Im(Hom(f;;,R)) ®r S; j > i}.

Vérnd plochost S potom zarucuje, ze je-li N ®r S = N'®r S, potom uz N = N'.
Proto se stabilizuje i systém

{Im(Hom(f;;,R)); j = 1}.
Inverzni systém (Hom(M;,R), Hom(f;;,R)) je tedy Mittag-Lefflerav. Tim je du-

kaz dokoncen.

]
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7.5 Dalsi vlastnosti Mittag-LefHerovych modula

Prestoze v této préci jsou stejné jako v ¢élanku [9] Mittag-Lefflerovy moduly
zavedeny jako prostiedek k charakterizaci projektivnich moduli a dikazu toho,
Ze projektivita je AD-vlastnost, jde ve skutecnosti o zajimavy a zkoumany pojem.
Uvedme zde alespon jednu dalsi charakterizaci, Mittag-Lefflerovych modult, ktera
prichézi z docela jiného sméru

Ptripomenme nejprve, ze tenzorovy soucin nekomutuje s nekonec¢nym direkt-
nim souc¢inem. Pro dany R-modul M a mnozinu R-modulu {Q;; i € I} existuje
kanonicky homomorfismus

M@r [[Qi = [[(M ®r Q)
i€l i€l
dany predpisem m ® (¢;)ier — (M ® ¢;)ier, nemusi vSak byt obecné injektivni ani
surjektivni.
Priklad. Pro libovolné n € N je Q®zZ/nZ = 0, nebot pro libovolné prvky ¢ € Q
am € Z/nZv Q®yz (Z/nZ) plati

Q®m=g~n®m=g®n-m:0.
n n

Proto [[,,en(Q ®z (Z/Zn)) = 0. Mame ovsem vnoteni Z — [[,enZ/nZ dané
predpisem 1 — (1),en. Modul Q je plochy a proto tenzorovym souc¢inem dosta-
vame vnoreni Q — Q ®gz [I,enZ/Zn. Jisté tedy neplati Q ®g [,en Z/Zn = 0.
Homomorfismus

Qz [[ 2/nZ — [] (Q ®z (Z/nZ))

neN neN
tedy neni ani na, ani prosty.
Uvahy, za jakych podminek je tento homomorfismus prosty, surjektivni ¢i
izomorfismem vedou na nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.13. Méjme R-modul M. Potom kanonicky homomorfismus

Mer[[Q: = [I(M ®r Q;)

iel iel
je pro libovolnou mnoZinu R-moduli {Q;; 1 € I}

(i) na, prdvé tehdy, kdyz M je konecné generovany,

(ii) prosty, prave tehdy kdyz je M Mittag-Leffleriv,

(iii) izomorfismus, pravé tehdy kdyz je M konecné prezentovany.

Diikaz. Vynechavame, lze najit v [4, Lemma 3.8, Theorem 3.14].
0

Tato charakterizace ndm umoznuje pridat k prikladim Mittag-Lefflerovych
modultl vSechny kone¢né prezentované moduly. Naopak dostavame priklady mo-
duli které Mittag-Lefflerovy nejsou. Takové budou vsechny koneéné generované
moduly, které nejsou konecné prezentované. Z predchoziho prikladu potom plyne,
ze Q neni Mittag-LefHertv modul, tim dostavame priklad modulu, ktery neni
Mittag-Lefflertiv, ale je plochy.
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8. Projektivni moduly

V nésledujici kapitole se budeme vénovat tiidé projektivnich moduli, prede-
vsim ukazeme, zZe projektivni moduly jsou pravé ploché Mittag-LefHerovy moduly
pripoustéjici rozklad na direktni sumu spocetné generovanych moduli. Zuzovani
a rozsitovani pro vlastnost byt plochym Mittag-Lefflerovym modulem jsme jiz
dokézali. V zavéru této kapitoly dokazeme, ze pro projektivni moduly se takto
rozsituje i rozlozitelnost na direktni sumu spocetné generovanych moduli. Tim
jiz bude dokazan hlavni zavér této prace, a sice ze projektivita je AD-vlastnosti
komutativnich okruhti a tedy Ze se rozsituje z pokryti.

Definice 8.1. Bud R okruh, P bud R-modul. Rekneme, Ze P je projektivni, je-li
funktor Hom(P,—) ezaktni, tedy plati-li, zZe je-li

0-A—-B—-C—=0
kratkd exaktni posloupnost R-moduli, pak
0 — Hom(P,A) — Hom(P,B) — Hom(P,C) — 0
je kratkd exaktni posloupnost abelovskijch grup.

Pozndmka. Protoze funktor Hom(P,—) je vzdy zleva exaktni, sta¢i pro projekti-
vitu modulu P ovérit, ze pro libovolny surjektivni homomorfismus 7 je Hom(P,)
surjektivni. Modul P je tedy projektivni pravé tehdy, existuje-li pro libovolny
surjektivni homomorfismus 7 : A — B a libovolny homomorfismus f : P — B
homomorfismus g : P — A takovy, ze f =mog.

Priklad. Je uz ztejmé, ze volné moduly jsou projektivni. Je-li F' volny modul s bazi
{z;; i € I}, TA — B surjektivni homomorfismus a f : F' — B homomorfismus,
potom homomorfismus g : F — A definovany na volné bazi jako z; — a;, kde
a; je voleno tak, aby m(a;) = f(x;) je hledanym homomorfismem z ptredchozi
poznamky.

Tvrzeni 8.2. Bud P projektivni R-modul, bud 7 : M — P epimorfismus. Potom
T je Stepitelny epimorfismus a P je tedy v M direktnim scitancem.

Diikaz.  Aplikujeme poznatek z predchozi poznamky pro f = idp.
O

Tvrzeni 8.3. Bud R okruh. Potom R-modul P je projektivni prdavé tehdy, je-li
direktnim scitancem ve volném modulu.

Diikaz. Primé implikace vyplyva z predchoziho tvrzeni a faktu ze kazdy modul
je faktorem volného modulu. Ukazme zpétnou implikaci. Bud F' volny modul,
v némz je P direktnim séitancem, oznacme C: P — F' kanonické vnoreni a
p : F — P kanonickou projekci. Zvolme libovolny surjektivni homomorfismus
m: A — B ahomomorfismus f : P — B. Dostavame komutativni diagram

A—"+ B

i

P
F—P

«—5
C
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v némz jsme ¢ zkonstruovali diky volnosti F' tak, aby 7w o ¢ = f o p. Hledanym
homomorfismem je potom g = ¢g'o C.
O

Diky této charakterizaci snadno ovérime, ze se projektivita prenasi na direktni
sc¢itance a direktni sumy modult.

Tvrzeni 8.4. Bud (M;; i € I) mnoZina R-modulii a bud M = @;c; M;. Potom
M je projektioni pravé tehdy, je-li pro kaZdé i € I modul M; projektivni.

Diikaz. Bud nejprve modul M projektivni. Existuji tedy modul C' a volny modul
F takové, ze F' = M & C'. Ovsem pro libovolné i € I je M = M; ® @,1; My a
tedy F' = M; © (@, M; @ C) a M; je projektivni. Je-li naopak pro kazdé i € I
modul M; projektivni, potom nalezneme pro kazdé ¢ € I modul C; a volny modul
F; takové, ze F; = M; & C;. Potom ovSem dostavame izomorfismus

@Fi = @(Mi@ci) = @Mz’@@Ci =M C.
iel iel iel iel
Modul @,c; F; je volny a M je tedy projektivni.
O

Dilezitou a uzitecnou vlastnosti projektivnich moduli je, zZe je lze rozkladat
na direktni sumy v jistém smyslu malych projektivnich modult. Je to praveé tento
fakt, co umoznuje hlavni dikazy ve zbytku této kapitoly. Tento fakt se nazyva
Kaplanského véta.

Tvrzeni 8.5. Bud P projektivni R-modul. Potom P = @,c; P; pro néjakou mno-
Zinu I, kde P; jsou spocetne generované projektivni moduly.

Diikaz. Uvedeme jen cast dikazu. Plati nasledujici tvrzeni. Méjme R-moduly A,
B a M takové, ze A® B = M a M = @,c; M; pro néjakou mnozinu {M;; i €
I} spocetné generovanych moduli. Potom A = @;.; A; pro néjakou mnozinu
{A;; j € J} spocetné generovanych moduli [12] 8.10].

Projektivni modul P je direktnim s¢itancem v néjakém volném modulu R®”.
Regularni modul R je spocetné generovany. Podle predchoziho tvrzeni je tedy uz
P = @,c; P, pro néjakou mnozinu I, kde P; jsou spocetné generované moduly.
Moduly P; jsou navic direktnimi s¢itanci v projektivnim modulu a tedy jsou samy
projektivni.

O

Jak se ukaze v nasledujici casti, Kaplanského véta je dilezitou soucasti cha-
rakterizace projektivnich modult.

8.1 Charakterizace projektivnich modula

Prikro¢me nyni k charakterizaci projektivnich moduli. Diky Kaplanského vété
je mozné redukovat kritéria pro plochost na spocetné generované moduly. Pro
spocetné generované moduly se jiz snadno ukéze, ze projektivni jsou pravé ploché
Mittag-Lefflerovy moduly.
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Lemma 8.6. Bud M spocetné generovany plochy Mittag-Leffleriv modul nad
okruhem R. Potom M je projektivni.

Dukaz. Podle Lazardovy véty je mozné vyjadrit M jako direktni limitu systému
konecné generovanych volnych modulti. Vzhledem ke spocetné generovanosti lze
tento systém volit spocetny. Oznacme zvoleny systém (M;, f;;), indexova mnozina
je I. Bud

0—+A—=B—-C—=0

exaktni posloupnost. Nyni staci ukézat, ze funktor Hom(M,—) exaktnost této
posloupnosti zachovava. Vzhledem k tomu, ze moduly M; jsou volné a tedy pro-
jektivni, je nutné posloupnost

0 — Hom(M;,A) — Hom(M,;,B) — Hom(M;,C) — 0

exaktni pro kazdé ¢ € I. Protoze M je Mittag-Lefflertiv, je Hom(M;,A) Mittag-
Lefflertiv inverzni systém a podle Tvrzeni [7.3] je exaktni i posloupnost

0— l’ngom(Mi,A) — l'ngom(]\/[i,B) — l'ngom(Mi,C) — 0.

el el el

Konecné pro libovolny modul N je lim, Hom(M;,N) = Hom(M,N) pfirozenym
izomorfismem a posloupnost

0 — Hom(M,A) - Hom(M,B) — Hom(M,C) — 0

je exaktni a modul M je projektivni.

Véta 8.7. Bud P modul nad okruhem R. Potom P je projektivni pravé tehdy,
jsou-li splnény nasledujici podminky.

(i) Modul P je plochy.
(ii) Modul P je Mittag-Leffleriv.

(iii) Modul P je direktni sumou spocetné generovaniych moduli.

Diikaz. Je-li P projektivni, je direktnim séitancem ve volném modulu. Volné
moduly jsou jak ploché, tak Mittag-Lefflerovy, jak bylo dokazano v prislusnych
kapitolach, a tyto vlastnosti prechazeji na direktni sc¢itance. Konecné fakt, ze
projektivni moduly jsou direktnimi sumami spocetné generovanych moduli je
zavérem Kaplanského véty.

Nyni dokazme opac¢nou implikaci. Modul P se podle predpokladu rozklada na
direktni sumu spocetné generovanych modult. Vlastnost byti plochym a Mittag-
Lefflerovym modulem se prendsi na direktni s¢itance. Podle Lemmatu jsou
tyto sc¢itance projektivnimi moduly, ovsem potom i P je projektivni.

]
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8.2 Zuzovani a rozsirovani projektivity

V této casti koneéné ukazeme, ze je projektivita moduli AD-vlastnosti.
Vsechny okruhy v této ¢asti jsou komutativni.

Ukazme nejprve, ze projektivita kompatibilni s direktnim souc¢inem okruht ve
smyslu Definice [6.11]

Tvrzeni 8.8. Projektivita je kompatibilni s konecnymi direktnimi souciny okruhai.

Diikaz. Bud n prirozené cislo a méjme pro 1 < ¢ < n okruh R; a projektivni R;-
modul M;. Potom nalezneme R;-modul C; a kardinél x; takové, ze M;HC; = RZ@’”.
Oznacme x maximum z k; pro 1 <7 <n. Potom pro kazdé 1 <7 < n nalezneme
modul C! takovy, ze M; ® C{ = RP". K dokonceni ditkazu staci nahlédnout, Ze

II Mme [ Ci=(]] R)®
1<i<n 1<i<n 1<i<n
Vsechny moduly M;, C; a okruhy R; maji strukturu [[;<,;<, ;-modulu a konecné

direktni produkty jsou izomorfni direktnim sumam, hledany izomorfismus tedy
vyplyva z izomorfismu

B Mo PP Maoch= P R=(P R

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
O

Zuzovani projektivity je rychlym dusledkem vlastnosti tenzorového soucinu.

Véta 8.9. Bud R — S okruhovy homomorfismus a P projektivni R-modul. Potom
P ®gr S je projektivni S-modul.

Dikaz. Modul P je direktnim sc¢itancem ve volném modulu, existuje tedy volny
modul ' a modul C takové ze F = P& C. Vzhledem k tomu, zZe tenzorovy soucin
komutuje s direktnimi sumami, mame uz P ®r S ® C ®r S = F ®r S kde navic
F ®pg S je volny S-modul. S-modul P ®g S je tedy projektivni.

O

Rozsitovani projektivity se nejprve snadno ukaze pro moduly spocetné genero-
vané, nebof spocetna generovanost se na rozdil od Kaplanského rozkladu rozsiruje
po vérné plochych okruhovych homomorfismech.

Lemma 8.10. Bud R — S plochy okruhovy homomorfismus a P bud R-modul.
Potom je-li S-modul P ®r S spocetnée generovany a projektivni, je P spocetné
generovany projektivni R-modul.

Diikaz. Podle Tvrzeni je jiz P plochy a Mittag-Leffleriv. Ukazeme-li, ze je
spocetné generovany, je uz podle Lemmatu [8.6]1 projektivni a dikaz je dokoncen.
Diky spocetné generovanosti modulu P ®g S mame exaktni posloupnost

S - P®pS —0,
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kde navic S = R®¥®pr S. Podle vérné plochosti homomorfismu R — S je ovSem
exaktni i posloupnost
R®™ — P — 0.

Odtud plyne, ze modul P je spocetné generovany.
]

Diikaz rozsitovani pro obecny projektivni modul provedeme pomoci metody
dévissage. V modulu, jehoz projektivitu zkoumame zkonstruujeme nejprve sys-
tém podmoduli se specidlnimi vlastnostmi, které ndm umozni tento modul poté
rozlozit jako direktni sumu spocetné generovanych podmoduli. Ke konstrukci
tohoto systému vyuzijeme pomocné lemma.

Lemma 8.11. Bud R — S okruhovy homomorfismus. Méjme ddle R-modul M
takovy, Ze M @pr S = @;c; Q: pro néjaky systém spocetne generovanych S-moduli
{Qi;i € I}. Bud N C M spocetné generovanyj podmodul. Potom existuje spocetné
generovany podmodul N' C M takovy, Ze N C N' a (v ®pg idg)(N') = @jcp Qs
pro néjakou podmnoZinu I' C I, kde v je vnoreni N' C M.

Dikaz. Oznacme N = Ny a indukei sestrojme rostouci posloupnost spocetné
generovanych modula N; pro [ prirozené, které splnuji nasledujici podminku. Je-
i m((v ®pids)(N;)) # 0, kde 7; je kanonickd projekce M ®r S — @; a vy
je vnoteni N; C M, potom uZ @Q; C (v41 ®p idg)(Ny1). Oznacme [ = {i €
I; mi((v ®gids)(N;)) # 0}. Protoze N; je spocetné generovany modul, je I
opét spocetnd a stejné tak je spoCetné generovany modul @;c;, Qs € M ®g S.
Uvazujme néjakou mnozinu jeho generatori {Z?i:l mi;®i;;J € J} indexovanou
spocetnou mnozinu J. Potom zvolme za N,y podmodul M generovany prvky m;
a prvky modulu N;. Potom jisté Q; C (41 ®g idg)(Niy1) pro kazdé i € I;.
Konecné vezméme N’ = Uiy Ny @ I' = Ujen I; Snadno se ovéri, ze (v Qg
idg)(N') = @ycr Q.
]

Véta 8.12. Bud R — S plochy okruhovy homomorfismus a P bud R-modul.
Potom je-li P ®r S projektivni S-modul, je P projektivni R-modul.

Dukaz. Uz vime, ze je modul P plochy a Mittag-Leffleriv. Staci tedy ukazat,
ze jej lze rozlozit na direktni sumu spocetné generovanych podmoduli. Podle
Kaplanského véty je P ®@p S = @Pie; Qi, kde {Qi;1 € I} je systém spocetné
generovanych projektivnich podmodulii.

Sestrojime posloupnost moduli M, C P tak, ze M, ®r S = @, Q; pro
néjakou podmnozinu I’ C I. Pfipomenme, ze pro M, C P je skutetné M,®zS C
P ®gr S, nebot S je jako R-modul plochy a predchozi pozadavek ma smysl.

Zvolme nyni na P dobré usporadani. Nyni transfinitni indukci sestrojime
modul M, pro kazdy ordinal « nasledovné. Budiz My, = 0. Je-li § limitni or-
dinal, budiz Mg = Uy<p Ma. Je-li M, jiz definovan, sestrojime My, nasle-
dovné. Je-li jiz M, = P, polozme i M,,; = P. Jinak bud m € P nejmensi
prvek mimo M, vzhledem ke zvolenému dobrému uspotadani. Uvazujme nyni
m + M, € P/M,. Plati P/M, ®r S = (P ®r S)/(M, &g S), nebot S je plochy
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R-modul. Navic podle indukéniho predpokladu je M, ®r S = @;cp @i a tedy
(P®RrS)/(My®rS) = @i Qi, kde I" =T\ I'.

Podle Lemmatu existuje spocetné generovany podmodul N, C P/M,
takovy, ze m + M, € N, a (C ®gids)(N,) = Djcs Qi pro néjakou podmnozinu
J C I". Vzhledem k plochosti S jako R-modulu je ovsem (C ®pgidg)(N,) =
N, ®r S. Modul N, ®r S je tedy coby direktni soucet projektivnich modult
projektivni a je spocetné generovany. Podle Lemmatu je N, projektivni.

Za M1 zvolme vzor N, pii kanonické projekci. Potom M,.1/M, = N, je
projektivni. Kratka exaktni posloupnost 0 — M, — My — My11/M, — 0 se
tedy Stépi a Myy1/M, je v.- My, direktnim séitancem.

Dokazme nyni, ze pro libovolny ordindl v uz je M, = @, Mqi1/M,. Pou-
zijeme transfinitni indukci. Af 8 + 1 je ordindl a plati Mg = @, M. Potom
oviem Mg1 = Mpy1 /Mg ® @ocs Mat1/Ma = Bacpin Mat1/Ma.

Bud déle ~ limitni ordindl a pro kazdé 8 < v plat Mz = @, Moy1/My. Z
konstrukee vime, ze M, = Uy<, My. Odtud jisté pro kazdé a < v uz Myy1/M, je
izomorfni podmodulu M., nebot je uz izomorfni podmodulu modulu M, € M,.
Navic jisté M, = >, May1/M,. Dale pro spor predpokladejme, Ze pro né&jaké
a < 7y je primik Moy1/MoNY 0z Mari1/ My netrividlni. Existuje tedy néjaky
prvek 0 # m € M,y1/M,, prirozené ¢islo n, ordindly ay,...q, < v a prvky
0 # m; € My, 11/M,, takové, ze m = >i<n M. Potom ovSem mame jiz netrivialni
prinik Moy 1/Mo N Yo s0<p Mo, kde  je maximum z hodnot o, ay, ..., a,. To
je ovSem spor s indukénim pfedpokladem, nebot Mgz = @, 5 Mas1/M,. Tedy
prinik Mo 1 /Mo N0 zar<ny Mosp1/Mys je pro libovolné a <+ trividlni. Tak jsme
dokazali, Ze My = @,y May1/M,.

Konecné existuje jisté ordindl x takovy, ze M, = P, nebot jsme kazdy prvek
x € P pridali nejpozdéji v modulu M,, kde « je poradi prvku x vzhledem k fi-
xovaném dobrému usporadani na P. Potom P = @, ... M,.+1/M, a jako direktni
suma projektivnich moduli je projektivni.

O

Timto jsme dokézali, ze projektivita modula je AD-vlastnosti. Mtzeme nyni
dokazat zaver této prace

Tvrzeni 8.13. Projektivita je lokdlni viastnost moduli.

Diikaz. Podle Véty a Véty [8.9] je projektivita AD-vlastnost. Podle Tvrzeni
6.13] je tedy lokalni vlastnosti moduli.
O
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Zaver

V této praci jsme prezentovali diikaz faktu, ze projektivita je lokdlni vlastnosti
modulti a Grothendieckiv problém zminény v ivodu tedy mé pozitivni feseni. V
dikazu jsme vyuzili charakterizaci projektivnich modult jako plochych Mittag-
Lefflerovych modulti, které lze rozlozit na direktni sumu spocetné generovanych
modulu a fakt, ze tyto vlastnosti se zuzuji po okruhovych homomorfismech a
rozsituji po plochych okruhovych homomorfismech.

Diilezita byla pro praci skutecnost, ze AD-vlastnosti jsou jiz ve smyslu Definice
lokélni (Tvrzeni . Jinym pojmem, z né&jz jiz plynula lokalita vlastnosti,
byl pojem silné lokality. Ten nabizel alternativni dikaz faktu, ze plochost modulti
je lokalni vlastnost. To, zZe je plochost AD-vlastnosti bylo vSak nezbytné pro dalsi
dikazy. Bylo by zajimavé najit presny vztah mezi pojmy AD-vlastnosti a silné
lokalnich vlastnosti.

Je také zajimavé nahlédnout, jak rtzné vlastnosti ovliviiuji vérné ploché roz-
sitovani jinych vlastnosti. Ze tii vlastnosti charakterizujicich projektivni moduly
jsme pouze pro plochost dokazali, ze se rozsituje po vérné plochych okruhovych
homomorfismech. Z uvedenych dikazu potom plyne pouze, Ze se vlastnost byti
Mittag-Lefflerovym modulem rozsiruje za pritomnosti plochosti a Kaplanského
rozklad za pritomnosti projektivity.

Zajem o nekonec¢né dimenzionalni vektorové bandly v nedavné dobé ozivil ¢la-
nek Vladimira Drinfelda [I]. Technika dévissage byla zobecnéna napiiklad pro
studium Drinfeldovych vektorovych bandli v [2] a lokalné vychylujicich kvaziko-
herentnich svazku v [6].
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