Sbirka reSenych uloh

Nabita palobruc

Uloha é&islo: 2008

Pfimou integraci urcete elektrickou intenzitu a potencial na ose pllobruce o poloméru R, ktera je
homogenné nabita linearni hustotou A. Ovéfte vztah mezi elektrickou intenzitou a potencidlem.

Pozn. osou piilobruce je myslena osa pomyskné celé obruce.

Podobnost s tilohou o nabité obruci

Uloha o nabité ptilobru¢i je velmi podobné tloze Nabit4 obrué.

Napovéda - elektricka intenzita

Kladny bodovy naboj @ vytvari ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

1@

 Ameg 42

Vektor intenzity E mfif{ smérem od naboje, pokud je @ kladny. V opa¢ném piipadé mifi k néboji.

Zamyslete se nad tim, jak bychom tohoto poznatku mohli vyuzit v této 1loze.

Reseni napovédy

Ptlobrué rozdélime na malé kousky, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovou intenzitu

ziskdme ,seCtenim® (pfesnéji integrovanim) pfispévki od vsech téchto malych kouski.

Rozbor - elektricka intenzita

Nejprve si celou situaci nakreslime do kartézskych soufadnic. Osa piilobruce bude splyvat
s osou z a pilobruc¢ bude lezet v roviné zy. Do obrazku si vyznacime také dvé z cylindrickych

soufadnic a a z. Cylindrickou soufadnici p nebudeme potfebovat, jelikoz ma piilobru¢ konstantni
polomér R.




X
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Reseni - elektricka intenzita

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

1 Q

dmeg 12

Je-li piilobru¢ nabita s linedrni hustotou A, potom mé niaboj na nekone¢né malém kousku obruce
d! velikost:

dQ = Adl,
kde dl = Rda (viz yypocet délky kruhového oblouku v radidnech).
Potom
dQ = ARda,
a tudiz velikost intenzity od jednoho kousku obruce je

1 dQ _ _1 AR
T Amey 2 dmeg p2

Nyni se zaméfme na smér intenzity. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze ptilobruc je
nabité kladné.

(1)
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7 pravouhlého trojihelniku potom mutzeme vyjadfit slozku elektrické intenzity dE, pomoci funkce

kosinus.
dE, = dEcosw. (2)

Jelikoz jsou pravoihlé trojihelniky vyznacené na obrazku podobné (podle véty uu), mizeme zapsat

Z
cosw = —,
r
a z Pythagorovy véty vime
r? =2 + R?, (3)
tudiz mizeme kosinus vyjadfit jako
COSW = . (4)

NeEe
Spojenim (1),(2).(3), a (4), dostaneme

1 ARz
" Tneg (2 + REP

dE, da,

coz zintegrujeme podél celého obvodu piilkruznice, tj. budeme integrovat ptes tihel o

1 ARz
Ez - /C; 41'TE|:| (zz n R2)3;{2 do

Vzdélenosti R a z nezavisi na thlu «, proto je miizeme z integralu vytknout

B, — 1 ARz /' do
4meg (22_|_R2)3;’2 0

Po zintegrovani dostavame




B - 1 ARz
27 de (22+R2)3,/2'

Abychom mohli uréit zbyvajici dvé slozky elektrické intenzity, vyjadiime nejprve analogicky

horizontalni slozku intenzity Ej.
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7 pravouhlého trojihelnika je patrné, ze
dE, = dEsinw. (5)
Jiz vime, Ze jsou trojihelniky podobné podle véty uu, mizeme proto vyjadiit sinus jako
sinw = )

pridame-li poznatek z Pythagorovy véty (3), dostaneme

sinw = R (6)

NCES
Spojenim (1),(3).(3). a (6). dostaneme

1 AR?

dEﬁ = 47{50 (22 n R2 )3{2 dO:,

Nyni se zaméfime na vyjadreni slozek E, a E,. Pro lepsi nadzornost si celou situaci promitneme do

roviny xy.
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7 pravouhlého trojihelnika je zjevné, ze
dE, = dEsina,
dE, = dEjcosa.
Zaénéme nejdiive s dE,,

1 AR?
" A4re (22 + R2)3/2

dE, sinada,

coz opét zintegrujeme podél celého obvodu piilkruznice, tj. budeme integrovat pfes thel o

"1 AR?
E, _‘/0. Ine (z2+R2)3{231nada.

Vzdélenosti R a z nezavisi na thlu «, proto je miizeme z integralu vytknout

1 AR? i
E, = Ines (z2+R2)3f(2fu sinada,
1 AR?

= —cosal’
Y 47"6{] {zz + R2)3,r’2 [ ]D‘

tedy

1 AR?
 2mey (22 + R2)32

y

Nyni vypocitame dE,




1 AR?
 4mey (22 + R2)32

dE, cosada,

coz zintegrujeme podél celého obvodu piilkruznice, tj. budeme integrovat pfes 1ihel o

m™ 1 2
E. =f AR cosada.
o 4mey (22 + R2)3/2

Vzdalenosti R a z nezavisi na thlu «, proto je mizeme z integralu vytknout

2 T
E, = 1 AR / cosada,
411.'60 (zz EE R? )3;"2 0
1 AR?

— 3 ™
T — 471'60 (22 + R2)3,'"2 [S]IlO.’]U,

E,=0.

coz nas vzhledem k symetrii pilkruznice nepiekvapuje.

Napovéda - potencial

Analogicky jako pfi vypoctu elektrické intenzity vyuzijeme vztahu pro potencial bodového naboje.
Potencial bodového naboje ve vzdalenosti r je

1 Q

dmey T

Vymyslete, jak vztahu vyuzit pro vypocet potencidlu na ose piilobruce.

Reseni napovédy

Pilobrué¢ rozdélime na malé kousky, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovy potencial

ziskdme ,seCtenim” (pfesnéji integrovanim) vSech prispévki od téchto malych kouskd.

Rozbor - potencial

Nejprve si celou situaci nakreslime do kartézskych soufadnic. Osa piilobruce bude splyvat
s osou z a piilobrué bude leZet v roviné zy. Do obrazku si vyznacime také dvé z cylindrickych

soufadnic a a z. Cylindrickou soufadnici p nebudeme potfebovat, jelikoz ma piilobru¢ konstantni
polomér R.




X
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Reseni - potencial

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r potencial

1 Q

dmey T

Zamétime-li se na jednu malou éast pllobruée, pak potencial od této ¢asti v daném misté na ose
pulobruce je

1 d@
! (8)

dmey T

de

a jelikoz je pililobrué nabita s linearni hustotou A, pak
dQ = Adl.

Vyuzijeme-li navic poznatku dl = Rda, pak dostaneme

dQ = ARde. 9)
Z (8).a (9) dostaneme
1 AR
dyp = Tre, Tda‘ (10)

Nyni se zaméfime na vyjadieni vzdalenosti r pomoci parametrii plilobruce a vzdalenosti z.




http:/ /reseneulohy.cz/

7 pravouhlého trojithelnika na obrazku miizeme z Pythagorovy véty vyjadtit
r=+/2"+R". (11)

Spojime-li (10) a (11) dostaneme

1 AR

= — T _da,
o TR

coz zintegrujeme podél celého obvodu piilkruznice, tj. budeme integrovat ptes tihel o

dp

3 1 AR
= | i1 =) 2da'
-3 € 22+ R

Vzdélenosti R a z nezavisi na ihlu a, proto je mizeme z integralu vytknout

1 AR f%da

dmey /22 L R? -z ’
1 AR H;

p=gT—— | ,
dmey /22 L R?

1 AR

p=g—
dey /2 + R?

Pozn. potencial na ose z nabité pilobruce, je polovinou potencialu nabité obruce (srovnani Nabitd

I
2

obrué, Refeni ¢)). Tato vlastnost plati obecné&, je to zpiisobeno tim, Ze potencial je skaldrni funkce.

Napovéda - ovéreni vztahu

Potencial a elektrickou intenzitu ndm dava do vztahu jedna z rovnosti, ve které vystupuje
matematicky operitor gradient.
Zkuste si vzpomenout, popiipadé najit o jaky vztah se jedni. Piipomeiite si, co gradient znamend, a

jak se poéita (v kartézskych soufadnicich).

Reseni napovédy

Pro potencial a elektrickou intenzitu plati:

E=— grad .




Vysledkem operatoru gradient je vektor, ktery udava smér, ve kterém potencial ¢ nejvice roste.
Elektricks intenzita E tedy mifi smérem, ve kterém elektricky potencial nejrychleji klesa (ve

vztahu je znaménko minus).
V kartézskych soufadnicich se gradient poéita podle vztahu:

af of af)‘

grad f = (gsa,g

Pro ovéteni obraceného vztahu vyuzijeme

B_' -
(pz—f E-dr,
A

kde integrace probiha z mista A, kde jsme zvolili nulovou hodnotu potencialu, do mista B, kde

hodnotu potencidlu urc¢ujeme.

Regeni - ovéfeni vztahu

Méame ovérit, zda plati vztah zminény v feSeni napovédy

E=-— grad .
Ovéfeni mizeme provést jen pro body na ose pilobruce a jen pro z-ovou slozku, protoze v ¢asti b)
jsme urcili pouze zavislost potencidlu na soutfadnici z.
Potencial na ose ptilbruce je

o= 1 AR
de0 /2 L RZ
Slozka gradientu potencialu do osy z je
dp 11 AR 9y — 1 ARz

coz dava ztovou slozku elelktrické intenzity E, ve stejném tvaru jako pfimy vypocet v ¢asti a)

1 ARz

b @ myr

Nyni jesté ovéfime, zda plati obraceny vztah

p = —/ E.dz,
o0

kde integrujeme podél osy zz ,nekonecna“, kde je potencial roven nule, do mista se soufadnici z.

Dosadime-li vypoéitanou hodnotu E,, dostaneme

__fz 1 _ MR
T @Ry

AR [* 2
p=—=

—_—dz
teo J (22 + R2)2

Integral budeme fesit pomoci substituce, pouzijeme substituci:




2zdz = da,
zZ—00=a— 00 ; z=3%=a=3+R.
=2 o
AR z +R 1
o=l

AR[ 1 P *#

T 4e [auz]
Po dosazeni mezi dostavame
AR 11 o
4eg (R? + 22)1,12 4eg R+ 32

Jelikoz z je libovolny bod na ose z muzeme pfeznacit jeho soufadnici na z

AR 1 1 AR

doo (R +22)2 e JR 122

¢imz dostaneme ocekavany vyraz.

Odpoveéd’

Elektrickd intenzita na ose homogenné nabité piilobruce

E — L ARz
© dey (22 4+ R2)32
1 AR?

Y 2rme (22 +R2)3f’2'

E, =0.
Potencidl na ose homogenné nabité ptilobruce
_ 1 _AR
P /22 f 2

Dale jsme ovérili pro body na ose obruce platnost vztahu mezi Ea Q.

Grafy priibéhu elektrické intenzity a potencialu

Na nésledujicich obrazcich si mizeme prohlédnout pribéhy zavislosti elektrické intenzity a potencidlu
na vzdalenosti z od stiedu ptlobrude.




A
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Ctvrtkruznice a oblouk o Ghlu B

CtvrtkruZnice

Vypocet elektrické intenzity a potencidlu na ose z jsme délali pro ptlkruznici. Ukazme si, jak by to
dopadlo s ¢tvrtkruznici.




Pro ptllkruznici jsme odvodili nasledujici vztahy

B, = 1 ARz / da,
Ineo (2 + B2 Jo

1 2 T
E, = AR / sinada,
47(60 (z2 + RZ )3;‘2 0

2 T
E, = ! AR f cosada.
dmey (22 + R?)*2 Jo

U étvrtkruznice bude zména pouze v mezich integrali.
£
B, — 1 ARz f 2 da,
4meg (22 + R2)3;‘2 0

P

1 AR? 7 ad
Y dmey (22 + R2)32 Jo e

T

1 AR?

E, = f ? cosada.
dmey (22 + R?)32 Jo

Po zintegrovani dostaneme

gL AR
‘T 8a 2+ R

1 AR?
4?76(] (22 + RZ)S;"Q !

E, =

1 AR?
47rey (zz + R2)312'

4

Obdobné pro potencial ptlkruznice jsme odvodili

1

_ L/ﬂda
¥ ey /2 + R2 Jo '

U ¢&tvrtkruznice bude zména pouze v mezich integralu.

1 )R / 7
w= —_— da.
drey /2 T R? Jo
Po zintegrovani dostaneme

AR

1
¥~ Be /2 f R2
Oblouk o thlu g8

Opét vyuzijme vysledki, které jsme odvodili. Konkrétni tthel v mezich integrall nyni nahradime
obecnym tihlem 8.

1 ARz A
E,= de,
° dmey (22 + R?)3? /u “

2 8
E, = ! AR / sinada,
dmey (22 + R?)32 Jo




1 AR? s
E, = Treo (z2+R2)3f2/o cosada,

8
oo L AR fda.
0

4meg V2 + R

Po zintegrovani dostaneme

B ARz
T dweg (22 _,_Rz)sfz’

z

1 AR?
Y dmey (22 + R2)32

(—cosp+1),

1 AR? :
= sin 3,
4mey (ZZ 1 R2 )3,:"2

T

B AR
o=

T dre /22 1 R? )

Komentar - zavislost na velikosti ahlu B

Srovname-li z slozku elektrické intenzity ptlkruznice, ¢tvrtkruznice a oblouku o 1hlu 8, mizeme si
viimnout, Ze je tato slozka elektrické intenzity imérna velikosti oblouku. V pfipadé ptlkruzince je

B == a tvrtkruznice 8= 3.

Pulkruznice
1 ARz
E, = ——
4ep (22 + R2)3/2
CtvrtkruZnice
1 ARz
E

*7 B (24 RV
Oblouk o tihlu 3

B ARz
" dme (22 +R2)3;2'

z

Srovnanim potencialii dojdeme ke stejnému zavéru.

Pulkruznice
_ 1R

o J7iR
CtvrtkruZnice

860 / 22 + R2 .
Oblouk o 1hlu g

B AR

@

Cdme /2 1 Rp?

U z a y slozky elektrické intenzity tmeérnost velikosti oblouku neplati.




Potencidl a z slozka elektrické intenzity jsou timérné velikosti oblouku, ktery je nabit elektrickym
nabojem, jelikoz kazdy nabity ,kousicek” obruce pfispiva k celkové hodnoté stejné. Ale u z a y slozky
elektrické intenzity se prispévek k celkové hodnoté méni, pro nékteré casti obruce je kladny, pro
nékteré naopak zaporny, proto neni mozné, aby x a y slozka elektrické intenzity byly timérné velikosti
oblouku.

Aktualizovdno: 4. 10.

2017




Sbirka reSenych uloh

Nabita obruc
Uloha ¢&islo: 2004

V bodech na ose obruce o poloméru R, kterd je nabita linearni hustotou A, urete pfimou integraci
a) elektrickou intenzitu E,
b) potenciél ¢.

c¢) Ovéfte platnost vztahu mezi Ea P.

Napovéda a)

Kladny bodovy naboj @ vytvaii v misté o vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

1 Q

4?1‘60 1"2 '

E:

Vektor intenzity E mif{ smérem od naboje, pokud je @ kladny. V opa¢ném piipadé mifi k néboji.

Zamyslete se nad tim, jak bychom tohoto poznatku mohli vyuzit v této 1loze.

Reseni napovédy a)

Obru¢ rozdélime na malé kousky, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovou intenzitu

ziskdme ,seCtenim® (pfesnéji integrovanim) pfispévki od vsech téchto malych kouski.

Rozbor a)

Nejprve si celou situaci nakreslime do kartézskych soufadnic. Osa obruce bude splyvat s osou z a
obrué bude lezet v roviné zy.

Obru¢ rozdélime na malé ¢asti, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovou intenzitu
ziskdme zintegrovanim ptispévkil intenzit od jednotlivych kousk.
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Reseni a)

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r pole o intenzité

1 Q

 Ameg 2

Je-li obrué nabita s linedrni hustotou A, potom naboj d@ na nekoneéné malém kousku obruée dl ma

velikost:
dQ@ = \dl,

kde dl = Rdp (viz vypocet délky kruhového oblouku v radidnech).

Potom
dQ = ARdpB

a tudiz

1 d@ 1 AR
dE = 4mey ,._2 T dre ?d

(1)

Bez 1ijmy na obecnosti mtizeme predpoklddat, ze obruc je nabita kladné. Nyni se zaméfme na smér

vysledné intenzity. Vyuzijeme soumérnost obruce.
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7 obrazku je patrné, ze vysledny smér intenzity elektrického pole bude mit smér osy z, jelikoz z-ova
slozka elektrické intenzity od malého kousku obruce se odecte s z-ovou slozkou elektrické intenzity od
malého kousku obruce, ktery je symetricky (stfedové soumérny) s timto malym kouskem podle stfedu

obruce. Stejné tak bude y-ova slozka také nulova.

Pozn.: Pokud bychom si predstavili ptispévky k celkové intenzité od vSech kouski obruée, tak vyplni
povrch kuzele. Z toho je patrné, zZe jejich soucet bude mitit ve sméru osy obrucde, tj. bude mit
nenulovou pouze z-ovou slozku.

Nyni se vratime k rovnici (1):

ag = 2R

4?1'60 -r2

Do obrazku si zakreslime 1ihel o a elektrickou intenzitu promitneme do sméru z, neboli vyjadiime jeji

z-ovou slozku. Ostatni slozky elektrické intenzity nas nemusi zajimat, jelikoz z divodu symetrie se

vzajemné odectou (viz vyse).
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Je zfejmé, ze
dE, = cosadE. (2)

Pozn.: V tomto vztahu jiz vystupuje velikost intenzity E a velikost jeji slozky E,.

Oba pravotihlé trojihelniky jsou podobné (maji stejné 2 Ghly — pravy a a), tudiz mizeme vyjadrit

Z
cosq = —
T
a z Pythagorovy véty vime:
r? = R* + 27,
coz nam déva
z
COS (Y = = (3)

VR + 2

1 AR z

dE, = dg,
4meg 22 + R? /52 T R? Z
dE, — AR z dB,

dmeo | /(22 + R?)3

coz zintegrujeme podél celého obvodu kruznice, tj. integrovat budeme pres 1ihel 8

27
E, - f AR z dB.
471'60 {zz + R?)3

Vzdalenosti R a z nezaviseji na thlu 8, proto je mizeme z integralu vytknout

AR z /”’dﬂ
dmeo 2+ R2S Jo




Po zintegrovani dostavame

Tedy

F=(o00 22 —2__).
260 /(22 + R?)?

Napovéda b)

Analogicky jako v ¢asti a) vyuzijeme vztahu pro potencidl bodového naboje. Potencial bodového

naboje ve vzdilenosti r je

o =k—.
T

Vymyslete, jak vztahu vyuzit pro vipocet potencidlu na ose obruce.

Reseni napovédy b)

Obruc rozdélime na malé kousky, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovy potencial

ziskdme ,seCtenim® (presnéji integrovanim) vSech prispévkl od téchto malych kousk.

Rozbor b)

Podobné jako v a) si celou situaci nakreslime do kartézskych soufadnic. Osa obruce bude splyvat s

osou z a obru¢ bude lezet v roviné xzy.

Obru¢ rozdélime na malé ¢asti, které se budou chovat jako bodové naboje. Pak vyuzijeme poznatku
z napoveédy b).
L 3

p

X
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Reseni b)

Bodovy niaboj @ vytvaii ve vzdalenost r potencial

Zamétime-li se na jednu malou ¢ast obruce, pak potencial od této ¢asti v daném misté na ose obruce

je




dQ
d(p—kT,

a jelikoz je obru¢ nabita s linedrni hustotou A, pak
dQ = Adl.

Vyuzijeme-li navic poznatku dl = RdB, pak dostaneme

dQ = ARdB.
Z (4).a(3)
dp = k% dg.

Nyni se zaméfime na vyjadieni vzdalenosti r pomoci parametrii obruce a vzdilenosti z.
"

e
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7 pravouhlého trojihelniku na obrazku, vyjaddiime r vyuzitim Pythagorovy véty

r =4/ R% + 2.
Spojenim (6). a (7). dostaneme

dp = k2.

,‘,.-"R2 +22

Protoze potenciél je skalarni veli¢ina, neni tfeba se zabyvat jeho smérem a mizZeme rovnou

zintegrovat jednotlivé prispévky:

27
AR
o= [ k—=——dp,
0 vV R? + 22
A 27
¢ = k_R ds,
VRE+22 o
p= kLZN,

VR + 22
tedy

AR

1
$= 20 /R? + 22

(5)




Napovéda c)

Potencial a elektrickou intenzitu spojuje vztah, ve kterém vystupuje matematicky operator gradient.

Zkuste si vzpomenout, popfipadé najit o jaky vztah se jedni. Pfipomente si, co gradient znamend a

jak se poéita (v kartézskych soufadnicich).

Reseni napovédy c)

Pro potencial a elektrickou intenzitu plati:
E=-— grad .

Vysledkem operdtoru gradient je vektor, ktery udava smér, ve kterém potencial ¢ nejrychleji roste.
Elektrick4 intenzita E tedy mifi smérem, ve kterém elektricky potencial nejrychleji klesa (ve

vztahu je znaménko minus).
V kartézskych soutadnicich se gradient funkce f poc¢ita podle vztahu:

af of 6‘f)

grad f = (a:a:g

Pro ovéteni obraceného vztahu vyuzijeme

B-' —
(p:_f E'd’f'r
A

kde integrace probiha z mista A, kde jsme zvolili nulovou hodnotu potencialu, do mista B, kde

hodnotu potencidlu urc¢ujeme.

Reseni c)

Mame ovefit, zda plati vztah zminény v FeSeni nadpovédy c), tj. vztah
E=- grad .

Ovéfeni muzeme provést jen pro body na ose obruce a jen pro z-ovou slozku, protoze v ¢asti b) jsme
uréili pouze potencidl na ose z. Pro ztovou slozku elektrické intenzity v bodech osy obruce by mélo
platit E, = _Z"'—;. Spoc¢téme tedy uvedenou derivaci.

Qo AR pi__ L, MRz
0z 2 2 SR 28 20 (Rt 223

Tedy

g M ___=

26 /(RZ + 22)3

coz je stejny vztah, jaky ndm vysel pfimou integraci v ¢asti a).

Nyni jesté ovéfime, zda plati obraceny vztah

p = —/ E,,dz.

Dosadime-li vypoé¢itanou hodnotu E, z ¢asti a), dostaneme




Konstanty vytkneme pfed integral
z.

q,__ﬁ/’?;d
2% Jx (& + 2P

Integral budeme fesit pomoci substituce,

a=R+ z2,
da = 2zdz
a prepocitame meze:
Z—00=a— 00 ; z=%=a=R+3
AR [E+T
T % e 202
Spocteme integral
AR[ 1 1%+
°= 3 .
a dosadime meze
MR 1

T 26 (R? + 3%)1/2 '
Jelikoz z je libovolny bod na ose z muzeme napsat

_AM_ 1
7 % (R )

coz je stejny vztah, jaky ndm vysel pfimou integraci v ¢asti b).

Grafy priibéhu elektrické intenzity a potencialu

Na nésledujicich obrazcich si mizeme prohlédnout pribéhy zavislosti elektrické intenzity a potencidlu

na vzdalenosti z od stfedu obruce.

E"
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M}

Odpoveéd’

Velikost elektrické intenzity na ose homogené nabité obruce je
AR
o . —
260 /(22 + R?)?
intenzita mif{ ve sméru osy z
Potencial na ose homogené nabité obruce ma velikost

1 AR
=5

% Rt

Déle jsme pro body na ose obrude ovéfili platnost vztahu mezi Ea ®.

Analogicka aloha

Analogickou tlohou je tiloha Nabitd pulobrué.

Aktualizovdno: 23. 8. 2017




Sbirka reSenych uloh

Nabita kruhova deska
Uloha ¢&islo: 2007

Piimou integraci urcete elektrickou intenzitu a potencial na ose kruhového disku o poloméru R, ktery

je homogenné nabity plo$nou hustotou o. Ovéite vztah mezi elektrickou intenzitou a potencidlem.

Napovéda - elektricka intenzita

Kladny bodovy naboj @ vytvari ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

__1 @
 Ameg 42

Vektor intenzity E mif{ smérem od naboje, pokud je @ kladny. V opa¢ném piipadé mifi k néboji.

Zamyslete se nad tim, jak bychom tohoto poznatku mohli vyuzit v této 1loze.

Reseni napovédy

Kruhovy disk rozdélime na malé kousky (plosky dS), které se budou chovat jako bodové naboje.
Celkovou intenzitu ziskdme ,setenim* (presnéji integrovanim) pfispévki od vsech téchto malych
kouskil.

Rozbor - elektricka intenzita

Pro lepsi predstavu si celou situaci nakreslime do kartézskych souradnic. Do obrazku si vyznacime
také cylindrické soutadnice p,a, z.

Pozn. pro cylindrické soutadnice se standartné pouziva pismen r, ¢, z. Jelikoz se pismenem ¢
oznacuje elektricky potencial, s kterym budeme poéitat, bylo nutné 1ihel oznacit jinak.

A

7

o

Dle napovédy rozdélime disk na malé (infinitezimalni) plosky, které se budou chovat jako bodové
naboje.

Obsah nekoneéné malé plosky

Vztah pro vypocet obsahu nekoneéné malé plosky si odvodime z obrazku.




Pro nekoneéné malou plosku plati

dS = pdadp.

Reseni - elektricka intenzita

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

__1e
_471'60';-2.

Velikost elektrické intenzity od nekonecéné malé plosky dS

1 dQ
_411'6[) -rz.

Je-li disk nabit s plo$nou hustotou o, potom naboj na nekoneéné malém kousku disku dS je:

dQ = adS,
kde dS = pdadp viz pfedchozi oddil.
Potom dostavame
dQ@ = opdadp
a tudiz
dE — 1 deadp.
dmeg 2

Bez \ijmy na obecnosti miizeme pfedpokliddat, ze disk je nabit kladné. Nyni se zaméfime na smér

intenzity. Stejné jako v 1loze Nabitd obrué vyuzijeme soumeérnosti disku.




Y

] 1]
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7 obrazku je patrné, ze smér celkové intenzity elektrického pole bude mit smér osy z, jelikoz z-ova
slozka elektrické intenzity od plosky disku se odeéte s z-ovou slozkou elektrické intenzity plosky,
ktera je symetrickd (stfedové soumérna) s touto ploskou podle stfedu disku. Stejné tak bude y-ova
slozka celkové intenzity také nulova.

Nyni se vratime k rovnici (1).

V obrazku si oznacime tihel w a elektrickou intenzitu od jedné malé plosky promitneme do sméru z,

neboli vyjadiime jeji z-ovou slozku:

E, = Ecosw. (2)




Y

7 pravotihlosti spodniho Sedého trojihelniku dostaneme

F4
COSWw = —
T

a Pythagorova véta nam k tomu prida

= 1!,02 + 22,
coz dava

COsSWw = .
NET

1 opdadp z

dE, =
dmey p? + 22 + 22

bl

oz P

e = fres (2 1 22

dadp

coz zintegrujeme pies obsah celého disku, tj. budeme integrovat pfes p a «a

R 2
E, — / f 9z L dadp.
o Jo A4me (p? + 22)3/2

Veli¢iny o a z jsou nezévislé na integra¢nich proménnych p a a, tudiz je mizeme vytknout pfed

integral

R p2m
dmeg Jo Jo (0 +2%)%2

(3)




Nyni vyraz zintegrujeme pfes proménou «, jelikoz se ve vyrazu a nevyskytuje, integrujeme vlastné
konstantu

R
E, = 2= or / Ldp,
dmeg 0 (p%+ 22)3/2

oz (R p

E, = —_—dp
2¢0 Jo (p% + 22)32

Tento integral budeme fesit substituci:

a= ,o2 + z2,
da = 2pdp,
prepoéitame meze:
p=[]=\,-a,=z2; p=R=>ﬂ=22+R2,
a dosadime do puvodniho integralu
22+R?
1
B =22 da,
260 22 233'}2
2+R2
E, = 7z a,_3"2da,
dey [J,2
B= Z -], "
£ de 22 ’
o z o

Po tpravé dostavame:

o z
E,=—|1— ——|.
260( /R2+z2)

Vzdélenost z bereme jako kladnou, proto jesté doplnime absolutni hodnotu.

Napovéda - potencial

Analogicky jako v ¢asti a) vyuzijeme vztah pro potencial bodového naboje. Potencial bodového
naboje ve vzdilenosti r je

1 Q

dmeg T

Vymyslete, jak vztah vyuzit pro vypocet potencidlu na ose nabitého disku.

Reseni napovédy

Disk rozdélime na malé kousky, které se budou chovat jako bodové naboje. Celkovy potencial

ziskdme ,seCtenim® (pfesnéji integrovanim) pfispévki od vsech téchto malych kouski.




Rozbor - potencial

Podobné jako v a) si celou situaci nakreslime a pouzijeme kartézské soufadnice. Osa disku bude

splyvat s osou z a disk bude lezet v roviné zy.

Disk rozdélime na (nekone¢né) malé plosky, které se budou chovat jako bodové naboje. Pak
vyuzijeme poznatku z ndpovédy a potenciadl ziskame integraci piispévkl vSech plosek.

A

vd

o

Reseni - potencial

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r potencial

19
(’0_4‘?1'60 R.

Zaméiime-li se na malou plosku disku dS s nabojem d @, pak potencial dy od této plosky je

de = 4«16.] g' (4)
Jelikoz je disk nabit plo$nou hustotou o, mizeme napsat
dQ = odS.
Diky poznatku dS = pdadp (viz Rozbor — elektricka intenzita — obsah nekone¢né malé plosky),
dostaneme
dQ@ = opdadp. (5)
Spojenim (4), a (3), ziskdme
dy = 1 2dac dp. (6)
dmey T

Nyni se zaméfime na vyjadieni vzdalenosti r pomoci parametri disku a vzdalenosti 2




t

o

Aplikujeme Pythagorovu vétu na pravoihly trojihelnik na obrazku a vyjadfime r,

= \;‘pz + 22

Spojenim (6) a (7). ziskdme rovnici

dy = ! Ldadp,

 ne [T 2

coz zintegrujeme pies cely obsah disku, tj. budeme integrovat pies p a a.

2 R 1 ap
p = ————dpdg,
0 o 4meo 1/,oi + 22

k a o jsou konstanty, tudiz je miizeme vytknout pred integral.

1

2w R p
a ———
4dmeo fo £ N/

dpda,

integrovana funkce neni zavisla na o, proto mizeme pfes a jednoduse vyintegrovat:

R
0

Na vyfeseni tohoto integralu pouzijeme stejnou substituci jako v ¢asti a)

a=p2+z2.
Dosadime
da = 2pdp,
p=0=>a=2" ; p=R=a=R"+2"
o R%42? 4




a spocéteme

. 1 224+ R?
= {a?] , (*%)

Vzdalenost z bereme jako kladnou, proto jesté doplnime absolutni hodnotu.

wz;?o(m—w).

Napovéda - ovéreni vztahu mezi potencialem a elektrickou intenzitou

Potencial a elektrickou intenzitu ndm dava do vztahu jedna z rovnosti, ve které vystupuje
matematicky operitor gradient.
Zkuste si vzpomenout, popfipadé najit o jaky vztah se jedni. Pfipomente si, co gradient znamend a

jak se poéita (v kartézskych soufadnicich).

Reseni napovédy

Pro potencial a elektrickou intenzitu plati:
E=— grad .

Vysledkem operatoru gradient je vektor, ktery udava smeér, ve kterém potencial ¢ nejvice roste.
Elektrick4 intenzita E tedy mifi smérem, ve kterém elektricky potencial nejrychleji klesa (ve

vztahu je znaménko minus).
V kartézskych soufadnicich se gradient poéita podle vztahu:

of of af)

grad f = (a:a,a

Pro ovéreni obriceného vztahu vyuzijeme

B—'
rp:—/ E-dr,
A

kde integrace probiha z mista A, kde jsme zvolili nulovou hodnotu potencialu, do mista B, kde

hodnotu potencidlu urc¢ujeme.

Reseni - ovéFeni vztahu mezi potencidlem a elektrickou intenzitou

Mame ovefit, zda plati vztah zminény v feSeni napovédy c)
E = —grad .

Ovéfeni muzeme provést jen pro body na ose obruce a jen pro z-ovou slozku, protoze v ¢asti b) jsme

uréili pouze potencial na ose z.

1
% = —% (%(22 +R2)_?2z— 1) .




Tedy

o z
E=2(1-—2—
260( 1,/22+R2)

coz souhlasi s vypoétem.

Nyni jesté ovéfime, zda plati obraceny vztah

z
Q= —/ E.dz,
o0

kde integrujeme podél osy zz ,nekonecéna“, kde je potencial roven nule, do mista se soufadnici z.
Protoze intenzita m4 smér osy, miiZeme pouzit vztah E-dr = E,dz. Dosadime-li vztah pro E, z &asti

a), dostaneme
P f (1o —2_)a,
o 26 W R2 422

a z z
= —— 11— —— | dz
L4 2¢p Joo ( /Rz+zz)

=" 260( L R2+ZZ Z),

Zbyvajici integral budeme Fesit pomoci stejné substituce jako v predchozich ¢astech:
R+ 2% =
2zdz = da

- ~2
zZ—00=a— 00 ; z2=%=>a=3 +R%.

224R2
B 260 1% / 2. 1;2
2iR?
0= _2i ([z]z / —a_lffzda)

o 3 1 al/? i
=g [ = |31 : (8)

Hodnotu integralu nemtizeme dopocitat, jelikoz dostdviame neurcity vyraz oo — oo. Pfic¢inou potizi
bylo rozdéleni ptivodniho integralu na dva. Z toho divodu spoditame ptivodni integril nejprve jako

neurc¢ity a teprve potom dosadime meze do vysledného vyrazu.

Integral nebudeme pocitat cely znovu, vyuzijeme toho, co jsme jiz spocitali. Odstranime z vyrazu (8)
meze a dosadime do vysledku pouZitou substici a = R* + 2? (substituce), mame neurdity integral

spocitany

2 — = % (s (R + 22
/26{] (1 R2+22)dz e (z (R* + 2%) )+konstanta.




Do néj ted doplnime meze

. P N )
T T E )Y ~

Horni mez lze dosadit bez potizi, dosazeni spodni (nevlastni) meze znamena spoc¢itat limitu

. 2 2y
fimz— /(B +2) =

kterou rozsifime vyrazem z + y/R? + 22 dostaneme

22— (R +2%) —R?
=lim —— = =lim ———— =0
0 24 VR 422 T 24 \/RP+2?

Vysledkem dosazeni mezi je vyraz
= — —— > _— —_ = —— 2 “2 —_ >
%] e (2 VR +2° 0) e (WR +z z).

Jelikoz z je libovolny bod na ose z miizeme preznacit jeho soufadnici na z

o= (VR + 7 —2),

2¢p

¢imz dostaneme ocekavany vyraz.

Grafy priibéhu elektrické intenzity a potencialu

Na nasledujicich obrazcich si mizeme prohlédnout zavislosti elektrické intenzity a potencialu na

vzdalenosti z od stfedu disku.

Pozn. pii vykreslovani grafii je z brano jako kladné, jelikoz jde o vzdalenost.

E
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Pro z = 0 prochazime nabitou plochou. Potenciél je spojity, kdezto elektricka intenzita ma v tomto
bodé skok, jehoz velikost je %, coz je v souladu s teorii.

Komentar - alternativni reSeni s vyuzitim Glohy o obrudi

Elektrickou intenzitu a potencial na ose z homogenné nabitého disku mizeme také najit o néco

rychleji s vyuzitim vysledki tlohy Nabitd obrué.
Na ose homogenné nabité obruce o poloméru R je ve vzdalenosti z potenciél (viz Nabitd obruc,
Reseni b))
20 \/R? + 22
a elektricka intenzita (viz Nabitd obru¢, ReSenf a))
AR 2

E, = — ——.
T 2¢ /(22 + R2)3

Zactnéme potencidlem ¢. Predstavime si disk jako mnoho ,velmi tenkych“ (nekone¢né tenkych)
obruéi naskladanych do sebe. Plomér této obruce oznacime p a jeji tloustku dp. Vztah mezi plosnou
hustotou naboje disku ¢ a délkovou hustotou nidboje A nalezneme tieba pomoci vyjadieni celkového

naboje jedné obruce
Q@ = X - délka obrue = o - plochaobruée = A2mp=o02npdp = A= odp.

Pak mizeme napsat, ze prispévek k potencidlu dy od jedné nekonecné tenké

obruce o poloméru p je

dyp = 70

1
20 Pt 22

Zintegrujeme-li tento vyraz pres cely disk (nas¢itdme pfispévky od kazdé z obrudi, coz mizeme,

dp.

jelikoz je potencial skalarni veli¢ina), dostaneme vztah pro potencial homogenné nabitého disku

R op
= —_——dp.
0 26 /p? + 22




Po zintegrovani (vyuzijeme stejnou substituci jako v pfedeslych oddilech) dostaneme

gozziq)(m—z)‘

Nyni se zaméfime na velikost elektrické intenzity F. Jiz vime, Ze vysledny smér elektrické intenzity
na ose obruce mifi ve sméru jeji osy. Stejné jako pfi vypoctu potencialu si pomyslné ,roziezeme* disk
na jednotlivé obruce. Jednotlivé piispévky k elektrické intenzité od kazdé obruce mtzeme nascitat

(naintegrovat), jelikoz maji vSechny stejny smér (smér osy obrude).
Prispévek k elektrické intenzité dE, od jedné nekonec¢né tenké obruce o poloméru p bude
Ap z

—
2¢y /{2:2 +p?)® P

Zintegrujeme-li (opét stejnéa substituce) tento vyraz pres cely disk, dostaneme vztah pro elektrickou

intenzitu homogenné nabitého disku

R
Ez:/ 2 _gp= 2 (1- ———).
0 2€p /(zz + p2)3 2¢y (22 + R?)

Odpovéd’

Elektricka intenzita na ose homogenné nabitého disku na smér osy z a velikost

poZ (1o ).
2¢g /R2 ¥ 22
Potencial na ose homogenné nabitého disku

o= 5 (VI E —|2]).

Déle jsme pro body na ose obruce ovérili platnost vztahu mezi Ea ©.

Limitni prechod k nabité plose

Nyni zkusme uvazovat nekoneény polomeér disku. Vznikne homogené nabit4 rovina. Vyuzijme

dosavadnich vypoctil, pro uréeni intenzity a potencidlu ve vzdalenost z nad touto plochou.
Intenzita v okoli homogenné nabité roviny
Z predchozich vypocti vyuzijeme (viz (*))

2 2
_ oz o —1p) e
Ez - 460 [_2a ]22

Pokud R — 0, pak
o0
E, = ﬁ[_%—m]“" __ozf2 | __ez(, 2\_ o
4eg 22 4eg \/E 22 4eg z 2¢

Potenciil homogenné nabité roviny

Z ptedchozich vypocétu vyuzijeme (viz (**))




Pokud R — o0, pak

o [ l]m o ( )
= — 2 = m—(00 — 2Z) = 00.
14 2E|] 22 260

Po dosazeni mezi ndm vychazi potenciil nekonecny, protoze vypocet potenciidlu predpoklada nulovy
potencial v nekone¢nu, ale ndm do nekonecna zasahuje nabitd plocha. Abychom se potenciilu
dopocéitali, museli bychom zvolit jiny postup vypoctu, zde se omezime pouze na odkaz na tlohu, kde

je potencidl rovnomérné nabité roviny pocitan Pole rovnomérné nabité roviny.

Aktualizovdno: 18. 9. 2017




Sbirka reSenych uloh

Spojovani kondenzatora |
Uloha &islo: 2014

Kondenzatory jsou zapojeny dle obrazku. Urcete celkovou kapacitu zapojeni, napéti a naboje na
deskach jednotlivych kondenzatori pri zapojeni na napéti 100 V.

11

i
3

11 11 —

c, C,

+9Q

C.
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Nejprve pocitejte obecné, poté pro hodnoty C1 = C3 = 1pF, C; = C4 = 10 pF.

Napovéda - kapacita, napéti a naboj

Kapacita vyjadfuje schopnost vodi¢e uchovat elektricky naboj, pro dany kondenzéator (vodic) je
konstantni a je definovana jako

_Q
C—U,

kde @ néboj na kondenzatoru pii napéti U. Vice o kapacité si miizete piecist na Encyklopedie
fyziky M.
Vyhledejte si vztahy tykajici se kapacity, napéti a ndboje pro seriové a paralelné zapojené

kondenzatory.

Reseni napovédy - kapacita

Pfii paralelnim zapojeni kondenzatorii je celkova kapacita rovna souctu jednotlivych kapacit
C =C1+Cy+Cs.

Pti sériovém zapojeni je pfevracend hodnota celkové kapacity rovna souctu prevracenych hodnot

jednotlivych kapacit

Reseni napovédy - napéti a naboj

Pii sériovém zapojeni kondenzatori je na vSech kondenzatorech stejny nédboj. Napéti se v tomto

ptipadé scitaji
Q=01 =Q2=0Q;s
U=U,+U, +U;.

Napéti se rozdéli v obraceném poméru kapacit.




Pii paralelnim zapojeni se naboje na jednotlivich kondenzatorech séitaji. Napéti je na vSech

kondenzatorech stejné
Q=Q1+Q:2+Qs
U=U, =Uy, = Us.

Néaboj se rozdéli v poméru kapacit.

Rozbor

Paralelné zapojené kondenzatory miizeme nahradit jednim kondenzatorem s kapacitou, ktera je
rovna souctu kapacit na obou kondenzatorech. Tim ziskdme obvod jen se tfema sériové zapojenymi
kondenzatory. Pti sériovém zapojeni je prevracend hodnota celkové kapacity rovna souc¢tu

prevracenych hodnot kapacit jednotlivich kondenzatort. Tak uréime celkovou kapacitu.
Celkovy naboj je pfimo imérny celkové kapacité a celkovému napéti (tj. napéti na baterii).

Znéme-li napéti a celkovou kapacitu zapojeni, mizeme dopocitat celkovy naboj. Naboje na
kondenzatorech 1,2 a kondenzatoru 34 jsou rovny celkovému naboji, ze znalosti naboje a kapacity
kondenzatoru miizeme dopocitat napéti. Napéti na kondezatorech 3 a 4 je rovno napéti na

kondenzatoru 34, ze znalosti kapacity a napéti dopocitame naboj.

Reseni - kapacita

==

11 11 —

c, C,

+9Q

C.
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Pro vypocitani celkové kapacity vyuzijeme poznatkll z ndpovédy. Zaméfime se nejprve na paralelni
¢ast obvodu a kondenzatory C3, Cy nahradime kondenzatorem Cj4 (dle vztahu z napovédy).
e il il

1 2 14
http:/ /reseneulohy.cz/

C3y = C3 + Cy,
Css = 1 pF + 10 uF = 11 pF.

U sériové ¢asti postupujeme analogicky. Kondenzatory Cy, Cs, C34 nahradime kondenzatorem Cg.
Pro celkovou kapacitu plati:

1 1 1 1

Ce C: (O 0_34 ’
1 1 1 1

—_— = — — —_——
Cec (o] Cs C3+Cy

1 (C3+C4)Ca+ (C3+ Cy)C1L + C1 0,
Co C1C2(Cs + Cy) '

Coz po tpravé dava obecné FeSeni




_ C10,(C3 + Cy)
(03 + 04)02 + (03 + 04)01 + C1Cs '

Cc

Vyuzijeme-li, Ze v této tiloze specialné plati C; = C3 a Ca = Cy, ziskdme

_ C1C3(C1 + Cy)
(C1+ C3)Cy + (C1 + C2)CL + C1C2

Cc

vytkneme vyraz C; + C

o= C1C5(C1 + Cy)
(Ol + 02)2 + CCs
Dosadime zadané hodnoty

110 - (1 + 10)
C —_
(1+10)2 +1-10

tl

Cc = 0,84 pF.

Reseni - napéti a naboj

C1C3(C1+C2)

V predchozim oddile jsem spocetli celkovou kapacitu zapojeni Co = CCoioC,

= 0,84 pF.
Z definice kapacity C = & spotitime celkovy néboj

QC = CCUI

0102(01 + Cg)

Qe = (C1 1 C) + C1C;

Néboj na kondenzatorech Cy,Cy a Csq4 je stejny a je roven celkovému naboji Qc.

Qe =0Q1=Q2= Qs
7 definice kapacity dopoé¢teme napéti na jednotlivich kondenzatorech.

Kondenzator C;

C1C3(C1+Cy)
U — Q1 (ccac, Co(Ci+Cy)
1= — = =
(o} (& (C] + 02)2 + C1C,
Kondenzator C,
C1C3(C1+C3)
U Q2 (Cl+02)2+clcg O] (Cl + 02)
2 === = =
C, C, (C1+ C2)? + C1C,
Kondenzator Cj,
Q34
Usg = =
Cs4

7 predchozich vypocti vime, ze Cyy = C3+ Cy = C1 + Cs,




C105(C1+C3)
U (C1+C2) 4010 C10C;
4 p— f—
: C1+C; (C1 4 C2)? + C1C,

Ovérme jesté nase vypocty. Mélo by platit U = Uy 4+ Uy + Usy -

Leva strana = U.

Prava strana = Uy + Uy + Uy = Ca(C1 + Ca) U+ Gi(C1 1 C) U+ G0y U=
(01 + 02)2 + C1Cy (C] + 02)2 + C10y (C] + 02)2 + C1C,

U Cy(C1+Cy) +Ci(C1+Cy) +C1Cy 7 (C1+C2)* +CiCy
(C] + 02)2 + C1C, (Cl + 02)2 + C1C5

Levg strana = Prava strana.

Kondenzatory C; a Cy

Napéti na paralelné spojenych kondenzatorech je stejné, v nasem piipadé

U3 =Uy = Usy.
7 definice kapacity dopoéitime néaboj.
cic
Q3 — U3C3 — CICZ U | = 1v2
(C1+C3)% + C1C, (C1+Cy)? + C1C,
C.C?
Q4=UsCy = GiC, UcC, 2

(Cl + 6'2)2 + C1Cs B {Cl + 02)2 + C1Cs

Ucinme ovéreni nasich vypocti, mélo by platit Qs + Q4 = Q34 = Q¢-

C3C, C,C3 CiCy + C,C3

{01 + 02)2 + C1C, (Cl + 02)2 + C1C, (C]_ + 02)2 + C1Cy

Leva strana = Q3 + Q4 =

0102(01 + Cz}
(C1+ Cy)? 4 C1C,

0102(01 + Cz)
(C1+ Cy)2 +C1C,

Prava strana = Q34 = Q¢ =

Leva strana = Prava strana.

Dosazeni konkrétnich hodnot

Cy = C3=1puF, Cy = Cy = 10 uF, U = 100V.

C1Ca(C1 + C2) 110 (14 10) ‘
—0i—0,— U= 100 uC = 84 uC.
Qo =@1=0 (C1+C2)* 4 C1Cs (1+10)* +1-10 g 8
Cy(C1 +C 10 (1410
: 2(Cr+Cd) U+10) 100y =g4v.

T (Ci+ G+ CiC: . (1+10)2 +110

B Cl(cl-i-Cg) U— 1-(1+10)
PTG+ C? + 00, (1410)2 + 110

100V =84V.

Uy =Us=U; = GiCh U= 110 100V =76V.

(Cl -+ 02)2 + C1C, (1 + 10)2 +1-10




CIC, 12.10

= U =
Qs (C1+ C2)* + C1C (1+10)% +1-10

100 puC = 7,6 uC.

CiC3 u 1.102

U= o ia  Ar10ET110

-100 uC = 76 uC.

Odpoveéd’

Celkova kapacita zapojeni C = 0,84 pF.
Néboje a napéti na jednotlivych kondenzatorech:
Q1 =84uC U =84V Cy =1uF
Q:=84puC Uy=84V  C,=10uF
Q3 =T7,6puC U3=76V  C3=1uF

Q4 =76 pC U =76V  Cy=10uF

Komentar - vysledky

C,=1pF
Q,=76pC
U,=”i',6\.|'
C,= 10 pF s
Q,= 684 uC C,
u,=8av
o Il Il —ee
i i (l:l: e
C, 2
C,=1yF 1l
Q,= B4 pC 1
U, =84V Ca
C,= 10 pF
Q,=T6pC
B W=76V
http://reseneulohy.cz/

Kapacita kondenzatoru 4 je desetkrat vétsi nez kapacita kondenzatoru 3, srovname-li ndboje, vidime,
ze se naboj rozdélil v poméru kapacit (ndboj na 4 je desetkrat vétsi nez na 3). Obdobné kondenzator
2 ma desetkrat vétsi kapacitu nez kondenzator 1, srovname-li napéti, vidime, ze se rozdélilo v
opatném poméru kapacit (napéti na 2 je desetkrat mensi nez na 1).

Aktualizovdno: 29. 3. 2018




Sbhirka resenych uloh

Ekvipotencialni plocha
Uloha ¢&islo: 2025

Bodovy naboj o velikosti @ lezi v poc¢atku soufadného systému, bodovy naboj o velikosti —n@ v
misté o soufadnicich (d, 0, 0), n > 0, d > 0. Jaky tvar ma plocha, na které je potencial roven

potencidlu v nekoneé¢nu?

y

http: / /reseneulohy.cz/

Napovéda - elektricky potencial

Potenciél v nekone¢nu obvykle volime roven nule. Pfi této volbé ma potenciadl bodového naboje @ ve
vzdalenosti r od tohoto naboje velikost

Rozbor

Obvykle pokladdme potenciil v nekoneénu roven 0, to ucinime i v této tiloze. Budeme tedy hledat
mista, kde je celkovy potencial nulovy. Celkovy potencidl v daném misté ziskdme jako soucet
potencialii od obou naboji.

Uvazujme libovolny bod B v prostoru o soutradnicich B = [z;y; 2].
Je-li g1 potencial v bodé B od néboje @ a 3 potencial v bodé B od nédboje —n(@), pak musi platit
p1+p2=0. (1)

Zbyva vyjadrit potencidl ¢; a g2 v bodé B od obou naboji a fesit uvedenou rovnici.

ﬁeéeni

Abychom vyjadrili ¢; a p; nakreslime si celou situaci do kartézskych soufadnic. Bod B je obecny
bod v prostoru popsany soufadnicemi B = [z; y; z].
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Zatnéme s vyjadfenim potencidlu ¢, ktery v bodé B vytvaii naboj @

Q
= k=,
1 "
kde r; je vzdalenost bodu B od bodového naboje Q. Protoze zname soutadnice obou bodl

vzdalenost r,; spocteme jako

ri=4/(0-2) +(0— g+ (02,

ry = w:cg—l—yg —1—22‘

Spojenim (2), a (3), dostaneme

Q

pr=k—————.
Vet 4yt + 22

Analogicky vyjadiime potencidl ¢, v bodé B od ndboje —n@Q

=k
w2 Ty 1

kde ry je vzdalenost bodu B od bodového naboje —n@,

2 =4/(d—2) +(0—y) +(0- 2,

Py = \/(d—x)2+y2+z2.

Spojenim (5), a (6), dostaneme

_nQ
Vad-aF i+ 2

p2=k

Vzhledem k tomu, Ze pro potencial bodového naboje pouzivame vztah, ve kterém je v nekoneénu
nulovy potencial, hledame body, pro které plati

(5)

(7)




(,01+(,02=0‘

Dosadime vyjadfeni potenciali (4) a (7).

9 +k e
Vai+y? + 22 V(d—=z)? +y? + 22

a rovnici upravime

— —k ne
Ve +y? + 22 VAd—z2+y? + 22

n

1
VP 2 VA erigri

Vd=2)? +9* +2° = ny/(a® +4* +22),

Protoze jsou obé strany rovnosti kladné, umocnime ji na druhou a upravime

(d—2)* +9" +2* =n’(z® +4" +27),

d? - 2zd + 2 + o + 2 = n®2® + ny? + n?2,

d? = (n? —1)2* + 22d + (n® — 1)y® + (n® — 1)2°.
V rovnici se vyskytuji €leny typu z2,4* atp., to nis vede k myslence, Ze by se mohlo jednat
o tzv. kvadratickou plochu (mezi né patfi napf. kulova plocha, elipsoid, hyperbolické plocha...).

Zda4 se, ze by bylo vihodné rovnici vydélit vyrazem n? — 1. Ten je ale pro n = 1 nulovy, proto ted
budeme fesit za podminky n # 1 a pfipad n = 1 vyfesime pozdéji.

d2

d
2 2 2
=z°4+2 T4y +z2°.
n? —1 n? —1 y

Na pravé strané ¢leny s  doplnime na Gplny étverec

(e mt) - () +ve?
nt —1 nZ —1 nZ —1 Y ’

a upravime:

@, & _(m+ )2+ 2, 2
-1 (n2-1)2 n? —1 v ’
d2ﬂ2 2 9 9
_(n2—1)2 :(m—l—nz_ )+y + 2z

dn

Posledni vyraz je stfedova rovnice kulové plochy se stfedem § = [ T

—?‘;1,0,0} a polomérem R =

Coz je hledana plocha.
Nyni se vratime k pfipadun =1
d?> = (n* = 1)z® + 2zd + (n® — 1)3* + (n® — 1)2?,

d* = (12— 1)2® + 2zd + (1> — 1)y° + (12 — 1)2?,




Pro n =1 je mistem s nulovym potencidlem rovina popsané rovnici z = %, coz je rovina kolma na
osu z, ktera ji protind v bodé [%; 0; 0].

Pro n =1 maji oba naboje stejnou velikost a opatna znaménka, potencial se ,vynuluje“ v mistech,

které maji stejnou vzdélenost od obou nabojii, tedy lezi v roviné jejich symetrie.

Odpovéd’

Pron > 0An # 1 je plocha na které je potencial roven potencidlu v nekoneénu kulové plocha se

dn
n2-1"'

stiedem S = [—+1; 0; 0] a polomérem R = pro n =1 je to rovina popsané rovnici z = 2, coz
o

je rovina kolmé na osu z, ktera ji proting v bod€ [£; 0; 0].

Komentar - zjednoduseny vypocet vzdalenosti

V feSeni je vzdalenost bodu B od nabojii spoéitana pomoci vztahll z analytické geometrie. Lize to ale
vyjadrit i bez nich.

http:/ /reseneulohy.cz/

Bod B je obecny bod v prostoru popsany souradnicemi B = [z;y; 2].

7 obrazku je vidét, ze
rr=+va +z (8)
a? = z? + 4. 9)
Spojenim (8) a (9). dostaneme

r = y/2 +y? + 2% (10)

Analogicky vyjadiime vzdélenost r3 od niboje —n@
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re = Vb 4+ 2% (11)
a
b’ = (d—z)’ + 42 (12)
Spojenim (11) a (12) dostaneme
ro=/(d—2) +4* +2°. (13)

Aktualizovdno: 29. 3. 2018




Sbirka reSenych uloh

P¥imy vodi¢ v magnetickém poli
Uloha éislo: 2128

Piimy vodi¢ délky 1 m se nachdzi v homogennim magnetickém poli o magnetické indukci 2 mT. Je
umistén kolmo k magnetickym indukénim ¢ardam. Jakou rychlosti se musi vodi¢ pohybovat, aby
indukované napéti mélo velikost 3 mV?

Napovéda

Ve vodiéi se bude indukovat napéti. Vyhledejte si, jak zni Faradaytv zakon elektromagnetické
indukce a v ném pouzity magneticky indukéni tok.

O elektromagnetické indukei si miizete pre¢ist napf. zde: Elektromagnetickd indukce M.

Reseni napovédy

Znéni Faradayova zakonu elektromagnetické indukce:

Zméni-li se magneticky indukéni tok ve vodici za dobu At o A®, vznikd ve vodici indukované

elektromotorické napéti, jehoZz stredni hodnota je

Ad
Ui=——.
At
Magneticky indukéni tok je definovan vztahem
$ = BScosa,

kde S je obsah uvazované rovinné plochy umisténé v homogennim magnetickém poli
o magnetické indukei B. Uhel a je tuhel, ktery svird norméla plochy s vektorem magnetické
indukce B.

n

%)/

Fy

http:/ /reseneulohy.cz/

Rozbor
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Podle Faradayova zakona se ve smycce znazornéné na obrazku indukuje elektromotorické napéti,
pokud se méni magneticky indukéni tok plochou smy¢ky. Ten si miizeme predstavit jako ,pocet
indukénich éar prochéazejicich plochou smycky®. Velmi diilezité je si uvédomit, ze nezalezi na
celkovém poétu indukénich ¢ar prochazejicich plochou smycky, ale opravdu pouze na zméné , jejich
poétu®. Velikost elektromagnetického napéti a indukovaného proudu zavisi na rychlosti zmény
,tohoto poctu“. Pohybuje-li se vodi¢ stadlou rychlosti doleva, nebo doprava, zvétsuje se, nebo
zmensSuje obsah plochy smycky, tedy i indukéni tok smyc¢kou. V obvodu se bude v takovém piipadé

indukovat napéti.

Reseni

http:/ /reseneulohy.cz/

Jak jsme si jiz v ndpovédé fekli, zdkon elektromagnetické indukce ma tvar

A%

U; = AL’

kde ® je magneticky indukéni tok, ktery je definovan vztahem

@ = BScosa.




Uhel a je thel, ktery svird normala plochy s vektorem magnetické indukce B. V naSem pripadé je
smycka (jeji plocha) kolma na vektor magnetické indukce a i béhem pohybu kolmé zistéva. Uhel,
ktery svird normala smycky s vektorem magnetické indukce, je a = 0°. Miizeme tedy napsat

$ = BS. (2)

Pohybuje-li se vodi¢ doprava, nebo doleva rychlosti v, méni se plocha smycky.

Za cas At se vodi¢ posune o vzdalenost

X X
X X
X X
©
X X
X X
X X

vA?L

http:/ /reseneulchy.cz/

As = vAt,
a plocha se tedy zméni o
AS = lAt. (3)
Spojenim (1), (2) a (3), dostaneme
BlvAt
U, =— = —Blv.
: At v
7 rovnice vyjadiime rychlost v
v = —ﬂ
- Bl

Znaménko minus ndm objasni Lenziiv zakon, jenz hovoii o tom, Ze indukovany proud v uzavieném

obvodu mé takovy smér, aby svim magnetickym polem plisobil proti zméné indukéniho toku, kterd
je jeho pfic¢inou.

Budou-li konce vodi¢e vodivé spojeny, aby vznikl elektricky obvod, bude obvodem prochéazet proud,
jehoz velikost bychom mohli dopocitat, pokud bychom znali celkovy odpor obvodu.

Komentar - smér pohybu vodice

Zamysleme se nad piipadem, kdy se je vodi¢ kolmy k vektorim magnetické indukce, ale jeho pohyb
neni kolmy, viz obrazek.




B,
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Stejné jako v pfipadé ze zadéani, se méni tok magneticky indukéni tok. A stejné jako v predchozim
pripadé pouzijeme Faradaytuv zékon magnetické indukce.

U — A®  A(BScosa)  A(BS)

At At At

Stejné jako v pfedchozim pfipadé je cosa = 1, jelikoz norméala plochy (smycky) svirda s vektorem
magnetické indukce 0°.

http:/ /reseneulohy.cz/

Pohybuje-li se vodi¢ doprava, nebo doleva rychlosti v, méni se plocha smycky.

Za, Cas At se vodi¢ posune o vzdalenost
As = vAt.

Kdyz uvazujeme o tom, o kolik se zméni plocha smycky, je dilezité si uvédomit, obsah jakého
rovinného tvaru pocitame. Obrazek nam zcela spravné ilustruje, Ze se jedna o rovnobéznik. Pro
pripomenuti, obsah rovnobézniku se pocita podle vzorce S = av, , kde v, je vyska strany a.

V naSem vypoétu bude strané a odpovidat vodi¢ délky I VySku na stranu I oznaéime b a

dopocitame pomoci goniometrickych funkei,
b =vAtcosp.
S = lvAtcosB.

Vratime-li se k Faradyovu zakonu elektromagnetické indukce, dostaneme

BlvAtcos

U, =
At

= —Blvcos .

Volime-li 8 =90, pak je smér pohybu kolmy na vektor magnetické indukce a jedné se o pfipad,
ktery jsme poditali ptivodné. Po dosazeni vyjde stejny vysledek, jako v pfedchozim vypoétu, coz nas




utvrzuje ve spravnosti vypoctu.

Pro 8 =0°, naopak dostdvame nulové indukované napéti. I tento vysledek je zcela spravny, pokud je
B =0°, pak se vodi¢ sice pohybuje kolmo k vektoru magnetické indukce, ale plocha smycky zistava
stejnd, viz obrazek.

X s X X # X x D 4 X X X # X

X X ® X x
<) X A XX
() \
>< X 3 . ¥ X X X
b X X X # X X X
X X * X x X X X
[ = .
X X 3 X X X X X
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Zapis a ciselné dosazeni

ms = 1,5ms L.

Il=1m délka vodice
B=2mT magneticka indukce pole
U; =3mV indukované napéti na vodici
v=7ms"} rychlost pohybu vodice
_ U 31073

*v = T e——
Bl 2103-1

Odpoveéd’

Vodi¢ se musi pohybovat rychlosti 1,5 ms™! kolmo na indukéni ¢ary.

Aktualizovdno: 29. 3. 2018




Sbirka reSenych uloh

Urychleny elektron

Uloha é&islo: 2129

Elektron byl urychlen napétim 500 V. Jaké rychlosti dosahl? Jaka byla vzdalenost, kterou pri

urychlovani urazil, jestlize se pohyboval po dobu 2 ps.

Pozn. Budeme predpokladat, Ze pocditecni rychlost elektronu je nulovd.

Rozbor

Ulohu lze fedit dvojim zpiisobem
a) pomoci tivah o energiich

b) zkoumanim silového ptisobeni

a) Napovéda k energetickym divaham

Elektron je urychlovan. Musi tedy na néj ptisobit sily, které konaji praci. Jakou praci vykonaji? Jak

tato prace souvisi se zadanym napétim?

a) Reseni napovédy

Na elektron plisobi elektrostaticka sila, ktera je zodpovédna za urychlovani elektronu.

Elektrostatické pole je konzervativni, neboli vykonand prace pfi premistovani naboje g, z mista A

do mista B nezavisi na draze. Prace je dana pouze koncovou a pocateéni polohou naboje.
Vykonana prace pri pfemisténi naboje g je imérna tomuto naboji, U je konstanta imérnosti,

kterou nazyvame napéti
Wap = qUas.

Vice o praci v elektrostatickém poli se doc¢tete na Encyklopedie fyziky .

a) Reseni pomoci energetickych Gvah

Préce pri premisténi nidboje g z mista A do mista B lze vyjadfit vztahem
Wap = qUas,

kde U je napéti mezi body A a B. (viz Népovéda k energetickym 1ivahdm )

Préce, kterou vykona elektrostatické pole, se preméni na kinetickou energii elektronu
W = AEk

Do rovnice dosadime (1), a definici kinetické energie

qUap = %me(ﬁ’i — 1),

kde v je koncova rychlost elektronu a v, je pocatecni rychlost elektronu. Jelikoz v zadani
predpokladame nulovou pocateéni rychlost, miizeme napsat




qUap = Emevi!
z rovnice vyjadiime vy
2qUas
v =4 [ ——-
Me

Pozn. prace je v tomto pripadé rovna zméné potencialni energie. Analogické je to v tthovém poli
zemé. Kdyz téleso pada z néjaké vysky h, tthové pole kona praci. Vykonané prace se preméni na

kinetickou energii, neboli potencialni energie se preméni na kinetickou energii.

Za predpokladu, ze elektrostatické pole je homogenni miizeme dopoéitat také vzdalenost, jez elektron
urazil. Bez tohoto predpokladu bychom nebyli schopni urazenou vzdalenost dopoditat.

Pozn. Presnéji feceno, v pripadé, ze nezname pribéh elektrického pole, nemiizeme vzdilenost
dopoditat. Pokud bychom pribéh znali, i kdyz by nebyl homogenni, byli bychom schopni vzdalenost
dopoditat za pouziti pokroéilejsi matematiky.

Dalst vipocty délame za predpokladu, Ze dané elektrické pole je homogenni.

Na elektron v homogennim elektrickém poli piisobi konstantni sila, proto se pohybuje rovnomérné

zrychlené. Vyjadieme zrychleni elektronu a

29,43 ¥
Up — O 1
a— kt;o :?,‘Q'AB 2)

Draha rovnomérné zrychlen¢ho pohybu se vypocita podle vztahu s = s, + v,t + %aﬁ, kde s, je

pocatecni draha, kterd je nulova a v, je pocateéni rychlost, kterd je také nulova. Po dosazeni

11 2qUAB f' qUAB
? 2me, (3)

vyjadfeného zrychleni (2) dostaneme

v =

Zapis a ciselné dosazeni

U =500V napéti

t=2ps doba pohybu

v =0m s podateéni rychlost
=?(ms!) koneéné rychlost

e =1,602-10"°C néboj elektronu

me = 9,11-10 3 kg hmotnost elektronu

s = 7(m) draha elektronu

2qU _ 2-1,6-1071% - 500
v= = 2U _ i ms?=1310"ms
me Me 9,11.1073!

. -19 .
s=t¢ ﬂzt izg‘w—ﬁ‘ Mmilg}gm‘
2m, 2m, 2.9,11.107%

b) Napovéda ke zkoumani silového plisobeni

Jaké sily na elektron plisobi a co zapti¢inuji? Jak tyto sily souviseji se zadanym napétim?




b) Re$eni napovédy

Na elektron plisobi elektrostaticka sila, které jej urychluje. Souvislost sily s napétim mizeme
vyjadfit pouze za predpokladu, Ze elektrostatické pole je homogenni, viz nasledujici feSeni.

Reseni zkoumanim silového piisobeni

V ndsledujicim vypoctu budeme predpoklidat, Ze elektrické pole, jeZ urychlovalo elektron, je

homaogenni.

Elektron byl urychlovian napétim U. Je-li mezi dvéma body se vzdalenosti s homogenni elektrické
pole o intenzité E, pak mezi témito body vznika napéti o velikosti

U = Es. (4)

Pomoci velikosti intenzity elektrického pole E, mtizeme vyjadtit velikost sily F, ktera na elektron v
tomto poli plisobi

F = gFE,
a dosazenim (4) dostaneme
U
Druhy Newtomiv pohybovy zdkon nim dava
F = me.a,
z ¢ehoz si vyjadiime zrychleni a dosadime (3),
U
a= 2 & (6)
Me  MeS

Jelikoz je sila ptsobici na elektron konstantni, vime, Ze se jednd o rovnomérné zrychleny pohyb. Pro
dréhu rovnomeérné zrychleného pohybu s nulovou pocateéni rychlosti plati

1
§ = Eatz,

(7)

kde s je dréha, po kterou byl elektron urychlovan.
Spojenim (6). a (7). dostaneme

1 qU ,

§= ———1

2 Mes

s:“lﬂfzq/q[’r‘ (8)
2 me 2me

Srovname-li vyraz (8) s vyrazem, ktery nam vySel pfi feSeni pfes energie (3), zjistime, Ze jsou sobé

vyjadiime s

rovny. Proto i éiselné dosazeni bude stejné.

Nyni jesté vyjadiime rychlost, které elektron pfi urychlovani dosdhl. Zrychluje-li objekt rovnomérné
z nulové pocateéni rychlosti, pak za ¢as t dosdhne rychlosti

v = at,




kde a je zrychleni, které mame vyjadfené vyse, viz (6). Dosazenim zrychleni do vyrazu dostaneme

qU ; qU ; 2qU
v = = = —
Me$ V2t [qU \/ me
Me™, me

Odpoveéd’

Elektron dosahl rychlosti 1,3-107 m s™! a urazil pfi tom drdhu 13,3 m.

Analogicka dloha s nenulovou pocatecni rychlosti

Analogickou 1lohou s elektronem nalétévajicim do elektrostatického pole s nenulovou rychlosti je

tloha Elektron nalétivajici do elektrického pole.

Aktualizovdno: 26. 4. 2018




Pole nabité roviny mnoha zpisoby
Uloha éislo: 2132

Vypoctéte elektrickou intenzitu v okoli homogenné nabité nekone¢né roviny. (Plosnou hustotu naboje

oznacte o.) -

a) pfimou integraci za vyuziti polarnich soufadnic,

b) pfimou integraci, rovinu uvazujte jako soustavu ,mnoha pfimek* vedle sebe,
c) integraci potencidlu a uziti vztahu mezi intenzitou a potencidlem,

d) pomoci Gaussovy véty elektrostatiky.

Pozn. ptedpokladejte, ze rovina je nabita kladné.

a) Napovéda - prima integrace pomoci polarnich souradnic

Kladny bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

1 Q

dmeg 12

Vektor intenzity E mifi smérem od naboje, pokud je @ kladny. V opa¢ném piipadé mifi k naboji.

Zamyslete se nad tim, jak bychom tohoto poznatku mohli vyuzit v této tloze.

a) Reseni napovédy - pFima integrace pomoci polarnich soufadnic

Rovinu rozdélime na malé kousky (plosky dS), které se budou chovat jako bodové naboje.
Celkovou intenzitu ziskame ,sectenim“ (pfesnéji integrovanim) pfispévki od vSech téchto malych

kouski.

a) Rozbor - pfima integrace pomoci polarnich souradnic

Pro lepsi predstavu si celou situaci nakreslime do kartézskych soutfadnic. Do obrazku si vyznac¢ime

také cylindrické soutadnice p, a, 2.

Pozn. pro cylindrické soufadnice se standardné pouziva pismen r, ¢, z. Jelikoz se pismenem

¢ oznacuje elektricky potencial, s kterym budeme poditat, bylo nutné iihel oznadit jinak. Vzdalenost
bodu od pocatku soustavy souradné obvykle znac¢ime pismenem r, toto oznaceni jsme nahradili
pismenem p, jelikoz pismeno r vystupuje ve vzorci pro intenzitu bodového naboje. Pro shrnuti, p je
vzdélenost bodu od pocitku soustavy soutfadné a r je vzdalenost bodu od mista, v némz pocitame

intenzitu elektrického pole (bod na ose z).
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Dle napovédy rozdélime rovinu na malé (infinitezimdlni) plosky, které se budou chovat jako bodové
naboje.

Obsah nekonecné malé plosky

Vztah pro vypocet obsahu infinitezimalné malé plosky si odvodime z obrazku.

pda dp

Pro infinitezimalné malou plosku plati

dS = pdadp.

a) Reseni - pFima integrace pomoci polarnich soufadnic

Bodovy naboj @ vytvaii ve vzdalenosti r pole o velikosti intenzity

_ 1 Qe
 4wey p2

Velikost elektrické intenzity od infinitezimalné malé plosky dS je

d
ag - 49

4‘!1'6[) r2 )

Je-li rovina nabita s plo$nou hustotou o, potom naboj na infinitezimalné malém kousku roviny dS je:

dQ = odS,
kde dS = pdadp viz predchozi oddil.
Potom dostavame
dQ = opdadp
a tudiz
4B = @‘ (1)

Nyni se zaméfime na smér intenzity. Vime, Ze jde o nekoneénou rovinu, ktera je homogenné nabita.




Z obrazku je patrné, ze smér celkové intenzity elektrického pole bude mit smér osy z, jelikoz z-ova
slozka elektrické intenzity od néjaké konkrétni plosky roviny se odeéte s z-ovou slozkou elektrické
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intenzity plosky, kterd je symetricka (stfedové soumérnd) s touto ploskou podle po¢atku soufadného

systému. Stejné tak bude y-ova slozka celkové intenzity také nulova.

V obrazku si oznacime 1ihel w a elektrickou intenzitu od jedné malé plosky promitneme do sméru z,

neboli vyjadfime jeji z-ovou slozku:
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Z pravotihlosti spodniho Sedého trojihelniku dostaneme

a Pythagorova véta nam k tomu prida

coz dava

z
COsSWwW = =—
r

r= ﬂpz +zz,

COSW = ————.
prtz

(2)




1 opdadp z oz

p
dEz - =
drey ,02 + 22 JPZ T 22 4meg (P2 + 22 )3,.’2

dadp,

coZ zintegrujeme pfes celou rovinu, tj. budeme integrovat pfes p a «, p nabyva hodnot od 0 do oo a «
nabyvi hodnot od 0 do 2,

-] 2
E,= / f 2z P dadp.
o Jo 4dme (0 + 22]3;’2

Veli¢iny o a z jsou nezévislé na integra¢nich proménnych p a e, tudiz je mizeme s ostatnimi

konstantami vytknout pted integrél

] 27
E,= 7z f f ;dadp‘
4?76(] 0 0 (.02 + zz )3;"2

Nyni vyraz zintegrujeme pfes proménou «, jelikoz se ve vyrazu a nevyskytuje, integrujeme vlastné

konstantu

E, =22 27rf —f 4,
4meg 0 (p2 122 )3;‘2

oz P d
20 Jo (2 +222 "

=

Zbyvajici integral pfes p budeme tesit substituct:

a=p’+2°,
da = 2pdp,
prepocitame meze:
p:0:>a:z2; p=00=a= 00,
a dosadime do puvodniho integralu
o0
B = % 22 2;"52 ’

oz oz
E,=04+——=——.
% 1 2% 12
Posledni zlomek ve vysledku je jednotkovy vektor rovnobézny s osou z, ktery urcéuje smér elektrické
intenzity. Pokud by rovina byla nabita kladné, pak elektrickd intenzita miii ve sméru kladné osy z,

pokud jsem nad rovinou a elektrickd intenzita mifi ve sméru zadporné osy z, pokud jsem pod rovniou.

b) Napovéda - prima integrace pomoci ,,mnoha primek"

Homogenné nabitd pfimka, s linedrni hustotou nédboje A, vytvaii kolem sebe pole o velikosti (viz Pole

nabité primky)

A
T 27meyz.




Elektrickd intenzita mifi kolmo od vodice a jaji smér je zobrazen na nasledujicim obrazku.

—

y
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Zamyslete se nad tim, jak bychom tohoto poznatku mohli vyuzit.

b) Rozbor - prima integrace pomoci ,,mnoha primek"

http:/ /reseneulohy.cz/

Rovinu si rozdélime na nekoneéné mnoho navzéajem rovnobéznych pfimek. Celkovou intenzitu

ziskdme ,seCtenim” (presnéji integrovanim) prispévki od vSech téchto malych kouskd.

b) Reseni - pfima integrace pomoci ,mnoha pFimek"

Zvolme si kartézskou soustavou soufadnou tak, Ze nabita rovina lezi v roviné zy a my hledame
elektrickou intenzitu na ose z.

Vime, ze homogenné nabitd pfimka s linearni hustotou A, vytvari ve vzdalenosti r elektrické pole o
velikosti

Viz Pole nabité primky.

A
n 2megr

E

Linearni hustota A souvisi s plosnou hustotou ¢ vztahem
A=ody.
Pokud si predstavime rovinu jako velmi mnoho navzajem rovnobéznych primek, pak prispévek

k intenzité elektrického pole od jedné primky je

dE = 2

dy.

2mwegr

Zamysleme se nad symetrii lohy.




X
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Z obrazku je vidét, ze ke kazdé pfimce existuje pfimka s ni symetrickd podle nami zvolené kartézské
osy z. Viechny piispévky maji nulovou z-vou slozku, pfispévky k y-ové slozce elektrické intenzity od
symetricky umisténych pfimek se navzajem odeCtou a nenulova ziistane pouze zova slozka.
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V obrazku si oznacime tihel a a elektrickou intenzitu od jedné pfimky promitneme do sméru z,
neboli vyjadiime jeji z slozku.

E,=cosaE. (5)
7 podobnosti pravoihlych trojithelniki dostaneme
z
cosa = —,
T

kde r = /22 + 2.

Spojenim (4), a (5), dostaneme

dE,

z o
= dy,
,/.z:i —}—yi 2-.='nsm/zi —}—yi i

coz zintegrujeme pres vSechny pfimky, tj. budeme integrovat pfes y

>0
B-| —Z—a
—o0 27eg (22 + y2)




oz o 1
Ez = B / 2 > d‘y
mey Joo 2° + Yy

Tento integral vede na funkci arcustangens (funkce inverzni k funkci tangens). Pfipomeneme si

derivaci funkce arcustangens

d arctgx 1

dx _l—{—:::2

a integral, jenz pocitdme, upravime na takovy tvar, abychom vzorec mohli pouzit. Z jmenovatele

integralu vytkneme 22,

o /m 1
z = dy,
2megz J_o 1+(%)2

a o0
E,= [za.rctan 2} .
2megz AR
O funkci arkustangens vime,
. 1r 7 |z
lim arctan y_ +—sgnz= :t—u,
y—+oo z 2 2 z
coz po dosazeni dava
o 7w
E z2——=+2z2——
“ 27reuz( z 2 z 2 )
_ o |4
£ 2 z

Pozn.: funkce sgn z, které fikame signum, je funkce ktera vraci znaménko proménné, tedy je-li z > 0,

pak sgnz =1, je-li 0 > =, pak sgnxz = —1, a pro z = 0 je sgn z = sgn0 = 0.

c) Napovéda - intenzita z potencialu

Potencial a elektrickou intenzitu ndm dava do vztahu jedna z rovnosti, ve které vystupuje

matematicky operitor gradient.

Zkuste si vzpomenout, poptipadé najit o jaky vztah se jedna. Pfipometite si, co gradient znamend a

jak se poéita (v kartézskych soufadnicich).

Dale zkuste najit, jaky je potencidl nad rovnomérné nabitou rovinou s plosnou hustotou o.

c) Reseni napovédy - intenzita z potencialu

Pro potencial a elektrickou intenzitu plati:
E=- grad ¢.

Vysledkem operatoru gradient je vektor, ktery udava smér, ve kterém potencial ¢ nejvice roste.
Elektricks intenzita E tedy mifi smérem, ve kterém elektricky potencial nejrychleji klesa (ve

vztahu je znaménko minus).

V kartézskych soufadnicich se gradient poéita podle vztahu:

c) Napovéda - vztah pro potencial v okoli nabité roviny




Potencial elektrického pole homogenné nabité roviny ma tvar (viz Potencial rovnomérné nabité

roviny,)

o
p(2) = —%M-

c) Reseni - intenzita z potencialu

Elektrické intenzita a potenciil elektrického pole, jsou spjaty rovnosti

%%@)_

éz_gmd(p:_(@m’@y’@z

Prava strana rovnosti nam iika, jak se poéita gradient ze skalarni funkce v kartézskych soutadnicich.

Pozn. v tomto pripadé zndme zdvislost potencidlu na vsech souradnicich (mdme ho vyjddreny ve vsech
bodech), tudiz muzeme pocitat vsechny slozky elektrické intenzity. Jinak tomu bylo u vipoctu na ose

homogenné nabité obruce, viz Elektrické pole na ose obruce, i kdyZ se miiZe zddt, Ze se jednd o

podobny pripad.

Vypocet prvnich dvou slozek intenzity je jednoduchy

Pii vypoctu z-tové slozky, tj. pfi derivovani vyrazu pro potencidl podle z si kviili absolutni hodnoté

o

rozdélime piiklad na dvé ¢asti. Derivaci budeme poéitat zvlast pro z > 0 a pro z < 0.

Pro z > 0 bude mit potencial v okoli nabité roviny tvar
‘P(ﬂ:,ya z) = _gzm
po zderivovani dostaneme

-z pro ¥z > 0.
32 260

Pro z < 0 bude mit potencial v okoli nabité roviny tvar
a o
(,o(:c,y,z) = _%(_z) = 2_23

€

po zderivovani dostaneme

Pro elektrickou intenzitu tedy dostdvame vztah




— oz
E=100——), roVz € R\ {0}.
(00.25). \ (0}
Stejné jako v a) a b) je posledni zlomek ve vysledku jednotkovy vektor rovnobézny s osou z, ktery
urcuje smeér elektrické intenzity. Pokud by rovina byla nabita kladné, pak elektrickd intenzita mifi ve
sméru kladné osy z pokud jsem nad rovinou a elektrickd intenzita mifi ve sméru zdporné osy z,

pokud jsem pod rovinou.

d) Odkaz - pomoci Gaussovy véty elektrostatiky

Vypocet elektrostatické intenzity v okoli homogenné nabité roviny pomoci Gaussovy véty

elektrostatiky je feSen v 1loze Pole rovnomérné nabité roviny.

Aktualizovdno: 26. 4. 2018




Sbirka reSenych uloh

Magnetické pole ptimého vodice
Uloha &islo: 2133

Pomoci Ampérova zakona odvodte vztah pro magnetické pole kolem dlouhého pfimého vodice,
kterym prochézi proud I Uvazujte a) velmi tenky dlouhy pfimy vodi¢, b) vodi¢ o poloméru R,
c¢) vodi¢ jako tlustosténnou trubku o polomérech R; < Ry. Ve vSech pripadech je proud rozlozen

rovnomérné v prifezu vodice.

Napovéda

Protoze se jedna o homogenni rozlozeni proudu, bude vytvorené magnetické pole vilcové symetrické.

Pro uréeni magnetického pole pouzijeme Ampériv zikon.
Ampértav zakon

Celkovy proud prochézejici plochou, kterou ohranicuje uzaviena kiivka, vynasobeny permeabilitou
vakua se rovnd integralu magnetické indukce podél této kiivky.

o =
pofczﬁB-dI
r

Napovéda - jak spravné volit Ampérovu kfivku

Pfi feSeni tilloh Ampérovym zdkonem vyuzivime symetrie situace. Tedy pouzijeme takovou kiivku,
podél niz je magneticka indukce konstantni, popiipadé volime takovou kiivku, podél niz jsme schopni
popsat prabéh magnetické indukce.

V tomto pfipadé budeme jako Ampérovu kiivku volit kruznici.

Reseni - dlouhy pFimy vodié

Pro uréeni sméru magnetické indukce si vzpomeiime na Ampérovo pravidlo pravé ruky: ,jestlize
palec pravé ruky ukazuje smér elektrického proudu ve vodici, pak pokréené prsty ukazuji orientact
magnetickych indukénich car.“ Velikost magnetické indukce bude pravdépodobné zaviset na

prochéazejicimu proudu ve vodici I a na vzdalenosti bodu od vodice.

Ulohu méme Fesit pomoci Ampérova zékona,
L=
pol. = 5{ B-dl.
T

Ampérovou kiivkou bude kruznice o poloméru r, kruznice je vhodna volba Ampérovy kiivky, jelikoz
smér vektoru magnetické indukce B je k ni te¢ny, ma tedy stejny smeér jako infinitezimalni posunuti

_>
ve sméru kfivky dl. Ampéruv zakon proto miizeme prepsat do skalarntho tvaru

P"UI.: = del
r
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Diky symetrii také vime, Ze velikost magnetické indukce B je podél celé kruznice konstantni.

jdezszfdz,
r r

kde kfivkovy integral pres uzavienou kfivku I je délka této kiivky. Délka kruznice o poloméru r je

Mizeme tedy psat

2nr. I, je celkovy proud prochazejici kiivkou, tedy I. = I, coz nam dohromady dava

pol = B 27r,
z ¢ehoz vyjadiime B,
M1
2w r

Ziskany vysledek ndm fika, jaka je velikost magnetické indukce ve vzdalenosti r od vodice. Smér
orientace vektoru magnetické indukce mizeme uréit pomoci Ampérova pravidla pravé ruky.

Napovéda - vodic o poloméru R

Jak se bude lisit vypocet magnetické indukce u vodice o poloméru R, od vypoctu s dlouhym piimym
vodi¢em v pfedchozi éasti tlohy?

Reseni napovédy - vodi¢ o poloméru R

Vné vodiée bude vypocet stejny jako pro piipad pfimého dlouhého vodic¢e. Uvnitf vodic¢e bude
vypocet probihat hodné podobné, jenom je tfeba si uvédomit, ze Ampérova kiivka bude ,uvniti*
vodice, a tak jeji plochou nebude prochéazet veskery proud.




Reseni - vodi¢ o poloméru R

Pro ptipad vodic¢e o poloméru R musime uvazovat dva pfipady magnetické pole vné vodice a
magnetické pole uvnitt vodice.

a) vné vodice

Vypocet magnetické intenzity vné vodice bude stejny jako v pfipadé pfimého dlouhého primého
vodice a dostaneme také stejny vztah

tento vztah plati pro r > R.
b) uvnitr vodice

Vypocet magnetického pole uvniti vodice bude analogicky s vypoctem magnetického pole v okoli
dlouhého pFimého vodice. Ulohu méame Fedit pomoci Ampérova zékona.

L =
ng,::fB-dI.
r

Jako Ampérovou kfivku budeme volit kruznici o poloméru r (R > r). Stejné jako vné kruznice je
smér vektoru magnetické indukce B te¢ny ke kfivce, ma tedy stejny smér jako infinitezimalni

_)
posunuti ve sméru kfivky di. Ampériv zdkon proto miizeme piepsat opét do skalarniho tvaru

pol :){Bdt.
T
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Diky symetrii také vime, Ze velikost magnetické indukce B je podél celé kruznice konstantni, miizeme

tedy B vytknout pred integral

ol :deJ:deI:BZmP.
r r

Ur¢ity integral pres uzavienou kfivku I' se rovna jeji délce, tedy délce kruznice o poloméru r (obvod

kruznice je 2mr).




I, je celkovy proud prochéazejici plochou kiivky, ktery si vyjiddiime pomoci proudové hustoty.
Proudova hustota je obecné definovina jako

|

J= 5’
kde I je proud prochéazejici plochou o obsahu S. Jelikoz zndme proud prochéazejici vodicem, mizeme
vyjadfit proudovou hustotu jako

I

TR?

Kdyz zname proudovou hustotu, mizeme vyjadfit celkovy proud prochazejici plochou kiivky o
poloméru r (plocha kiivky je nr?)

I,=JS= Lm«?
TR2

Vratime-li se zpét k naSemu integralu a dosadime-li za celkovy proud prochéazejici plochou kiivky,

dostaneme
Ir?
Fo oy = B 2nr,
z ¢ehoz vyjadiime B
porl
B= 2r R’

tento vztah plati uvniti vodice, tedy pro R > r.

Napovéda - vodic jako tlustosténna trubka

Pokud je vodi¢em tlustosténnd trubka, tak je tfeba si ho rozdélit na tii rlizné piipady — oblasti.

ReSen{ je uz velmi podobné tomu, co jsme spoéitali v pfedchozich &stech tilohy.

Reseni napovédy - vodi¢ jako tlustosténna trubka

Piiklad budeme fesit pro
a) r> Ry > Ry,
b) Ry >r > Ry,
c) Ry > Ry > .

Reseni - vodi¢ jako tlustosténna trubka

a) vné tlustosténné trubky (r > Ry > R,)

Vyipocet této casti bude tiplné stejny jako vypocet magnetického pole v okoli dlouhého piimého
vodice a vypocet magnetického pole v okoli vodi¢e o poloméru R.

Ampérovou kfivkou bude kruznice o poloméru r > Ry > R;. Smér vektoru magnetické indukce B je
_}
teény ke kiivce, ma tedy stejny smér jako infinitezimalni posunuti ve sméru kfivky dl. Ampéruv

zakon proto miizeme prepsat do tvaru

pgfc = fB dl
r




Diky symetrii také vime, Ze velikost magnetické indukce B je podél celé kruznice konstantni.

del:deI,
r r

kde kiivkovy integral pfes uzavienou kiivku I' je délka této kiivky, tj. 2zr, I, je celkovy proud

Mizeme tedy psat

prochézejici kfivkou, tedy I. = I. Coz nim dohromady dava

pol = B 27r,
z ¢ehoz vyjadiime B
;i
27 r

b) uvnitr tlustosténné trubky (R; >r > R;)
Tato tiloha je feSena zde Duty, valcovy. vodi¢, ReSeni a).
c)uvnit tlustosténné trubky (R, > Ry > r)

Vypocet je téméf stejny jako pro pripad vné tlustosténné trubky. Rozdilné je, ze Ampérovou kfivkou
je kruznice o poloméru R; > R; > r. Déle je rozdilné, ze proud prochizejici uzavienou Ampérovou
kiivkou je nulovy, tedy I = 0 A. Pouzijeme-li vztah z pfedeslého vypoctu, dostaneme

http:/ /reseneulohy.cz/

pol = B 27r,

kde, jak jiz bylo fec¢eno, I = 0 A a proto

Odpoveéd’

a) Magneticka indukce ve vzdéalenosti r od dlouhého pfimého vodice, kterym prochéazi proud I je

I
B = T

b) Magneticka indukce ve vzdélenosti r (r > R) od vodice o poloméru R, kterym prochazi proud I je




c) Magnetickd indukce ve vzdalenosti r (r > R; > R;) od dlouhé tlustosténné trubky, kterou prochézi
proud I je

Magneticka indukce ve vzdalenosti r (Ry > r > R;) od dlouhé tlustosténné trubky, kterou prochézi
proud I je

pol  r? —b?
2m(a? — %) T

B =

Magneticka indukce ve vzdéalenosti r (Rz > Ry > r) od dlouhé tlustosténné trubky, kterou prochézi
proud I je

Aktualizovéno: 5. 4. 2018




Sbirka reSenych uloh

RC obvod
Uloha é&islo: 2136

Nenabity kondenzator o kapacité Cj je v case t = 0 pfipojen sériové pres rezistor o odporu Ry ke
zdroji o stejnosmérném napéti Up. Vypoctéte asovy pribéh proudu obvodem.

Napovéda - co se bude dit v obvodu

Po pfipojeni obvodu ke zdroji napéti bude obvodem zpocatku prochazet velky proud, ten bude
nabijet kondenzator, na kondenzatoru tak bude vznikat opacné napéti, coz zpiisobi, Ze se proud bude

postupné snizovat. Pfi iplném nabiti kondenzatoru, klesne proud na nulu.

Napovéda

Zamyslete se nad tim, jak se rozdéli napéti zdroje mezi kondenzator a rezistor. Cemu je imérné

napéti na kondenzatoru, resp. na rezistoru?

Reseni napovédy

Vztahy, které plati pro ustaleny proud, plati i kdyz je proud proménny, musime ale vSechny

veli¢iny brat v néjakém konkrétnim casovém okamziku, protoze jsou ¢asové zavislé.

Druhy Kirchhoffiiv zdkon nam fiké, ze soucet ibytkl napéti na spotfebi¢ich se musi rovnat souétu
elektromotorickych napéti zdroji v této ¢asti obvodu. Tedy napéti zdroje se musi rovnat souctu

napéti na kondenzatoru a napéti na rezistoru.

Naboj na kondenzatoru je imérny kapacité C a napéti U, na které je kondenzator nabit, tj.
Q=CU.

Napéti na kondenzatoru je tedy pfimo imérné néboji a nepiimo timérné kapacité.

Napéti na rezistoru je imérné jeho odporu a prochazejicimu proudu, viz Ohmiv zékon.

b4 b4 rd
Reseni

Pii sepnuti spinace za¢ne obvodem prochizet proud, ktery bude nabijet kondenzator. Naboj na

kondenzatoru se bude v ¢ase zvySovat, az do své maximalni hodnoty.
Podle druhého Kirchhoffova zdkona musi byt napéti zdroje rovno souc¢tu napéti na rezistoru a napéti
na kondenzatoru.

Uy = Ug(t) + Uc(t).

Pozn. Zapis f(t) znamena, ze dana funkce f je funkei casu, tedy Ze se hodnota s ¢asem miiZze ménit.

Vyuzijeme Ohmiiv zdkon Ug = RI a definici kapacity Q = UC. Ohmiv zdkon, stejné jako vztah pro
napéti na kondenzatoru plati v kazdém okamziku, v rovnici tudiz uvazujeme okamzité hodnoty
veli¢in. Dilezité je si také uvédomit, ze @ je naboj na kondenzatoru v case t.

Up = RI(t) + ?




Protoze proud je definovan jako ,néboj za ¢as“, okamzity naboj na kondenzatoru v case ¢ miizeme
vyjadiit jako

Q) = ﬁ I(t)at,

=0

vyraz dosadime do predeslé rovnice

t NAH
o I(t')dt
Us = RI(t) + M,
C
rovnici zderivujeme podle ¢
_ pdI) | I®)
0=R I + el

Dostali jsme diferencidlni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Budeme ji fesit metodou separace proménnych, coz znamend, Ze na jednu stranu presuneme vyrazy

s funkei I a na druhou stranu vse ostatni

Lldr 1

I(t) &t  RC’

1 1
—dl = - | —dt,

/I(t) RC

InJ=——— 4k

RC

z rovnice vyjadiime proud I

Ltk _L
I = ekrC = eRC e",

¢* je konstanta, oznaéime ji jako I,

—t

I=1I4e%c. (1)

7 pocatecnich podminek dopoditdme konstantu I4. Vime, Ze v ¢ase t = 0 je sepnut spinac a
kondenzator je vybity, tedy Uc = 0, tudiz Uy = Ug = R I(t = 0). Po¢ate¢éni podminky dosadime do (1),

1]
I(t=0)=1I4eke,

Uo
Casovy pribéh proudu obvodem
V ¢ase t = 0 je proud maximalni, s rostoucim ¢asem exponencielné klesi. Kondenzator se bude na

zaCatku nabijet nejrychleji. S rostoucim ¢asem bude klesat proud, ktery ho nabiji. Pro ¢as t — oo
bude proud nulovy, kondenzator tedy bude plné nabit.

Graf

—t
Nasledujici aplet nam vykresluje funkei y = I(t) = %ﬂ e k¢, tedy proud jako funkci ¢asu. Zménou
parametri R, C a U (vSechny veli¢iny jsou v zékladnich SI jednotkach) si mizete zobrazit, jak




¢asovy prubéh proudu na nich zavisi, tj. jak rychle se bude kondenzator nabijet pfi danych
parametrech.

Na ose y je proud v ampérech a na ose z je ¢as v sekundach.

—t
Nésledujici aplet nam vykresluje funkci y = Up(t) = Uy (1 — e &¢ ), tedy napéti na kondenzatoru jako
funkci ¢asu (vypocet je uveden nize). Zménou parametri R, C a U (vSechny veli¢iny jsou v
zdkladnich SI jednotkach) si muzete prohlédnout, jak se bude pribéh napéti v ¢ase proménovat,

respektive jak rychle se bude kondenzator nabijet pfi nastavenych parametrech.

Na ose y je napéti ve voltech a na ose z je Cas v sekundach.

Ulohy na prdci s grafy

1. Ukazte, ze s rostouci kapacitou kondenzitoru, roste ¢as potiebny k jeho nabiti.

2. Ukazte, ze pokud nabijime kondenzator pfes mensi odpor, tak se kondenzator nabiji vétSim
proudem a nabijeni je rychlejsi.

3. Ukazte, Ze s rostoucim napétim zdroje, roste ¢as potiebny k nabiti kondenzatoru. Zdivodiete

proc¢ silnéjsi zdroj nabiji kondenzator déle, nemél by to spiSe zvladnout rychleji?




Poznamka: Vypocet napéti na kondenzatoru Ug

—tf

t t ¢ t —t
Uc = @_1 f I(tdt' = L f Y% eRCdt = Lo [—Rceﬁ] 0=Uy(l—eFc).
C t'=0 C =0 R CR =0

Aktualizovdno: 23. 4. 2018




Sbirka reSenych uloh

Paralelni zapojeni realnych zdroju
Uloha &islo: 2149

Urcete elektromotorické napéti Ue, a vnitini odpor R;, zdroje, kterym bychom ekvivalentné
nahradili zapojeni n stejnych paralelné zapojenych baterii s parametry U, a R;. Ulohu feste
metodou linedrni superpozice.

Odkaz - metoda linearni superpozice

O tom co je linearni superpozice a jak ji lze pouzit na piiklady tohoto typu, se miizete doc¢ist na

odkazu Metoda linedrni superpozice.

Rozbor

n-krat

rl:
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Metodou linearni superpozice vyjadiime proud I prochazejici rezistorem o odporu R. Vysledky vztah
poté srovname s Ohmovym zdkonem pro uzavieny obvod a odsud uréime hledané elektromotorické
napéti a vnitini odpor nahradniho zdroje.

Struéné o metodé linedrni superpozice:

Metodu linearni superpozice pouzivame v obvodech, ve kterych piisobi vice zdroji elektrické energie.
Proud na vybraném prvku se ur¢i tak, ze nechame v obvodu zapojeny jen jeden zdroj napéti a
ostatni zdroje napéti nahradime jejich vnitfnim odporem. Stanovime proud na uvazovaném prvku

v takto upraveném obvodu. Toto provedeme postupné pro kazdy zdroj. Vysledny proud na
uvazovaném prvku je potom soucet proudt vyvolanych jednotlivymi zdroji samostatné.

ﬁeéeni

Ulohu fe§ime metodou linearni superpozice. Nechame prvni zdroj napéti, ostatni zdroje nahradime
jejich vnitinimi odpory a vyjadfime proud prochéazejici rezistorem o odporu R.




n-krat

)

| IS |

R
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Nejprve vyjadiime celkovy odpor zapojeni. V obvodu je (n — 1) paralelné zapojenych rezistori s
odporem R; k nim je paralelné zapojen rezistor o odporu R a tato soustava rezistort je v sérii s

odporem R;.

Celkovy odpor (n — 1) paralelné zapojenych rezistort s odporem R; se spocita jako

1 1 1 n—1
—_—= .. t—_—= )
Ry, R R; R;

Ry = —%.
n—1

Piipojime-li paralelné k tomu rezistoru rezistor o odporu R, vysledny odpor bude

a1t .1
Ry R R’
n—1

__ RE
e =R R

Tento vysledny odpor je v sérii s vnitinim odporem zdroje, celkovy odpor zapojeni

_pa— RR
Be=R+ TR R

Z Ohmova zékona vyjadiime proud I, coz je proud, ktery prochazi obvodem na obrazku

Ue _ Ue [(n_ 1)R+R:] _ Ue[(n_ 1)R+R1]

L, _RR_ R’4(n-1)RR,+RR R?+nRR
R"+(n—1)R+R¢ i H(n - DRE + By i T nRE;

I]Z

ktery se rozdéli do jednotlivych vétvi paralelniho zapojeni (n — 1) rezistori s odporem R; a rezistoru

s odporem R. Pfi vypoctu proudu Ig; rezistorem s odporem R vyuzijeme toho, ze v paralelnim

zapojeni se proud rozdéli v obraceném poméru k odporim

Im _ Ry
L R’
odkud vyjadfime
R;R
_ Ue(n—1)R+R] m1)rtr, U

I - .
T T R ynRR, R R +nR




Jelikoz mame stejné zdroje, piispévek k proudu rezistorem R od kazdého zdroje bude stejny. Proud
prochézejici rezistorem R bude

I=nI R1 nUe
R; +nR
Ohmtiv zakon pro uzavieny obvod mé obecné tvar
Ue
I= .
R;+R

Proud prochézejici rezistorem o odporu R upravime do tvaru Ohmova zakona pro uzavieny obvod

I— nUe U

Porovnédnim s Ohmovym zdkonem pro uzavieny obvod, ziskame

Ue,v = U
-R:i,v = i
n

K éemu je to dobré?

Paralelni zapojeni zdrojii nAm zmensi vliv vnitfniho odporu a zvysi dodavany proud.

Odpoveéd’

Elektromotorické napéti zdroje, kterym bychom nahradili n paralelné zapojenych zdroji Ue, = U a

odpor tohoto zdoje R;, = B

mn

Aktualizovdno: 10. 5. 2018




Netradi¢ni obvody 3
Uloha é&islo: 2153

Uréete celkovy odpor zapojeni dle obrazku. VSechny rezistory maji stejny odpor R. Urcete také

napéti a proudy jednotlivymi rezistory.

+0
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Napovéda

Pokud si nejste jisti, jak se obvody s rezistory fedf, projdéte si tilohu ReSeni obvodu s rezistory.

Klicem k tspéchu je ptekreslit si cely obvod do ,obvyklejsiho tvaru® tak, aby zapojeni ziistalo stejné,

ale bylo 1épe vidét, ktery rezistor je s kterym zapojen paralelné resp. sériové.

Reseni napovédy

m“j

4

+0
. 2
o]
+*

9

&i}

7 8
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Reseni - celkovy odpor

Schéma rezistort si prekreslime do obvyklejsi formy a vyznaéime jednotlivé ¢asti, po kterych budeme

obvod resit.
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Nyni budeme skupiny rezistori nahrazovat jednim rezistorem, vyuzijeme k tomu vztahy pro paralelni
a sériové zapojeni (viz ndpovéda). Vyuzijeme také symetrii obvodu, abychom nékteré vypocty
nemuseli provadét dvakrat. VSechny rezitory maji stejny odpor R.

Rezistory 1 a 2 jsou zapojeny sériové
Ry =R+ R=2R.

Rezistory A a 3 jsou zapojeny paralelné

1.1
Re R4y R’
2
Rp=3R.

Rezistory B a 4 jsou zapojeny sériové
5
Rc=Rp+R= ER'

Diky symetrii obvodu, mtizeme vyjadiit odpor spodni ¢asti rezistori D

RD:RczgR
eeeeeeereeeeeens D e, e
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Rezistory C, D a 5 jsou zapojeny paralelné

1 _ 1,1 .1
Ry Rc Rp R




Vysledny odpor zapojeni je Ry = 1—51R.

Napovéda - napéti a proud jednotlivymi rezistory

Piipomenime si, co plati pro proud v sériovém a paralelnim zapojeni:

1. Pfi sériovém zapojeni je celkovy proud prochizejici obvodem roven proudiim prochazejicim

jednotlivymi spotfebici. Napéti na rezistorech zapojenych do série se séitaji.

2. Pri paralelnim zapojeni plati, Ze soucet proudu prochazejicich jednotlivymi spotfebici se rovna

celkovému proudu. Napéti je na vSech vétvich stejné.

Diky témto dvéma podminkadm si vyjadiime proudy prochézejici jednotlivymi rezistory v obvodu
v zavislosti na celkovém proudu. Tentokriat budeme ale postupovat obricené nez v prvni ¢asti 1ilohy.
Zacéneme od obvodu ,;s jedinym rezistorem”“ a budeme postupné ,pfidavat rezisotry” az dostaneme

puvodni zapojeni.

Reseni - napéti a proud

+9
&)

D
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Nyni se vratme k obvodu s rezistory C, D a 5, napéti na téchto rezistorech je stejné (viz napovéda) a

je stejné jako napéti U na celém zapojeni
Uc=Up=U;="U.
7 ptedchozich vypoéti zname hodnoty odport jednotlivych rezistori
Rc=Rp = %R R; = R.

Proudy jednotlivymi rezistory vyjadiime z Ohmova zdkona R = %

Ic =1Ip =

o] e
SIS

U
RS:E‘

Dale budeme 1lohu fesit pouze pro horni ¢ast obvodu, ve spodni ¢asti obvodu budou diky symetrii

zapojeni stejné hodnoty.




+9
&)}

D
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Rezistor C vzniknul nahrazenim sériové zapojenych rezistori B a 4. Témito rezistory musi prochazet

stejny proud jako nahrazujicim rezistorem C

B A |§
: 3 P4
L e  — | .
+ 5 =
N
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Rezistor B vzniknul nahrazenim paralelené zapojenych rezistorii A a 3. Napéti na téchto rezistorech

je tedy stejné a je stejné jako napéti na rezistoru B.

m:m:%:%v
Proud vyjadiime o Ohmova zakona
2
=30 _1U
4T2R R
2
- _2U
"R 5R
A §
4
o * — . )
+ 5 =
n
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Rezistor A vzniknul nahrazenim sériové zapojenych rezistori 1 a 2, tedy proud prochézejici témito

rezistory je stejny jako proud prochéazejici rezistorem A.

Napéti vyjadiime z Ohmova zdkona a zarovenl vyuzijeme toho, Ze se jedna o dva zcela identické

rezistory
U, =0, :Ré% = %U‘

Jelikoz je obvod soumérny (a rezistory maji stejny odpor), nemusime jiz dopocitavat naboje a napéti
na rezistorech 6, 7, 8 a 9. Hodnoty budou odpovidat hodnotam rezistorii soumérnych podle osy. Tedy

naptiklad napéti a ndboj na rezistoru 1 je stejné jako na rezistoru 7.

Odpovéd’

Celkovy odpor zapojeni Ry = %R.

Proudy a napéti na jednotlivych rezistorech:

V nasledujicim schématu je pouzito oznaceni I = %, kde U je napéti na obvodu a R je odpor

kazdého z rezistoru.

021 02/
02U 02U
— ' 06/
1 45 2 06 U
ﬁ
041/ 4
061/
04U ¥
o \ 4 » 0
* 041 5
) 04U
6 9
06/
7 8 06U
02/ 021
02U 02U
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Aktualizovdno: 26. 4. 2018




Sbirka reSenych uloh

Zapojovani realnych zdroji
Uloha ¢&islo: 2051

Urcete elektromotorické napéti U a vnitini odpor R; zdroje, kterym bychom ekvivalentné nahradili
zapojeni dvou sériové, resp. paralelné zapojenych baterii s parametry U = 1,4V, R;; =0,6 Q a
U2=12V, Ry=0,40Q.

Jaky proud potece rezistorem o odporu R = 4,2 ) pfipojime-li ho na tento zdroj?

Napovéda

Uvédomte si, co je elektromotorické napéti, svorkové napéti a co je vnitini odpor baterie.

Reseni napovédy

Zdroj s vnitinim odporem si muzeme predstavit jako sériové zapojeny idedlni zdroj (bez vnitiniho

odporu) a rezistor s odporem rovnym vnitfnimu odporu zdroje.

L/
—

mErmEmE ey
| TP ——
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Pozn.: Pokud méame néjaky reilny zdroj (napf. baterii), tak to, co je uvnitf ¢erveného obdélniku,
je schéma vnitfku baterie.

Elektromotorické napéti U, je tzv. napéti na prazdno. Naméfime ho na svorkach zdroje, pokud
neni ke zdroji pfipojen zadny spotfebi¢, neboli zdrojem netece zadny proud. (Uvédomte si, ze
voltmetr mé opravdu obrovsky odpor, a tedy proud protékajici voltmetrem je zanedbatelné maly).

Svorkové napéti U, se také méfi na svorkach zdroje a to v piipadé, ze ke zdroji je pfipojen néjaky
spotrebi¢ o odporu R. Po pfipojeni spotfebice ke zdroji, obvodem za¢ne téct proud a napéti, které
naméii pfipojeny voltmetr, klesne o ibytek napéti na vnitinim odporu zdroje. Svorkové napéti je

tedy menSi nez elektromotorické napéti a jeho hodnota zavisi i na protékajicim proudu.

Matematicky to mizeme vyjadrit pomoci tzv. zatézovaci charakteristiky zdroje
Us = Ue -1 Rfé:

kde U, je svorkové napéti, U, je elektromotorické napéti, R; je vnitini odpor zdroje a I je proud
prochazejici obvodem.

Proud prochazejici spotiebicem o odporu R spocitame pomoci Ohmova zdkona pro ¢ast obvodu,

vyjadiime svorkové napéti a dosadime do zatézovaci charakteristiky a vyjadfime I

RI=U, — IR;,




U,
I= .
R+ R;

Posledni vztah je tzv. Ohmiv zdkon pro uzavieny obvod.

Vice o vnitfnim odporu a zatéZovaci charakteristice se mizete docist napiiklad na Encyklopedie

fyziky .

Rozbor - sériové

U U..
— —
—o—
' 'Ri'f ' RJ:
R
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Pozn. ¢erveny ramecek ohranicuje ,vnitfek® zdroje.
y Je ., ]

Nasim 1kolem je naleznout parametry zdroje (elektromotorické napéti a vnitini odpor), kterym
bychom ekvivalentné nahradili tyto dvé sériové zapojené baterie. To znamend najit zdroj, ktery

vykazuje stejné vlastnosti.

Napéti na sériové zapojenych zdrojich, které maji stejnou orientaci, se s¢itd. Podobné celkovy odpor
dvou sériové zapojenych rezistorll je dan jejich souétem. Oboji je disledkem 2. Kirchhoffova zakona.
Proud prochézejici rezistorem spocéteme pomoci Ohmova zakona.

Reseni - sériové

Jak bylo feceno v rozboru, napéti na dvou sériové zapojenych zdrojich spoéteme jako jejich soucet.
Jedna se o dusledek 2. Kirchhoffova zakona, vice je to rozebrano v oddilu nize, viz Vypocet pomoci
Kirchhoffovych zédkont .

Ue = Uq + Ue-

Obdobné je to s vnitinim odporem. Jelikoz jsou zdroje zapojeny sériové, jsou i vnitini odpory
zapojeny sériové. Celkovy odpor dvou sériové zapojenych rezistorl spocitame jako jejich soucet.

R;. = Ri + Rys.
Proud prochézejici pfipojenym rezistorem o odporu R spoéitame podle Ohmova zdkonu pro uzavieny
obvod

U,
R+R;’

kde U, je celkové elektromotorické napéti a R; je celkovy vnitini odpor zdroje.

Celkovy odpor zapojeni spoc¢itame obdobné jako pri vypoctu celkového vnitiniho odporu, jelikoz
celkovy vnitini rezistor a pfipojeny rezistor jsou v sérii.

Proud prochéazejici pfipojenym rezistorem a tedy i celym obvodem




_ Ue1 + Ues
Ri+Ria+R

Vypoéet pomoci Kirchhoffovych zakonii

U., U.,
——— IL—?—
il i2
1
R
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Znéni Kirchhoffovych zdkonti.
Kuchaika pro pouziti Kirchhoffovych zdkonii.
Obvod nema zadné uzly, proto je zfejmé, Ze celym obvodem tece stejny proud I.

Pro vyjadreni proudu I vyuzijeme druhého Kirchhoffova zdkona.
Uel + Ue‘Z = -RélI+-R4§2I+RI:

Ua +Ue = I(Rzl + Rip +R):

o Uei + Uep
Ra+Rop+R

Vysledek porovname s Ohmovym zakonem pro uzavieny obvod.

I = Ue
R+ R;
Porovnanim ziskame

Ue =Ua + Ue.

R; = Ri + Rip.
Zapis a Ciselné dosazeni - sériové
Uyg=14V elektromotorické napéti prvni baterie
R, =0,60Q vnitini odpor prvni baterie
Ugz=12V elektromotorické napéti druhé baterie
Ry =040 vnitfni odpor druhé baterie
R=420Q odpor pripojeného rezistoru

=7(A) proud prochézejici rezistorem

Ue=7(V) celkové elektromotorické napéti zdroje
R, =7(9Q) celkovy vnitini odpor zdroje

U =Ug+Us=14+12V=26V.




Rie = Ry + Ry :0:6+0:4Q:19

_ Ue + Ue _ 1!4 + 1!2
T Ry+Rgo+R  06+04+42

A=05A.

Napovéda - paralelné

Nakreslete si obrazek vystihujici zadani. Pripomerite si, jak zni a jak se pouzivaji Kirchhoffovy
zakony? Jak by se daly Kirchhoffovy zdkony pouzit v této tiloze?

Reseni napovédy

Situaci nam zachycuje nasledujici obrazek.
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Coz si miuzeme pro lepsi nazornost prekreslit jako

~
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Odkaz - Kirchhoffovy zakony a ,kucharka™ pro jejich pouziti

Znéni Kirchhoffovych zakoni.

Kuchaika pro pouziti Kirchhoffovych zdkonii.

Rozbor - paralelné

Situaci si nakreslime.




.
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V obvodu méame zapojeno vice zdroji, proto pouzijeme k feSeni Kirchhoffovy zakony. S jejich pomoci

nalezneme vztah pro proud I prochéazejici pfipojenym spotiebi¢em. Porovnanim ziskaného vztahu a

Ohmova zékona pro uzavieny obvod urc¢ime elektromotorické napéti a vnitini odpor zdroje, ktery by

ekvivalentné nahradil paralelné zapojené baterie.

Reseni - paralelné

Dle prvniho Kirchhoffova zdkona si zapiSeme rovnice pro uzly A a B (jsou stejné, proto ji staci

napsat jen jednou)

Dle druhého Kirchhoffova zakona si zapiSeme rovnice pro jednotlivé smycky.

- -5
’ R.'f |
L"‘-: ] |
———— : s
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I=I1 +1I.

Pozn. pozor na znaménkovou konvenci viz Kuchatka.

Uea — U2 = Ralh — Ripla,

Ues = RisIs + RI.




Z rovnice (1) si vyjadiime I; a dosadime do soustavy
Ua —Ue2 = Ra(I — I2) — RioI>
Ue2 = Ripl, + RI

Protoze nasim cilem je najit vztah pro I, vyjadiime z druhé rovnice I,

Ueg — RI
Us=Rol, + RI — I=——=
R;»
a dosadime do prvni rovnice
Ue - R-I Ug - RI
Ua — Uz = Ral — Ry —"—— — Rp———.

R R;»
Rovnici rozsifime vyrazem R;;
Riy(Uer — Uez) = RgRaI — Riy(Uez — RI) — Ryp(Ue; — RI),

a vyjadiime I

_ __ RaUes + RiUa
RiRi + Ry R+ RpR
Vysledek upravime tak, aby byl podobny tvaru Ohmova zékona pro uzavieny obvod I = RE:?,- (t3.
chceme, aby jmenovatel zlomku mél tvar R + néco)
RizUgg + Rip Uy
_ _ RaUea+RoUa  _ RiyUes + RizUe _ __ RatRa
RiRiy + (Ra + Ro)R 4 Ry (Raka LRy
(Ra+Ra) (72555 +R) R+ 3.5
Porovnanim ziskame
U — RiUes + Ri2Uex
R + R
R, — FaRa
R + Rip
Zapis a ciselné dosazeni - paralelné
Ug =14V elektromotorické napéti prvni baterie
Ry =0,60Q vnitini odpor prvni baterie
Ugs=12V elektromotorické napéti druhé baterie
Ri1 =040 vnitfni odpor druhé baterie
R=420 odpor pripojeného rezistoru
I=17(A) proud prochézejici rezistorem
. =7(V) celkové elektromotorické napéti zdroje
R, =7(9) celkovy vnitini odpor zdroje
\R: 0,6-0,4
R, — —fufte Q=0,240.
Ri+R 06+04
, . 0,61,2+0,41,4
RiUes + RiaUa _ A=029A,

~ RiRiy+ RaiR+ RaR 0,604+ 0,642 +0,44,2




o Ril UsZ + R’iZUel o 1)40)4 + 1120;6

U. -
¢ Ri1 + R 0,4+ 0,6

V=128V.

Odpovéd’

Pii sériovém zapojeni ma zdroj elektromotorické napéti U, = 2,6 V a vnitini odpor R; =1 Q.
Piipojenym rezistorem prochazi proud I = 0,5 A.
Pii paralelnim zapojeni mé zdroj elektromotorické napéti U, = 1,28 V a vnitini odpor R; = 0,24 Q.

Pfipojenym rezistorem prochazi proud I = 0,29 A.

Shrnuti a néco navic

Celkovy vnitini odpor spoéitame z vnitinich odpori jednotlivych zdroji. Mizeme si to predstavit
tak, ze v ndhradnim zapojeni vynechame idealni zdroje a spoéitidme celkovy odpor zapojeni vnitinich

odporii jednotlivych zdroji.

Uréit celkové elektromotorické napéti uz tak jednoduché ale neni. P¥i sériovém zapojeni se
elektromotoricka napéti sé¢itaji. Ale u paralelniho zapojeni nepoéitame pouze z elektromotorickych
napéti jednotlivych zdroji, ale ve vypoctu vystupuje také vnit¥ni odpor téchto zdroji, protoze je

tfeba zapocitat ibytky napéti na jednotlivych vnitinich odporech.

1) Paralelni zapojeni dvou a vice zdrojti

Paralelni zapojeni dvou stejnijch zdroji

Obecné jsme odvodili pro dva riizné paralelné zapojené zdroje vztahy

_ Ri1Ues + RinUea ‘
Ry + R
_ _RaRip
B Ri+ R’

Ue

Méame-li dva stejné zdroje, pak Ry = Rz a Uy = Uy

_ RuUe + RuUa
Ry + Ra

_ RaRa
R = R+ Ra

Ue

= Uel-

R
o

Paralelni zapojeni vice stejnych zdroju
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Stejné jako jsme odvodili vztah pro dva riizné paralelné zapojené zdroje, odvodime vztah pro tii
stejné paralelné zapojené zdroje. Pro vypocet pouzijeme Kirchhoffovych zakoni.

Dle prvniho zdkonu si zapiSeme rovnice pro jednotlivé uzly
L+L=1I
L+I, =1
Z ¢ehoz vyjadiime I
I=5L+1,+1.
Dle druhého zékona si zapiSeme rovnice pro jednotlivé smycky
Uer —Ua = Ralh — Ralz
Ua —Ua = Ral; — Ruly

Ua = Raly + RI

0=Ryl, — Ryl
0= RjIs — Ryl

Ua = Raly + RI




Ruli =Ryl, — LI =1, *)
Rialy = Ryply = I =14 (**)
U. = Ryl + RI. (¥4+)
Nyni se vratime k rovnic, jez jsme ziskali z prvniho Kirchhoffova zakona
I=nh+05L+1.

do rovnice dosadime (¥*), a (**),

I =3I =3I, =314,

Posledni rovnost dosadime do (***) a vyjadiime I

I

Uq :R€1§ + RI,

Ua =I(%+R),
I= &Uel ‘
= +R

Vysledek srovndme s Ohmovym zakonem pro uzavieny obvod

I = v
R,+R
Porovnanim ziskame
Ue = Ulel-
_ Ry
R ==L

Je ziejmé, Ze pro n stejnych paralelné zapojenych zdrojii, by vypocet probihal stejné. Mizeme
tedy napsat celkové elektromotorické napéti a celkovy vnitini odpor pro n stejnych paralelné

zapojenych zdroji

Ue - Ue]-
noRa
n

2) Antiparalelni zapojeni dvou stejnych zdrojii
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7 ptedchozich vypocti vime, zZe mame-li dva paralelné zapojené zdroje o elektromotorickém napéti
Uea a U s vnitinimi odpory R;; a Ry, pak pro celkové elektromotrické napéti a celkovy odpor
plati
_ RaUe + RaUa
Rii + R
- FaRa
Ri + Ry

U.

Méame-li zapojené dva zdroje antiparalelné, pak U, = —U. a R;; = Riz. Po dosazeni dostaneme

Ug :OV‘

_ Ra
R; = 3
Zde je dilezité si uvédomit, ze i kdyz na zdroj pfipojim rezistor (stejné tak, kdyz ho nepfipojim) o
odporu R, tak proud potece pouze smyckou se zdroji (,,uvnitf baterie®), velikost tohoto proudu
bude Ip = %IL a baterie se bude rychle vybijet. Pfipojenym rezistorem nepotece proud, protoze
celkové elektromotorické napéti zdroje je nulové (body A a B maji stejny potencial).

Odkaz - n paralelnich zdrojii metodou linearni superpozice

Aktualizovdno: 26. 4. 2018




