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a regular hexagon and a diamond.

Keywords: geometric probability, Buffon needle, Buffon-Laplace problem

1ii



Obsah

[Gvod|

(1 Buffonova 1iloha o jehle|

(1.1 Buffonova uloha na rovnobézné linky |. . . . . . . ... ... ...
1.1.1 Zadaniulohy| . . . . . .. ... ... ... ...
1.1.2 Refendl . . . . . . ...

(1.2 Laplaceovo rozsireni na obdélnikovou mriz| . . . . . . . . . . . ..
1.2.1 Zadaniulohy| . . .. ... ... ... ... .. ...,
122 Reendl . . . . . . . ...

1.3.1 Zadaniulohy| . . . . . .. ... ...
132 Reendl . . . . . . ...

[1.3.3  Jiny pristup kresent] . . . . ... ... ...,

2 Pravidelné mnohotihelniky|
[2.1 Rovnostranny trojuhelnik{ . . . . ... ... ... ... ... ...

[Seznam pouzité literatury|

N

S UL Ol O W W W W



Uvod

Buffonova tloha o jehle je jednim z nejznameéjsich problémii geometrické prav-
dépodobnosti. Ukolem je urcit pravdépodobnost, se kterou jehla hozena na pod-
lahu pokrytou rovnobéznymi stejné vzdalenymi carami protne nékterou z car.
V literature lze nalézt rizna teSeni véetné odvozeni. Tuto tlohu je mozné rozsi-
rovat uvazovanim jinych struktur, na které jehla dopada. Pro rozsiteni se ovSem
v literatufe nachéazi ve vétsiné pripadi pouze vysledky, neuvadi se blizsi odvo-
zeni ani dil¢i vypocty. Cilem této prace je nalézt odvozeni prislusnych vysledku
a sepsat TeSeni pro vybrana rozsiteni Buffonovy tlohy.

Nejprve vytesime ptvodni tlohu spolu s Laplaceovym rozsitenim, kde bu-
deme uvazovat obdélnikovou mriz namisto rovnobéznych linek. Nésledovat bude
obecné rovnobéznikova mriz. Poté budeme zkoumat pravidelné mnohotihelniky,
nalezneme teseni pro jehly dopadajici na rovnostranny trojihelnik a pravidelny
Sestitthelnik. Na zavér naznac¢ime postup pro slozitéjsi mrize sestavajici ze zmi-
nénych tvarti. Prace je navic doplnéna o stru¢né historické poznamky souvisejici
s Buffonovou tlohou, které ilustruji napriklad jeji vyuziti pro experimentalni od-
had ¢isla 7, a dalsi dopliujici otazky.

V této praci predpokladame zakladni znalosti z teorie pravdépodobnosti, de-
finici geometrické pravdépodobnosti uvadime na zacatku prvni kapitoly.



1. Buffonova uloha o jehle

V pribéhu 18. stoleti se zacinaji zkoumat problémy, které bychom dnes za-
radili pod tlohy geometrické pravdépodobnosti. Tim nejznaméjsim problémem
je bezpochyby Bertranduv paradox z roku 1889 uvedeny v Bertrand| (1889)). Bu-
ffonova tloha zverejnéna jiz v roce 1733 patii k prvnim podobného typu, byt
bylo jeji feseni publikovano az v roce 1777. Touto tlohou zac¢neme, uvedeme ale
nejprve definici geometrické pravdépodobnosti podle Dupac a Huskova| (2013).

Definice 1 (geometrickd pravdépodobnost). Necht mnozZina S je borelovskd pod-
mnozina R" s kladnou a konecnou Lebesqueovou mirou A(S). Pro borelovskou
podmnozZinu A C S definujeme geometrickou pravdépodobnost predpisem

) - 2

Nyni se jiz presuneme k samotné tloze formulované Georgesem Buffonem
v Buffon (1733)) s feSenim od téhoz autora v Buffon| (1777).

1.1 Buffonova tloha na rovnobézné linky

1.1.1 Zadani Glohy

Na rovinu pokrytou rovnobéznymi primkami s rozestupy a > 0 je ndhodné
umisténa usecka (jehla) o délce | > 0. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne
alespon jednu z rovnobéznych primek?

1.1.2 ReSeni

Bez 1jmy na obecnosti lze uvazovat pouze dvé rovnobézné primky se zadanym
rozestupem a > 0 a jehlu dopadajici svym stfedem mezi tyto dvé linky. Poté lze
jednoznacné popsat kazdou jehlu pozici jejiho stredu a jejim natocenim. Jako
pozici stfedu mizeme v tomto piipadé uvazovat pouze vzdélenost x € (0,a) od
jedné predem zvolené linky, natocenim pak myslime zaporné orientovany thel
0 € (0,7), ktery jehla svirda s linkami. Formélné vzato jehla neprotinajici linky
s nimi zadny thel nesvird, tento nedostatek lze odstranit uvazovanim primky
vzniklé prodlouzenim jehly, ta jiz protina linky a svird s nimi thel, o kterém
budeme déle hovorit jako o tithlu, ktery svird samotna jehla. Tento thel uvazujeme
jako realizaci ndhodné veli¢iny ©. Vzhledem k symetrii se mizeme dale omezit
na ¢ € (0,5)axe(0,3).

K feseni pristoupime nasledovné. Zvolme pevné néjakou hodnotu odchylky
¢ < (0,%) a ur¢ime pravdépodobnost protnuti nékteré z linek jehlou svirajici
s linkami thel 0, tedy P(protnuti|© = ). Tuto pravdépodobnost spocitime
podle definice geometrické pravdépodobnosti. Oznac¢me S jako mnozinu vsech
pripustnych stiedu jehel a Ay C S jako mnozinu stiedu téch jehel, které sviraji
tthel 0 a protinaji nékterou z linek.



Isin(a) =a

Obrazek 1.1: Pro pevné # je vlevo zobrazena jehla takova, ze jehly se stredem
blize k lince protnou linku a naopak. Vpravo poté pro [ > a nejvétsi natoceni
takové, ze se takto natocend jehla jesté vejde mezi dvé linky.

V tomto ptipadé jsou mnoziny S i Ay redlné intervaly a plati

Adg) _ A(Ay)
MS)  A(0.9))

2

2
P(protnuti |© = ) = = g)\(Ag).

us

5) s hustotou

Jelikoz odchylka © m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,

dostaneme vyslednou pravdépodobnost protnuti jako

w/2 4 /2
P(protnuti) = / P(protnuti |© = 0) fo(0) dd = —/ A(Ap)do.  (1.1)
0 ma Jo
Zbyvéa nalézt velikost mnoziny Ay. Hleddni rozdélime na nékolik pripadi v zavis-
losti na délce jehly.

1.0<Il<a
Zvolme 0 € (0, %) pevné a naleznéme jehlu svirajici hel 6 a dotykajici se
linky. Pak mnozina Ay obsahuje jehly lezici svym stfedem blize k lince nez
pravé nalezend jehla. Urcime (viz obrdzek

AMAg) = ;sin(e).

Podle (1.1)) potom plati

4 [m/2 4 (/2] 2]
P(protnuti) = — AAy)do = — —sin(f)df = —

ma Jo TaJJo 2

2.a<l <0
Jelikoz je jehla delsi nez mezera mezi linkami, tak se pii vhodném natoceni
mezi linky nevejde, a tedy at bude jeji stted lezet kdekoliv, vzdy protne
aspon jednu linku. Tomu se bude dit pro velké hodnoty odchylky ©. Na-
leznéme tedy nejmensi thel takovy, ze pro vétsi ihly jehla vzdy protne linky.
Ten je zobrazen na obrazku a plati a = arcsin(a/l). Potom pro 6 > «
plati

A(Ag) = M(S) = g



Pro 6 < a dostaneme obdobnym zptisobem jako v pripadé kratsi jehly
[
AAp) = 3 sin(6).

Vysledna pravdépodobnost protnuti je podle (1.1) rovna

i 4 /2
P(protnuti) = — A(Ay) do

Ta Jo

4 arcsin(a/l) [ /2
. / L sin(6) do + ¢ 49
0 2 arcsin(a/1) 2

2
:21(1— 1—(;2)4-1—&1'68111()
Ta
l a? 2 a
_m(l 1—l2)+arccos<l>.

1.1.3 Zavér

Pravdépodobnost, ze jehla protne alespon jednu z rovnobéznych primek, je

2 je-li 0 < I < a,

P(protouti) = { o t2
(protnuti) 7%(1_\/_7)_1_ arccos(l), jellia <1< oo. e

Tohoto vysledku je mozné vyuzit k odhadu ¢isla m provedenim N hodi jehlou na
rovnobéznou sit linek. Oznacime Z pocet jehel zasahujicich linku, potom pravde-
podobnost protnuti odhadneme relativni ¢etnosti zasahu Z/N = 2l/ma, pro jehlu
délky [ a rozestupy a mezi linkami, kde [ < a. Dostavame odhad

2lN
T=—": 1.
T 7 (1.3)

Nejznaméjsiho vysledku tohoto experimentu dosahl Lazzarini| (1901). S parametry
=25 cm, a=3cm, N=3408 napocital Z = 1808 zasahu a odhadl tak

7 = 3,1415929 . ..

To je presnost na Sest desetinnych mist, ovSsem tento experiment byl pozdéji
zpochybnén a prakticky i vyvracen, podrobnéji o ném pojednava Badger| (1994).

v

1.2 Laplaceovo rozsireni na obdélnikovou mriz

Jako prvni rozsiteni Buffonovy tlohy budeme misto rovnobéznych linek uva-
zovat obdélnikovou mriz. Také tuto tlohu mtzeme nalézt v Buffon| (1777)), ovsem
Buffonovo odvozeni obsahovalo chybu. Prvni spravné reseni lze nalézt v Laplace
(1812), proto se o této tloze hovori jako o Buffonové-Laplaceové tloze o jehle
nebo o Laplaceové rozsiteni Buffonovy tlohy.

1.2.1 Zadani dlohy

Do roviny pokryté obdélnikovou siti o rozmérech a, b > 0 je ndhodné umisténa
usecka (jehla) o délce I > 0. Jaka je pravdépodobnost, ze jehla protne alespon
jednu z primek tvorici obdélnikovou sit?

5



1.2.2 ReSeni

Necht je 0 < a < b a bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze stired
jehly dopadé pouze do jednoho obdélniku s rozméry a, b. Jehly jsou jednoznacné
urcéeny pozici sttedu a zaporné orientovanym thlem 6, ktery sviraji s kratsi ze
stran obdélniku. Diky symetrii mizeme uvazovat 6 € (0, 7). Pozice stfedu bude
v tomto pripadé uréena vzdalenostmi z € (0,a) a y € (0,b) od jednoho pevné
zvoleného vrcholu. Postupovat budeme obdobné jako v predchozi tloze s tim
rozdilem, Ze je zde vyhodnéjsi pocitat pravdépodobnost neprotnuti. Mnozina S
je zde dvourozmérna a plati

S={(z,y) €R*x€(0,a),y € (0,b)}, AS)=ab.

Pro pevné 6 € (0, 7) hleddme mnozinu N stiedl téch jehel, které sviraji thel 0
a neprotinaji zadnou z linek. Z definice geometrické pravdépodobnosti plati

A(No) _ AM(Np)

P(neprotnuti |© = 0) = \S) ~ ab
a

™

Odchylka © méd i tentokrat rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, §

fo(0) = %, a pro vyslednou pravdépodobnost neprotnuti tak plati

) s hustotou

w/2 2 /2
P(neprotnuti ) = / P(neprotnuti |© = 60) fo(0) df = —b/ A(Np) db.
0 mab Jo
(1.4)

Hledéani A(Ny) rozdélime na nékolik pripadu podle délky jehly.

1.0<Il<a
Bud ¢ € (0, 5) pevné. Jako na obrézku nalezneme mnozinu Ny, plati

A NVg) = (a —lcos(0))(b — [sin(0)).

Z (1.4) potom dostdvame

2 m/2
P(neprotnuti) = — (a —lcos(9))(b—lsin(f))dd
mab Jo
o, 2al+2bl =17
B mab '

2.a<l<b
Jelikoz je jehla delsi nez strana a, pak se pro malé hodnoty odchylky jehla
do obdélniku nevejde nezavisle na poloze jejiho stfedu, pro takové tuhly 6
je Ny = 0. Ozna¢me « nejmensi thel takovy, ze N, # 0 (tedy « urcuje, jak
nejméné musi byt jehla natocend, aby se vesla do obdelniku). Uréime (viz

obrézek [1.3)), ze
a = arccos (C;) .

Pro 6 < « plati A(INy) = 0. Naopak pro velké hodnoty odchylky nejsme
nijak omezeni, nebot jehla je stale kratsi nez b. Pro 8 > « plati obdobné
jako v pripadé kratsi jehly

AM(Ng) = (a —lcos(0))(b — [sin(0)).

6



Obrazek 1.2: Pro dané 6 lezi stiedy jehel neprotinajicich zadnou ze stran uvnitf
carkovaného obdélniku.
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Obrézek 1.3: Vlevo je (pro jehly a < [ < b) nejmensi tihel, pro ktery se jehla jesté
vejde do obdélniku. Uprostied totéz pro delsi jehly (b < I < v/a? + b?), vpravo
zase takovy thel, Ze jehly s vétsi odchylkou se uz nevejdou do obdélniku.



Vysledna pravdépodobnost neprotnuti je zde podle (1.4) rovna

2 /2
P(neprotnuti) = (a —lcos(9))(b—lsin(F)) dd

Tab arccos(a/l)
a? + 2bl — 2b\/12 — a® + 2abarccos(a/l)

=1
Tab

3.b<l<Va?+b?
Jelikoz je stale [ > a, polozime « jako v predchozim pripadé. Nyni se ale
také pro velké hodnoty odchylky jehla nevejde do obdélniku. Oznacme tedy
S nejvetsi thel takovy, ze Nz # 0 (tedy nejvétsi uhel, kdy se jesté jehla
vejde do obdélniku). Pomoci obrazku ur¢ime § = arcsin(b/l). Potom
pro 6 < «a plati A(Ny) =0, pro a < 8 < (3 je

A Ng) = (a — lcos(9))(b — lsin(h))

a pro < 6 je opét \(Ny) = 0. Podle (1.4)) dostavame

2 arcsin(b/1)

P(neprotnuti) = — a—lcos(f))(b—lsin(A))do
ab (a/l)
T arccos(a/l

_1_ a? + 0% + 1?2 — 2b\/12 — a? — 2a/I2 — 1?
B mab
_ 2abarccos(a/l) + 2abarccos(b/1)

mab

4. Va2 +b2 <l

Takto dlouha jehla se jiz do obdélniku nevejde, rovnost A(INp) = 0 plati pro
vSechna 6 € (0, 7), a tedy i P(neprotnuti) = 0.

Vyslednou pravdépodobnost protnuti strany obdélniku jiz snadno urcéime jako
pravdépodobnost doplikového jevu.

1.2.3 Jiny pristup k reseni

Stejné vysledky je také mozné ziskat mirné odlisSnym pristupem. Obdélnikova
mifz se totiz skladd ze dvou sad rovnobéznych linek, které sviraji tihel 7. Oznacme
je podle rozestupt jako A-sit a B-sit. V tomto oznaceni je naprtiklad strana délky
b ¢asti A-sité. Jelikoz uz zname ze sekce pravdépodobnost protnuti pro kazdou
sadu linek zvlast (oznacme tyto pravdépodobnosti P4 a Pg), pak pokud uréime
pravdépodobnost protnuti obou sad zaroven (ozna¢me tuto pravdépodobnost jako
P,), budeme znat i feSeni zadané tlohy, nebot

P(protnuti) = Py + Pg — P.

Ukazeme zde vypocet pouze pro jehly kratsi nez obé stany obdélniku. Oznacme
Dy mnozinu téch stredu jehel, které sviraji tithel 6 a protnou obé dvé sady linek,
z geometrické pravdépodobnosti plati

A(Dp) _ A(Ds)

P( protnuti obou sad |© = ) = \O) ==
a




Lsin()

2

cos(6)

]

2
Obrazek 1.4: Stredy jehel protinajicich obé strany lezi v nékterém ze ctyr obdél-
nikd v rozich, mnozina Dy je jejich sjednocenim.

Pro pravdépodobnost protnuti obou sad pak plati

/2 ﬂ—/2
P, = / P( protnuti obou sad |© = ) fo(0 /
; ~ Tab

Jehly protinajici obé strany musi zifejmé lezet pobliz rohii obdélniku. Presnéji
kdyz za daného 6 sestrojime jehly dotykajici se obou stran obdélniku jako na
obrazku pak jehly protinajici obé strany maji svij stfed v jednom ze ¢yt
obdélnikt v rozich puvodniho. Plati

N &

2
7L n(20ydo = -
_ 2 _
" rab / sin( mab’
z (.2) jiz méme Py = 2 a Pp = 2 a konecné
20 21 12
P(protnuti) = P4+ Pg — P>, = +— - —
mb  mab
b+ 2al — 12
B mab '

Pro delsi jehly je prvni pristup k feSeni vypocetné mirné jednodussi, i proto
byva podobny zpusob uvadén ve vétsiné literatury, napriklad v [Fengfan a Deyi
(2011). Naproti tomu druhy zptsob feseni poskytuje vice informaci. Jednak doka-
zeme urcit, kolik siti bylo protnuto, nebo také vyjadrit pravdépodobnost protnuti
obou siti.



1.2.4 Zavér

Pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend jehla protne nékterou z primek tvorici
obdélnikovou sit o rozmérech a, b, kde 0 < a < b, je

W%b (2al + 2bl — 1?), je-li 0 <l < a,
< <a2 + 200 — 20V 12 — a® + 2abarccos(a/l)) , jelia<I<b,
W}lb<a2 PR 2B — 20l B
+2abarccos(a/l) + 2ab arccos(b/l)), je-li b < 1 < Va2 + b2,
, je-li Va2 + 12 < < oo.
Stejné jako u zékladni Buffonovy tlohy miizeme pouzit vysledku k odhadu

¢isla . [Schuster| (1974) ukazuje na miizi s parametry a = b = 2[, ze pro 100
hodt jehlou odhad

—_

1 1

— = —(pocet protnuti A-sité + pocet protnuti B-sité)

7 200
¢isla 1/7 ma mensi rozptyl nez odhad ([1.3)) pomoci N = 200 hodt jehlou na rovno-
bézné linky. V knize Solomon (1978) Ize nalézt doplnujici vypocty k Schusterovu
pozorovani.

1.3 Rovnobéznikova mriz

Nyni déle zobecnime Laplaceovo rozsiteni. Budeme opét uvazovat dvé sady
rovnobéznych linek, ale tentokrat na sebe tyto sady nemusi byt kolmé, mohou
mezi sebou svirat libovolny nenulovy thel.

1.3.1 Zadani tGlohy

Uvazujme sadu rovnobéznych linek s rozestupy a (déle o nich budeme ho-
vorit jako o A-siti) a sadu rovnobéznych linek s rozestupy b (ddle jen B-sit),
které sviraji s prvni sadou tihel p € (0, 7). Pfedpoklddejme 0 < b < a. S jakou
pravdépodobnosti protne nahodné zvolend jehla délky [ > 0 nékterou z linek?

1.3.2 ReSeni

Jehly jsou opét uréeny jednoznacné pozici svého stiedu a tthlem 6 svirajicim
s A-siti v zaporném sméru. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme jehly dopadajici
pouze do jednoho rovnobézniku vymezeného vyse popsanymi linkami, ten také
oznac¢ime za mnozinu S. Plati




\ | Lsin(#) cot(p) ‘ L cos()
a/sin(p)

Obrézek 1.5: Mnozina Ny pro 6 € (0,7 — p).

Obrazek 1.6: Mnozina Ny pro 6 € (7 — p, 7).

kde Ny oznacuje mnozinu stfedti jehel, které neprotinaji zadnou z linek. Odchylka

© mé rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,7) s hustotou fe() = = a pro vy-

slednou pravdépodobnost neprotnuti plati

P(neprotnuti) = /7r P(neprotnuti |© = 0) fo(0) df = sm(g) /7r A(NVp)db. (1.5)
0 mwab Jo

Ulohu budeme délit podle délky jehly na nékolik p¥ipadi. Ozna¢me délku kratsi
uhlopricky rovnobézniku jako uq a té delsi jako us.

1.0<I<b
Pro 0 € (0, %) plati (viz obrazek

A(Ng) = (Sma(p) — Icot(p) sin(f) — lcos(9)> (b— Isin(9)),

tento predpis plati i pro 6 € (5,7 — p). Pro 0 € (7 — p,7) plati (viz

obrazek

A(Np) = (Sm“(p) + 1 cot(p) sin(0) + zcos(9)> (b— Isin(0)).

Vyslednd pravdépodobnost neprotnuti zadné z linek je tedy podle ([1.5)
rovna

P(neprotnuti) = s1n(£) /7T A(Ng) dO
mab Jo
1

= b(l2(7r/2 — p)cos(p) + I?sin(p) — 2al — 2bl + abr).
ma

(1.6)
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Pripomenme si feseni problému pro obdélnikovou mitiz. V prvnim kroku
jsme pro kratkou jehlu nalezli A\(Ny). P¥i postupném prodluzovani jehly
se pouze zmenSovala mnozina {6 € (0,%) : A(Np) > 0}, v samotném
vypoctu pravdépodobnosti neprotnuti se tak zmensovala mnozina tihli, pres
které jsme integrovali, coz odpovida tomu, ze pro nékteré thly se jehla
od urcité délky do obdélniku uz nevesla. Aplikovani této uvahy na pripad
rovnobézniku nam dava za tkol najit pro zvétsujici se [ uhly takové, ze
se takto dlouhd a natocenda jehla do rovnobézniku nevejde. Prvni takova
situace nastane pro [ > b, tuto situaci jesté vyresime zvlast.

<l <a
Jehla delsi nez vyska rovnobézniku se ziejmé nevejde pro thly kolem 7 /2.
Presnéji pro kazdé [ > b existuje pravé jedno [ > 0 takové, ze plati

T T
0 e (2 - B, 5 + ﬁ) < jehla protne B-sit nezavisle na pozici stredu.

Z obrazku |1.7| uréime § = arccos(b/l). Jind omezeni v tuto chvili nemame,
proto dostavame

i w/2—p ™
P( neprotnuti) = sin(p) </ A(Nyg) dO + // A(Np) d@)
0 /248

mwab
= <2a 12 — b2 — 2al — b? sin(p)
+2ab arcsin (b/l)) je-li [ > Sm(p),
= 7r1b< 2 —b%(2a 4 beos(p)) — 2al — 2bl
+arcsin (b/1) (2ab + 1% cos(p))
+2(sin(p) — peos(p)) ). jedli 1 < iy

La <l <ug

Pro jehly delsi nez a se jehly pod urcitymi thly nevejdou také mezi A-sit.
Jehla kolmé na A-sit svira thel 7/2 — p, a tedy podobné jako v predeslém
kroku pro [ > a existuje pravé jedno o > 0 takové, ze plati

T T
S (2 —Pa 5P + a) &> jehla protne A-sif nez. na pozici stredu.
Z obrazku [1.8 ur¢ime o = arccos(a/l). Zaroven zustava v platnosti omezeni
pri protnuti B-sité z predeslého kroku. Cim bude jehla delsi, tim se budou
zvétsovat i uréend omezeni. V zavislosti na délce jehly a parametrech mtize
mohou nastat dvé situace, které vySetiime za pomoci obrézku [I.9

(a) /2 —p—a <0
Jehla svirajici thel 0 se nevejde do rovnobézniku, vesla by se az jehla
svirajici pravé uhel 7/2 — p — a < 0. Toto natoceni je ale stejné,
pri¢teme-li k nému tihel 7, tim dostaneme thel 37/2 — p — v, ktery lezi
v (0, 7). Vzniké tak omezeni pro 6 € (37/2 — p — «, 7).

12



7 /2 + arccos(b/1) /2 /2 — arccos(b/1)

b N 0

Obrézek 1.7: Omezeni thlu 6 pro b <[ < a.

B = arccos(b/l)
a = arccos(a/l)

/248 /2 /2 -3

T/2—p+a

T/2—p
T/2—p—a

oo N 0

Obrazek 1.8: Omezeni thlu 0 pro a < [.

B = arccos(b/1)
a = arccos(a/l)

/2 T/2—p+a

w/2—[

T/2—p

T/2—p—«

Obrazek 1.9: Omezeni thlu 6 pro délku jehly blizici se k us. Vlevo naznaceny
uhly, které sviraji vyznamné tsecky rovnobézniku.

13



(b) 7/2—p+a>n/2-0
Splnénim této nerovnosti mame jehlu delsi nez kratsi z thlopricek.
Znamena to, ze se pouze spojila omezeni ziskand z protnuti A-sité a
B-sité.

Polozme tedy mnozinu K jako
K=0,7/2—p—a)U(r/2—p+a,1/2—-pF)U
U(m/2+ B, min{r, 31/2 — p — a}),

spolu s tumluvou (a,b) = 0, kdykoliv b < a. Vyslednou pravdépodobnost
neprotnuti dostaneme integrovanim pfres mnozinu K:

P(neprotnuti) = Sm(ig)/ A(Ng) db.
7r K

4. up <l <
V tomto ptipadé se jehla uz do rovnobézniku nevejde a

P(neprotnuti) = 0.

1.3.3 Jiny pristup k reseni
Jako v pripadé obdélnikové mtize naznac¢ime vypocet pravdépodobnosti pro-
tnuti s vyuzitim rovnosti

P(protnuti) = Ps + Pg — P,

kde P4 a Pg oznacuje pravdépodobnost protnuti jednotlivych siti a P, pravdépo-
dobnost protnuti obou siti zaroven. Ozna¢me Dy mnozinu téch stredu jehel, které
sviraji tthel 8 a protnou obé dvé sady linek. Z geometrické pravdépodobnosti plati
A(Dy) _ A(Dy)sin(p)

A(S) ab ’

déle obdobné jako v (1.5)) plati pro pravdépodobnost protnuti obou sad linek

P( protnuti obou sad |© = §) =

Py = /ﬂ P( protunti obou sad [© = 0) fo(0) g = S /ﬂ A(Dy) db.
0 0

mab

Pro uréeni mnoziny Dy miZzeme znovu vyuzit obrazku [1.5 a dostavame

(Icot(p)sin(f) + Lcos(F)) Isin(6),  je-li 6 € (0,7 — p),

A(Dp) = { . ) o
(—lcot(p)sin(f) — lcos(h)) Isin(h), je-li 6 € (m — p, ).

V (L.2) jsme dostali P4 = 2 a Pp = 2L a spocitdme

_ sin(p) [~ I .
Py =220 [T A(Dy) 48 = ——(1%(r/2 — p) cos(p) + Esin(p).
. 20 21 1, , |
P(protnuti) = Py + Pp — Po = — + — — ——(I°(7/2 — p) cos(p) + I" sin(p))

ma wb abw

= 7Tibb(zaz + 20l — I(7/2 — p) cos(p) — I*sin(p)).

14



Téchto vysledku pouzijeme k Teseni tlohy uvedené v Schuster| (1974)). Schuster
hleda thel p sevieny mezi dvéma sadami rovnobéznych stejné vzdélenych linek
takovy, pro ktery jsou protnuti jednotlivych sad linek nezéavislé jevy (P, = P4 Pg).
Tuto rovnost vyjadrime jako

Py P = P
A2 1

——5 = 7 ((7/2 = p) cos(p) + I*sin(p))

j; = (1/2 — p) cos(p) + sin(p).

Oznac¢me nyni
f(p) == (/2 — p) cos(p) + sin(p).

Tato funkce je pro p € (0,7/2) spojita a pro jeji derivaci na tomto intervalu plati
F(p) = (p — 7/2)sin(p) <0,
tedy f je klesajici, navic
f(r/2=)=1<4/m <7/2= f(0+),
potom pro p € (0,7/2) existuje pravé jedno feseni rovnice

f(p) = 4/x.

Toto feseni nalezneme numericky, p = 0,766048.
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2. Pravidelné mnohothelniky

V této kapitole budeme zkoumat pravdépodobnost protnuti u jehly dopada-
jici na pravidelné mnohotihelniky. Budeme vzdy uvazovat mnohothelnik se stra-
nou délky a, na ktery ndhodné dopada jehla (takovym zpusobem, Ze jeji stied
lez{ uvnitt mnohothelniku). Zformulujeme nejprve tvrzeni o obsahu pravidelného
mnohotuhelniku.

Tvrzeni 1. Budn € N, n > 3, pak pro obsah pravidelného n-uhelniku o strané

délky a > 0 plati

TLCL2

5= 4dtan(m/n)

Diikaz. Pravidelny n-thelnik 1ze rozdélit na n rovnoramennych trojihelniki se
zékladnou délky a a vyskou v, (viz obrézek [2.1)). Potom plati

g 1 1 a : <7r> na?
=n-av,=n-a—-cot|{—|=—"—.
2 2 2 n 4tan(m/n)

O

Pozice jehly a jeji natoceni je jednoznacné urceno souradnicemi stredu a tthlem
0 € (0, 7), ktery svird jehla s jednou zvolenou stranou. Postupujeme obdobné jako
v predeslych kapitolach, z definice geometrické pravdépodobnosti plati pro kazdé
0 € (0,m) vztah
A(Ng)  4tan(m/n)A(Ng)
AS) na? ’
kde Ny je mnozina stiedt jehel, které pti © = 0 lezi uvnitt zadaného mnohotihel-
niku. Vyslednou pravdépodobnost neprotnuti dostaneme jako

4tan(T)

na?

P(neprotnuti |© = 0) =

P(neprotnuti) — /O " P(neprotnuti |6 = 6) fo(6) df — /0 " AN, fo(6) 6.

(2.1)

Nésleduje tvrzeni umoznujici vypocet obsahu mnohotuhelniku, pokud jsou znamy
kartézské soutradnice vsech jeho vrcholi. V literature byva oznacovano jako tka-
nickovy algoritmus (podle zpusobu vypoctu), nebo jako Gaussova plosnd formule
(tvrzeni lze dostat jako disledek Gaussovy véty o divergenci).

2
2n

Uq

[NJIS

a
2

Obréazek 2.1: Rozklad n-tthelniku na rovnoramenné trojuhelniky:.
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Tvrzeni 2. Oznacme souradnice vrcholi n-uhelniku v poradi proti smeéru hodi-

novych rucicek [x;y;| pro i = 1,2, ...,n. Potom pro obsah tohoto n-ihelniku
plati
1 n—1 n—1
S = B (Z TilYit1 + TplY1 — Z Tit1Yi — $1yn> .
i=1 i=1

Diikaz. Dtikaz provedeme indukei podle poétu vrcholi. Necht n = 3. Oznacime
souradnice vrcholi proti sméru hodinovych rucicek [z1, y1], [z2, y2] & [x3, y3]. Pak
strany vychazejici z prvniho vrcholu mizeme reprezentovat vektory

U= (v3 —21,Y3 — Y1),
U= (22 — 21,92 — Y1)
Pro obsah trojthelniku plati formule
25 = |u x V|
= T3Y2 — T3Y1 — T1Y2 + T1Y1 — T2Y3 + T1Y3 + T2Y1 — L1

= T3lY2 — T3Y1 — T1Y2 — T2Y3 + T1Y3 + T2
2 2

= ZfEiyiH + T3y — Zlﬁiﬂyi — T1Ys,
=1 i=1

kde @4 x ¢ zna¢i vektorovy soucin vektoru u a ¢. Predpoklddejme nyni plat-
nost tvrzeni pro n € N. Uvazujme (n + 1)-thelnik s vrcholy [z1, y1], [2, ya], .. .,
[Ty Ynls [Tns1, Yni1]. Rozdélme (n + 1)-thelnik tseckou spojujici prvni a n-ty vr-
chol na trojuhelnik (jeho obsah oznac¢ime A) a n-thelnik (o obsahu B). Oba tyto
mnohothelniky splnuji indukéni predpoklad a plati
25 =2A+2B
= (xlyn + TnYn+1 + Tn+1Y1 — TplY1 — Tp41Yn — $1yn+l)

n—1 n—1
+ <Z TilYit1 + TplY1 — Z Tit1Yi — xlyn>
i=1

i=1

n n
= Z TilYit1 + Tpt1Y1 — Ziﬂiﬂyz’ — T1Yn+1-
i=1 =1

2.1 Rovnostranny trojihelnik

Jako prvni z pravidelnych mnohothelniki budeme zkoumat rovnostranny troj-
thelnik o strané délky a. Samotné vysledky lze nalézt v Fengfan a Deyi| (2011)).

2.1.1 ReSeni

Vzhledem k symetrii se bez ijmy na obecnosti miiZzeme omezit na 6 € (0, %),
odchylka pak ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, ) s hustotou



Hledéani mnoziny Ny stfed jehel, které pti © = 6 neprotnou stranu trojihelniku,
rozdélime podle délky jehly.

1. 0<I< @
7 obrazku 2.2l uréime mnozinu Ny. Je ji trojihelnik, ktery ma ziejmé stejné
uhly jako zadany trojuhelnik, tedy je i rovnostranny. Jeho strana ma délku
[sin(0)
CI/ —_—
V3
Podle tvrzeni [I] uréime jeho obsah
3(a — Isin(0)/v/3 — L cos())?
4 tan(mw/3)

21 1
= \/ia - ial sin(f) — 5\/§al cos(f) +

1 1
+ 1\/512 cos?(6) + 5 I? sin(0) cos(6).

— L cos(0).

A(Np) =

1% sin?(0)
43

Podle (2.1) potom dostédvame

, 12 % 7 (3a® 4 20%) 4 3v/31(l — 4a
P(neprotnuti) = Tona? /06 A(Ny)dl = ( )37m2 ( )

2. Vu <] <q
Jehla je delsi nez téznice trojuhelniku, pokud tedy budeme volit jehly na-
tocené priblizné jako jedna z téznic, nevejdou se do zadaného trojuhelniku.
Presné&ji existuje thel « takovy, Ze pro ¢ > & — a se jehla s tthlem © = 0
nevejde do trojihelniku, tedy Ny = (). Necht « je nejvétsi takové, potom je

()
(= arccos Tl .

z obrazku vidét, ze

cot(5)lsin(6) L cos(9) L cos(0)

Obrazek 2.2: Stfedy jehel neprotinajicich strany trojihelniku maji stfedy uvnits
carkované naznaceného trojihelniku.
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Obrézek 2.3: Jehly s thlem vétsim, nez svird zobrazend jehla, se do trojihelniku
nevejdou.

Pro 0 € (0, % — «) nadale plati jako v predchozim piipadé

1 1
\/;a — §al sin(f) — 5\/§al cos(6) +

1 1
+ Z\/§l2 cos?(6) + §l2 sin(6) cos(8).

1% sin?(0)
4v3

A(Np) =

Podle (2.1) potom dostéavame

P(neprotnuti) = 12 /ﬂ/ﬁ_a A(Ng) do
\/_7Ta2
7 (3a% + 21%) + 3v/3l(l — 4a)
37ra2
. 9av/121 = 9a? — 6 (3a% + 202) arccos (v/3a/(21) )
3ma? '
3. a<]

s

Pro jehlu delsi nez strana trojihelniku je pro kazdé ¢ € (0, ) mnoZina Ny
prazdna, a tedy
P(neprotnuti) = 0.

2.1.2 Zavér

Pravdépodobnost, Zze nahodné zvolena jehla délky [ protne stranu rovnostran-
ného trojihelniku se stranou délky a, je

g (12v/3al — 2712 - 3V/312) | jelio << ¥a
i (12v/3al — 271% — 3v/317

—9a+/121% — 9a? + (18a? + 1212) arccos (‘[a) ), je-li @ <l<a,
1, je-lia <1 < .
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2.2 Pravidelny Sestitihelnik

Déle budeme zkoumat pravdépodobnost protnuti pii dopadu na pravidelny
sestithelnik, i tyto vysledky se uvadi bez feSeni v Fengfan a Deyi (2011)).

2.2.1 ReSeni

I zde se diky symetrii miZeme bez jmy na obecnosti omezit na 6 € (0, %),

ndhodnd veli¢ina © pak ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, §) s hustotou

Podle (2.1 stac¢i nalézt mnozinu Ny stiedu jehel, které pii odchylce © = 6 lezi
uvnitl Sestithelniku. Hledani rozdélime podle délky jehly.

l.0<Il<a
Umistime-li stfed kruznice opsané pravidelnému sestithelniku v roviné do

bodu [0, 0], potom vrcholy maji souradnice

a cos k—ﬁ , asin k—ﬂ , k=1,2,...,6.
3 3

Mnozina Ny je Sestitthlenik, nalezneme nyni soutadnice jeho vrcholi. Jak
vidime na obrazku [2.4] nastévaji u vrcholi dvé situace. Bud se hrani¢ni
jehla primo dotyka vrcholu Sestitithelniku (jako tomu je u vrcholit Ny, N3, Ny
a Ng), nebo se vrcholu nedotyka (situace u vrcholi Ny a Nj). VSimnéme
si, ze pro kazdé 0 € (0, %) si vrcholy Ny, ..., Ny zachovaji takto uvedené
rozdéleni do dvou skupin. V prvni skupiné je (viz obrazek vertikalni
posun vrcholu N; oproti A; roven (az na znaménko)

é sin(0)

a horizontalni posun roven (opét az na znaménko)

é cos(f).

Obrazek 2.4: Vlevo je Sestithelnik zasazen do kartézské soustavy soutradnic,
vpravo naznacena mnozina Ny.
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D% %sin(@) 2
) Lcos(0)

lcos(6)

[

L cos(6)

Obréazek 2.5: Vertikalni a horizontalni posuny soutadnic vrchol mnoziny Ny

opro

ti puvodnimu Sestitthelniku.

Pro vrcholy druhé skupiny je vertikalni posun stejny a horizontélni je az na
znaménko roven

l l

—cos(f) — —=sin(h).

() = 5 cos(0) — 2 sin(0)

Ani znaménko posunuti se pro 6 € (0, §) neméni, miZeme tedy urcit sou-
fadnice vrcholt mnoziny Ny, viz tabulka Poté podle tkanic¢kového
algoritmu (tvrzeni [2)) uréime obsah mnoziny Ny. Dostavame

3v/3a2
2

lcos(f) — écos(ﬁ) b sin(f) =

I%sin?(0)
V3

A Np) = — alsin(8) — v/3al cos(6) — + 1%sin(#) cos(h).

(2.2)

Vyslednou pravdépodobnost neprotnuti dostavame podle (2.1)) jako

P(neprotnuti) = “222(75) /0 "M fo(0) 4
_ \/;TQQ/O”/6A<N9) d
12 41 12

- 942 V3ra * V3ma?
Vrchol Souradnice X Souradnice Y
M a — L cos(f) 5 sin(0)
Ny 2%/5 sin(9) + % — L cos(6) @ — Lsin(0)
N3 —2 + Lcos(0) \/25“ Lsin(0)
Ny —a+ L cos(0) —Lsin(0)
N5 —2%@ sin(f) — 2 + Lcos(9) —¥32 + Lsin(6)
Ng ¢ —Lcos(d) —¥2%+ Lsin(6)

Tabulka 2.1: Souradnice vrcholtt mnoziny Ny pro jehly [ < a.
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Vrchol Souradnice X Souradnice Y

N a— L cos(f) Lsin()
Ns lzif/(g) @ — ? cos(0)
Ny —a+ Lcos(h) —Lsin(6)
Ng — lzif/(g) — Q\fa + § cos(0)

Tabulka 2.2: Soutadnice vrcholt mnoziny Ny pro jehly a <1 < v/3a.

Ca<l<+3a
Pro malé thly tvori mnozinu Ny rovnobéznik, nalezneme tedy thel o takovy,
ze pro # < «a je mnozinou Ny rovnobéznik a pro 6 > « uz Sestiuhelnik.

7 obrazku 2.6 uréime
T . \/§a
a = — — arcsin | —— | .
3 21

Vsimnéme si také, ze plati @ < /6. Posuny vrcholi Ny a Ny jsou urceny
stejné jako v predchozim pripadé, posunuti zbyvajicich dvou vrcholt uréime
z obréazku 2.7} horizontdln{ je roven h a vertikdln{ je roven (I/2)sin(6) + v,
kde

_ ! [sin(@)\ 1 a  Isin(9)
h—2cos(9)—<lcos(9)—a— Ne >2_2+ N
;sm(Q) +v= ésin(@) + tan (g) (l cos(f) —a — ZS%9)> ;
V3 V3a
= 71008(9) -5

Vysledné souradnice vrcholtt mnoziny Ny shrnuje tabulka poté pomoci

tkanickového algoritmu vyjadiime obsah mnoziny A\(Ny) jako

1%sin?(0)
2V/3

Pro 6 > « potom dostavame obsah mnoziny Ny jako v predchozim bodu
(2.2) a podle (2.1) pro pravdépodobnost neprotnuti plati

AMNy) = 2v/3a? — 2v/3al cos(8) — + ;\/§l2 cos?(6).

4 w/6

P(neprotnuti) = o / A(Ng) d6
ma? Jo

5 12 V122 —9a® (6a® + 412) arcsin(v/3a,/21)

T3 3a2 Ta 3ma?
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Obrazek 2.6: Mnozina Ny pro malé thly, vpravo naznacen vypocet thlu a.

a

lcos(6)

Obréazek 2.7: Vertikalni a horizontalni posun souradnice stfedu jehly oproti vr-
cholu Sestithelniku pro dlouhé jehly a 6 < a.
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Obrézek 2.8: Nejvetsi thel, se kterym se jehla vejde do Sestitthelniku, je 7/6 — f.

3. V3a<l<2a
Vsimnéme si, ze nyni je o > 7/6. Diky tomu bude mnozina Ny bud rovno-
béznik popsany v predchozim bodé, nebo prazdnad mnozina. Druhy pripad
nastava pro 0§ > /6 — 3, kde z obrazku uréime

[ = arccos <\/Z§a> .

Poté pro pravdépodobnost neprotnuti plati

i / " \(Ny) d6
V3ma2 Jo o
4 oro23n
3 9a? T V3ma?
102 — 302 (24a® + 21?) arccos (x/ga/l)
+ —
V3ma 3ma?

P(neprotnuti) =

4. 2a <l <
Takto dlouhd jehla se jiz do Sestithelniku nevejde, pro vSechna 6 € (0, %)
plati Ny = 0, a tedy
P(neprotnuti) = 0.

2.2.2 Zavér

Pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend jehla délky [ protne stranu pravidelného
Sestitthelniku se stranou délky a, je

gar= (712 +12v/3al — 3V/312) je-li 0 < 1 < a,
9@327r< — 21a® — wl? 4 3av/12[%? — 9a?
p_ + (6a? + 41?) arcsin(\/ga/Ql)), je-li a < 1 < +/3a,

o= (3V/31% + 18V/3a? — ml? — 3ra?
—30aV/312 — 9a? + (72a* + 61%) arccos(\/ga/l)), je-li v/3a < I < 2a,

1, je-li 2a < I < o0.
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3. Slozené mrize

V zévérecéné kapitole se jen kratce podivejme na mrize, jejichz zakladni vzor
se sklada z nékolika geometrickych ttvart. Pro ilustraci uvedeme postup na mrizi
slozené z Sestitthelniki a rovnobéZniku (uvedend napiiklad v [Fengfan a Deyi
(2011))).

3.1 Sestithelnik a kosod&tverec

3.1.1 Zadani ulohy

Uvazujme miiz vzniklou opakovanim zakladniho vzoru skladajiciho se z pra-
videlného Sestitthelniku o strané délky & > 0 a kosoctverce o strané téze délky
(viz obrézek. S jakou pravdépodobnosti protne ndhodné zvolena tsecka délky
[ > 0 nékterou z car?

3.1.2 ReSeni

Bez tjmy na obecnosti uvazujme jehlu dopadajici svym stifedem pouze do
zakladniho vzoru. Oznacme A jev, ze stfed dopadne do sSestitithelniku, a B jev,
ze stted dopadne do kosoctverce. Potom pro pravdépodobnost protnuti nékteré
z Car plati podle véty o tiplné pravdépodobnosti

P(protnuti ) = P(protnuti| A) P(A) + P(protnuti | B) P(B).

Pravdépodobnost jevii A a B urc¢ime z definice geometrické pravdépodobnosti.
Obsah Sestitihelniku je roven 3+v/3k2/2, obsah koso¢tverce pak v/3k2 /2, dostavame

3V3k2 /2

3
P(4) T3VBR2/2+ VBk2j2 4

Y. T B
P(B) S 3VBk2/2+ V322 4

Obrézek 3.1: M1izZ ze Sestithelnikii a kosoctvercii, tuéné vyznacen zakladni vzor.
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Podminéné pravdépodobnosti jsme jiz vypocitali v predchozich kapitolach,
v pripadé kosoctverce dosazujeme do vysledku (|1.6)) z divodu jiné parametrizace
a=b=+/3k/2a p=n/3. Vyjadiime pouze pifpad, kdy je 0 < [ < a = b, plati

P( protnuti) = protnutl ] A) (A) + P(protnuti | B) P(B)

< b(lz(ﬂ/Q — p) cos(p) — 2al — 2bl + abrm + I? sin(p)>

l 512 N 5l
TA8K2 T 4VBak? | \3rk
Fengfan a Deyi (2011)) dale fesi zobecnéni této tlohy na rovnostranny Sestitithelnik

s vnitinimi thly 2a a 7 — a a kosoc¢tvercem s uhly 2a a m — 2o nebo také
v navaznosti na (Caristi a Ferraral (2004) mtiZ vytvorenou z osmithelniku s tthly

T—aamn/24 aaze tverce.

P
(e ;
4 \/_7ra V3ma?
1
"1
2
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Z.aver

Ackoliv je Buffonova tloha témér 300 let stard, je toto téma stale zivé a
vznikaji nové prace, které se mu vénuji. I v tomto roce naptiklad vysel ¢lanek
Barilla a kol.| (2018) zabyvajici se konkrétnim rozsitrenim Buffonovy tlohy.

V praci jsme nalezli podrobnd odvozeni pro zakladni tlohu, obdélnikovou,
rovnobéznikovou, trojihelnikovou a Sestitthelnikovou mriz. V zavérecné kapitole
jsme naznacili feseni tlohy pro slozené mrize, které miazeme nalézt v ¢lancich |Ca-
risti a Ferrara (2004) a Fengfan a Deyi| (2011). U rovnobéznikové a obdélnikové
miize navic zdiraznéme nalezeni jiného pristupu k feseni, ktery se v literature
vyskytuje jen velmi ziidka, ale ze kterého ziskdavame vice informaci. S jeho pomoci
jsme naptiklad obecné vytesili problém, jehoz pouze konkrétni feseni nachazime
v |[Schuster (1974). Cilem prace vsak bylo odvozeni a sepséni zakladnich vysledku,
pro které je klasicky pristup vyhodnéjsi, proto jsme se druhému ptistupu véno-
vali jen okrajové. Ve druhé kapitole jsme dokéazali tvrzeni pro vypocet obsahu
n-uhelniku, zname-li kartézské souradnice jeho vrcholt.

Vysledky nékterych rozsiteni Buffonovy tlohy nalezneme kromé vyse zmi-
nénych clanka také v De-Lin| (1994)). Nase vypocty se dopracovaly ke stejnym
vysledkiim, navic jsme si v programu Mathematica vytvorili vlastni simulace pro
experimentalni ovéreni dosazenych vysledkii.
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