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Uvod

Bubble Blast 2 je logicka mobilni hra pro jednoho hrace z dilny studia Magma
Mobile. V soucasné dobé existuji verze pro operacni systémy Android, iOS a Win-
dows. Hra ma nékolik tisic trovni rozdélenych do packi, tedy balickti. Konkrétné
pro operacni systém iOS je to 70 balickitt po 100 trovnich.

Kazdou droven tvori obdélnikova hraci plocha o 6 fadcich a 5 sloupcich. Dvo-
jici (7,j) budeme znacit konkrétni misto na i-tém fadku a j-tém sloupci hraci
plochy. Na kazdém misté hraci plochy se muze nachazet bublina urc¢ité barvy,
a to bud cervené, zelené, zluté, nebo modré.

Na zacatku kazdé tirovné ma hrac k dispozici predem dany pocet klik. Cilem
hrace je pomoci tohoto poctu kliknuti ziskat prazdnou hraci plochu bez bublin.
Kazdé kliknuti na bublinu zptsobi zménu jeji barvy podle nasledujiciho schématu:

modrd — zlutd — zelend — dervend —  bezbarva

Zména barvy je mozna pouze ve sméru Sipek a jednim kliknutim praveé o jeden
krok.

Kliknutim na ¢ervenou bublinu se jiz nezméni jeji barva, nybrz bublina tuplné
zmizi, resp. vybouchne. Toto ,,vybouchnuti vysvétlime o néco pozdéji.

Podle zminéného pravidla zmény barev mizeme bublindm prifadit ¢iselné
hodnoty. Ptijdeme-li ve sméru Sipek, posledni zménou je zmizeni ¢ervené bubliny.
Budeme tak ptirozené uvazovat, ze misto na hraci ploSe bez bublin ma hodnotu 0.
Kliknuti pak budeme chapat jako snizovani hodnoty bublin. Barvam tedy podle
schématu muzeme priradit sestupné hodnoty:

modra zlutéd zelend céervena bezbarva
4 3 2 1 0

Konkrétni pozici hraci plochy budeme nadéle zapisovat matici

A= (aij)6><57

kde a;; je barva bubliny na misté (4,5), pfipadné informace, ze na daném misté
matice se Zddna bublina nenachdazi, pokud a;; = 0.

Na obrazku [la] je zachycena troven 61 z prvniho balicku v uzivatelském pro-
sttedi, tedy s barevnymi bublinami, matice na obrazku je pak pfrislusnym
maticovym zapisem pozice v této irovni.
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(a) Uzivatelské prostiedi Zb) Maticovy zapis pozic-e

Obrazek 1: Hraci plocha

Jinymi slovy je cilem hrace vynulovat matici A. Nyni se jiz dostavame k ,vy-
bouchnuti“ ¢ervené bubliny.

Kromé toho, Ze bublina zmizi, vytvori se zaroven ¢tyti nové prvky. Kliknuti
timto vnasi do hry dynamiku, nebot tyto nové prvky se narozdil od barevnych
bublin pohybuji. Vsechny ¢tyti se pohybuji stejnou konstantni rychlosti, dva ho-
rizontalné po radku, jeden doleva, druhy doprava a dva vertikalné po sloupci,
jeden nahoru a druhy dolt.

Témto pohybujicicim se prvkim budeme fikat agenti. Agent se pohybuje po
hraci plose, dokud nenarazi na nenulovy prvek. Pokud se tak stane, chova se jako
kliknuti. Podle barvy bubliny tak dojde bud ke zméné jeji barvy, nebo v pripadé
cervené bubliny k jejimu ,,vybouchnuti“ a vzniku novych agentii. Agent, ktery
narazi do néjaké bubliny, zdroven v tu chvili zmizi.

Jsou tedy pravé dva zptisoby, jak sniZit hodnotu prvku a,;;. Prvnim z nich
je kliknuti, druhym pak naraz agenta. Narazy agenti zptisobuji fetézové reakce,
kdy agent, ktery vznikl vybouchnutim jedné bubliny, zptsobi vybouchnuti dalsi
bubliny na hraci plose atd.

Definice 1. Rekneme, Ze hraci plocha (nebo jeji ¢ast) je Tesitelna m kliky, pokud
ji lze maximdlné m kliky vynulovat.

Obtiznost hry je ddana malym poctem kliknuti, které ma hrac¢ k dispozici,
oproti sou¢tu hodnot bublin na hraci plose. Ukolem je tak kliknout na bubliny,
jejichz smazanim dojde ke spusténi takovych fetézovych reakci, které povedou
k vynulovani celé hraci plochy.



1. Dynamika jednoho kliknuti

Nadale budeme predpokladat, ze hra¢ v pribéhu hry vzdy klikne a pocka,
dokud neskond¢i vsechny fetézové reakce zptusobené agenty, a teprve potom klikne
znovu. Dynamiku hry tak v nasledujicim popisu budeme chapat jako dynamiku
prubéhu hry po jednom kliknuti.

Z pohybu agentii nyni odvodime diilezitou veli¢inu, a to cas. Bude se ndm
hodit nejen k ziskani informaci, kdy doslo, poptipadé dojde k vynulovani néjakého
prvku hraci plochy, ale také k definici dalsich pojmii.

\\1//
raki @ —— | Cigh-10r —— O
/7D

tadek i O O O

sloupec j sloupec j + 1 sloupec j + 2

Obrazek 1.1: Problematika cCasu

Uvazujme dva agenty na mistech (7,7) a (i',7), tedy ve stejném sloupci, pohy-
bujici se oba smérem doprava jako na obrazku . Na misté (i,7 + 1) uvazujme
¢ervenou bublinu, na misté (i',j + 1) zddnou. Agent pohybujici se po fadku @
tedy zpusobi eliminaci ¢ervené bubliny, agent na radku i’ pouze pokracuje dél
doprava. Pozorovanim pribéhu hry jsme zjistili, Ze naraz agenta do bubliny, jeji
vybuch a vznik novych agentti nema zadnou casovou naroc¢nost a vsechny tyto
udalosti probéhnou v jeden moment. Oba agenti tak dorazi na prislusné misto
hraci plochy ve sloupci 7 + 2 ve stejnou dobu.

Chapani casu tedy miuzeme omezit na pohyb agent po prazdné hraci plose.
K tomu budeme potiebovat jesté néasledujici pojmy.

Definice 2. Méjme dvé mista na hraci plose (aj,a2), (b1,b2), pak vzdélenosti
téchto dvou mist rozumime ¢islo |ay — by| + |az — bal.
Sousednimi prvky prvku na misté (i,j) budeme nazyvat proky ve vzddlenosti 1

od (i,7).

Konecné cas budeme chépat jako diskrétni veli¢inu a jeho jednotkou bude
prave doba, za kterou agent dojde na misto sousedniho prvku, tzn. je-li agent
pohybujici se horizontélné v case t na misté (,7), v ¢ase t + 1 se bude nachézet
na misté (i,7 — 1), nebo (4,7 + 1) podle konkrétniho sméru.

Definice 3. Stav hry v ¢ase t pak popiseme dvojici matic - stavovou matici v case
t a matici aktivnich agenti v case t.

Stavovou matici hry v Case t rozumime matici a® = (al;)sxs, kde af; je barva
mista (i,7) v case t.

Koneény stav pak budeme znacit (e,E).



Nenulovy konecny stav je tedy zaroven pocatecnim stavem pro dalsi kliknuti.

U agentii nas bude zpravidla zajimat jejich pocet, popiipadé poloha v néjakém
case t. Uvazujme agenta, ktery vznikl vybouchnutim néjaké bubliny v ¢ase t' < ¢
a ktery jiz do zadné bubliny hraci plochy nenarazi. Takovyto agent béhem hry
urc¢ité vznikne, at uz vybouchnutim bubliny na kraji hraci plochy, nebo zptisobi-li
vybouchnuti bublin v jeho sméru jini agenti. Agent se pak od urcitého casového
okamziku muze zacit vzdalovat od hraci plochy. Bude-li nas pak zajimat napriklad
pocet agenti v case, kdy doslo k eliminaci celé hraci plochy, miizou se agenti
nachdzet jak na hraci plose, tak v rizné vzdalenosti od ni. Jelikoz pred hrou
neumime urcit, jak dlouho bude eliminace celé hraci plochy trvat, budeme obecné
uvazovat nekonecénou matici.

Definice 4. Matici aktivnich agentu v Case t budeme nazyvat nekonecnou matici
At - (Azj)ZXZ7
kde zflfj = tcﬁth—i- (tﬁjRtheij + ij, kde cfj,dﬁj,eﬁj, fj > 0.

Cisla ¢, d;;, €55 a fi; v tomto potadi vyjadruji pocet agenti v case t na misté
(1,§) miricich doleva, doprava, nahoru a doli. JelikoZ ndraz agenta do bubliny,
jeji vybouchnuti a vznik novych agenti probéhne v jednom case t, budeme pred-
pokladat, Ze aktivni agenti v case t jsou agenti vznikli v case t a agenti, kteri se
pohybuji beze zmeny. U agenti, kteri v case t narazili do néejaké bubliny, tak v case
t budeme uvazZovat, Ze jiz neexistugji.

Definice 5. Necht (e,E) je konecnyj stav po kliknuti. Rekneme, Ze klik eliminuje
prvek a;;, pokud a;; > e;; = 0.

Dynamika hry zac¢ina kliknutim na urcité misto hraci plochy, ¢imz se hra
dostane do stavu (a’,A%).

Klikne-li hra¢ na misto (i,7) a je-li a% > 1, pak Agj = 0. Je-li a?j = 0, pak
A?j =L+ R+ U+ D, nebot eliminaci prvku a;; vzniknou ¢tyfi novi agenti.

Prechod (a’,A?) — (a'*!, A"1) popisuje nekolik moznych situaci a jejich efekt
na jednotlivé prvky obou matic.

1. Pohyb agentt na misto (4,j) bez narazu do bubliny:

o i+l
i = Qi = 0.

a't': Hodnota prvki stavové matice se neméni: a
A1 V matici aktivnich agentii dojde k posunu agentii ze sousednich
prvki v prislusném sméru:
1t t t t
A =l +di; R4e ;U fiq,;D.
Tento vztah plati pro vsechna i,7 € Z. Mimo hraci plochu se jiz zadné
bubliny nenachazeji, proto tato situace jako jedina mize nastat v ma-
tici aktivnich agent i mimo rozméry hraci plochy.

2. Efekt kliknuti a narazu jednoho agenta do bubliny na misté (i,j) v case

t+ 1:
a'™': Pro prvky stavové matice plati: a
AL Je-li afft > 1, pak A?Fl = 0.
Je-li a1 = 0, pak AXT = L+ R+ U + D, nebot /1! = dif! = el! =
tHl _
iJ :

t+1

_ ot
i —aij—l.



3. Efekt narazu vice agentti do bubliny na misté (i,j) v ¢ase t + 1:
Rozlisime dva pripady, z nichz pouze prvni je jednoduchy na popis:

: it t t t t .
(a) Je-li iy +dij g +ei,;+ fing; < aiy
1. b+l (ot ¢ t t
a™ i = a4y — (G i et i)
A1 Pro matici aktivnich agenti plati, Ze je-li aff" > 1, pak A/ =

0. Je-li aff ' =0, pak Ajf' =L+ R+ U+ D.
(b) Jeli iy +dijq + e+ fiog; > aiy

1, 1 _
a"a; =0

A1 Pohybuji-li se vSichni agenti ve stejném sméru, napiiklad doleva,
pak A" = (cf,,, —al; +1)L.
Prichéazi-li ale agenti alespon ze dvou smérti, potfebujeme pro dalsi
vyvoj hry védét, ktery z agentt bude mit v eliminaci prednost a
ktery bude pokracovat dal.

Ze zdrojového kddu verze pro operacni systém Android jsme zjistili, ze nelze
jednoznacné tici, ktery agent zptisobi vybouchnuti bubliny a kteti budou ptripadné
pokracovat dale. Vyvojari pro ukladani agentii vyuzili seznam, ktery se aktuali-
zuje v kazdém stavu hry. Agent je v seznamu popsan pomoci t¥i atributi, a to
radkového indexu, sloupcového indexu a sméru. Atribut smér nabyva hodnot 1
az 4, kde kazdé ¢islo odpovidé jednomu sméru, a pomocné hodnoty 0 naptiklad
pro agenty, ktefi zanikli. Algoritmus [I| popisuje prubéh hry a aktualizaci seznamu
s jednim klikem.

Algoritmus 1 Android

Vstup: misto kliknuti (klikime na prvek hodnoty vétsi nez 0)
Vystup: stavova matice e v konecném stavu po jednom kliknuti

1: vytvorime agenta s indexy mista kliknuti a libovolnym smérem;

2: hodnotu prvku, na ktery klikneme, snizime o 1 a nastavime smér na 0;

3: if nova hodnota prvku = 0 then

4: vytvorime 4 nové agenty v poradi smérti doleva, nahoru, doprava a doli
a vlozime je na konec seznamu;

5: while seznam agentu je neprazdny do

6: for vSechny agenty v seznamu do

7 smazeme kazdy mimo hraci plochu;

8: for vSechny agenty v seznamu do

9: if hodnota prvku matice na misté agenta je > 0 then
10: snizime jeji hodnotu o 1;
11: nastavime smeér agenta na 0;
12: if nova hodnota prvku = 0 then
13: vytvorime 4 nové agenty v poradi smérti doleva, nahoru, do-

prava a doli a vlozime je na konec seznamu;

14: else if hodnota prvku = 0 then
15: posuneme agenta v prisluSném sméru;




16: for vSechny agenty v seznamu do
17: smazeme vSechny, jejichz smér je 0;

Poradi agentt je tedy v seznamu kromé ¢asu dano dvojim usporadanim. Prvni
je usporadani agentt podle jejich vzniku. Uvazujme agenty, ktefi vznikli v ¢ase ¢
eliminaci néjaké bubliny (agentovi, ktery zpusobil jeji vybouchnuti, budeme fikat
,rodi¢“, nové vzniklym agentim pak jeho ,,potomci). Novi agenti jsou pak v se-
znamu usporadani podle poradi svych rodi¢t. Je-li jeden agent v seznamu pred
jinym agentem, pak potomci prvniho agenta budou v seznamu pfed potomky
druhého agenta, i kdyz vsichni vznikli v jeden cas ¢.

Druhé je samotné usporadani potomkt néjakého agenta. Do seznamu jsou
vlozeni podle smért, kterymi se pohybuji, a to vzdy v tomto poradi - doleva,
nahoru, doprava a doli.

Je-li tedy pocet agent, ktefi se setkaji na misté (4,5), vétsi nez hodnota a;; a
prichazeji-li z vice smért, nemuzeme z celkového usporadani seznamu jednoznacné
urcit poradi agentti, v jakém budou sniZovat hodnotu a;;.

1.1 Hra na primce

Z popisu hry s dvojrozmérnou hraci plochou je patrné, ze dynamika je po-
mérné slozitd na popis a mohou dokonce nastat situace, které popsat neumime.
Proto zavedeme variantu, ve kterém se omezime na jednorozmérnou hraci plochu,
a to jeden radek s obecnou délkou. Pohyb agenti pak budeme uvazovat pouze
v horizontalnim sméru. Budeme tedy predpokladat, ze vsichni agenti, kteti se ve
hie objevi, vznikli eliminaci prvka tohoto radku. Tuto variantu by slo také vyuzit
na analyzu dvojrozmérné hry, kdy v urcité fazi hry se bubliny nachéazeji pouze
v jednom radku, poptipadé sloupci.

Uvazujme tedy hraci plochu jako nekonec¢nou primku, kterd obsahuje pouze
konecné mnoho nenulovych prvki. Tuto pozici hraci plochy pak snadno popiseme
vektorem obsahujicim vsechny nenulové prvky.

Kazda hra zac¢ina kliknutim, prvek na ktery klikneme, oznac¢ime ag. Nejmensi
index nenulové slozky oznac¢ime — M, nejvétsi pak V.

a':<an P a’O oo aN)

Usekem vektoru a = (a_pry- .. ay) délky k rozumime slozky (a1, ..., Givg)
takové, ze —M < i+ 1 a1+ k < N. Nalezneme nejdelsi tisek vektoru a obsahujici
ag takovy, ze slozky tseku nabyvaji pouze hodnot 0, nebo 1. Pak nejmensi index
tohoto tiseku oznacime —[, nejvétsi pak r, tedy

a:(a_M ... a/—l ... ao DY a/’[’ . .. aN)'
Aby kliknutim doslo ke vzniku agentii, musime predpokladat, ze ag = 1.

Definice 6. Stavem hry v case t v této varianté hry rozumime dvojici vektori
(a',A") - stavovy vektor v case t a vektor aktivnich agenti v case t.

Stavovym vektorem hry v ¢ase t rozumime vektor a® = (a' ,, ..., d%), kde a!
je hodnota barvy bubliny na misté ¢ v case t.



Vektorem aktivnich agentii v case t rozumime nekonecny vektor
t f— ... t ...
Al = (e AL ),

kde proVj € Z je A, = ¢SL + diR a ¢}, dj > 0.
Cisla c;, resp. d; vyjadrugfi pocet aktivnich agenti v case t na indexu j miricich

doleva, resp. doprava.

Definice 7. Pocatecnim stavem budeme nazyvat dvojici (a®,A°), tedy stavovy
vektor a vektor aktivnich agenti v case 0.

Koneénym stavem budeme rozumét dvojici (a®,AT), pokud T je nejmensi
takové, Ze at = a’ pro kazdé t > T. V takovém pripadé budeme konecny stav
znacit (e, E).

Definice 8. Pro t > 0 definujme interval I' = {i|a’ = 0}.

Definice 9. Rekneme, Ze pozice a se eliminuje kliknutim na ag, pokud pro ko-
necny stav (e,E) z pocitecniho stavu (a®,A°) plati e = o.

Usek (a_pm, . .., ay,) se eliminuje kliknutim na ag, pokud [—m,n] = I* pro néjaké
t>0.

Druha ¢éast definice je rozsitenim prvni ¢asti, nebot pozice a se eliminuje pravé
tehdy, kdyz I' = [—M,N].

Priklad 1. Uvazujeme-li pozici

(1113)
2 1 0 1)’

muzeme Tici, ze kliknutim na ag se eliminuje. Vezmeme-li ale tsek této pozice

(1 1 3)

10 1)’

kliknutim na ag se neeliminuje a; = 3, nebof prvek a_s v eliminaci iseku neuva-
zujeme.

Dynamika hry na pifmce, tedy piechod (a’,A?) — (a't! A1) kde a' a A!
jsou vektory, vychéazi z dvojrozmérné verze s tim rozdilem, ze uvazujeme pouze
agenty pohybujici se vodorovné a misto matice typu 6 x 5 uvazujeme nekonecnou
primku s kone¢né mnoha nenulovymi prvky.

Problém, kdy v dvojrozmérné verzi hry neni mozné urcit poradi agentl v se-
znamu, se zuzi na rozhodnuti, zda maji prednost agenti zleva, nebo zprava. Pro
jednoduchost zvolime, Ze v seznamu budou vzdy agenti mitici doprava pred agenty
mificimi doleva. Tedy pokud ¢/_; +d,; > a!, pak plati nésledujici:

Pokud ¢! ; —al > 0, pak /™" = ¢, —al +1 a d*' = di,, + 1. Pokud
c—al<0,pak ™ =ladt =a -l —d + 1.

Priklad 2. Je-li pro n&jaké i af =2 acl_; =2,dl,; = 1. Pak a["' =0 a Al*! =
2L+ R.

Tuto volbu ale ve varianté na ptimce nebudeme potiebovat, nebot vyuzijeme
tvrzeni uvedeného nize.



1.1.1 Hra na primce s jednim moznym kliknutim

V nasledujici ¢asti tedy budeme uvazovat, ze mame k dispozici pouze jedno
kliknuti. Dokézeme, Ze pri hie na primce s jednim klikem se nemusime zabyvat
problémem eliminace slozky vice agenty zaroven. Zamérime se tak hlavné na
podminky Tesitelnosti hraci plochy a nésledné z toho plynouci vlastnosti jako
naptiklad ¢as eliminace jednotlivych slozek.

Hra bez zavislosti na case

Uvédomime si, ze nulové slozky vektoru maji sice vliv na vysledny cas eli-
minace, ale ne na to, jaké slozky budou eliminovany. V této ¢asti se budeme
zabyvat pouze Tesitelnosti, proto mizeme nadale predpokladat, ze a; > 0 pro
vSechna i € [-M,N].

Tvrzeni 1. Indexy nulovich prvki v a' tvori interval I' obsahujici 0. Pokud
At #£0 proi € [-M,N] , paki € I' ac,di <1.
Diikaz. Dokazeme indukei podle ¢.

Jediny nulovy prvek v a® je ad, z definice poc¢atecniho stavu hry plyne, Ze
AY =L+ Ra A? =0 pro vSechna i # 0. Tvrzeni tak plati v case t = 0.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro ¢t > 0. Necht indexy nulovych prvka v a
tvorf interval I* = [—m,n] a pro vSechna A% # 0, kde i € [-M,N] plati zérover
i€[-m,n|.

Piedpokléddejme, Ze pro néjaké i plati 0 = a‘™' # af. Pak ziejmé i ¢ I'. Bez
ijmy na obecnosti predpokladejme i < —(m + 1). Protoze a!t* = 0, pak musi
platit 0 < a} < ¢!, +d!_,. Z induk¢niho pfedpokladu vime, Ze se aktivni agenti
nachézeji pouze v I*, tedy df_; = 0. Tedy plati 0 < af < ¢!, ,, z ¢ehoz plyne,
ze i+ 1€ I'"=[—m,n| a protoze viechny prvky s indexy v I* jsou nulové, tak
i+1=—-mai=—(m+1). Podobné i =n+1proi>n-+1.V case t+1 se tedy
muze interval rozsitit pouze o —m — 1 nebon+ 1l aplati0 € [-m —1,n+ 1] .

Obdobné uvazujme, ze A > A! = 0. Pravé jsme ukézali, ze novi agenti
v ¢ase t+1 vzniknou pouze eliminaci a_,,_1 nebo a, 1. Z indukéniho predpokladu
vime, ze ¢, d! < 1 proi € I', tedy do a_,,—1 1 apy1 miZe v Case t + 1 narazit
pouze jeden agent, ktery néasledné zmizi. Pripadnou eliminaci a_,, 1 a a,; tak
mame A | =L+ Ra A%}, = L + R. Zaroven agenti, ktef{ do z4dného prvku
nenarazi, z indukéniho predpokladu zustanou v I*, tedy pro vSechna i € [—M N]
plati, ze pokud A" #£ 0, pak i € I'*! a & d i <lacd,,d ;<1

—m—1»

O
Diisledek 1. Pro kazdé t > 0 plati It C It

Dusledek 2. Do prvku hraci plochy v ¢ase ¢ > 0 s indexem ¢ > 0 miiZe narazit
agent pouze zleva, do prvku s indexem 7 < 0 pak pouze zprava.

Znacent. 7 tvrzeni [1| vime, Ze pro ¢t > 0 plati ¢}, d! < 1 pro vSechna i € I*.
Pro samotné oznaceni agenta mifictho doleva (resp. doprava) budeme pouzivat

v z t t
oznaceni ¢! (resp. d}).

Definice 10. Rekneme, e se agent spotiebuje v case t na misté i, narazi-li na
nenulovou slozku, tedy je-li ¢i;1 # 0 nebo di_} #0 a ™' > 0.



Definice 11. Predpoklidejme, Ze se pozice a = (a_p, ..., aq,...,ayn) klikem na
ag celd eliminuje. Necht t je cas, kdy a® = e = o. Pak o aktivnich agentech
v case t rekneme, Ze je pozice a vypusti.

Navic Tekneme, Ze pozice vypusti doleva agenty ¢! a doprava agenty d.

7. definice vektoru aktivnich agenti snadno nahlédneme, ze celkovy pocet
agentl, které pozice vypusti, je pravée
S (cl+ ). (1.1)
i€z
Pouze doleva pak vypusti 3 ¢! agenti a doprava > d..

€L i€Z
Tyto hodnoty lze vyjadrit i bez pouziti vektoru aktivnich agenti:

Tvrzeni 2. Méjme vektor a = (a_pr,...,a0,...,an), ktery se cely eliminuje
v case t. Pak

-M
d=M+N+1-> a;>1, (1.2)
1€Z Jj=—1

N
Ndi=M+N+1-> a; >1, (1.3)
i€Z j=1

kde alespon jedna merovnost je ostra a dale

S +d)=2(M+N+1)— i a;+1>3. (1.4)

i€Z j=—M

Diikaz. Ze vztahtt pro jednotlivé sméry staci dokézat vztah se dokéze
analogicky.

Eliminaci vsech slozek vektoru vznikne prave M + N + 1 agent pohybujicich

-M

se doleva. Z disledku [2| plyne, Ze z tohoto poctu se jich pravé > a; spotiebuje,
j=—1

nebot do slozek se zapornym indexem mohou narazit pouze agenti mitici doleva.

Ziejmé agent ¢ ,,, ktery vznikl eliminaci a_y; v ¢ase ¢/, na zadnou bublinu ne-
narazi, a tedy vektor vypusti doleva vzdy alespon tohoto agenta. Doprava pak
vypusti alespon agenta d%, ktery vznikl eliminaci ay v Case t”.

Zéroven z dusledku [2] plyne, Ze a_p nebo ay bude eliminovano jako posledni
prvek hraci plochy. Pak se zfejmé nevyuzije ani jeden agent, ktery vznikl elimi-
naci tohoto prvku, a tedy alespon jedna z nerovnosti musi byt ostra. Souctem

vztaht 1.2 a[1.3|dostaneme Y (cf+dl) =2(M + N +1) —
= o
alespon jednoho ze vztaht a pak ziskdme nerovnost v [I.4]

a; + 1. Z ostrosti
M

O
V prubéhu hry se miize stat, ze budeme potiebovat pravé uvedené vztahy pro
kratsi usek vektoru a. Jednoduse pak muzeme pouzit definici[IT]a tvrzeni[2] pouze
pro eliminovany tusek.
Znaceni. Pocet agentu, které tsek (a_,,...,aq,...,a,) vypusti doprava, resp.
doleva oznacime R(_y, n), reSp. L(—m n)-

10



Tvrzeni 3. Z tvrzem’ plyne, Ze usek samych jednicek (a_y, ..., aq,...,a,) vek-
toru a vypusti prave r + 1+ 2 agenti a plati

L(fl,r) =r+1, R(,l,r) =1[+1. (15)

Predpokladejme nyni, ze M > m nebo N > n a klikem na aq lze eliminovat
cely usek (a_p,,...,a0,...,a,). Prvky a_,,_1 a a,41 se mohou eliminovat pouze
pomoci agenti, které vypusti asek (a_p,, ..., a0, ..., a,).

Tvrzeni 4. Je ddn vektor a a necht (a_,, ..., ao,...,a,) je jeho podisek, ktery
se cely eliminuje klikem na ag.

Je-lin < N, pak se usek (a_p,,...,an1) cely eliminuje pravé tehdy, kdyz je
splnéna podminka an11 < Ry, n) a pak plati

R(—m,n+1) = R(—m,n) — Qpt1 + 1, L(—m,n-i—l) = L(—m,n) +1 (16>

Podobné je-lim < M, pak se eliminuje cely isek (a_p_1, ..., a,) pravé tehdy,
kdyZ je splnéna podminka a_p,—1 < L(_yn) a pak plati

L(—m—l,n) = L(—m,n) — a1+ 1, R(—m—l,n) = R(—m,n) +1 (17)

Diikaz. Staéi dokéazat pro rozsiteni eliminovaného useku o prvek a,.; vpravo,
rozsiteni o prvek vlevo se dokaze analogicky.
Predpokladejme, Ze a,41 < R(_mn). Z predpokladu, Ze se tsek (G_p, ..., an)

n
eliminuje a z tvrzeni |2l mame R(_,,,) = m+n+1— > a;. Po upravé dostaneme
i=1

n+1
0 <m+n+1- 73 a;. Ziejmé tedy m+n+1 je dostatecny pocet agentii k eliminaci
j=1

tseku (a_p, ...y Gpyt)-

Dokéazeme opac¢nou implikaci, tedy eliminuje-li se tsek (a_,, ..., a,41), pak
plati a,41 < Rmp). Vime, Ze tsek (a_m,...,a,) se cely eliminuje, a tedy
Rimm = S =m+n+1— 3 a; > 1. Z pfedpokladu, Ze se eliminuje i

i€z j=1
tsek (a_pm, ..., an41), pak mame
n+1
1< Rimpyn=m+(n+1)+1-— Z aj =14+ R_pmpn) — Gni1,
j=1

po uprave tedy a,41 < Bi_pp).-

Takze pravé a, 1 agentt je spotiebovano eliminaci slozky a,, 1 a vznikne pravé
jeden novy agent smérujici doprava. Tedy mame R(_p, ni1) = R(—mpn) — Gng1 + 1.

| Zaroven tim také vznikne jeden novy agent smétujici doleva, a tedy L{mjn ) =
Ly + 1.

[

Definice 12. Eekneme, Ze eliminovany usek (a_py, ..., ag, ..., a,) je maximalni,

pokud [—-mn] = I7.

Z tvrzeni [f] okamzité plyne:

11



Tvrzeni 5. Usek (a_p,, ..., aq,...,a,) neni mazimdini pravé tehdy, kdyz plati
bud
m<M a a_p1 < Limp (1.8)

nebo
n<N a ap1> Rimn. (1.9)

Dusledky.

1. Je-li splnéna alespon jedna z podminek a,11 < R_mpn) & d_m-1 < Li—mp),
pak eliminovany tsek (a_, ..., a,) neni maximalni.

2. Necht (a_pm,...,a0,...,a,), n < N je maximalni tsek, ktery lze eliminovat
kliknutim na aq. Pak

Cn+1 = Ap41 — R(—m,n)a

1.10
en = ap,n+1<n <N. (1.10)

Analogicky pro m < M je

€ m-1=0_pm1— L
m—1 m—1 ( m,n)a/ (111>
et = Q_py,m+1<m < M.
Nyni vime, kolik agentti mame k dispozici, eliminuje-li se konkrétni tsek.
Zaroven by nas ale také zajimalo, jaky tisek musime eliminovat, abychom ziskali
dostatek agenti k vynulovani néjaké konkrétni slozky.

Tvrzeni 6. Uvazujme vektor a = (a_ypy,...,ay). Predpoklidejme, Ze se tsek
(G, ..., a,) cely eliminuje kliknutim na ag. Pak usek (a_p, ..., a,) vypusti ale-

n+1
Spom Gny1 agenti doprava prave tehdy, kdyzm > Y- (a; — 1).
i=1
Zaroven usek (a_pm, . . ., a,) vypusti alespon a_,,.1 agenti doleva prdvé tehdy,

—m+1
kdyin > 3 (a; — 1).

i=—1

Diikaz. 7 predpokladu, Ze se usek (a_p, ..., a,) cely eliminuje, a ze vztahu
plati

m+n+1—2aj:m+1—2(aj—1),

j=1 j=1
Alespon a,, .1 agentu vypusti pravé tehdy, kdyz plati

n

m+1— Z(aj —1) > apyq,
j=1
n+1
tedy m > > (a; — 1).

Jj=1

Pocet agentti vypusténych doleva se dokaze analogicky.

Tvrzeni vede k nasledujici definici.

12



Definice 13. Pro m,n > 0 definujeme funkce i,j predpisem

0, pokud n =0,
i(n) = i (a; — 1), pokudn >0, (1.12)
j=1
0, pokud m = 0,
: —) 1.13
j(m) > (a;—1), pokud m > 0. (1.13)
i=1
Lemma 7. Funkce i a j jsou neklesajici.
n n+1
Dikaz. Ziejmé pro kazdé 1 <n < N plati 0 < i(n) = Y (a; —1) < > (a;—1) =
j=1 j=1
i(n + 1). Obdobné pak 0 < j(m) < j(m + 1).
OJ
7 predchoziho plyne:
Tvrzeni 8. Méjme pozici a a predpokladejme, Ze usek (a_p, ..., a,) se eliminuje

kliknutim na ag.

Pokud n < N, pak se eliminuje také usek (a_p,,...,a,+1) prave tehdy, kdyz
m > i(n+1). Pokud m < M, pak se eliminuje také usek (a_(m41y, ..., an) pravé
tehdy, kdyzn > j(m +1).

Dusledek 3. Pokud se pozice celd eliminuje kliknutim na ag, pak plati

i(N) < M, (1.14)
Jj(M) < N. (1.15)

P1i splnéni téchto podminek pak mtzeme 7,5 chapat jako zobrazeni mezi mno-
zinami indext

ktera pak muzeme skladat.

Priklady.

1. Pozice hraci plochy, kde neni splnéna podminka [[.14] Prvek ay se neelimi-
nuje.

@'(2):3>_2, i =1<2

2. Pozice hraci plochy, kde v obou podminkéch [I.14]a[I.15| plati rovnost, presto
se pozice neeliminuje celd. Podminky a tedy nejsou postacujici.

13



\_/
j(2) =2

Jinymi slovy zobrazeni 4,5 Tikaji, Ze pokud se eliminuje slozka a_;,), pak se
eliminuje i slozka a, a pokud se eliminuje a;(,), pak se eliminuje i a_,,.

V prikladu 2. vidime, ze takto doslo k zacykleni, kdy k eliminaci as se musi
nejprve eliminovat a_s, ale k eliminaci a_, se nejprve musi eliminovat opét as.
Proto se neeliminuje ani as, ani a_.

Pokusime se popsat, jaké vlastnosti funkce 7 a 7 musi mit, aby doslo k eliminaci
celé pozice. Vyuzijeme faktu, Ze zobrazeni i,j mezi mnozinami indexi muzeme
skladat. Prirozené tak muzeme pocitat

—i(n)

ji(n) = > (a; — 1), (1.16)

o
ij(m) = ;(aj —1). (1.17)
-M -m -i(n) - 0 1 jiln) n N

Obréazek 1.2: Indexy prvka vektoru a

Z obrazku vidime, ze aby doslo k eliminaci a,,, musi byt nejprve elimino-
VANO a_;(n) a k eliminaci a_;,) musi byt nejprve eliminovano aj;,,). Aby to bylo
mozné, musi platit ji(n) < n. Z toho plyne nutnd a postacujici podminka pro
resitelnost pozice:

Tvrzeni 9. Méjme pozici (a_yy, ..., an) a predpoklddejme, Ze plati podminky
a[1.179. Pak se pozice celd eliminuje kliknutim na ay pravé tehdy, kdyz plati

ji(n) <n, provsechnan=1,...,N, (1.18)
ij(m) <m, pro vsechnam=1,..., M. (1.19)

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze plati obé podminky i
Necht (a_p,...,a,) je maximalni tsek, ktery se eliminuje kliknutim na ay.
Zéaroven predpoklddejme, ze n < N a ji(n +1) <n+ 1, tedy j(i(n+ 1)) < n.
Pak mohou nastat dvé situace. Je-li i(n + 1) < m, pak z tvrzeni |8 vime,
ze se eliminuje i cely tsek (a_p,,...,a,41). Je-li naopak m < i(n + 1), tedy
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m + 1 <i(n + 1), pak z monotonie zobrazeni j plati j(m + 1) < ji(n + 1) < n,
a tedy z tvrzeni |§ vime, Ze se eliminuje i tsek (a_(n11),- .., a,). V obou situacich
tak nastava spor s maximalitou tseku (a_,, ..., ay).

Opacnou implikaci dokédzeme sporem. Necht (a_,,...,a,) je opét nejvétsi
usek, ktery se eliminuje kliknutim na ay a predpokladejme, ze n < N.

Tedy se neeliminuje cely tsek (a_ (1), - - - ,an), cOZ nastava prave tehdy, kdyz
m = M, nebo z tvrzeni I 8 kdyz n < j(m+1). Zaroven se neeliminuje ani cely tisek
(G—py .-y Qny1), COZ OPEL 7 tvrzeni [§ nastava pravé tehdy, kdyz m < i(n + 1).

Vime tedy, ze m < i(n + 1) plati vzdy. Pokud je zéroven m = M, pak M =
m < i(n+1) <i(N), coz je spor s predpokladem, ze plati podminka i(N) < M.
Pokud n < j(m + 1), pak z monotonie j plyne n < j(m + 1) < ji(n + 1), tj.
n+1<ji(n+ 1), a tedy neplati ani podminka

O

vvvvvv

na ag.

Z sipek muzeme vy¢ist, jak probiha eliminace této pozice. Z vodorovnych Sipek
uprostied vidime, Ze pozice splituje podminku z tvrzeni[9] Z Sipek nad a pod ¢isly
muzeme vycist poradi, v jakém se prvky eliminuji. Ptislusnd zobrazeni 7, j, ij a
Ji jsou znazornéna Sipkami.

)~
( i(l)[\ o
)
(-3 -‘2 -1 0 1 2 3

N

Obrézek 1.3: Pozice spliujici podminku z tvrzeni@

i(3)

1.1.2 Rozsireni resitelnosti pozice

Uvazujme pozici @ = (a_ypy, ..., ag, ..., ay). Nyni jiz mame prostiedky ke zjis-
téni, jestli kliknutim na ag dojde k eliminaci celé pozice. Nyni nés bude zajimat,
za jakych podminek miize dojit k eliminaci celé pozice kliknutim na jiny prvek
nez ag hodnoty 1.

Predpokladejme tedy, ze klikneme na a; = 1. Abychom zachovali znaceni, ze
klikame na prvek ag, rozlisime tyto dva pripady jako dvé rizné pozice hry. Je-li
puvodni pozice a = (a;), pak novou pozici hry oznac¢ime

b = (b;),kde b; = a; 41 pro vSechna i.

a_pg A_m, ag a1 Qp, an
| \ | | \ |
I T | | T |

b—M—l b—m—l bO bn—l bN—l

Obrazek 1.4: Posunuti indexti pozice b
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7 predpokladu, ze se cela pozice a eliminuje, vime, Ze tato pozice splnuje
podminky [I.18/a[I.19] Z nich budeme vychézet i u zjistovani podminek Fesitelnosti
pozice b.

Zobrazeni i a j odlisime podle toho, ke které pozici se vztahuji, tj. pro pozici
a mame

—m

o) = (= 1), alm) = 3 (- 1), (1.20)

i=—1

pro pozici b budeme pocitat

i) = Y=, dalm) = Y- (b~ ). (121)

H
T
|

<

Lemma 10. Pro zobrazeniip a jpb a pro0 <m < M +1 a0 <n <N —1 plati

ip(n) =iq(n+1), Jo(m) = ja(m —1).

Diikaz. Ze vztaht a jednoduse plyne

n+1 n+1

*
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- ja(m - 1)

Rovnosti () plynou z predpokladu celé podkapitoly, tedy ze ag = a3 = 1. S¢i-
tance (a; — 1) a (ap — 1) tak celkové soucty neovlivni.

O

Abychom mohli zobrazeni i, a j, skladat, musi platit nutnd podminka pro
pozici b, tedy ip(N —1) < M + 1 a jp(M +1) < N — 1. Zfejme ale ip(N — 1) =
ia(N) < M < M + 1, tedy tato podminka je splnéna vzdy. Zaroven jp(M + 1) <
N — 1, coz plati pravé tehdy, kdyz j.(M) < N.

Predpokladejme, Ze je i tato podminka splnéna. Chceme rozhodnout, kdy je
pozice b Fesitelnd. Podle tvrzeni [9 k tomu je nutné a staci, aby zaroven platilo:

Juis(n) <n provsechnan=1,...,N —1, (1.22)
ipjo(m) <m pro vsechnam=1,..., M + 1. (1.23)

Tvrzeni 11. Méjme pozice a,b, pro které plati b; = a; 1 pro vsechna i. Predpokld-
dejme, Ze pozice a je resitelnd kliknutim na ag a spliuje jo(M) < N. Pak plati
podminka [1.29 prdvé tehdy, kdyz plati

(n+1) = jaia(n + 1)+ a_i,(ns1y — 1 >0 pro vsechnan =1,...,N —1 (1.24)
a podminka [1.25 plati prdvé tehdy, kdyz

Ujo(m—1)41 > M — 1 —igja(m — 1) + 2 pro vSechnam =1,... .M +1. (1.25)

16



Diikaz. Nejprve si pron € {1,..., N — 1} vyjadiime jyip(n) v zavislosti na a:

—(fa(n+1)-1)

jvin(n) = jpia(n 4+ 1)) = ja(ia(n +1) = 1) = ;1 (a;—1) =
—ia(n+1)
- ; (ai = 1) = (aignr1) = 1) = Jala(n + 1) = (a_iymyn) — 1)

Chceme rozhodnout, kdy je splnéna podminka [1.22] vyjadiime si rozdil

n — Joip(n) =n — ja(ia(n +1)) + (a—ia(n+1) —1)
= (n + 1) - ja(ia(n + 1)) + (afia(nJrl) - 1) - 1a

a tedy n — jpin(n) > 0 (n+1) — jaia(n + 1) + (a—iy(ne1) — 1) — 1 > 0.

Analogicky pro m € {1,..., M + 1} mame

Jja(m—1)+1
ivjo(m) = ip(ja(m — 1)) =ia(ja(m = 1)+ 1) = > (a;—1) =
j=1
Jja(m—1)
= > (4= 1)+ (@jum-1+1 — 1) = daja(m — 1) + (aju(m-1)+1 — 1)-
=1

Opét vyjadiime rozdil
m — ipfo(m) =m —ia(ja(m — 1)) + (@, m-1)41 — 1)
= (m - 1) - Z‘a(ja(rn - 1)) - aju(m71)+1 + 27
a tedy m — ijb(m) >0 Ajo(m—1)+1 < M — 1— iaja(m — 1) + 2.
O

Nyni ukazeme, Ze je snazsi ovérit, zda je pozice b neresitelna.

Tvrzeni 12. Pozice b neni resitelnd prave tehdy, kdyz existujen € {1,..., N—1}
takové, Ze
(14 1) = Jaialn +1) + (@iggurny = 1) ~ 1 0, (1.26

nebo kdyz existuje m € {1,..., M + 1} takové, Ze
Qjo(m—1)41 = M — 1 —igfa(m — 1)+ 2. (1.27)
Podminka nastavd pravé tehdy, kdyZ soucasné plati

(n + 1) - jaia(n + 1) =1la a—ia(n+1) =1. (128)

Diikaz. Podminky a pf{mo plynou z tvrzeni [11]
Predpoklddejme, Ze pro néjaké n € {1,..., N — 1} plati [[.26] Zaroven vime,
ze pozice a je TeSitelnd a z tvrzen{ [ tak pro kazdé n plati (n + 1) — jaia(n +
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1) > 0. Zaroven vime, Ze a_;,(n+1) > 1 pro vSechna n. Tedy pro vSechna n plati
(n+1) = jaia(n +1) + (a—ignsy — 1) =1 > 0.

Pro to n, které splnuje zaroven podminku m pak mdme 0 > (n+ 1) —
Jata(n + 1) + (a—i,(ny1) — 1) — 1 <0, tedy vyraz je roven 0, a to nastava prave

tehdy, kdyz plati [I.28]
0

Ovéreni podminky [1.26] neboli[l.28] se tak zuzuje na ovéreni toho, zda nastane
situace jako na obrazku |1.5

1 | Jaia(n+1)

I
ia (M—i—l

Obrazek 1.5: Podminka nefesitelnosti pozice b 1

Obrézek ilustruje, jak nefesitelnost pozice b souvisi s podminkou [1.26]
Na obrazku je zobrazena pozice a, kde podminka plati pro n +1 = 2. Ve
skutecnosti ale fakt, Ze a_s = 1 znamena, 7ze j,(2) = jq(1). Z Cervenych sipek tak
vidime, Ze pro pozici b neplati podminka [I.22] pro n = 1, neboli zobrazeni i, a jp
»se zacykli

(12113)
8 =3 <1 0 i

ja,( jaia(2) jb(z)

(a) Pozice a (b) Pozice b

Obrazek 1.6: Priklad podminky

Pripadné ovéfeni podminky jiz. tak jednoduché neni. Museli bychom se
pro kazdé m — 1 podivat, zda hodnota prvku s indexem j,(m — 1) + 1 zvétSend
0 2 neni vétsi nebo rovna rozdilu m — 1 —i,j,(m — 1), v obrazku oznaceného

d.

Qjg(m—1)+12d+2

iaja(m_l)

Obrézek 1.7: Podminka nefesitelnosti pozice b 11

Ve skutecnosti ale staci ovérit pouze podminku z tvrzeni [12]

Tvrzeni 13. Pozice b neni resitelnd pravé tehdy, kdyz ezistujen € {1,..., N—1}

takové, Ze plat{ (nebo ekvivalentné .
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Diikaz. Predpokladejme, Ze pozice b neni fesitelna. Pak bud existuje n, pro které
plati a jsme hotovi, nebo existuje m takové, ze plati[1.27] V druhém piipadé
pak plati ipjp(m) > m, a tedy také jyipjs(m) > jo(m).

Pokud jpisjs(m) = js(m), pak polozime n = jy(m) a pro toto n plati [L.26]
Pokud jblb]b(m) > jb(m), pak Z monotonie ib a jb plati jbibjbibjb(m) Z jblbjb(m)
Plati-li rovnost, pak poloZime n = jyipjp(m) a pro toto n opét plati .

Plati-li ostrd nerovnost jyipjpisjs(m) > jpisjs(m), pak znovu pouzijeme jpip na
tuto nerovnost zleva a dostaneme (Jpip)3jp(m) > (Jpizjp(m). Opét bud nastane
rovnost a polozime n = (jpip)?js(m) a pro toto n plati , nebo plati ostra
nerovnost (jpip)>js(m) > (jpizje(m). Ddle muzeme postup opakovat. Vsechny
prvky posloupnosti (jyip)*j,(m) jsou ale omezeny shora éislem N —1, tedy existuje
k takové, Ze (Jpin)* jp(m) = (Jpis)*jp(m). Vezmeme nejmensi takové k a opét
polozime n = (jpip)*jp(m) a pro toto n plati

Opacnd implikace je zfejma.

O

Dtisledkem tohoto tvrzeni je tedy existence jednoduchého algoritmu, jak ovérit
resitelnost pozice b.
V pripadé ze a_; = 1, muzeme stejny postup pouzit k ovéreni resitelnosti
pozice
c = (¢;),kde ¢; = a;_1 pro vSechna i.

S analogickymi dikazy tak pro zobrazenii.(n) = ig(n—1) a jc.(m) = ja(m+1)
plati tvrzeni

Tvrzeni 14. M¢éjme pozice a,c, pro které plati ¢; = a;_1 pro vsechna i. Predpokld-
dejme, Ze pozice a je Tesitelnd kliknutim na ag a spliuje iq(N) < M. Pak pozice
c neni resitelnd prave tehdy, kdyz existuje m =1,..., M — 1 takové, Ze plati

(m+1) = jata(m + 1) + a—iy(m+1) — 1 <0, (1.29)

Analogicky pak plati i jednoduchy algoritmus k ovéreni fesitelnosti pozice c.
Nasledujici ptiklad ukazuje, ze indexy prvki, na které mizeme kliknout, aby
byla pozice reSitelnd, nemusi tvorit interval.

Priklad 4. Pro prehlednost jsou vedle obrazkii pouze vypsana zobrazeni, ktera
znazornuji Sipky na té trovni.

Z cervenych Sipek na obrazku u pozice a a z toho, Ze a_, = 1, vime
podle tvrzeni [12] ze kliknutim na a; se pozice neeliminuje celd. Ovéfime si tuto
skutecénost na obrazku , kde uvazime pozici b, tedy ze b; = a; 11 pro vSechna
t. Vidime, ze cervené Sipky nyni tvori cyklus a tedy nedojde jiz k eliminaci ani
b_g, ani bg.

ta m e b

iaja,<1 3-5l<1 13 1) (1—>3¥191Q1/3<—1) ibjb,
Jata ; -3 -2 -1 0 1 2 3/ Jvib

Ja SO ~—
(a) Pozice a (b) Pozice b

Obrazek 1.8: Resitelnost hraci plochy
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Ze symetrie hraci plochy je zfejmé, ze kliknutim na as je pozice a také resitelna
a z tvrzeni |14 bychom opét zjistili, ze kliknutim na a; neni.

1.1.3 Cas eliminace

Nyni jiz umime rozhodnout, zda je vektor fesitelny jednim klikem, ¢i niko-
liv. Pokud je, v této casti ukazeme, ze muzeme spocitat, kdy doslo k eliminaci
libovolné slozky.

Definice 14. Predpokladejme, Ze je vektor a resitelny klikem na ag. Pak cislo t;
bude znacit cas eliminace slozky a;. Budeme uvazZovat ty = 0.

Ziejmé pro tsek jednicek (a_y, ..., aq,...,a,) plati t; = |i|.

Lemma 15. Necht vektor a = (a_py, ..., aq,...,ay) je Tesitelny kliknem na ag.
Pak pro m,n > 0 plati

ty = t_im) +i(n) +n, (1.30)
tm = tjm) —i—j(m) + m. (1.31)

Diikaz.  Staci pro [1.30] dokézeme analogicky. Zfejmé agent, ktery vznikl
eliminaci a_;;,,) a mifi doprava, je pravé ten, ktery zpiisobi eliminaci slozky a,.
Cas, za ktery tento agent dojde od a_im) k a, je roven jejich vzdalenosti, tedy
pravé rozdilu n — (—i(n)) = n + i(n). Upravou dostaneme vztah [1.30}

0
Lemma 16. Za stejnych predpokladi jako lemma |19 plati
tem =t ijom) +15(m) + 2j§(m) + m. (1.33)

Diikaz. Dosazenim i(n) za m do vztahu dostaneme t_;,) = tji(n)+7i(n)+i(n),
dosadime do [I.30 a po upraveni ziskdme rovnost Pro t_,, opét analogicky.
0

Za n muzeme dosadit libovolny kladny index, tedy i ji(n). Dostdvame tak
vztah

Dosadime-li do rovnosti [1.30 vyjde
tn = tjijitn) + Jiji(n) + 2igi(n) + 2ji(n) + 2i(n) + n. (1.35)

Takto miZeme postupné dosazovat, dokud cas tj; ji») nezname, nebo neni
snadny spocitat (napf. tsek jednicek). Jsme tedy schopni spoéitat Cas eliminace
jakékoliv slozky s kladnym indexem. Navic vztahy [1.34]a[1.35|se ziskaji analogicky
i pro zaporné indexy a diky vztahim a umime spoditat ¢as vynulovani
libovolné slozky vektoru.
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Z.aver

V této praci jsme nejprve popsali pravidla hry Bubble Blast 2 a s nimi sou-
visejici pojmy. Zavedli jsme maticovy zapis dvourozmérné hraci plochy a popsali
jejl dynamiku. Pro pochopeni pribéhu a resitelnosti dvourozmérné verze hry bylo
nutné nejprve pochopit jednodussi variantu. Vénovali jsme se tak zkoumani hry
na primce popsané vektorem a predpokladali jsme navic, ze hra¢ ma k dispo-
zici praveé jedno kliknuti. Dale jsme dokézali nékolik tvrzeni o chovani agentii a
vlastnostech stavu hry, které nakonec vedly k formulaci a ditkazu nutné a posta-
cujici podminky fesitelnosti zjednodusené jednorozmérné verze hry. Dusledkem
pak bylo tvrzeni[13] které umoziuje poznat, kdy je pozice Fesitelnd kliknutim na
jeden prvek fesitelna také kliknutim na sousedni prvek. Z tvrzeni [13| plyne jed-
noduchy algoritmus, jak to ovérit. Na konci prace jsme také ukazali, Ze je mozné
spocitat ¢as eliminace jednotlivych prvki jednorozmérné hraci plochy.

Vyuzitim informace o presném casu eliminace prvkl by se zkoumani tesitel-
nosti mohlo rozsitit na jednorozmérnou verzi s vice moznymi kliknutimi. Tato
varianta by se jiz dala vyuzit k analyze pivodni verze, kdy se vSechny nenulové
prvky nachazi v jednom radku, popripadé sloupci matice.
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