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Abstrakt: Optimalizécia je velmi dolezitou sticastou matematiky casto vyuziva-
nou v praxi. Existuje mnoho metéd, ktoré dokazu riesit specifické typy ucelovych
funkcii. Akt metédu pouzit ak je funkcia nezndma a/alebo vypoctovo narocna?
Jednou z odpovedi je bayesovska optimalizacia, ktorda namiesto priamej optima-
lizacie vytvori pravdepodobnostny model tcelovej funkcie a vyuzije ho na zostro-
jenie Tahko optimalizovatelnej pomocnej funkcie. Ide o itera¢ny pristup, ktory
s vyuzitim informacii z predchadzajucich krokov najde novy bod pre vypocet
ucelovej funkcie a snazi sa priblizit optimu pri ¢o najmenej iteracidch. V tejto
praci predstavime bayesovskd optimalizaciu, zosumarizujeme jej rozne pristupy
v nizkych aj vysokych dimenzidch a ukazeme kedy je vhodné ju pouzif. Dole-
zitou sucastou prace je vlastny algoritmus, ktory aplikujeme na rézne praktické
problémy — napr. na optimalizaciu parametrov metod strojového ucenia.
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Abstract: Optimization is an important part of mathematics and is mostly used
for practical applications. For specific types of objective functions, a lot of dif-
ferent methods exist. A method to use when the objective is unknown and/or
expensive can be difficult to determine. One of the answers is bayesian optimiza-
tion, which instead of direct optimization creates a probabilistic model and uses
it to constructs easily optimizable auxiliary function. It is an iterative method
that uses information from previous iterations to find new point in which the
objective is evaluated and tries to find the optimum within a fewer iterations.
This thesis introduces bayesian optimization, sumarizes its different approaches
in lower and higher dimensions and shows when to use it suitably. An important
part of the thesis is my own optimization algorithm which is applied to different
practical problems — e.g. parameter optimization in machine learning algorithm.
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Uvod

Optimalizacia je v sucastnosti velmi dolezitou oblastou matematiky, infor-
matiky a operaéného vyskumu. Ulohou je najst ,najlepsiu“ hodnotu (optimum —
minimum, resp. maximum) tcelovej funkcie. Okrem optimélnej hodnoty nés dale;
zaujima prvok v ktorom mé funkcia optimum. V optimalizacii existuju rozne pri-
stupy v zavislosti od toho aké vlastnosti ma tacelova funkcia. Kazdy pristup moze
vyuzivat ini numerickit metédu — simplex pre linedrne programovanie, Lagran-
geove multiplikdtory a metoédy subgradientov pre konvexné programovanie a po-
dobne. Zvolit spravnu optimaliza¢nti metédu je velmi dolezité, pretoze nie kazda
dokéaze néjst globalne optimum pre Specifické ucelové funkcie. Aku optimalizacni
metodu zvolit ak je tcelova funkcia neznama, nedokazeme ju analyticky vyjadrit
alebo je vypoctovo narocna?

V dnesnej dobe uz existuje velké mnozstvo optimalizacnych metéd pre ta-
kéto tcelové funkcie. V tejto praci sa budeme venovat jednej z nich — bayesovskej
optimalizacii. Strucne ide o globalnu optimalizaciu neznamych funkcii bez po-
treby pouzitia gradientov. Termin bayesovska optimalizacia sa objavil uz v 70.
a 80. rokoch 20. storocia, avsak naozajstny potencial tejto metdody sa objavil az
s nastupom lepsich vypoctovych technologii. Od roku 2010 sa objavuju ¢lanky
o bayesovskej optimalizacii, ktoré predstavuji rozne pristupy a skimaju dalsie
moznosti vyuzitia.

Praca je rozdelena na tri kapitoly. Prvé dve st viac teoretické — najskor pod-
robne predstavime zakladny pristup k bayesovskej optimalizacii a potom ho roz-
sirime na problémy vo vyssich dimenziach. Tretia kapitola obsahuje praktické
aplikacie.

V prvej kapitole podrobne opiseme zakladny pristup k bayesovskej optima-
lizacii, t.j. s vyuzitim gaussovskych procesov. Kedze ucelova funkcia moéze byt
neznama a/alebo vypoc¢tovo narocnda, tak optimum by sme chceli najst s ¢o naj-
mensim po¢tom iteracii (vypoctov ucelovej funkcie). Pomocou gaussovskych pro-
cesov vytvorime pravdepodobnostny model pre ucelovi funkciu a zadefinujeme
akvizi¢nu funkciu, ktord bude vyuzivat informaciu z uz vypocitanych hodnot uce-
lovej funkcie. Akvizi¢na funkcia je definovana tak, Ze je vypocCtovo nenarocna a
diferencovatelna. Maximalizaciou akvizi¢nej funkcie, ktora je znac¢ne jednoduch-
Sia, ndjdeme novy vstup pre ucelovi funkciu. Dalej predstavime vlastnd imple-
mentaciu algoritmu pre bayesovsku optimalizaciu a pridame niekolko rozsireni.

Druha kapitola obsahuje nadstavbu bayesovskej optimalizacie na problémy
vo vyssich dimenziach. Problém vysokych dimenzii v nasom pripade znamena
vysoki dimenziu vstupu do ucelovej funkcie. Vacésina numerickych metéd zaloze-
nych na gradientoch pri vyssich dimenziach zlyhava, preto mame problém optima-
lizovat aj akvizicni funkciu. Predstavime niekolko metéd na redukciu dimenzie,
avsak podrobne sa budeme venovat len ndhodnému prelozeniu, kde zadefinujeme
efektivne (aktivne) dimenzie. Budeme teda predpokladat, Ze niektoré dimenzie
nemaju na vypocet tucelovej funkcie vplyv.

V tretej kapitole vyuzijeme teoretické znalosti z prvych dvoch kapitol a vlastny
algoritmus aplikujeme na rozne praktické problémy. Optimalizujeme parametre
klasifikacnej metddy strojového ucenia a aplikujeme optimalizaciu aj na neznamu
funkciu — vysledok back-testu obchodnej stratégie na burze.



Zoznam pouzitych skratiek

Textové skratky

Skratka  Vyznam

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

BO bayesovskd optimalizacia
BUNV bez ujmy na vseobecnosti
GP gaussovsky proces

MCMC  [Markov Chain Monte Carlo]
REMBO bayesovska optimalizacia s ndhodnym prelozenim
[Random EMbedding Bayesian Optimization)]

Matematicka symbolika

Symbol  Vyznam

T stlpcovy vektor
Lin {1,...n}
Tim {z1,...,2,}

E(-),P(-) strednd hodnota a pravdepodobnost
N(p,X)  viacrozmerné normélne rozdelenie

() distribu¢nd funkcia rozdelenia N'(0,1)
o() hustota rozdelenia A/(0,1)

U(a,b) rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b)
|- |l2 norma v euklidovskom priestore

Al B nezavislé ndhodné velic¢iny A a B

Pouzity software

V préci pouzivame volne pristupny software Python™ (verzia 3.6.1) a nasledu-

jace

balicky (verzia):

od [Jones a kol.| (2001-)): NumPy (1.13.0) — numerické vypocty a viacroz-
merné vektorové objeky, SciPy (0.19.0) — zdkladna kniznica na vedecké vy-
pocty a Matplotlib (1.5.3) — kniznica na tvorbu 2D a 3D obrazkov;

od [Pedregosa a kol.| (2011)): scikit-learn (0.18.1) — zédkladnd kniznica pre stro-
jové ucenie;
od |GPy| (2012-)): GPy (1.6.1) — Speciédlny bali¢ek na pracu s GP;

od skupiny ML4AAD: RoBO (0.2.1) — nova kniznica na robustni BO, stéle
VO VYVOji;

od |Halls-Moore| (2016]): gstrader (0.0.1) — kniznica na back-testovanie a al-
goritmické obchodovanie na burze.



1. Efektivna globalna
optimalizacia vypoctovo
narocnych funkcii

Ulohou globalnej optimalizécie je néjst globalne maximum, resp. minimum
nejakej funkcie. Ak je tato funkcia vypoctovo narocnd, nevieme ju analyticky vy-
jadrit alebo vobec nepozname jej tvar (ide o tzv. ciernu skrinku [black-box]), tak
klasické metédy ako klesajiice gradienty [gradient descent] alebo ndhodné pre-
hladdvanie [random search] zlyhdvaji. V tejto kapitole predstavime bayesovski
optimalizaciu, ktora patri medzi metdédy tzv. efektivnej globalnej optimalizacie.
Vyhodou tejto metddy je, ze dokaze optimalizovat aj spominané funkcie. Metdda
sa snazi najst extrém, pripadne sa priblizif k extrému s ¢o najnizsim poctom
iteracii. Tato vlastnost je pre optimalizaciu vypoc¢tovo naroénych funkeii velmi
dolezita, pretoze vypoctovy cas funkcie pre konkrétny parameter moze byt aj
v hodinéach.

1.1 Uvod do bayesovskej optimalizacie

Nezndmu alebo vypoétovo naroénd funkciu f: X — R, kde X ¢ R?, d € N,
nazveme ucelovou funkciou. Nasou tlohou je najst globalne maximum funkcie f:

Topti = argmax f(x). (1.1)
reX

X nazyvame aj dizajnovy priestor zaujmu, obvykle ide o kompaktni mnozinu (nie
nutne). V pripade minimalizdcie f, maximalizujeme —f. Predpokladajme, ze je
mozné vypocitat hodnotu funkcie f pre lubovolny bod & € X. Tento vypocet
nam moze davat ,Sumom poskodené“ vysledky y také, ze E[y|f(x)] = f(x).
Toto je minimélna podmienka pre bayesovski optimalizaciu. Brochu a kol.| (2010))
uvadzaju aj podmienku Lipschitzovskej spojitosti, t.j Va,, xo € X

[f(x1) = f(@2)]|2 < Cllzs — 2o[2, (1.2)

kde C' je obvykle neznama konstanta a || - ||2 je norma v euklidovskom priestore.
V ostatnej literatture sa uz tato podmienka neuvadza.

Pri bayesovskej optimalizacii sa snazime zostrojit nejaky pravdepodobnostny
model pre tcelovu funkciu, teda povazujeme ju za ndhodnt. Pravdepodobnostny
model (rozdelenie pre vypodcitané hodnoty) najskér odhadneme apriérnym roz-
delenim. V kazdom kroku optimalizacie na zaklade vypocéitanych hodnot funkcie
f apridérne rozdelenie aktualizujeme a ziskame aposteriorne rozdelenie — hladany
model. Tento postup je totozny s bayesovkymi metdédami pre odhad parametra
na zaklade pozorovanych dat, avsak namiesto odhadu parametra odhadujeme
funkciu f.

Ozna¢me vstupy a vypocitané hodnoty funkcie f (realizdcie) ako data D,, =
{(z, f(x;)): i € 1in}. Po zozbierani dat skombinujeme apriéornu hustotu p(f)
definovani vzhladom k nejakej o-koneCnej miere na valcovej o-algebre s viero-
hodnostou p(D,|f) definovanou na nejakej o-algebre a s vyuzitim bayesovej
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vety dostaneme aposteriornu hustotu pre f:

p(f1Dn) o< p(Dnlf)p(f), (1.3)

kde o< znamend, ze ide o rovnaké rozdelenie az na normalizaé¢ni konstantu (Bro-
chu a kol [2010). Ako apriérne rozdelenie sa najcastejsie pouziva gaussovsky
proces, ktory predstavime v ¢asti[1.2]

Na zéaklade aktudlneho aposteriorneho rozdelenia (po n vypoctoch funkcie f)
potrebujeme rozhodnuf o novom bode @, tak, aby sme maximalizovali ziskan in-
formaciu a vypocitali novia hodnotu f(«,). Vyberieme vhodnu tzitkovi funkciu a
budeme optimalizovat jej stredni hodnotu vzhladom k aposteriérnemu rozdeleniu
funkcie f. Tato optimalizacia je jednoduchsia pretoze volime Tahko spocitatelni
wzitkovi funkciu. Tito stredni hodnotu nazyvame akvizicnd funkcia [acquisition
function] a podrobne sa jej budeme venovat v ¢asti .

Algoritmus 1 zakladny algoritmus BO

1: inicializuj prvy bod x; a vypocitaj y; = f(x1), D1 = {(x1,11)}
2: forn=12,... do

3: vyber nové x, ;1 maximaliziciou akvizicnej funkcie a(x,D,,)
vypocitaj hodnotu y,11 = f(@ni1)

rozsir data D,v1 = Dy, U (Tpy1,Ynt1)

aktualizuj pravdepodobnostny model

1.2 Gaussovské procesy

Definicia 1.1 (gaussovsky proces — GP). Hovorime, Ze ndhodnd funkcia
f: X = R je gaussovsky proces charakterizovany strednou hodnotou jg: X — R a
pozitivne definitnou kovariancnou funkciou k: X xX — R, ktord je spojitd na dia-
gondle (t.j. v @ = &' pre spojité premenné x,x’' € X ), ak pre lubovolné N € N a
pre lubovolni .y C X md vektor (f(x1),....f(zxn))" 2drufené normdine roz-
delenie so strednou hodnotou piy a kovariancnou maticou X, kde 3;; = k(x;,x;).
Oznacujeme f ~ GP (1o, k).

Majme vypocitanych n hodnot funkcie f. Kedze dalej predpokladame, ze f je
gaussovsky proces, tak vypocitané hodnoty su realizacie GP. Za apriérne rozdele-
nie pre f vyberieme GP so zvolenou funkciou strednej hodnoty 1y a kovariancénou
funkciou k. Oznacme y; = f(x;) ako realizaciu GP f v bode ; € X, i € 1:n a
X = (x1,...,x,)" ako dizajnovti maticu n x d. Rozdelenie pre funkciu moze zniet
zlozito, v praxi vsak ide o rozdelenie pre funkéné hodnoty.

Majme Tubovolné pevné x, € X, z definicie mame existenciu zdruzeného
rozdelenia pre (f(x1),...,f(x,),f(x.))". Dalej uz pracujeme s viacrozmernym
normalnym rozdelenim, teda zo zdruzeného rozdelenia vieme vyjadrit podmienené
rozdelenie pre f(x,). Ak zoberieme konkrétnu podmienku (f(xy),...,f(xz,))" =
(Y1, .- ,yn) ", tak ziskame podmienené aposteriérne rozdelenie — hladany pravde-
podobnostny model. Ide o tzv. regresiu podla gaussovského procesu.

Predtym nez sa posunieme k regresii podla GP, eSte odvodime niektoré po-
trebné vlastnosti z viacrozmerného norméalneho rozdelenia.



Lemma 1.1. (niektoré z vlastnosti blokovych matic) Nech A, xn, Brxm, Cmxn,
D, st bloky matice My ym)x(ntm):

A B
ve(ep)
matice A a D su requldrne. Potom plati:
1 I, 0) (M/D)™' 0 (In ~-BD!
M = (—D‘lC 1, 0 D! 0 1, ’ (1.4)
|M| = |M/D||DJ, (1.5)

kde M/D = A — BD7'C je Schurov komplement matice M wvzhladom k D
(Murphy, |2012).

Dokaz. Maticu M upravime tak aby bola po blokoch diagonalna. Najskor vynu-
lujeme pravy horny blok B:

I, -BD™"\ (A B\ _(A-BD'C 0
o I, C D)~ C D)’

X U

podobne blok C':

A-BD'C 0\ ( I, ©0\_(A-BD'C 0
C D) \-bp'c 1,) "~ 0 D)

Y w

Spojenim predchédzajtucich odvodeni dostaneme X MY = W a ak invertujeme
obidve strany mame:

Y ' M ' X' '=Wle=s M'=YW'X,

¢im sme dokdzali (1.4). Z predchadzajiceho mame XM = U a z vlastnosti
determinantu vyplyva:

[ XM| = [X|[M]|=1-|M],
_|M/D
| C

|M| = [U] |M/D||D.

0_
D=
O

xr . v . .
Veta 1.2. Nech vektor @ = <:c1> € R™*™2 md zdruZené normdlne rozdelenie s
2

23} X X
= , X= :
H <ﬂ2> (Zm 222)

Potom pre podmienené aposteriorne rozdelenie plati:

parametrami:

CU1|332 ~ N(N1|2> E1|2),
papz = p1 + 1225 (T2 — pa),
Y= X1 — IS Iows 30

(Murphy, |2012).



Dékaz. Rozlozenim zdruzenej hustoty p(x;,xs) na tvar p(x|x2)p(xs) ziskame
parametre pre podmienené rozdelenie.

_nitng

1 1
plares) = 2r) 2 exp {54,

T -1
A — Ty — M X Y T — My
Ty — M2 o1 g Ty — M2/

S vyuzitim (1.4)) pre inverzni kovarian¢ni maticu rozpiSeme maticu A:
T
A= L1 — M1 In1 0 (2/222)_1 0
Ty — Mo %5 S0 I, 0 5

Po vynasobeni prvych dvoch matic dostaneme:
(1 = )" = (02— 1) "5 8y, (02— o) ") (1.6)
podobne pri poslednych dvoch:
(931 — p1 — 1235, (x — H2)> _
Loy — M2

Prepisom (|1.6]) do stlpcového tvaru a vyuZitim symetrickosti kovarianénej matice
3, t.j. g, = X1 mame:

i T
A [T 31935, (@2 — po) (B/3p2)"" 0
— 1
Ty — M2 0 X
(T —pa — 315X0 (€2 — o)
Ty — Mo '
Odkial je jasne viditelné rozdelenie A = A;(x1,22) + As(x), kde:
A (x1,22) = (@1 — p1 — Z12355 (22 — p2)) ' (Z/B0) 7!
(@1 — 1 — T12855 (T2 — o)),
Az(x2) = (T2 — p12) iy (T2 — p1a).

V A; mame kvadraticki formu x;, x5 a v A, kvadraticki formu a», t.j. expo-
nencialnu funkciu v p(x;,x2) moézeme napisat v tvare:

exp <—;A1<.’131,.’132>> exp (-;Ag(ﬂ)g)) :

Pre normaliza¢nt konstantu vyuzijeme vztah (1.5)) z Lemma 1.1 |X| = |3/ -
|392| a plati:

7'n1+n2 7n1+n2

@2m) "2 E 7 = (20) T (|2 0| Baa) 2
= (21) 72 |8/ S| 2 (21) " F [ Sao| 2.

Tym sme rozlozili p(x1,22) na p(x|x2)p(T2) a z Ai(T1,22) uréime o a 3.
Podobne pre rozdelenie @s|x;.
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1.2.1 Regresia podla GP

Pri hladani aposteriérneho rozdelenia funkcie f sa snazime nahodnu funkciu,
resp. jej stredni hodnotu prisposobif pozorovanym hodnotam, preto sa pouziva
nazov regresia. Za apriérne rozdelenie funkcie f volime GP:

f(@) ~ GP(uo(),k(z,x))

kde po(x) a k(x,x’) si vhodne zvolené funkcie (podobne ako pri klasickej bay-
esovskej inferencii, uréujeme parametre apriérneho rozdelenia ako vhodne zvolené
konstanty, resp. ndhodné veli¢iny s nejakym rozdelenim). Zvyéajne sa voli kon-
stantné po(-) = po € R a k(+,+) ako pozitivne definitne jadro.

Definicia 1.2. Nech X C R? je neprdzdna. Symetrickd funkcia k: X x X — R
sa nazyva pozitivne definitne jadro [kernel] na X ak VN € N, Vo, ..., xy € X
také, zZe k(x;,x;) #0 prei # j aVey,...,cn € R\ {0} plati:

N N
ZZCZ'C]‘]{’(ZBZ',ZB]‘) > 0.

i=1j=1

Predpokladajme, Ze vypocet funkcie f nam dava ,,Sumom poskodené* pozo-
rovania, t.j. y; = f(x;) +&;, kde ¢; LR N(0,0}) Vi€ Lna f(x;) Le Vij € ln.

Kovariancia zasumenej odozvy je
cov(yi,y;) = k(x;,x;) + l[i:j]aj.
Ak oznacime K = (k(x;,x;)); =, mame:
var(y| X) = K + 0.1, = K,,. (1.7)

Chceme urobit predikciu pre nové data (X, y.). Z definicie [1.1] mdme zdru-

zené rozdelenie:
Y mw(X)\ (K, K.
(y*> ~N ((uo(X*)> ’ (K% K)) ; (1.8)

kde po(X) = (po(x1), ... ,po(x,)) " je zvolend funkcia strednej hodnoty z apri-
6rneho rozdelenia, K, = K,(X,X*)H je n X n,, K = (K(Tei, ;)i a k(x,x')
je zvolend kovariancénd funkcia. S vyuzitim vety je podmienené aposteridrne
rozdelenie typu:

i = po(X,) + K:Ky_l(y — po(X)),
3, =K.-K/K'K..
Poznamka. Ak v (1.9) dosadime za nové data X, pdvodné data X a budeme

uvazovat vysledky bez sumu o} = 0, tak p, =y = (f(x1),....f(xn))" a T, =0,
teda dostaneme deterministické hodnoty f(x1),...,f(z,) (vid obr. [L.1).

!Oznacenie k(X ,X,) je skratené (k(x;,z.;))i; Vi € lin a Vj € Lin,.

8



Casto pouzivané pozitivne definitne jadra (IMurphyL |2012|):

SE jadro — stvorcové exponencialne jadro alebo gaussovské jadro:
k(z,x") = 0y exp (—(ac — )2 Nz — m’)T) ,

kde 6y > 0 je parameter rozptylu a X je pozitivne definitna matica pa-
rametrov mierky, najcastejsie diagonalna. V pripade X = ¢% pre £ > 0 a
0y = 1 ide o RBF jadro [radial basic function]. Casto sa pouziva 6 = 1,
pretoze mierka je postacujica.

Matérnové jadro — najcastejsie pouzivané v GP:

_ 2 <\/2u|rm - a:'rrz> X (\/ww - mf||2) |

0= ['(v) 14 1

k(x,x

kde v > 0 je parameter ,hladkosti“, ¢ > 0 je parameter mierky a K,(-) je
modifikovana Besselova funkcia.

GP s Matérn jadrom, o2 =0, v=2 GP s Matérn jadrom, o2 = 0.02, v=1

Obrazok 1.1: Ukazka regresie podla GP (podmieneného GP) s Matérnovym jad-
rom s hyper-parametrami ¢ = 1 a réznymi v. Regresia je z dat — x1.; vygenerova-
nych z U(0,10), f = sin. Okrem strednej hodnoty a 95% predikéného pasu mame
5 vygenerovanych realizacii podmieneného GP. Vlavo mame vysledky bez Sumu
a pravo so Sumom o, = 0.02. Inspiracia k obrazku od Murphy (2012).

V regresii podla GP sa musi zvazif nasledujtce:

pri apriérnom rozdeleni sa najcastejsie voli g = 0, pretoze GP je dostatocne
flexibilng na modelovanie strednej hodnoty 4. (z[L.9).

Pri volbe kovariancnej funkcie k sa najcastejsie pouziva nejaké pozitivne
definitne jadro.

Ako uréit vhodné hyper-parametre v jadrovych funkciach (k tejto téme sa

vratime v Casti .

Pouzivame stacionarny gaussovsky proces ako apriorne rozdelenie.
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Nestacionarny GP pre apriérne rozdelenie

Hlavnym predpokladom v regresii podla GP je stacionarita procesu. V praxi to
znamend, ze jadro k(x,x’) je funkciou & —a'. Pri redlnych problémoch ¢asto pozo-
rujeme, ze povodny proces (hodnoty f) je nestaciondrny. PouZitim staciondrneho
GP je zle nastavené aprioérne rozdelenie a k vytvoreniu vhodného aposteriérneho
rozdelenia potrebujeme viac dat. V BO sa vsak snazime najst optimum s ¢o naj-
mensim po¢tom bodov. |Shahriari a kol.| (2016]) uvadzaju dve zakladné metédy,
ktoré si dokazu poradit s nestacionaritou.

Prvou moznostou je pouzit tzv. nestacionarne jadro. V praxi to znamena
transformdciu priestoru X pomocou baliacej funkcie w. Nech & = (xq,...,24)7,
w(x) = (wi(x),... ,we(x))" a funkciu w sa snaZime volit tak aby bol proces
na transformovanom priestore stacionarny. Ak X = [0,1]¢, pripadne vieme pries-
tor X Tahko transformovat do jednotkovej hyper-kocky, tak w mozeme volit ako
kumulativnu distribu¢na funkciu beta rozdelenia:

z;

1 -1 b—1 :
, = =1 — 1:
wj(x) Blab) 0/3 (1—29)""ds Vjeld,

kde a, b st nové hyper-parametre a B(a,b) je beta funkcia.
Alternativou je particia priestoru X tak, ze v kazdom regione modelujeme
samostatny staciondrny proces.

1.3 Akviziéné funkcie

V predchédzajicej casti sme sa venovali zostrojeniu pravdepodobnostného
modelu pre uzitkova funkciu f pri n-tej iteracii. Teraz opiSeme sposob vyberu
novych vstupov x, pre ktoré sa vypocita hodnota funkcie f. Tato cast je pri
BO velmi dolezita, pretoze sa snazime vypocitat extrém s ¢o najnizS$im poctom
iteracii a teda musime vyberat body, ktoré ndm poskytnu ¢o najlepsiu informéciu,
z ktorych budeme mat najlepsi uzitok.

Uvazujme uzitkovi funkciu U: RY x R x ©® — R, ktorej vstupy st € X C
R? y = f(x) € R a hyper-parametre & € © z konstrukcie GP. Na zdklade
uz ziskanych dat D,, z predchadzajucich iteracii a danych hyper-parametroch 6
mozeme ziskat ocakavany uzitok v bode x, ktory nazyvame akvizi¢na funkcia:

0(@: D) = B0 E yaolU(@.1,6)] (1.10)

(Shahriari a kol., [2016)). Pre zjednodusenie budeme hyper-parametre 6 povazovat
za pevne dané, t.j pouzijeme o(x;0,D,) = E,20[U(x,y,0)] a k ich odhadu sa
dostaneme v casti 1.3.2. Ak mame urcend akvizi¢na funkciu, tak novy bod @,
vypocitame z maxima akvizi¢nej funkcie:

T, = argmax o(x; 0,D,). (1.11)
TeX

Postupne si predstavime najpouzivanejsie akvizicné funkcie. [Shahriari a kol.
(2016) spisali uceleny prehlad réznych akviziénych funkcii a rozdelili ich na tri
zakladné skupiny:

e postup zalozeny na zlepseni maxima,
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o optimisticky pristup,
o postup zalozeny na teorii informécie.

Brochu a kol.| (2010) podrobnejsie opisali motivaciu a vznik prvych dvoch skupin.

Postup zaloZeny na zlepseni

Opat predpokladajme, ze mame vypocitanych n hodnét funkcie f, t.j. sme v
n+ 1 iterdcii. Oznac¢me x* = argmax,,, f(x)ay™ = f(x*) ako maximum po
n iteraciach. Chceme zlepsit sticasné maximum a zaujimame sa iba o hodnoty y =
f(x) véacsie ako y* pri novych vstupoch . Najjednoduchsi pristup je zadefinovat
ticelovi funkciu ako indikétor, t.j. U(x,y,0) = Lj,s,+). Akviziénd funkcia je potom
pravdepodobnostou:

xr) — +
@Pl(m§ 07Dn) = Eylw,e ]l[y>yﬂ = Py\w,e(y > ?/+) = CI)(W), (1-12)

ktori nazyvame pravdepodobnost zlepSenia [probability of improvement| a ap; =
0 pre o(x) = 0. Ide o pravdepodobnost z podmieneného aposteriérneho rozdelenia
(1.9), kde y = f(x) je ndhodn4 veli¢ina (hodnota funkcie) z gaussovského procesu.
Strednd hodnota p(x) a Standardnd odchylka o(x) > 0 maji z tvar:

u(@) =k Ky, (1.13)
o?(x) = k(z,x) — k:TKy_lk,
kde K, je kovarianénd matica pre y z (L7), y = (f(z1),....f(z,))" a k =
(k(x,x1), ... ,5(x,x,))" pre zvoleni kovariancénii funkciu x. ® je distribu¢né fun-
kcia rozdelenia N'(0,1).

Dalsia akvizi¢na funkcia je rozsirenim pravdepodobnosti zlepsenia a nazyva sa
oCakavane zlepSenie [expected improvement]. Uzitkova funkcia U, oznac¢ovand aj
ako zlepsenie I ma tvar I(x,y,0) = max{0, y — y*}. Akvizi¢nd funkcia je potom
hornym parcidlnym momentom:

aEI(w; B’Dn) = Ey|:c,6 maX{O, y— y+}' (114>

Tvrdenie 1.3. Pre ocakdvané zlepsenie plati:

n(: 0.D,) = (u(w) — y*)cb(W) n a<m>¢<W), (1.15)
pre o(x) >0 a ag; = 0 pre o(x) =0, kde ¢ je hustota N(0,1).

Dokaz. Dané tvrdenie dokazeme priamo z definicie strednej hodnoty pomocou
vhodnych substittcii. Pre s =y —y™ a y ~ N(u(x),0%(x)) mdme

E sjz,0 max{0, s} = 0/\/%80@) exp (- (s = g((:;z;; v >ds.

Dalej zoberme t = (u(x) — y* — s)/o(x), teda ﬁ;)ds =dt, 0 — % a
00 — —o00. Po vymene hranic integralu mame:

p@)—y ™t p@) -yt
(w@)—y") [ 7 ot +o(@) [ T dbar,
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kde ¢(t) = = exp(—5) a ¢/(t) = = exp(—%), &m sme dokézali (L.15).

GP s SE jadrom, 6, =1, X =1

3 —

2 SR
—~ 1 = - _— 1
80—
=

-2

3 7 flz)  —— ul=) w(z) £ 20(z)

Pravdepodobnost zlepsenia
06 — £=001 == ¢=01 == ¢=05

Ocakavane zlepSenie

015 — =001 —— £=01 —— £=05

EI 0.10
0.05
0.00

Horny konfiden&ny interval

0 2 4 6 8 10

Obrazok 1.2: Porovnanie roznych akvizicnych funkcii pri réznych hyper-para-
metroch. Zvolili sme jednoduchi tcelovi funkciu f(x) = sin(z) + £, € (0,10).
Pri apriérnom rozdeleni sme zvolili nulovii stredntt hodnotu a kovarianéna fun-
kciu ako SE jadro s 6y = 1 a ¥ = 1. Vyznacené body (data) sme vygenerovali
z U(0,10) a vypocitali ich funkéné hodnoty. p(x) a o(z) st definované v (L.13).
Podobne ako v lavom grafe z obrézka mame 05 = 0, teda ,predikcie” v po-
vodnych datach maji nulovy rozptyl (vid poznamka pri ) Nachadzame sa
v Stvrtom kroku BO — maximum z akvizi¢nej funkcie ndm urcuje novi hodnotu

x*, pre ktort vypocitame hodnotu f(x*). Inspiracia k obrazku od Brochu a kol.
(2010)).

Pri aplikacii akvizicnych funkeii (1.15)) a (1.12) moze vzniknit situdcia ked
body, ktoré maju velkii pravdepodobnost byt len nepatrne vacsie ako y™ budu
uprednostnené pred bodmi, ktoré ponuknu lepsie nové maximum ale s mensou
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pravdepodobnostou. Preto sa do odvodenych akviziénych funkcii moéze pridat
hyper-parameter ¢ > 0, ktory nam zabezpeci vyssiu pravdepodobnost, resp. zlep-
Senie, pre vzdialenejsie body s potencionédlne vyssou hodnotou (vid obr. .
Pre o(x) > 0 mame:

(1.16)

api(@: 0.D,) q)<u(fv) —yt - 5)7

()

ap(x;0,D,,) = (u(x) — y* — f)@(M(m) oyt — 5)

o(x)

Optimisticky pristup

V optimistickom pristupe akvizi¢nti funkciu zostrojime ako horny konfidenény
interval (UCB) pre kazdy bod € X. Tymto spdsobom efektivne vyuzivame
fixni pravdepodobnost najlepsieho scenara podla daného modelu. Kedze v apos-
teriérnom rozdeleni ma kazda hodnota f(x) na zdklade gaussovského procesu
podmienené rozdelenie , tak akviziéna funkcia bude tvaru:

avcs(x;0,D,,) = pu(x) + fo(x), (1.18)

kde p(x) a o(x) sme vyuzivali aj v predchadzajicich akvizi¢nych funkcidch a
B > 0 je novy hyper-parameter.

Ako vidime na obrazku [1.2] ¢im st hyper-parametre £ a [ vacsie, tym skor
sa dostaneme k vzdialenejsim hodnotam od povodnych dat. Pre g = 2 je akvi-
zicna funkcia hornym 95% predikénym intervalom. KedZe sme strednii hodnotu
apriorneho rozdelenia zvolili nulova tak vidime, ze aposteriérne rozdelenie vzdia-
lenejsich hodnédt je A(0,1). Vidime, Ze akviziéné funkcie si multimodélne a ich
optimalizacia nebude jednoducha. St vsak lahko spocitatelné a pri pouziti dife-
rencovatelnej jadrovej funkcie su diferencovatelné.

Pristup zalozeny na informacii

Shahriari a kol.| (2016) uviedli aj akvizi¢né funkcie zalozené na teérii informé-
cie. V tomto pristupe uvazujeme aposteriérne rozdelenie P,(x|D,,) pre nezndme
minimum x*, implicitne odvodené z aposteriérneho rozdelenia pre —f (v tomto
pristupe sa preferuje minimalizacia). Prva akvizi¢na funkcia, ktorej sa nebudeme
velmi venovat, sa nazyva Thompsonové vzorkovanie. Metoda je zalozend na gene-
rovani vzoriek z P,(x|D,,) a vybere vzorky s najnizsou hodnotou. V n-tom kroku
optimalizicie je tlohou minimalizovat spojitt funkciu f™. Funkcia £ musi byt
pevne zvolena aby sme ju vedeli vypocitat v lubovolnych bodoch a najst mini-
mum. Tato metdda vsak zlyhava pri vyssich dimenziach.

Namiesto vzorkovania z P.(x|D,), technika prehladdvania entropie [ES — en-
tropy search| sa sustredi na redukovanie neistoty v nezndmom bode x* vyberom
bodu, v ktorom ocakévame najvacsi pokles entropie pre rozdelenie P, (x|D,,) (Vil-
lemonteix a kol., 2009).

13



Definicia 1.3 (Entropia). Nech Z je ndhodnd veli¢ina s hustotou p (v dis-
krétnom pripade s pravdepodobnostnou funkciou P) definovanou na priestore Z.
Entropiu (Shanonnovu) definujeme:

— Y P(Z=2)IP(Z = 2), (1.19)

z2€Z

resp. spojiti (diferencidlnu) entropiu:

WZ) = — / p(2) Inp(z)dz. (1.20)
z
Podmienent entropiu pre nahodné veliciny Z a W definujeme:
P(W = w)
H(ZW) =— P(Z = 2,W =w)In ( ), (1.21)
zEZZw:EW 'D<Z =z,W = w)

resp. podmieneni spojiti entropiu:
WZ|W) = // p(zw) I p(zlw)dzdw = h(Z,W) — h(W), (1.22)

kde h(Z, W) je podobné (1.20) — pouZijeme viacndsobny integrdl a hustotu zdru-
Zeného rozdelenia. Casto sa pouziva aj logaritmus so zdkladom 2.

S vyuzitim znacenia ako pri predchadzajucich akviziénych funkciach mame:
ags(z;0,D,) = h(z*|D,) — Eyeo [h(z*|Dn U {z,y})],

kde h je spojitd entropia na zdklade rozdelenia P.(x|D,,), t.j. pre minimum x*,
y = f(x) ako v predchadzajucich pripadoch a y ~ N (u(x),0%(x)). Inymi slovami
ES meria ocakavany informac¢ny prinos vzhladom k lubovolnému bodu € X a
vybera bod, ktory nam dava najlepsiu informéaciu o neznamom minime a*. Shah-
riari a kol.| (2016)) upozornuju, ze dand akviziéna funkcia musi byt aproximovana.

1.3.1 Optimalizacia akvizi¢nej funkcie

Definovali sme rozne akviziéné funkcie, ktoré su lahko spocitatelné a vo vac-
Sine pripadov aj diferencovatelné. Dalej potrebujeme najst globalne maximum
akvizicnej funkcie. Ako sme videli na obrazku [1.2] akviziéné funkcie st multimo-
dalne a pri vyssom pocte dat aj zvacsa ploché a teda globalna optimalizacia nie
je jednoducha.

Ak zvolime diferencovatelné akvizicné funkcie, tak mézeme pouzit metddy
vyuzivajuce gradienty, ktoré najdu lokalne maximum. Pre nédjdenie globalneho
maxima danii metdédu spustime niekolko-krat s vzdy inou pociato¢nou hodnotou.

Dalsou moznostou je vyhnit sa lokdlnym technikdm pri optimalizacii mul-
timodalnej funkcie a pouzit techniky vetvenia priestoru zalozené na stromoch.
Wang a kol.| (2014) predstavili BaMSOO [Bayesian Multi-Scale Optimistic Opti-
mization] — bayesovskd viac-skalovd optimistickd optimalizdcia. Metdda je odvo-
dend z SOO (simultdnna optimistickd optimalizdcia), ktord hierarchicky rozdeluje
priestor X konstrukciou stromu. Tato metdda sa moze pouzit priamo na optimali-
zaciu Ciernej-skrinky f, avSak nevyuziva informécie z predchadzajtcich vypoctov
f a je velmi vypoctovo narocna.
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BaMSOO je nadstavbou na SOO a vyuziva priamo horné a dolné konfiden¢éné
intervaly aposteriérneho rozdelenia (podobne ako aycp(x;0,D,) z (1.18)) s me-
niacim sa hyper-parametrom 5. Ak sa pri konstrukcii stromu dostaneme do ob-
lasti, kde si1 hodnoty akvizi¢nej funkcie mensie ako stcasné maximum, tak za hod-
notu f uré¢ime dolny konfiden¢ny interval. Tym zizime priestor zdujmu X a vyh-
neme sa vypoctu funkcie f v danom bode. Tato metdéda uz ma niekolko pred-
pokladov. Najdolezitejsie si: pouzitie dva-krat diferencovatelnej jadrovej funkcie
pre GP, lokalna hladkost danej funkcie a existencia globalneho maxima. Dalsie
predpoklady a vlastnosti uviedli Wang a kol.| (2014) vo svojej préci.

Metoéda BaMSOO by sa mohla pouzit aj priamo pre funkciu f, ak by boli
splnené potrebné predpoklady. Akvizi¢na funkcia spitia dané predpoklady, avsak
na jej optimalizaciu nie je vhodné pouzit BaMSOO a konstruovat dalsi GP, preto
budeme pouzivat prehladavanie medzi lokalnymi maximami.

Preferované numerické metédy pre vlastny algoritmus BO

Existuju rozne numerické algoritmy na hladanie lokalneho extrému pomocou
klesajucich gradientov. Budeme pouzivat metédu L-BFGS-B, ktord je implemen-
tovana v balicku SciPy (Jones a kol., 2001-). Ide o kvazi-Newtonovi metédu,
ktorej nazov su inicidly mien autorov, L oznacuje limitovani pamét (t.j. nevy-
uziva tolko paméte ako povodna metoéda BFGS) a B oznacuje uzatvorené intervaly
[box]. V praxi sa vac¢Sinou zaujimame o vstupy z viacrozmernych ohrani¢enych
intervalov. V pripade, Ze mame v tilohe aj nejaké dalsie obmedzenia, pouzi-
jeme metodu SLSQP — sekvenéné programovanie najmensich Stvorcov (ide o ind
nadstavbu na BFGS).

Tymito numerickymi metdédami dokazeme néajst lokalne extrémy v okoli pocia-
to¢ného bodu. Vyberom roznych pociatoénych bodov ziskame aj ostatné lokédlne
extrémy akvizicnej funkcie. Pociatocné hodnoty mdzeme zvolit tak aby kazdy
bod sa nachadzal medzi dvoma uz vypocitanymi bodmi. Tymto spésobom zis-
kame vsetky lokdlne maximd akvizicnej funkcie (prehladdvanie medzi vSetkymi
uz vypocitanymi bodmi moéze byt pri vyssom pocte bodov zbytocne vypoctovo
narocné).

V balicku SciPy je implementovand preskakovacia metdda [basin-hopping],
ktort opisali Wales a Doye| (1997)). Tato metéda je vhodna na hladanie globalneho
extrému pre viacrozmerné multimodalne funkcie. Metoda vhodnym sposobom ur-
cuje nové pociatoéné body, z ktorych najdeme lokalny extrém. Pre dosiahnutie
lepsich vysledkov je vhodné metodu spustit viackrat v réznych startoch.

1.3.2 Odhad hyper-parametrov

Doteraz sme sa venovali akviziénym funkcidam «(x;0,D,,) s pevnymi hyper-
parametrami @ € O, kde O je vhodny parametricky priestor podla zvoleného
jadra. Castym pristupom k odhadu hyper-parametrov je bodovy odhad 6 a teda
odhad akvizi¢nej funkcie:

a(xz; D,) = a(x; é,Dn),

kde 6 je najcastejsie maximalny vierohodny odhad éTl\L/[LE alebo maximalnym apos-
teriérnym odhadom OMAF. MLE ziskame z margindlnej vierohodnosti pre gaus-
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sovsky proces, t.j. pre y z (1.8)):

églLE = argmax In p(y|X,0) = arg max In ¢(y[uo(X),K,(0)),
0c© 0c©

kde ¢ je hustota normalneho rozdelenia, y st hodnoty tucelovej funkcie f pre do-
stupné déta X = (@1,...,2,)", K,(0) je definované v (1.7) a @ st hyper-
parametre z jadrovej funkcie (Snoek a kol., [2012). MAP vypocitame pomocou
bayesovej vety:
N X.0)p(6
OMAY = arg max p(0|D,,) = arg max ply|X.6)p(6)

= arg max X,0)p(0),
0cO 0cO p(Dn) %ee p(yl )p( )

kde p(0) je zvolené apriérne rozdelenie pre € a p(D,|0) = p(y|X,0).
Bodové odhady vsak nie si vhodné a aby sme zabezpecili tplny bayesovsky
pristup k danému problému zvolime integrovani akvizicni funkciu:

o(x; D,) = E gy, [o(a: 0,D,)] = /@ o(2:0,D,)p(8|D,)de. (1.23)

Integral aproximujeme Monte Carlo metédou s pouzitim M vzoriek {9( Mot

Eoip,[a(z;0,D,) Z a(x; 09 D,) (1.24)
z:l
V praxi vSak nedokazeme vzorkovat priamo z aposteriérneho rozdelenia, teda po-
uzijeme techniku Markovsky retazec Monte Carlo (MCMC), pripadne sekvencné
Monte Carlo (Shahriari a kol., 2016)).

Wang a de Freitas| (2014) riesili konvergenciu bayesovskej optimalizacie s ne-
znamymi hyper-parametrami pre akviziént funkciu ag(x; 0,D,,) a ukézali typy
tcelovej funkcie, pri ktorych BO nekonverguje k globalnemu optimu. Dalej od-
vodili vhodny spdsob volby hyper-parametrov 8 pre GP a taktiez sposob volby
parametra £ z pre kazdy krok BO. Pre dant volbu hyper-parametrov au-
tori dokdzali konvergenciu s pravdepodobnostou 1 —6 pre § € (0,1). Podrobnejsie
sa tymito odhadmi nebudeme zaoberat, pretoze s mimo hlavného zaujmu tejto
prace.

1.4 Algoritmus BO

Zostrojime vlastny algoritmus pre bayesovski optimalizaciu so Specidlnym
urcovanim hyper-parametrov 8 a £, resp. /3 pre aycp. Nech 8 = (04, ... 0y, £), kde
k je pocet parametrov z jadrovej funkcie netykajucich sa mierky a £ st parametre
mierky. Najcastejsie bude £ = ¢ jednorozmerné, t.j. rovnaka mierka pre vsetky
dimenzie. Ostatné oznacenia ostavaji rovnaké ako v predchadzajicich castiach a
predpokladdme, ze X C R? je kompaktna spojita.

V algoritme [2| zvolime dva pociatoéné body ndhodnym vyberom z rovno-
merného rozdelenia na kompaktnej spojitej mnozine X (pripadu nespojitej X’ sa
budeme venovat v dalsej ¢asti). Minimélne dva body st vhodnym vstupom pre re-
gresiu podla GP. Pri aktualizacii hyper-parametrov sme sa inspirovali pracou od
Wang a de Freitas| (2014).
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Algoritmus 2 vlastny algoritmus BO (vid priloha 1 — kéd v Python™)

1: input pevne zvol 05 (malé), t, < 05 a tie parametre z @, ktoré sa netykaju
mierky £
input vhodne zvol interval pre parameter £: £~ < £V, - ~ 0
(ndhodne) zvol prvé 2 body @,z € X
vypocitaj y1 = f(x1), yo = f(®2) a definuj Dy = {(@1,41),(x2,92)}
ol & = Ly, — o], pripadne § = 2
generuj £ z viacrozmerného U (£ £Y)
inicializuj a =2, C' =10
forn=23,...,N do
zostroj regresiu podla GP pouzitim D,, a 0,, = (01, ...,0k,£,)
Tpi1 = argmax,y a(x; 0,,6,,Dy,) [L-BFGS-B s restartmi v ndhodnych
bodoch alebo basin-hopping s L-BFGS-B s viac restartmi]
11: if o(x,41) < t, then
12: C+—C+1
13: else
14: C+0
15: vypocitaj hodnotu y,11 = f(@€,11)
16: rozsir data D,r1 = Dy U (Tpy1,Yni1)
17: if C=5 then
18: LY + max(€*,0.8¢Y) po zlozkach
19: C<+0
20: generuj £, ~ U(LL.LY)
21: if n mod 10 = 0 then
22: a+—a+1
23: generuj &, 1 ~ U(O,l [ max 1y; — min y%), resp. Bpi1 ~ U <O,S>

a |i€l:(n+1) i€1:(n+1)

H
e

24: return (x*, y*): y* = max y;, " = argmaxy;
i€LN i€i:N

Parametre mierky jadrovej funkcie nebudeme aktualizovat pomocou MCMC
metody ale priamo z apriorneho rozdelenia. Za apriérne rozdelenie zvolime viac-
rozmerné rovnomerné rozdelenie U (€X' £Y), ktoré bude vo vicSine pripadov jedno-
rozmerné. Na zaciatku volime §irs{ interval (€% (V) napr. (0,100). Interval ziZime
ak b iteracii za sebou nastane situdcia, Zze novy bod «,.; ma v podmienenom
GP n hodnotami mensi rozptyl ako nejaka zvolena hranica ¢, < 05. Tato situacia
moze nastat, ak mame vela bodov blizko seba a teda mame dostatok informacii
na vhodni zmenu apriérneho rozdelenia. Dolné ohranic¢enie je blizke 0 a menit
ho nepotrebujeme.

Pre konvergenciu algoritmu je najdolezitejSia spravna volba parametru &. Ako
sme videli na obrazku [1.2], ¢im je £ vacsie, tym ,rychlejSie sa vieme pohybovat“
po celom priestore X'. Pri spusteni algoritmu chceme v kratkom case prejst co
iteracii nas uz nezaujima rychle prehladanie celého priestoru ale ¢o najpresnej-
sie globalne maximum. Tato podmienku vieme splnif ak budeme opéf generovat
z rovnomerného apriérneho rozdelenia s tym, ze hornti hranicu budeme po kaz-
dych 10-tich iteraciach znizovat. £ vsak nemoze byt prilis velké, pretoze potom st
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pravdepodobnosti velmi malé a akvizi¢na funkcia je vacsinou plocha s nulovymi
gradientami.

Optimalizacia akvizi¢nej funkcie je zakladom pre funkénost BO. V algoritme
sme implementovali 2 metody. Optimalizacia cez L-BFGS-B so startmi v nahodne
vygenerovanych bodoch z X, pouzijeme 15 restartov (mozné zmenit). Alebo opti-
malizacia preskakovacou metoédou s vyuzitim L-BFGS-B — tato metdda je uz
vypoctovo narocnejsia a tiez je potrebné pouzit viac restartov. Za predvolentu
metoédu uréime minimalizaciu cez L-BFGS-B.

Aktualizaciu danych hyper-parametrov sme nevoli tak sofistikovane ako Wang
a de Freitas (2014). Ide vsak o ukazku toho, ze algoritmus pre BO sa d& imple-
mentovat roznymi sposobmi. V balicku RoBo je implementovanych niekolko typov
BO s roznymi apriéornymi rozdeleniami pre f, akviziénymi funkciami, metédami
maximalizacie akvizi¢nej funkcie a volbami hyper-parametrov (napr. cez MCMC).

1.4.1 Ukazkové priklady

Algoritmus [2] najskér implementujeme na jednorozmernom ukazkovom pri-
klade a pre niekolko prvych krokov zobrazime regresiu podla GP a akvizi¢né
funkcie. Dalej algoritmus otestujeme na jednoduchej 3 rozmernej funkeii a aspoti
graficky ukazeme konvergenciu.

Priklad 1

Prvym prikladom bude maximalizicia funkcie f: [0,10] — R, ktord ma 2
body nespojitosti. Funkciu sme zvolili tak aby bolo jasné, ze BO mozeme pouzit
aj pre funkcie s kone¢nym poc¢tom bodov nespojitosti.

dsin(z+3) —x+4, 0<z <4,
f(x) =14 4sin r+3)-—x+7 4<w<T,
10 —exp(z —7.5)+3, 7<z<10.

Postupné riesenie daného prikladu médme na obrazku [I.3] Pouzili sme algorit-
mus [2| a pre prvych 7 krokov sme vykreslili podmienené GP (regresiu) a akvizicné
funkcie. Dalej sme vykreslili eSte podmienené GP v krokoch 20, 60 a 100. Pouzili
sme SE jadro s hyper-parametrom 6y, = 1 a pre mierku ¢ sme pouzili interval
[0,100]. Rozptyl Sumu sme uréili o} = 0.001.

7 definicie funkcie f lahko urcit, Ze maximum sa nachadza v bode x = 7, ¢o
je aj viditelné na obrazku. Maximum funkcie f sa nachadza v bode, ktory nie je
zlava spojity. Po n = 100 krokoch BO sme dostali vysledok z = 7.0027.

Na obrazku vidime postupne ako regresia podla GP reaguje na nové data.
Pri GP volime apriérnu strednti hodnotu nulovi, ¢o je pri mensom pocte dat
viditeIné — dalej od dat sa stredna hodnota vracia k apriérne zvolenej nulovej
urovni. Pri vyssom pocte dat vidime, Ze apridérna nulova stredna hodnota uz
nema velky vplyv na aposteriérny GP.

Pre kroky n = 2 az n = 7 mame zakreslené hodnoty akvizi¢nych funkcii
aj s maximami — vidime, Ze bod predchéddzajiceho maxima akvizi¢nej funkcie
sa uz vyskytuje v datach. V kroku n = 2 nemame jednoznac¢né maximum, tak
bola zvolend ndhodna hodnota (jeden z ndhodne zvolenych startovacich bodov
pre L-BFGS-B optimalizaciu akvizi¢nej funkcie).
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Po vysSom pocte krokov (n = 60 a n = 100) sme ziskali presnejsiu hodnotu
globalneho maxima a z obrazka vidime aj dobry odhad celej funkcie f.

n=2 s n=3 L n=4 -
10 N\ \ \
= 5 O \ N \ oS \
x AN R \ Ry -9 \ "N ) \
A N2 ) \ ) \ \
\M;" A
-5
n=5 -~ n==6 n=17
10 \\
—_ N \
X \
oS \
= \
\
-5

|

]

L AR

00 25 50 75 100 00 25 50 75 100 0.0 25 50 7.5 10.0
X X X

f(x)

Obrazok 1.3: Grafy BO pre jednorozmerny ukazkovy priklad pre rozne kroky.
Modré prerusovana ¢iara su funkéné hodnoty funkcie f a cervené body reprezen-
tuji data D,. Dalej je zobrazena strednd hodnota a 95% predikény pas z pod-
mieneného GP (z regresie podla GP) a pre prvych 7 krokov mame aj akvizicné
funkcie v osobitnych grafoch s vyznacenym maximom. Podrobny opis obrazku je
v texte prace.

Priklad 2

Na test funkénosti algoritmu 2] pre vyssie dimenzie a celkovo ukézku konver-
gencie sme pouzili jednoducht funkciu f: [-3,3]* — R,

f(x) = exp (—(.731 —0.5)% — (22 +0.3)* — x%) ,

ktorej maximu dokazeme néjst priamo z pohladu na definiciu funkcie. Teda
ZTopti = (0.5, — 0.3,0)" a f(xopii) = 1. Pevné hyper-parametre sme zvolili rov-
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nako ako v priklade 1 a opét sme pouzili SE jadro. Na ukazku konvergencie sme
urobili 50 nezavislych BO s n = 100 krokmi a postupne urcovali najdené maxi-
mum pre kazdy krok. Nakoniec sme priemerné maximum, medianové maximum
a 95% interval zakreslili do obrazku [1.4l

Kedze odlahlé pozorovania dokazu silno ovplyvnit priemer, tak sme pouzili
aj medidn. Medidan bol blizky redlnemu maximu uz od 25. kroku. Priemer je
ovplyvneny odlahlymi pozorovaniami — z 50 aplikacii sme v 3 pripadoch po 100
krokoch dosiahli hodnotu okolo 0.8, vo vSetkych ostatnych pripadoch sme dosiahli
hodnotu vyssiu 0.9 a vacsinou vyssiu ako 0.99, ¢o je viditelné na mediane.

BO pre f(x) = exp{—(x1 — 0.5)2 — (x2 + 0.3)? — x3}

1 '0 '''''''''' 7—'—_—'—_—'—_—'__—“““““““““““'-
g 0.8 ’/
E H
] /
e 0.6
0
204
_'Fg = priemer
§ 0.2 === median
+2std
0.0 ===
0 20 40 60 80 100

iteracia

Obrézok 1.4: Ukazka konvergencie algoritmu BO pre jednoduchi 3-rozmernt fun-
kciu. Hodnoty st ziskané z 50 nezavislych aplikacii BO.

1.5 Rozsirenia

1.5.1 Paralelna optimalizacia viacerych uloh

V praxi sa mozme stretnuf aj s paralelnou optimalizdciou viacerych tloh
[multi-task optimization], t.j. pre funkciu f: X — RT. Pre * € X, kazdy pr-
vok vektoru f(a) reprezentuje tlohu ¢. Funkcia f by sa dala opisat aj ako f(x) =
(filx),....fr(x))", kde f; st nejakym sposobom navzijom korelované, nejde viak
o rozne funkcie ako vo viac-kritéridlnej optimalizacii. S danym problémom sa mo-
zeme stretnit ak sa snazime optimalizovat parametre nejakého modelu na viac
ulohach naraz. Kazdé dloha méa rozne data na ktoré aplikujeme ten isty model
a nasim cielom je néjst optimalne parametre naprie¢ vsetkymi tlohami (napr.
minimalizacia chyby pri modeloch strojového ucenia).

Ako apriérne rozdelenie pouzijeme GP pre paralelné tlohy. Jeho zdkladom
je urCenie vhodnej kovariancnej funkcie Kmuwi((x,t),(2’,t")) medzi parmi bodov
a uloh. Swersky a kol.| (2013) navrhuju rieSenie s nédzvom wnitorny model ko-
regionalizdcie [intrinsic model of coregionalization]:

Kmulti ((2,0),(2' 1) = k() @ ky(x,2'),
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kde ® je Kroneckerov sucin, k, meria vztah medzi bodmi a x; vztah medzi tlo-
hami. Pre dané kovariancné funkcie uz mozeme pouzit pozitivne definitne jadro.
S kovariancnou funkciou Knu uz mame klasicky GP.

Ak v odvodenej aposteriérnej strednej hodnote a v rozptyle z pouzijeme
Kmulti, tak ziskame p(x,t) a o?(z,t,t') (podobne ako v (1.13). p(x,t) je aposteri-
6rna strednd hodnota v bode @ pre tilohu t a o%(z,t,t’) je aposteriérna kovariancia
medzi bodmi z tloh ¢ a ¢/, t.j. medzi (x,t) a (x,t'). Najjednoduchsou moznostou
je v kazdej iteracii vypocitat hodnoty pre vSetky tlohy a optimalizovat akvizi¢ni
funkciu z priemerného GP, t.j.

1T 1 .7
= plx;t), o(x) = 2220‘ x,t,t').
Ti= U v
Tento sposob vsak v kazdej iteracii potrebuje vypocitat hodnotu funkcie pre vset-
ky tlohy, ¢o mdze byt velmi vypoctovo narocné.

Swersky a kol.| (2013) predstavili spdsob na zaklade prehladavania entropie a
vytvorili novi akviziéni funkciu. agg(x;0,D,,) je definovana pre jednu tcelovi
funkciu, teda v tomto pripade pre jednu tlohu. Ak zavedieme funkciu ¢;: X — R*
ako naklady na vypocet f pre tilohu ¢, tak mozme definovat informacniy prirastok
na jednotku ndkladu [information gain per unit cost]:

z*|Dy) — [h(x*|Dp U {z,y})]
c(x)

h
aIG(mt;OaDn) = Ey\w,@ (

9

kde x' oznacuje, Ze sa zaoberdme bodom x a tlohou t. Dany vztah plati ak

je 02 = 0, inak plati y ~ N(f (w),aj) a potrebujeme aplikovat dal$iu stredni
hodnotu (podobne aj pri prehladavani entropie). Funkcia ¢; ndm vsak nie je zndma
a preto Swersky a kol (2013) ju odportcaju odhadntat podobne ako funkciu f,

teda viac-ulohovym GP pre In¢;.

1.5.2 Kategoridlne premenné funkcie f

Doteraz sme sa venovali len spojitym premennym funkcie f. V praxi sa vsak
mozme stretnit s funkciami, ktorych vstupy mozu byt aj kategoridlne (diskrétne
alebo kvalitativne). Konkrétne sme predpokladali, Ze prvky vektora x st z uzavre-
tych intervalov. Pri spojitych premennych nenastavaju ziadne vaznejsie problémy.
Napriklad ak by nejaky vstup x;, ¢ € 1:d bol zo zjednotenia disjunktnych interva-
lov, tak by sme zobrali uzavrety interval, ktory prekryva vsetky mensie intervaly
a pridali by sme obmedzenia.

Problém nastava ak mame kategoridlne vstupy. Jednou z moznosti je vy-
tvorit jadrovi funkciu pre kategoridlne vstupy. Vezmime v tivahu priestor X =
Kepoj X Xiat @ definujme Dgpo; ako mnozinu indexov pre spojité vstupy a Diay
pre kategoridlne. PouZijeme modifikované SE jadro (resp. modifikované RBF
jadro) pre &, ' € X' s hyper-parametrom mierky \; > 0,7 € 1:d:

kspoj(z,2") —exp[ > Nz ]

ZEDspoJ

kkat(m,m = exXp |: Z )\ 1]. wﬁém/]]

ZeDkat
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Hutter a kol.| (2011) dokazali, Ze pre GP mo6zeme pouzit nasledujice zmiesané
jadro:

kmic (@) =exp | > =Nz —2)*+ > XLt | -
1€ Dgpoj J€Dxat

S danym jadrom uz vieme aplikovat regresiu podla GP a vytvorit akviziéna fun-
kciu. Dand akvizicna funkcia vsak bude mat aj spojité aj kategorialne vstupy.
Maximalizacia akvizi¢nej funkcie je tentokrat problematicka — ide o odlisnti mul-
timodalnu funkciu pre kazdy kategoridlny parameter. Kedze vypocet akvizi¢nej
funkcie nie je vypoctovo naroc¢ny, Hutter a kol.| (2011) doporucuji vybrat 10
bodov s najvyssimi hodnotami akviziénej funkcie z ., (autori pouzivaji modifi-
kované ocakavané zlepéenie)ﬂ Pri hladani lokalneho maxima sa pre kategorialne
vstupy pouzije nahodné zvoleny najblizsi ,sused”, t.j. vSetky konfiguracie sa od
pociatocnej hodnoty lisia len o 1 diskrétny parameter a pre numerické vstupy
sa ndhodne urcia 4 ,susedia“. Ak znormalizujeme rozsah spojitych vstupov tak,
aby sme mali intervaly [0,1], potom nédhodnych susedov k bodu z; vyberieme
z N (2;,0.04) tak, aby patrili do intervalu [0,1]. Ide o modifikované ndhodné pre-
hladévanie. Dalej autori odporicaji este nahodne zvolit 10 000 bodov a v nich
vypocitat hodnotu akvizi¢nej funkcie. Maximum z danych hodnot by vsak malo
byt v jednom z najdenych lokalnych maxim.

Aj ked je vypocet akvizi¢nej funkcie nenaroc¢ny, vypocet takého poctu bodov
uz nemusi byt velmi efektivny. Dalsiu metédu, ktord dokéze pracovat aj s katego-
ridlnymi vstupmi, predstavime v nasledujicej casti. V danej metdde sa za apri-
érne rozdelenie nepouziva GP ale ndhodny les [random forest] a teda regresia
cez ndhodné lesy.

1.5.3 Iné pristupy k apriérnemu rozdeleniu pre f

Doteraz sme sa venovali gaussovskym procesom ako apriornemu rozdeleniu
pre funkciu f a regresii podla GP na ziskanie aposteriérneho rozdelenia. Existuje
viac pristupov k tejto problematika, ¢asto vyuzivané si rézne modifikacie GP.
V tejto casti predstavime dalsie dva pristupy, ktoré nie su zalozené na GP.

Nahodné lesy

Jednou z moznosti, ktortt sme uz naznacili v predchadzajicej casti, s na-
hodné lesy. Nahodné lesy boli prvy krat predstavené L. Breimanom v roku 2001.
Ide o metodu zalozent na rozhodovacich stromoch — klasifika¢né a regresné stromy
(CART). CART postupne rozdeluje, ,vetvi“ dizajnovy priestor do pod-priestorov
na zaklade pozorovanych dat. Regresny strom vetvi spojity priestor a klasifikacia
sa pouziva pri kategorialnych datach. Nahodny les vznikd pomocou viac rozho-
dovacich stromov. V kratkosti, ndhodny les tvoji skupina rozhodovacich stromov,
kde kazdy strom je aplikovany na nahodny vyber z mnoziny pozorovanych dat.
Naslednym spriemerovanim predikcii cez jednotlivé stromy ziskame presnejsi vy-
stup (Murphy, 2012).

2Autori hladajti minimum a ich tZitkovou funkciou je Ioxp(,y,0) = max (0,y~ — e¥), kde
y = f(x) a y~ je zatial vypocitané minimum. Nech v = 1“(227;)“@) a Eyjz.ollexp(,9,0)] =

Y= B(v) — e27 @@ By — o(z)).
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Néahodné lesy su casto vyuzivanou metédou s dobrymi vysledkami. Ich hlav-
nou vyhodou je, ze aj pri pouziti viacsieho poctu stromov nedosiahneme , pre-
ucenie® |overfitting]. Kedze téma rozhodovacich stromov a ndhodnych lesov je
velmi rozsiahla nebudeme sa jej dalej venovat.

Hutter a kol.| (2011) predstavili algoritmus SMAC [sequntial model-based al-
gorithm configuration], ktory vyuziva ndhodné lesy na odvodenie aposteriérneho
rozdelenia funkcie f. Hlavnou vyhodou je, Zze ndhodné lesy dokazu spolahlivo pra-
covat s kategorialnymi vstupmi alebo s podmienenymi premennymi. Algoritmus
v kazdom kroku najskor zostroji ndhodny les — m stromov na m nadhodnych pod-
mnozinach rovnakej velkosti n, < n z D,,. Podobne ako pri regresii podla GP, aby
sme zostrojili akviziéni funkciu potrebujeme uréit aposteriérny priemer pu(x) a
rozptyl o?(x) pre kazdy bod € X (v tomto pripade ide o predikciu a predikény
interval v bode ). Potrebné veli¢iny ziskame aritmetickym priemerom predik-
cie a predikéného intervalu v bode x cez vsetky stromy. Ako akvizicnu funkciu
vyuzijeme modifikované EI, predstavené v predchadzajicej cCasti. [Hutter a kol.
(2011) odporicaju akviziéni funkciu maximalizovat ndhodnym prehladdvanim,
pripadne spdsobom, ktory sme predstavili pri kategorialnych premennych.

Ako sme spominali, SMAC si dokédze poradit zo vSetkymi typmi vstupov a
bezproblémovo zvladne aj nespojiti ucelovu funkciu f. Na aplikdciu nahodnych
lesov vSak potrebujeme vacsie mnozstvo dat, ¢o znamena viac vypoctov funkcie
f. Zostrojenie m stromov a velké mnozstvo predikcii pre kazdy strom v kazdom
kroku algoritmu moze byt ¢asovo narocné.

Neurdnové siete

Springenberg a kol. (2016)) predstavili bayesovski optimalizaciu s umelymi
neurénovymi sietami a Hamiltonovskym Monte Carlo (BOHAMIANN). Této
metdéda je implementovana v balicku RoBO a autori tejto metddy st zaroven
spolu-tvorcami tohto balicka, skupina ML4AAD| (do danej skupiny patria aj Hut-
ter a kol.| (2011) — autori SMAC). Namiesto uz uvedenych regresnych pristupov
pre odhad funkcie f sa pouzije umeld neurénova siet.

S vyuzitim uz zauzivaného oznacenia v tejto praci definujme pravdepodob-
nostny model: A

p(ft(w)|w70) = ¢(f<w>t; 8#)?‘902)7

kde t oznacuje t-tu tlohu (vid , 0 = (0,,0,2)" st hyper-parametre modelu,
f (xz,t;6,) je nejaky parametricky model pre funkciu f s parametrom 6, 6,2 je
parameter rozptylu (v pripade heteroskedasticity moze byt funkciou @) a ¢ je hus-
tota norméalneho rozdelenia. V tomto pripade f reprezentuje vystup z neurénovej
siete. Predpokladajme T tloh, pripadne T' = 1 pre jednoducht optimalizaciu. Ak
oznacime vstupy a funkéné hodnoty ako D a Dy ako data len z t-tej tlohy, tak
zdruzend hustota pravdepodobnosti je

T |D(t)|

p(D,B) - 02 H H o yz|f wzvtve )7 )7

t=1 =1

kde p(6,) a p(f,2) st apriérne rozdelenia hyper-parametrov a y! = f;(x;).
K vypoctu akvizi¢nej funkcie potrebujeme najskor urcit aposteriérne rozdele-
nie p(fi(x)|x,D). Kedze model pre f; je neurénova siet, tak analyticky vypocet je
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nemozny. Najskor vzorkujeme hodnoty hyper-parametrov 8% ~ p(0|D), i € 1:M
pomocou Monte Carlo. Springenberg a kol.| (2016) ukazali ako vzorkovat pomo-
cou metédy Hamiltonovsky Monte Carlo stochasticky gradient. Pouzitim tychto
vzoriek mozme aproximovat

M

p@)2D) = [ p(fi@)|2.0)p(0D)d0 = 1> plfiw)|2.60),

=1

Nezabudnime, Ze predpokladdme normélne rozdelenie pre f;(x), teda strednu
hodnotu a rozptyl mézeme aproximovat

1 (i) 2 LS [(7 (4) 2 (@)
wlait) = 37> J@07), o*(@it) =73 {(f(w,t;% ) — p(a;t)) +902} :
i=1 i=1

Dalej sa moze pouzit diferencovatelnd agp. Ak pouzivame viac procesorov, tak
ulohu mozme rozsirit tak aby jeden procesor pocital hodnotu funkcie v jednom
bode a dalsi v inom. Tejto téme a zostrojeniu akvizicnej funkcie, ktora ,caka
na novy bod“ a zdroven uréuje dalsi, sa venovali Snoek a kol.| (2012]).

BOHAMIANN prirodzene podporuje viac-ulohovt optimalizaciu, ako aj pa-
ralelné vypocty funkcie a zvlada aj optimalizaciu vo vyssich dimenziach. Mierne
odlisny pristup, tiez na zédklade neurénovych sieti, pouziva algoritmus DNGO —
hlboké siete pre globalnu optimalizaciu.
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2. Nadmerna dimenzionalita dat
a redukcia dimenzie

S problémom nadmernej dimenzie dat sa v dnesnej dobe stretavame pomerne
¢asto. Ci uz ide o rozsiahle databazy, kde pocet parametrov znacne prevysuje
pocet pozorovani alebo o funkcie, ktoré maju privela vstupov, tento problém sa
stal sucastou kazdodennej reality. Richard E. Bellman vystizne pomenoval tento
problém ako Curse of dimensionality, teda ,prekliatie rozmernosti,“ ked sa
s nim stretol v dynamickom programovani.

Jednoduchym prikladom nadmernej (extrémnej) dimenzionality je Standardnd
1080p obrazovka (1920 - 1080 = 2073600 pixlov). Ak by mohol kazdy pixel zo-
brazit len bielu alebo ¢iernu farbu, mame 22073600 potenciondlnych obrazkov. Ide
o nepredstavitelne velké ¢éislo. Obrazovka zobrazuje pixly v roznych farbach (naj-
Castejsie 24-bitové farby — kombinécia 8 bitov pre ¢ervenu, zeleni a modri), ¢o
predstavuje 22 moZnosti pre 1 pixel. Vratme sa vSak k optimalizacii.

Velmi oblibenym néstrojom na znizenie dimenzie je metdéda hlavny kom-
ponent [principal component analysis], ktord dokéze efektivne znizit dimenziu
pozorovanych dat. My sa vSak venujeme optimalizacii vypoctovo narocnej, pri-
padne neznamej funkcie f: X — R, kde X C RP. Nadmernd dimenzionalita
pre nas znamena nadmerny pocet vstupov pre tucelovu funkciu. V prvej kapitole
sme predstavili bayesovsku optimalizaciu, ktord dokaze najst extrém (priblizit sa
k extrému) pre nezname a vypoc¢tovo narocné funkcie. Zakladom je optimaliza-
cia multimodalnej akvizi¢nej funkcie, ¢o mdze byt pre vyssie dimenzie problém.
Dalej predstavime metédu, ktord dokaze znizit dimenziu a tym znizit vypoctovi
narocnost BO.

2.1 Bayesovska optimalizacia s nahodnym pre-
lozenim

2.1.1 Efektivne dimenzie a nahodné prelozenie

V tejto ¢asti budeme vychadzat hlavne z prace od autorov Wang a kol.| (2016)),
ktori predstavili v praxi dobre fungujici sposob znizenia dimenzie. Vychadzame
hlavne z predpokladu, Ze nie vsetky vstupy funkcie f st pre hodnotu funkcie
doélezité. Dimenzie ktoré su dolezité nazveme efektivne a predpokladame, ze efek-
tivne dimenzie uz tvoria priestor s nizkou dimenziou (v inej literatire sa mozeme
stretnit aj s ndzvom aktivne dimenzie).

Definicia 2.1. Hovorime, Ze funkcia f: RP? — R md efektivnu dimenziu d., kde
d. < D, ak:

o existuje linedrny podpriestor T s dimenziou d. taky, e Vx+ € T C RP a
Ve, € T+ C RP plati f(zr+x.) = f(xT), kde T+ je ortogondlny doplnok
kT a

e d. je najmensie prirodzené cislo splnajice tuto vlastnost.
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T nazjvame efektivny podpriestor a T+ konstantni podpriestor.

Definicia[2.1]ndm hovori, Ze funkénd hodnota sa nezmenf pre body z T+, preto
to nazyvame konstantny podpriestor. Pri vhodnom usporiadani dimenzii mame

T T j
TT = (xl,...,xdE,O,...,O) ax) = (O,...,O,deeJrl,...,.TD) ,r, € RViel:D.
——— ——
D—d. de

Dana podmienka je velmi silnd a v praxi fazko dosiahnutelna. Je vsak po-
trebna na teoretické odvodenia a dokazania konvergencie algoritmu. V praxi sa
ukazalo, ze staci ak f(xt +x,) ~ f(@T), k Comu sa dostaneme neskor. Presné
urcenie efektivnej dimenzie vsak nemusi byt mozné. Ukazalo sa, ze nepotrebu-
jeme poznat presnu efektivnu dimenziu a problém mézeme riesit tzv. nahodnym
preloZenim [random embedding].

Veta 2.1. Majme dani funkciu f: RP — R s efektivnou dimenziou d, a ndhodni
maticu A € RP*? ktorej pruky si nezdvisle generované z N'(0,1) a D > d > d..
Potom, s pravdepodobnostou 1, pre kaZdé x € RP existuje z € R? také, e f(x) =

f(Az).

Dékaz. Vid Wang a kol.| (2016)).
O

Veta hovori o tom, Ze pre Iubovolne dané x € R? a pre danti ndhodni
maticu A € RP*? existuje s pravdepodobnostou 1 bod z € R? taky, Ze f(z) =
f(Az). To samozrejme plati aj pre optimum x* € RP. Za danych predpokladov
potom stac¢i optimalizovat funkciu g(z) = f(Az) na priestore s nizSou dimenziou
d. Bayesovska optimalizacia na takto zizenom priestore sa nazyva bayesovskd
optimalizdcia s nahodngm preloZenim, REMBO [Random EMbedding Bayesian
Optimization)].

Dévod pomenovania ,prelozenie“, pripadne ,prekrytie“ [z angl. slova em-
bedding] je viditelny na obrazku Pri optimalizac¢nych tilohach néas vacsinou
zaujima optimalizacia funkcie f na nejakej kompaktnej mnozine X C RP, naj-
castejsie ide o uzatvorené intervaly v dimenzii D, tzv. ,krabicové® ohranicenia.
Modré priamka Az na obrazku [2.1] pripade podpriestor vo vyssich dimenzidch,
sprekladd“/ prekryva“ ¢ast mnoziny X. Funkcia f je vi¢sinou mimo mnoziny X
nedefinovand. Pri nadhodnom prelozeni moze nastat situacia, ze vyberieme bod
z € Z tak, ze Az ¢ X (vid ¢ast modrej priamky na obrdzku [2.1] ktord nepre-
kladd mnozinu X'). Kedze f je mimo X nedefinovand, ndhodné preloZenie musi
obsahovat aj projekciu py: RP? — RP. Ide o standardnii projekciu do nasho kom-
paktného priestoru X:

px(Az) =argmin||x — Az||s, (2.1)
fAS
ktora nam vrati Az ak Az € X alebo najblizsi bod z X (hrani¢ny bod), ak
Az ¢ X. Ucelové funkcia v priestore Z mé tvar

g(z) = f(pX(Az)). (2.2)
Pre tplne definovanie ndhodného prelozenia eSte potrebujeme opisat spésob
vyberu ohranienej mnoziny Z C R¢. Této ¢ast je obzvlast dolezita, pretoze

efektivita REMBO zavisi od velkosti mnoziny Z. Najst optimum pre mensiu Z je
jednoduchsie, ale ak bude Z prilis mala, tak nemusi obsahovat globdlny extrém.
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1

X D=2

= 4 Konvexna prdj‘ekcia px(Az)z Az do X.
Obrézok 2.1: Ilustracia nahodného prelozenia jednorozmernej mnoziny Z do dvoj-
rozmernej krabicovej mnoziny X'. Ak sa zobrazenie Az nachadza mimo X, tak
je pomocou projekcie py zobrazené do X'. Mnozina Z musi byt dostato¢ne velka,
aby AZ prelozilo celd mnozinu X. Obrazok prevzaty od Wang a kol.| (2016]).

Veta 2.2. Predpokladajme, Ze chceme optimalizovat funkciu f: RP — R s efek-
tivnou dimenziou d. < d pri ,krabicovijch“ ohraniceniach X C RP, kde X je
centrovany okolo 0. Dalej predpokladajme, Ze efektivny podpriestor T funkcie f
je obalom d. bdzovijch vektorov a nech % € T N X je optimum funkcie f vnitri
T. Ak A je D x d ndhodnd matica s nezdvislymi prvkami z N'(0,1), tak existuje
optimum z* € R? také, Ze f(Az*) = f(x%) a ||z*]]2 < @Hw’%“z s pravdepodob-
nostou aspon 1 — e.

Dékaz. Vid |Wang a kol.| (2016]).
U

Veta[2.2]ndm zaddva ohranicenie pre optimum v mnozine Z s pravdepodobnos-
tou aspon 1 — €. Kedze hladdme optimum, tak dané ohranic¢enie moézeme pouzit
pre cely priestor Z. Ak X = [—1,1]P, ¢o vieme vZdy dosiahnuf preskdlovanim
priestoru X, tak s pravdepodobnostou aspon 1 — ¢ mame

127]]2 <

el < ¥2/d..

€

Musime teda zabezpecit aby Z obsahovala gulu s polomerom d./e centrovani
okolo 0. V praxi sa vSak pouzivaju tak komplexné ucelové funkcie, ze je velmi
nepravdepodobné aby optimum bolo v rohu krabicového ohranicenia, t.j. ||z%]||2 <
Vd,.

Wang a kol.| (2016)) dalej dokazali vlastnosti REMBO potrebné pre vyslovenie
a dokazanie vety o konvergencii algoritmu REMBO. Pomocou simulacnej studie
pre dimenzie d € {1,...,50} a pre 10000 vygenerovanych matic A zistili, ze
s empirickou pravdepodobnostou 1 — ¢, pre klesajice hodnoty €, mézeme zostavit
Z ako

Z = —1max{ln(d),1},1 max{In(d),1} d. (2.3)
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V dalsich experimentoch zvolili € = In(d)/Vd, teda Z = [—vd,\/d]? pre X =
[—1,1]P. Danti volbu pouZijeme aj my pri aplikacii REMBO.

2.1.2 Algoritmus REMBO

V casti sme predstavili metodu nahodného prelozenia pre znizenie di-
menzie priestoru X'. Na priestore s nizsou dimenziou Z uz mézeme vykonat ba-
yesovskil optimalizaciu z 1. kapitoly (vid algoritmus . Pri BO uz postupujeme
rovnako ako v nizsich dimenzidch — uréime apriérnu kovarianéni funkciu (SE
alebo Matérn jadro), hyper-parametre a akviziéni funkciu.

Algoritmus 3 REMBO

1: Generuj ndhodnti maticu A € RP*4 z A/(0,1)
2: Uré ohrani¢enti mnozinu Z C R¢
3: Pouzi algoritmus BO pre optimalizaciu funkcie g(z) = f(pX(Az)>, z€eZ

Vrétme sa este k vysledkom vety[2.2] ktoré hovoria, Ze ak mnozinu Z zostavime
uvedenym sposobom, t.j. Z = [—\/E,\/E]d, tak obsahuje optimum s pravdepodob-
nostou aspon 1 — e. Existuje teda nenulova pravdepodobnost § < €, ze optimum
lezi mimo mnozinu Z. Naslednda BO na takejto mnozine Z potom nenajde glo-
balne optimum. Velmi jednoduchou moznostou je vykonat k& navzajom nezavis-
Iych aplikacii REMBO. Kedze pravdepodobnost netspechu jedného REMBO je
d, tak pre k nezavislych spusteni mame 6*. KedZe volime malé ¢, tak po pouziti
niekolkych REMBO uz mame dostato¢ne mali pravdepodobnost netspechu.

Wang a kol.| (2016) vykonali experimenty na porovnanie niekolkych pristupov
k optimalizacii nezndmych funkcii vo vysokych dimenziach a empiricky ukazali
vyborné vysledky metody REMBO. Optimalizovali rézne vypoc¢tovo naroéné fun-
kcie, ktorych optimalizacia trvala od niekolkych minit az po 4-5 dni. Celkovo
vyuzili viac ako pol roka &istého ¢asu procesora. Casovo najnaro¢nejsia bola opti-
malizdcia parametrov klasifikacie ¢asti ludského tela cez ndhodné lesy (pouzivane
v Kinect — hardware od Microsoftu, ktory snima ludské telo a pouziva jeho po-
hyby pri roznych hrach pre Xbox a pod.). Ukazalo sa, ze aj ked bolo vsetkych
14 parametrov doélezitych, tak REMBO pre d = 3 dosiahol vyborné vysledky —
lepsie ako nahodné prehladavanie, avsak klasickd BO pre 14 dimenzii dosiahla
lepsie vysledky.

Dané vysledky st velmi optimistické a ukazuje sa, Ze aj pri nevhodnom odhade
efektivnej dimenzie REMBO nezlyhava a stale dosahuje vysledky lepsie alebo po-
rovnatelné s inymi dostupnymi metédami. V praxi pri optimalizacii vypoctovo na-
ro¢nych funkcii sa vaésinou uspokojime s hodnotou blizkou k globalnemu optimu
— zékladom je dostaf vysledok po rozumnom pocte iteracii. Vhodny sposob ako
sa dostat k dobrym vysledkom je pouzit 4 nezavislé spustenia REMBO s poc¢tom
iteracii 125, teda celkovo funkciu vypocitame 500-krat (autori ¢asto pouzivali tuto
konfiguraciu a v kazdom priklade to vykonali 50 krat aby ziskali vhodny odhad
priemeru a intervalu spolahlivosti pre porovnanie s inymi metédami).
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Priklad

Dvojrozmernti funkciu h: [—1,1]*> — R, definovani ako
h(z,y) = exp (—(z+0.5)* = (y — 0.3)” + 0.4 cos(10z + 5))

vlozime do funkcie f: [—1,1]*® — R s efektivnou dimenziou d. = 2 tak, Ze nebu-
deme vediet ktoré dimenzie su efektivne. Pre dané iy, is € {1,...,30} mame

f(@) = hlwi, ).

Z definicie h vidime, Ze maximum je v bode (z,y)opti = (—0.5,0.3) T a jeho hodnota
je h((z,y)opti) = 1.4918. Funkcia h md na [—1,1]? viac lokdlnych maxim (vid
obrézok [2.2)).

Obrazok 2.2: 3-rozmerny graf funkcie h z prikladu pre REMBO.

Pouzili sme algoritmus [3] spolu s algoritmom ] pre BO v nizsej dimenzii.
Podobne ako v prvej kapitole, pouzijeme SE jadro s hyper-parametrom 6y = 1,
¢ € [0,100] a o = 0.001. Aby sme znizili pravdepodobnost netispechu z vety
tak aplikujeme 3 nezavisle REMBO s n = 120 pre rdzne dimenzie, d € {2,3}.
Pouzijeme € = In(d)/v/d a teda Z = [—v/d,v/d]?. V¥sledky méme v tabulke

‘ 1 2 3 ‘ max € €3

1.4659 1.4915 1.4680 | 1.4915 0.4901 0.1177
1.4805 0.8724 1.4727 | 1.4805 0.6343 0.2552

Tabulka 2.1: Vysledky 3-och navzajom nezavislych aplikacii REMBO pre d = 2
ad=3.

Ako vidime z tabulky pre d = 2 mame velmi blizku hodnotu k reél-
nemu maximu a pravdepodobnost nedspechu je < 0.1177 (pri 3-och nezavislych
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REMBO). Pre d = 3 se dosiahli mierne horsie vysledky a v jednej aplikacii sme
dokonca nasli iba lokalne optimum s hodnotou priblizne 0.87 — v danej apli-
kacii REMBO sa globalne maximum pravdepodobne nenachadzalo v zizenom
priestore. Ked sa vsak pozrieme na pravdepodobnost netspechu, tak ta je pre 1
aplikaciu REMBO az 0.63 a pre 3 nezavislé aplikacie 0.25.

Pozndmka. Hodnota e = In(d)/+v/d pre nizsie hodnoty stipa (d < 8), az potom
konverguje k 0.

2.2 Dalsie metédy BO pre vysoké dimenzie

Efektivna globédlna optimalizacia vypoctovo naro¢nych /neznamych funkeii je
stale otvoreny problém. V kratkosti predstavime dalsie 3 pristupy k bayesovskej
optimalizacii vo vysokych dimenziach. Prva metdéda bude mat podobny predpo-
klad ako REMBO, t.j. efektivne dimenzie, dalsia bude vychadzat z predpokladu
separovatelnosti uc¢elovej funkcie a posledna predstavena metdéda nema ziadne Spe-
cidlne predpoklady a snazi sa zefektivnif optimalizdciu akvizi¢nej funkcie vo vy-
sokych dimenziach.

2.2.1 Vysoko-dimenzionalna bayesovska optimalizacia HD
BO

Bayesovskej optimalizacii vo vysokych dimenzidch sa venovali aj (Chen a kol.
(2012). Podobne ako REMBO vychadzali z predpokladu efektivnych dimenzii
(v tomto ¢lanku ich nazyvali aktivne dimenzie). Predpoklady st teda rovnaké
ako pri REMBO, oznac¢ime efektivne dimenzie A C {1,...,D} (aktivne). Autori
predstavili hierarchické diagondlne vzorkovanie [HDS — Hierarchical Diagonal
Sampling], ktorého tlohou je ndjst konkrétne efektivne dimenzie. REMBO vyuzi-
val ndhodné prelozenie a nepotrebovali sme vediet ktoré dimenzie su efektivne.
V kratkosti opiSeme HD BO metédu pre f: [—1,1]P — R.

HDS bude delit dimenzie {1,...,D} pomocou stromu — dimenzie sa budi
vetvit podla toho ¢i st aktivne alebo neaktivne. Na konci stromu ked sa pozrieme
na jednotlivé listy tak zistime ktoré dimenzie si aktivne a ktoré nie. Kazdy uzol

v strome reprezentuje nejaki mnozinu dimenzii I C {1,...,D}. Na zadiatku
ndhodné vygenerujeme bod =(® € [-1,1]P. Definujme x;: [-1,1] — [-1,1]P
nasledovne:
z ak i €1,
rri(z) = { xl(o) inak,

pre i € {1,...,D}, kde z € [—1,1]. Pre vSetky dimenzie z I definujeme rovnaké
z, preto nazov diagonalne. Zostrojime 1-dimenzionalnu funkciu fr: [-1,1] — R

f1(2) = f(=:(2)),

ktora je apriérne l-rozmernéhy GP s kovariancénou funkciou SE jadro, ktorého
__ 2ay

hyper-parameter X! = 23 kde a; = |ANI] a b je hyper-parameter mierky, teda

k(@,a') = By exp <_Zg||m - w’||2>, B > 0.
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Na identifikaciu ¢i I obsahuje aktivne premenné je postacujice vhodne tes-
tovat, ¢i dany GP dobre charakterizuje funkciu f. Tento test sa robi pomocou
pomeru vierohodnosti. Chen a kol.| (2012) predstavili 2 r6zne met6dy — sekvenény
test pomeru vierohodnosti pre koneéné diferencie (FDT) a sekvencény test pomeru
vierohodnosti podla GP (GPT). Kazdd metdéda mé svoje vyhody. Dané pristupy
predstavime len velmi strucne.

Podstatou metédy FDT je urcenie rozdelenia pre diferenciu zasumenych po-
zorovani funkcie f, t.j. yr(z;) = fi(z;) +¢;, kde ¢ LR N(0, 02) pre j € 1:n. Dife-
renciu oznacime dy; = y;(2) —yr(2+9). FDT vyuziva predpoklad dy; ~ N(0, 02),
kde o = 2[1 — exp(—ad®/b*)6y + 07], 6o > 0 je z SE jadra a a je pocet aktivnych
dimenzii. § vyberieme ndhodne a pomerom vierohodnosti testujeme hypotézu

Ho: vardy; = 205 (ziadne aktivne dimenzie) proti

H,: vardy; = o2 (a=1, jedna aktivna dimenzia).

Pomer vierohodnosti vypocitame ako sumu pomerov vierohodnosti pre n vzoriek
{dy1(z;)}i—;. Novii vzorku 2,41 uréime nahodne z [—1,1], vzorkovanie pre dany
uzol skonc¢ime ak pomer vierohodnosti prekro¢i prah ©; (H; prijimame) alebo
klesne pod Oy (Hy nezamietame).

GPT Vyuziva GP7 teda yI,n+l|ZTl+17 1y Ylin N(MZ(Z’TH-l)’ (O-Zzl(zn-‘rl))Q)? kde
aposteriorna stredna hodnota a rozptyl sa vypocitaju analogicky k . 7 defi-
nicie x;(z) vidime, Ze uz vypocitane funkéné hodnoty mézme pouzivat v dalsich
iteraciach. Novi vzorku vypoéitame ako maximum z UCB (horny konfidenény
interval) pre pomery vierohodnosti z predchddzajucich iterdcii. Pre novi vzorku
Zn41 VypocCitame pomer vierohodnosti (rovnaké hypotézy ako pre FDT). Test pre
dany uzol (stucet vsetkych vierohodnosti) skon¢i prekroc¢enim prahu ako v FDT.

Pri HDS zvolime maximélny pocet vzoriek n a postupne zmensujeme mnozinu
I tak, ze kontrolujeme prijatie hypotézy H; (prvy uzolje I = {1,...,D}). Ak je H;
prijata tak bud rozdelime I na dve rovnako velké podmnoziny a dalej vzorkujeme
na nich, alebo ak |[I| = 1 tak dani dimenziu priddme medzi aktivne a dalej sa
nou nezaoberame. Ak nezamietneme hypotézu Hy pre nejaké I, tak dany uzol uz
dalej nerozdelujeme, stava sa konec¢nym listom stromu. Pre lepsiu predstavu vid

obrazok 2.3l

Obrazok 2.3: Ukazka stromu hierarchického diagonalneho vzorkovania pre 10 di-
menzii, kde {7,9} st aktivne. Uzly v strome reprezentuji mnoziny I a pre dané
uzly sa vykonava opisany test. Farby uzlov reprezentuju vysledok testu: zelend —
prijatd Hy, Cervend — nezamietnuta Hy a zIta — prijata Hy pre I, avsak |I] # 1.
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Tymto sme po n vypoctoch funkcie f ziskali mnozinu efektivnych dimenzii a
dalej moézeme pouzif klasicki bayesovsku optimalizaciu pre zistené dimenzie A
a za neefektivne dimenzie dosadime hodnoty z vygenerovaného bodu @. Opét
z definicie x;(z) vidime, ze mozeme pouzit body 1., a y1., ako déta, lebo

z; akie A, .
ri(2) = { ](0) inak Vj € 1:n.

(2
V pripade niektorych bodov vypocitanych v HDS st neefektivne dimenzie rovné
zj a nie xio), ¢o vsak nevadi, lebo neefektivne dimenzie nemaju vplyv na hodnotu
funkcie (pripadne maju velmi maly vplyv). Autori pouzili akvizi¢ni funkciu UCB
so Specidlnym urcenim parametra 3. Ak sa cez HDS nezistia efektivne dimenzie
tak sa pouziva klasickd BO pre vysoké dimenzie, ¢o nemusi dosiahnut vhodné
vysledky:.

2.2.2 Aditivna BO

Kandasamy a kol.| (2015) predstavili BO vo vysokych dimenziach pre separo-
vatelni ucelovi funkciu. Predpokladajme, Ze X = [0,1]P a funkcia f je separova-
telna:

f(@) = fO>@®) + fO@®) 4 ... 4 fOD (D), (2.4)
kde ) € XU = [0,1]% st komponenty z nizSej dimenzie a XU) st navzdjom
disjunktné nizko-dimenziondlne priestory. © = U;z\) a X = U; X, Skupinové
dimenzie s ohranicené d; < d < D. Ddlezitym predpokladom pre zostrojenie
aditivneho GP je nezévislost funkcii fU) Vj. Analogicky ako v prvej kapitole
urcime apriérne rozdelenie

19~ GP(us” 1),

kde ,u(()j o xU) 5 R je apriérne zvolena funkcia strednej hodnoty (BUNV p(()j ) = 0)
a k) : X0 x XU — R je apriérne zvolend kovariancéna funkcia (napr. pozitivne
definitne jadro). Z predpokladu nezavislosti potom mame f ~ GP(ug, k), kde
o =Y, u(()j) a k(z,a)) = ¥, k0 (20, z)").

Dalej pokracujeme ako v Casti o regresii podla GP. Na zdklade vypoci-
tanych funkénych hodnét (data D,,) uréime podmienené aposteriérne rozdelenie
pre kazda funkciu fU). Kedze f je aditivna s nezavislymi zlozkami, tak akviziéna
funkcia je tiez aditivna:

M
a(z;0,D,) =Y aV(z";09.D,), (2.5)

J=1

kde a) je akviziéna funkcia pre ) a 1Y) st hyper-parametre pre apriérnu kova-
rianéni funkciu £, Maximalizacia akvizi¢nej funkcie potom méze byt vykonana
samostatne pre kazdi a¥) na nizko-dimenziondlnom priestore XV, Autori po-
uzivali akvizicni funkciu UCB so Specidlnou volbou parametra [ a za apriérnu
kovarianénui funkciu zvolili pozitivne definitne jadro SE alebo Matérn.
Predpoklad separovatelnosti je opat velmi striktny a pri poruseni tohoto pred-
pokladu uz metéda nedosahuje prijatelné vysledky. Ak vsak vieme, ze vypoctovo
narocna funkcia je separovatelna a vieme rozlozit dizajnovy priestor X, tak tento
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pristup dosahuje najlepsie vysledky. Ak funkcia nie je separovatelna, tak viace-
rymi aplikdciami tejto metédy pre rozne rozlozenia priestoru X mozeme dosiah-
nut aj prijatelny vysledok (je vsak otdzne ¢i je to efektivne). Autori sa v dalSom
vyskume chct venovat volbe d a M pre neseparovatelné funkcie.

2.2.3 Elasticky GP

REMBO aj HD BO predpokladali existenciu efektivnych dimenzii. Aditivna
BO zas predpokladala separovatelnost tucelovej funkcie. Tieto predpoklady su
velmi obmedzujice a v praxi casto nesplnené. Funkcnost a modifikacia tychto
pristupov pri nesplnenych predpokladoch si stéle predmetom studie.

Li a kol. (2016)) sa neobmedzovali na rozne striktné predpoklady, ale ststre-
dili sa na zlepSenie optimalizacie akvizi¢nej funkcie. Problém vysokych dimenzii
je hlavne pri globalnej optimalizacii multimodélnej akvizicnej funkcie (s GP sa
dobre pracuje aj vo vyssich dimenzidch). Akviziéna funkcia je lahko spocitatelna
a diferencovatelna. Problém pri vysokych dimenziach je, ze je véacsinou plocha
s niekolkymi vrcholmi. Pri plochej funkcii zlyhavaji metody zalozené na gradien-
toch.

Autori predstavili elasticky GP, pri ktorom aktivne menia hyper-parameter
rozptylu (dostatocne velky rozptyl pre apriérne rozdelenie ovplyvni aposteriérne
rozdelenie, teda akvizi¢nd funkcia nebude az takd plochd). Pri globdlnej maxi-
malizacii akvizi¢nej funkcie najskor postupne zvysuju hyper-parameter rozptylu
a pre kazdy hyper-parameter hladaji maximum a overuju, ¢i sa lisi od startova-
cieho bodu. Ak najdu nové maximum, rozne od start bodu, tak zac¢ni postupne
zmensovat hyper-parameter a hladat maximum pre nizsi rozptyl (Startovaci bod
sa vzdy meni na nové maximum). Teda zvysenim hyper-parametra rozptylu néjdu
maximum pre neplocht akvizi¢nti funkciu a postupnym zmensovanim najdu ma-
ximum aj pre plochu akviziénu funkciu.

Metoda dosahuje dobré vysledky pre vysoké dimenzie (D okolo 50), avsak
zvySovanim dimenzii sa celkovo zvysuje ¢asova naro¢nost maximalizacie vysoko-
dimenzionalnej akvizi¢nej funkcie. Hlavnou vyhodou je, Zze nepotrebujeme ziadne
dodatocné predpoklady pre ucelovi funkciu f.
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3. Aplikacie

V predchadzajuicich kapitolach sme predstavili jednu z metdd tzv. efektivne;j
globalnej optimalizacie, bayesovskil optimalizaciu. Presli sme teoretické zaklady
pre BO v nizkych aj vysokych dimenziach, ukazali sme optimalizadciu jednodu-
chych funkcii a aspon strucne spomenuli dalsie rozsirenia. Este pred tym ako si
ukazeme aplikacie na praktickych tilohach je vhodné pripomennt, Ze aj ked sme
videli velmi dobré vysledky, pre mnohé zlozité funkcie/algoritmy existuju efek-
tivnejsie metédy optimalizacie. Bayesovsku optimalizaciu je vhodné pouzit ak st
iné metody nepouzitelné, pripadne sa nam pontika iba ndhodné prehladavanie.
V pripadne vypoctovo naroc¢nych funkcii, pre ktoré nie sit vytvorené konkrétne
optimalizacné metédy, ndm BO déava velmi dobré vysledky. Najvhodnejsie je po-
uzit BO na nezndme [black-box] funkcie.

Tato kapitola je venovand optimalizacii funkcii na praktickych prikladoch
v roznych oblastiach. Danym oblastiam sa nebudeme podrobne venovaft, pretoze
to nie je naplnou tejto prace. Funkcie aspon struc¢ne opiseme, no mdzeme ich
vnimat ako nezname funkcie.

3.1 Optimalizacia parametrov SVM pre klasifi-
kaciu

Nasou tlohou je najdenie vhodnych parametrov pre klasifika¢ny problém po-
mocou metédy podpornych vektorov, SVM [support vector machines|. Dana me-
toda je implementovand v kniznici scikit-learn v Python™. Hladdme 2 parametre
(penalizacny parameter pre chybu C' a parameter mierky pre RBF jadro ) tak,
aby sme maximalizovali uspesnost predikcie.

Pouzijeme klasifikacny problém na rozoznanie rukou pisanych ¢islic pocitacom
— ide o ukéazkovi tlohu v dokumentacii k SVM klasifikacii (Jones a kol., 2001-).
Vstupom je databaza obrazkov o velkosti 8 x 8 pixlov, kde kazdy pixel moze mat
bielu, ¢iernu alebo rézny typ sivej farby (vyjadrené ciselne). Pre lepsiu vizuali-
zéciu vid obr. B.1] Databdzu rozdelime na tréningovit podmnozinu [in-sample] a
testovaciu podmnozinu [out-of-sample|, pricom na in-sample klasifikdciu natré-
nujeme a z out-of-sample ziskame pravdepodobnost tspechu predikcie. Databazu
s 1797 &iselnymi vektormi dizky 64 rozdelime pomerom 70:30.

V dokumentéacii pouzili predvolené hodnoty C' =1 a v = 0.001. Podla r6znych
odportcani (zavisi vSak od typu tlohy na klasifikdciu) a po niekolkych spusteniach
daného algoritmu sa daju najst ,rozumné® intervaly pre hladané parametre —
pouzijeme C' € (0.1,2) a v € (0.0001,0.1). Spustime 100 krokov klasickej BO
s akvizi¢nou funkciou ag;(x;0,D,) a so SE jadrom s 6y = 1.

Autori dosiahli pravdepodobnost tspechu predikcie s predvolenymi paramet-
rami rovnu 0.970. Po aplikacii BO sme zistili, ze ide pravdepodobne o skokovita
linedrnu funkciu. Co je prirodzené kedZe mame testovaciu mnozinu iba o velkosti
540 a maximalizujeme podiel po¢tu spravnych predikcii a velkosti mnoziny. Nasli
sme maximéalnu hodnotu 0.972 pre C' = 1.94 a v = 0.0008. Co je iba o nieco
viac ako pri pouziti predvolenych parametrov. Mald zmena parametrov nemé na
hodnotu funkcie vplyv.
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Na obrézku[3.] méme okrem ukazky rukou pisanych éislic aj histogram hodnot
(pravdepodobnosti tspechu) pre parametre, ktoré sme pouzili v BO. Vidime, ze
moézeme dosiahnut bud velmi zlu alebo naopak velmi dobri predikciu.

Tréning: 1 Tréning: 5 Tréning: O Tréning: 9
Predikcia: 2 Predikcia: 3 Predikcia: 4 Predikcia: 5

L3 &GS

Histogram prehlfadavanych hodnét

30
15

0 - [ - --_--I .
0.10203 0.5 0.7 0.8 0.9

Obrazok 3.1: Ukéazka obrazkov rukou pisanych cislic. V prvom riadku mame né-
hodne vybrané obrazky z in-sample aj so skuto¢nou hodnotou. V druhom riadku
mame obrazky z out-of-sample aj s predikciou. Pre zaujimavost sme pridali aj
histogram vypocitanych funkénych hodnét z BO.

3.2 Bayesovska optimalizacia obchodnej straté-
gie

V tejto casti budeme hladat najvhodnejsie parametre pre obchodny algorit-
mus maximalizaciou vystupu z back-testu. Nejde o optimalizaciu vah portfélia
v style Markowitza, ale o obchodnu stratégiu, ktora robi nepravidelné nakupy
a predaje. Halls-Moore (2016) v svojej e-knihe opisuje sposob pouzitia réznych
metod strojového ucenia, pripadne ¢asovych radov, v algoritmickom obchodovani
na burze. Autor vytvoril kniznicu gstrader, v ktorej sa dé jednoducho orientovat

a sluzi hlavne na back-test roznych stratégii.
V praci vyuzijeme algoritmus parového obchodovania typu mean—reversionﬂ

1 Névrat k strednej hodnote“ [mean-reversion] znamen4, e ceny sa ¢asom priblizuji/vratia
k dlhodobej strednej hodnote. Parové obchodovanie je velmi rozsirena stratégia a v tomto
pripade sa aplikuje mean-reversion na dvojicu aktiv — ,,ceny aktiv sa po vzdjomnom vychyleni
vratia spat k strednej hodnote. ¢
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pre ETF ([exchange traded funds] — fondy obchodované na burze) na US dl-
hopisy. Pri parovom obchodovani sa snazime vhodne odhadnit zavislost medzi
dvoma aktivami, konkrétne TLT (ETF na 20+ ro¢né dlhopisy) a IEI (ETF na 3-7
rocné dlhopisy). Na sledovanie zavislosti pouzijeme linedrnu regresiu cez Kalma-
nove filtre (budeme ju aplikovat postupne v case). Ak je dand zavislost nejakym
spdsobom porusend (pozorujeme velké odchylenie od odhadnutej strednej hod-
noty), tak jedno aktivum nakupujeme a druhé predavame. Aktiva si zvolené tak
aby existencia zavislosti ich cien nebola spochybnitelnd. Mozu sa pouzit aj iné
aktiva, napr. akcie, avSak najst vhodne korelované akcie nie je jednoduché tloha.

Strucny prehlad stratégie

Stavova rovnica a rovnica pozorovani pre linearnu regresiu cez Kalmanov filter:

,Bt+1:I,3t+Ut, t:1,2,...,
Prire = (L,Pgres)Be +wi, t=12,...,

kde B = (Bos,014)" je stavovy vektor (parameter pri regresii), Prir, je pozo-
rovanie — cena aktiva TLT, I je jednotkova matica parametrov stavovej rov-
nice, (1,Pgrgp:) je vektor parametrov pozorovani a vy, w; si nahodné zlozky.
v, SN (0,V(0)), wy P N(0,62) a cov(vewy) =0 Vst =1,2,... . V(§) = 2T,
§ a 02 st parametre, ktoré potrebujeme urcit.

Filtrovanie, vyrovnavanie a predikcia §1’1 uz Vykonéwfmé znamym sposobom
(Vld7 Cipra (2013)) Oznacme € = PTLT,t_PTLT,t\t—ly kde PTLT,t|t—1 = Etfl(PTLT,t)
je predikcia z ¢asu t — 1 do t a Q; = vary_1(Prrr.). Pri vzniku danych situdcii
vykoname nasledujice transakcie:

o e < —\/Q: : kip M jednotick TLT a predaj |f1:M | jednotiek IEI (otvo-
renie dlhej pozicie);

o ¢ > —+/Q; : uzavri vsetky pozicie v TLT a IEI (uzavretie dlhej pozicie);

e ¢ >+/Q; : predaj M jednotick TLT a kup | ;1M | jednotiek IEI (otvorenie
kratkej pozicie);

o ¢, < /Q, : uzavri vSetky pozicie v TLT a IEI (uzavretie kratkej pozicie).

Porovnanim vypocitanej chyby predikcie vieme urcif, ¢i sme sa od strednej hod-
noty vychylili dostato¢ne daleko a ocakavame zmenu cien smerom spat k strednej
hodnote. Ak je chyba zaporna a dostato¢ne vzdialend od strednej hodnoty tak
ocakavame bud narast ceny TLT alebo pokles ceny IEI. Podobne v opac¢nej situ-
4cii. Ak sa chyba dostane naspit do intervalu [—/Q;,1/Q;], tak otvorené pozicie
uzavrieme. Zvolili sme M = 2000 aby ndkup/predaj aktiv bol mozny s poéiatoc-
nou investiciou 100000 USD.

Aplikacia BO pre danu stratégiu

Dant stratégiu aplikujeme a back-testujeme cez gstrader v Python™ a mdzeme
sa na nu pozerat ako na neznamu funkciu. Denné ceny aktiv ziskame z volne pri-
stupnej Yahoo! databazy. Pouzijeme obdobie 2010-2016 (vratane) a pre kazdy
obchod zapocitame bezné transakéné naklady platné pre americky akciovy trh
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od maklérskej spoloc¢nosti Interactive Brokers LLC. Vhodné parametre najdeme
maximalizdciou vynosu a minimalizaciou rizika. Vhodnym meradlom rizika pri
obchodnych stratégiach je maximalny pokles portfélia [max drawdown]. Za vynos
budeme povazovat celkovy vynos portfélia na konci obdobia. Budeme maximali-
zovat podiel celkového vynosu a maximalneho poklesu.

Problémom pri optimalizacii parametrov takychto stratégii je moznéa nespo-
jitost funkcie a tiez nebezpecenstvo pre-ucenia [overfitting] na historickych dé-
tach. Pre parameter § mozeme urcit ohranicenie (1077,10~*) (pre hodnoty vyssie
10~* nastava prili§ méalo obchodnych prilezitosti a kumulativny vymos je vicSinou
konStantny), autor zvolil § = 10™*. Parameter o2 musime zvolit velmi velky, pre-
toze back-testovaci algoritmus v gstrader pouziva vysoky multiplikator pre ceny
aktiv a hodnotu portfélia (multiplikdtor spresnuje vypocty na vyssi pocet desa-
tinnych miest). VyskiSanim niekolkych parametrov sme objavili vhodny interval
(10%°,10%), pre o2 < 10%° nie je ziaden vplyv na vysledok back-testu. Autor
v tomto pripade zvolil hodnotu 0.001, ¢o je vSak hodnota s nulovym vplyvom a
back-test ddva rovnaky vysledok aj pre 10%°. Autor viak pouzil iné ¢asové obdo-

bie.

Vysledky BO

Pouzitim 120 krokovej BO s predvolenymi parametrami (podobne ako v pred-
chadzajucich prikladoch) sme ziskali maximum podielu vynosu a maximélneho
prepadu 10.11, ¢o je vyrazne lepsi vysledok ako dosiahlo nastavenie parametrov
autorom (0.23). Pre nase parametre sme dosiahli vimnos 138% v porovnani so 6%
s povodnymi parametrami. VSetky vystupy a pre investora zaujimavé informacie
sa nachadzaji na obrazku na nasledujicej strane.

Hodnota optimélnych parametrov je dopti = 2.79 - 1070 a o7, i = 2.47 - 10*7.
Pri mensej zmene parametrov sa funkéné hodnoty menia avsak stale sa pohybuja
v intervale (8,11), ¢o je vyrazne vyssia hodnota ako pre parametre vzdialené
od optimalnych.

Ak sa pozrieme na obrazok pri porovnani kumulativnych vynosov vidime,
ze sa nam podarilo ,,porazit* trh. Vymnos investicie do indexu S&P 500 bol za dané
obdobie 127%. Nasa stratégia dosahuje najlepsie vysledky ked index mierne stag-
nuje, pri prudkom raste indexu sa jej prestava darit a kumulativny vynos stagnuje.

Ak ztiZime ohranicenie pre § na (1077,107%), mdzeme dosiahnut vysledok az
11.19 (tu sme vsak pouzili aycp(x; 0,D,)). Ak dalej zizime povodne velmi siroky
interval pre o2 tak uz nedosiahneme a7 tak vysoké hodnoty. Takato optimaliz-
cia vSak moze viest k pre-uceniu. Aby sme zabranili pre-uceniu na historickych
détach, v praxi moézeme aplikovat aj tzv. walk forward optimalizaciu (pripadny
preklad moze byt aj kizava optimalizacia® so stanovenou dizkou okna). Napri-
klad by sme mohli optimalizovat back-test na datach za posledny 1 rok a para-
metre pouzit pri obchodovani nasledujici mesiac. Po mesiaci obchodovania by
sme znovu urc¢ili parametre optimalizaciou 1 ro¢ného obdobia obsahujiceho aj
posledny obchodovany mesiac. Tymto spdésobom vieme pokracovat a mat stale
saktualne“ parametre.
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Kalman Filter Pairs Trade on TLT/IEI
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2010 42 19 -05 1.1 133 47 3 8.3 RY -0.2
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2013 -1.2/149 0.7 -0.5 04 24 55 0257 10 14 5320%
2014 -1.0-0.8 0.0 -0.3 0.1 1.2 0.8 -0.3-0.1 1.8 -1.0 1.0 10%
2015 -2.1-17 1.3 24 -30 0.8 -0.47555124 05 3.7 0
2016 1.0 19 24 10 22 -1.2-26 4.0 -31-15 19 1.0 0%
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec N ,\\ ,{1, ,{b ,\tx
RN f19
Total Return 138% Trade Winnin % 52% Winning Months %
CAGR X 13.18% AverageTra e % 0.10% Aver. Winnin Month % 2. 79/
Sharpe Ratio 0.91 Average Win % 0.60% Aver. Losmg) h % -2 137
Sorting Ratio_. 1.04 Avera eLoss% -0.46% Best Month % $4%
Annual Volatility 14.90% Best Trade % 5.06% Worst Month % -7.78%
quare: 0.95 Worst Trade % -5.41% inning Years % 100%
Max Daily Drawdown = 13.61% Worst Trade Date TBD Best Yéear % 33.68%
Max Drawdown Duration” - 259 Avg Days in Trade 0.0 Worst Year% 1:25%
Trades per Year 105.6 Trade: 738

Obréazok 3.2: Vystup z back-testu z balicka gstrader. Na prvom obrazku mame ku-
mulativne vynosy z back-testu danej stratégie a vynosy indexu S&P 500 pre po-
rovnanie. Na dalSom grafe mame zobrazené prepady portfélia (rozdiel od do-
siahnutého maximéalneho vynosu), ktoré si dobrym meradlom rizikovosti danej
stratégie. Nakoniec mame mesacné a rocne vynosy v % a tabulky s dal$imi zau-
jimavymi Statistikami.
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Zaver

Hlavnou tlohou tejto prace bolo predstavenie pomerne novej metédy na opti-
malizdciu neznamych a/alebo vypoctovo narocnych funkcii — bayesovskej opti-
malizdcie (BO). V teoretickej casti sme vychadzali hlavne z niekolkych ¢lankov
o bayesovskej optimalizacii a vytvorili sme uceleny prehlad BO s roznymi rozsi-
reniami. V praktickej ¢asti sme vytvorili vlastny algoritmus BO, pricom sme sa
inspirovali uz existujicimi pristupmi a aplikovali ho na realne problémy.

V prvej kapitole sme odvodili regresiu podla gaussovského procesu (GP) a
pomocou nej vytvorili pravdepodobnostny model pre t¢elovi funkciu. Dalej sme
zostrojili vypoctovo nenarocnu diferencovatelni akvizicnu funkciu, ktorej maxi-
malizaciou sme ziskali novy bod pre dalsi vypocet tucelovej funkcie. Predstavili
sme niekolko typov akvizi¢nej funkcie, ktoré sme zostrojili tak aby zohladnovali
informéaciu z predchadzajucich vypoctov ucelovej funkcie. Ukézali sme spdsoby
urcenia hyper-parametrov, ktoré st potrebné pre kovarianéné funkcie pri GP a
tiez pre akvizi¢né funkcie.

Ziskané vedomosti sme aplikovali pri tvorbe vlastného algoritmu bayesovskej
optimalizacie, ktory sme nésledne naprogramovali v jazyku Python™ (zdrojovy
kéd je textovou sucastou prace). Pri programovani sme sa stretli s problémom
optimalizacie multimodélnych a prevazne plochych viacrozmernych funkcii. Zvo-
lili sme jednu z kvazi-Newtonovych metod s viac restartmi v nahodne zvolenych
bodoch. Dalsfm vylepSenim numerickej optimalizacie akvizi¢nej funkcie by sme
mohli dosiahnut rychlejsiu konvergenciu algoritmu k optimu. Taktiez sme zvolili
vlastny pristup vyberu hyper-parametrov a to konkrétne generovanim z rovno-
merného rozdelenia s postupnou zmenou intervalu. Aplikdciou algoritmu na jed-
noduchych prikladoch sme aspon prakticky ukazali konvergenciu k optimu.

Poslednu cast prvej kapitoly sme venovali dalsim rozsireniam BO — konkrétne
paralelnej optimalizacii viacerych tloh, pripadu kategorialnych parametrov uce-
lovej funkcie a inym pristupom k apriérnemu rozdeleniu tcelovej funkcie.

Druhé kapitola obsahuje nadstavbu BO pre vysoké dimenzie. Pri vyssich di-
menziach sme museli zvolit Specidlny pristup pretoze numerickd optimalizacia
aj vypoctovo nenarocnych funkcii nie je jednoducha. Predstavili sme metddu
REMBO (bayesovska optimalizécia s ndhodnym preloZzenim), pri ktorej vyuZi-
vame predpoklad existencie efektivnych dimenzii, t.j. nie vSetky dimenzie maju
vplyv na hodnotu tcelovej funkcie. Na znizZenie dimenzie sme pouzili jednoduchi
linearnu projekciu. Opisali sme vysledky prace autorov tejto metédy a metdédu
aplikovali na jednoduchom viacrozmernom priklade. V kratkosti sme predstavili
aj iny pristup k zniZeniu dimenzionality (HD BO) a tiez aditivnu BO, ktord vy-
uziva predpoklad separovatelnosti ticelovej funkcie.

Metody opisané v druhej kapitole maji velmi striktné predpoklady. Ukazalo
sa, ze REMBO dosahuje velmi dobré vysledky aj pri poruseni zakladného predpo-
kladu. Pre mnohé praktické problémy uz existuju vhodné optimalizacné metddy,
ktoré vznikli priamo pre potrebu rieSenia dané¢ho problému. Takymto problémom
nedokazeme konkurovat, pripadne nedokazeme dosiahnut vyrazne lepsie vysledky.
Ak vsak potrebujeme optimalizovat neznamu a/alebo vypoctovo naro¢ni funkciu,
pre ktori neexistuje Specialna optimalizacna metdda, tak bayesovskou optimali-
zaciou mozeme dosiahnut vyrazne lepsie vysledky ako pri inych pristupoch.
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Tretia kapitola obsahuje aplikicie vlastného algoritmu BO na praktické pri-
klady. Prvy priklad je optimalizacia parametrov klasifika¢nej metédy strojového
ucenia (metédy podpornych vektorov — SVM) pri klasifikacii obrazkov rukou pi-
sanych c¢islic. Po aplikéacii BO sme ziskali hodnoty blizke autormi odportuc¢anym
hodnotam. Druhou aplikaciou bola obchodnd stratégia na burze, konkrétne pa-
rové obchodovanie vyuzivajice Kalmanov filter. Ulohou bolo néjst najvhodnejsie
parametre rozptylu pre Kalmanov filter pri maximalizacii vynosu a minimalizécii
rizika na back-teste. Podarilo sa nam najst vyrazne lepsie vysledky ako auto-
rovi danej stratégie — na obdobi 2010-2016 sme aj po zapocitani transakénych
nakladov dosiahli vyssi vynos ako index S&P 500. Z optimalizacného hladiska
sme sa na stratégiu divali ako na neznamu funkciu, ktora bola pravdepodobne
po castiach konstantnd s vysokym poctom bodov nespojitosti.

Po teoretickej aj praktickej stranke sa BO javi ako velmi dobra optimalizacna
metdda. Pri pouziti BO v praxi vSak treba prihliadat na ucelova funkciu. Ak je
ucelova funkcia zndma a existuji vhodnejsie optimalizacné metody tak najlepsim
rieSenim je ich pouzit. Napriklad optimalizacia vah v neurénovych sietach sa moze
javit ako vhodny priklad na aplikaciu REMBO, kedze nie vSetky vahy su dolezité.
Pouzitie klasickych metdd ako stochastické klesajice gradienty vsak rychlejsie
dosiahne lepsie vysledky. BO by sa v tomto pripade mohla pouzit na optimalizaciu
dalsich parametrov neurénovej siete (namiesto mriezkového vyhladavania [Grid
search]). BO je vhodnd pre neznamu tucelovi funkciu, pripadne ak neexistuje
ziadna Specialna optimalizacna metoda a vhodnym riesenim sa zda jedine pouzitie
nahodného prehladévania.
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Prilohy

Zdrojovy koéd k algoritmu BO a REMBO v Python™

import numpy as np

from scipy.stats import norm

from GPy.kern import Exponential
from GPy.models import GPRegression
from scipy.optimize import minimize,
from time import time

basinhopping

def expected_improvement(x, xi, fmax, GPreg, dim):

pred = GPreg.predict(x.reshape(—1,dim))

mean, std = pred[0].T[0], np.sqrt(pred[1].T[O])
z = (mean — fmax — xi)/std

ei = — stdx(zxnorm.cdf(z) + norm.pdf(z))

ei[std = 0.0] = 0.0

return ei

def upper_confidence_bound(x, beta, GPreg, dim):
pred = GPreg.predict(x.reshape(—1,dim))
mean, std = pred[0].T[0], np.sqrt(pred[1].T[0])

return — mean — betax*std

class BO(object):

def __init__ (self, objective, bounds, n_iterations, n_init = 2,
rand = None, acquisition_func = "EI", hyper_par =
1, scale = [1e—5,100], noise_var = 0.001, t_sigma
= 0.001, log_info = True, n_iters_aqui = 15,
use_bashinhopping = False):

mnn

Peter Kostovcik:
2017

Karlova Univerzita, Matematicko—fyzikalni

e—mail: p.kostovcik@gmail.com

Bayesovska Optimalizacia,; diplomova praca

fakulta

—— INPUT ———

objective: ucelova funkcia

bounds : krabicove ohranicenia (list of tuples)

n_iterations: pocet iteracii/vypoctov ucelovej funkcie

n_init: pocet starovacich bodov (default = 2)

acquisition_func: typ akvizicnej funkcie (UCB, default =
El)

rand : np.RandomState(cislo) (default = None,
random choice)

hyper_par: hyper_par pre GP (okrem mierky
lengthscale)

(default var = 1 pre SE kernel)

scale: interval pre mierku (default = [le
—5,100])

noise_var: rozptyl pre sum sigma_y (default =
0.001)

t_sigma: hranica pre zmenu scale (default = 0.001
= noise_var)

log_info: info o vypocte ucelovej funkcie (default
= True)
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def

def

def

def

def

n_iters_aqui: pocet start bodov pre L—BFGS-B opti
akvizicnej funkcie

use_bashinhopping minimalizacia akvizicnej funkcie cez
bashinhopping (default = False)

daju sa doplnit dalsie typy kernel funkcii a pod.

mnn

self.objective , self.bounds = objective, bounds
self.n_iterations, self.n_init = n_iterations, n_init
self.acquisition_func = acquisition_func =— "EI"

self .hyper_par, self.scale, self.noise_var = hyper_par,

scale, noise_var
self.bashop = use_bashinhopping

if rand = None:
self.rand = np.random.RandomState(np.random.randint (0,
10000))
else:
self.rand = rand
self.t_sigma, self.log_info = t_sigma, log_info
self.dim, self.n_iters_aqui = len(self.bounds), n_iters_aqui

self.run()

run(self):

self.start()

self . maximize(self.n_iterations—self.n_init)
self.result()

start(self):
self.start_time = time()
x_init = self.rand.uniform(low = np.array(self.bounds).T[0],

high = np.array(self.bounds).T
[1], size=(2,self.dim))
y_init = np.array ([self.objective(x_init[0]),self.objective(
x_init[1])])
self.x, self.y = [x_init[0], x_init[1]], [y_init[0],y_init
[1]]
if self.log_info:
print("%s step in BO; objective value: %s at %s; time: %
s s." % (1, self.y[0] ,self.x[0], time()—self.
start_time))
print("%s step in BO; objective value: %s at %s; time: %
s s." % (2, self.y[1] ,self.x[1], time()—self.
start_time))
self.aquis_par = [np.abs(y_init[0]—y_init[1])/2 if self.
acquisition_func else 3]

self.GP_lengthscale = [self.rand.uniform(self.scale[0], self
.scale[1])]

self.a, self.C=2,0

self . lowering_scale = 0

sample_xi(self ,a):

y = np.sort(self.y)

return self.rand.uniform(0, 1/a * (y[—1] — y[0]))
sample_beta(self ,a):

return self.rand.uniform(0, 6/a)

maximize(self , iterations):
scales = self.scale.copy()
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for n in np.arange(iterations):

kernel = Exponential (input_dim = self.dim, variance =
self.hyper_par, lengthscale = self.GP_lengthscale
[-1])

X = np.array(self.x).reshape(—1,1) if self.dim = 1 else

np.array(self.x)

Y = np.array(self.y).reshape(—1,1)

GPreg = GPRegression(X, Y, kernel = kernel , noise_var =
self.noise_var)

GPreg.optimize ()

# minimalizacia zapornej akvizicnej funkcie

points = np.array ([np.array(self.bounds).T[0]] + self.x
+ [np.array(self.bounds).T[1]])

points.sort (axis=0)

vals , par = [], []

x0 = self.rand.uniform(np.array(self.bounds).T[0O], np.
array(self.bounds).T[1], size=(self.n_iters_aqui,self
.dim))

for x in x0:
if self.acquisition_func:

if self.bashop:

opti = basinhopping (expected_improvement, x0
= x, minimizer_kwargs={ "method" : "L—
BFGS-B", "bounds":self.bounds, "args" : (
self.aquis_par[—1], np.max(self.y), GPreg
self.dim,)})
else:
opti = minimize(expected_improvement, x0 = x
, method = "L-BFGS-B", args = (self.
aquis_par[—1], np.max(self.y), GPreg,
self.dim,), bounds = self.bounds)
else:
if self.bashop:
opti = basinhopping (upper_confidence_bound,
x0 = x, minimizer_kwargs={ "method" : "L—
BFGS-B", "bounds":self.bounds, "args" : (
self.aquis_par[—1], GPreg, self.dim,)})
else:
opti = minimize (upper_confidence_bound, x0=x

, method = "L-BFGS-B", args = (self.
aquis_par[—1], GPreg, self.dim,), 6 bounds =
self.bounds)
par.append(opti.x)
vals .append(opti.fun)
vals, par = np.array(vals), np.array(par)
self.x.append(par[vals.argmin()])
self.y.append(self.objective(self.x[—1]))
if self.log_info:
print ("%s step in BO; objective value: %s at %s;
time: %s s." % (len(self.x), self.y[—-1] ,self.x
[-1], time()—self.start_time))
# volba novych hyper—parametrov
if n%l0 — 0:
self.a 4+=1
if GPreg.predict(self.x[—1].reshape(—1,self.dim))[1][0]
< self.t_sigma:
self C4+=1
if self.C = 5:
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def

scales[1] = np.max([scales[0], 0.8+scales[1]])

self. C=0

self.lowering_scale 4= 1
self.GP_lengthscale.append(self.rand.uniform(scales[0],

scales[1]))
self.aquis_par.append(self.sample_xi(self.a) if self.

acquisition_func else self.sample_beta(self.a))

self.end_time = time ()
def result(self):
self.optimum = np.max(self.y)
self.optimal_x = self.x[np.argmax(self.y)]
self.computation_time = self.end_time—self.start_time

print ("Found max value %s at point %s. Computation time %s"
% (self.optimum, self.optimal_x, self.computation_time))

REMBO(f, D, d, n_iterations, n_init = 2, rand = None,
acquisition_func = "EI", hyper_par = 1, scale = [le—5,100],
noise_var = 0.001, t_sigma = 0.001, log_info = True, n_iters_aqui
= 15):

nnn

f ucelova funkcia
D dimenzia f
d > 1 (d >= d_e) znizena dimenzia

ostatne vstupy vid BO
if rand = None:

rand = np.random.RandomState(np.random.randint (0, 10000))
A = rand.normal(size=(D,d))

def rho(z):
x = A.dot(z)
x[x<=1] = -1
x[x>1] =1
return x

def objective_reduced(z):
return f(rho(z))

bounds = d*[(—np.sqrt(d) ,np.sqrt(d))] if d > 2 else dx[(—np.sqrt
(d)/np.log(d), np.sqrt(d)/np.log(d))]

return [BO(objective_reduced, bounds, n_iterations, n_init, rand
, acquisition_func, hyper_par, scale, noise_var, t_sigma,
log_info, n_iters_aqui), A]
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