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Abstrakt: Znackovanie na grafe, nazyvané tiez labeling, je zobrazenie z mnoziny
vrcholov alebo hran do mnoziny znacieck L € N U {0}. Popri prehlade doteraz
znamych hracich variant predstavime aj novy typ labelingu — ESD labeling a s nim
suvisiacu hraciu variantu, ktora bola inSpirovana ¢lankom Tuzu. ESD labeling na
grafe G je prosté zobrazenie ¢ : V(G) — {1,...,n}, kde pre kazdé dve rozne
hrany plati, ze siicet znaciek na ich koncovych vrcholoch je rozny. Okrem otazky
existencie ESD labelingu sa budeme zaoberat aj hracou variantou, kde labeling
postupne vytvaraju dvaja hraci.
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Abstract: A graph labeling on a graph G is a mapping from the vertex set or
the edge set to a set of labels L C NU{0}. We will survey the existing results on
graph labeling games. We also introduce a new type of labeling — ESD labeling
and its game variant which was inspired by Tuza. An ESD labeling on a graph G
is an injective mapping ¢ : V(G) — {1,...,n} such that for every two edges,
the sum of the the labels on their endpoints is different. Apart from the question
of existence of such labeling, we will examine game variant in which two players
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1. Uvod

Tato praca sa zaobera znackovanim grafov a hracimi variantami znackovania gra-
fov. Znackovanie budeme c¢asto oznacovat pojmom labeling prevzatym z anglic-
tiny.

V tejto kapitole objasnime motivaciu a histériu labelingu, mozné aplikacie labe-
lingu a dalsie zdroje, kde je mozné najst informéacie o réznych typoch labelingov.
V dalsej kapitole sa zameriame na vybrané labelingy a ich hracie varianty a
ku kazdému uvedieme najdolezitejsie vysledky. V Kapitole [3| a Kapitole [ pred-
stavime novy labeling a s nim suvisiacu hraciu variantu. V tychto kapitolach
uvadzame vlastné vysledky, ktoré s jednym z hlavnych prinosov tejto prace.

Vsetky grafy uvazované v tejto praci st konecné, neorientované a neobsahuji
nasobné hrany ani slucky, ak nie je povedané inak.

Jednou z hlavnych definicii pouzivanych v tejto praci je definicia labelingu, preto
ju zavedieme hned v ivode prace.

Definicia 1.1 (Labeling). Nech G = (V,F) je graf a L C NU{0} je mnozina zna-
c¢iek. Labeling definujeme ako zobrazenie z urcitého definicného oboru do mnoziny
znaciek L. Podla definicného oboru rozlisujeme niekolko typov labelingov:

e zobrazenie ¢ : V — L nazveme vrcholovy labeling,
e zobrazenie ¢ : E — L nazveme hranovy labeling,

e zobrazenie ¢ : V U EE — L nazveme totdlny labeling.

1.1 Histéria a motivacia

V roku 1963 na medzinarodnej konferencii v Smoleniciach vyslovil Gerhard Ringel
domnienku o dekomponovatelnosti grafov. Najskor uvedieme definiciu dekompo-
zicie grafu a cyklickej dekompozicie iplného grafu.

Definicia 1.2. [I0] Dekompozicia grafu G je mnozina podgrafov Hy, ..., Hy, taka
ze

U B(H) = E(G) a BE(H;) N E(H;) =0 pre i #

Graf G je H-dekomponovatelny, ak je kazdy podgraf H; izomorfny grafu H.

Definicia 1.3 (Cyklickd dekompozicia tplného grafu). [11]

Nech K, je uplny graf. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze mnozina
vrcholov je Z,. Kliknutie definujeme ako izomorfizmus i — ¢ 4+ 1. Dekompozicia
A = {H;,..., H;} grafu K, je cyklickd, ak aplikdciou kliknutia na K, ziskame
permutaciu mnoziny A.

Na Obrazku je uvedeny priklad cyklickej dekompozicie Kg z ¢lanku [11].



Obr. 1.1: Cyklickéd dekompozicia Kg [11].

Domnienka 1.1 (Ringel). Nech T je strom s m hranami. Potom je dplny
graf Ky,,.1 dekomponovatelny na 2m + 1 kopii 7.

Tato domnienka je zndma ako Ringel’s conjecture, ktori neskor zosilnil Kotzig.
Nikdy ale nebola publikovand Ringelom. Prvad zmienka o tychto domnienkach
bola publikovand v ¢ldanku Rosu [21].

Domnienka 1.2 (Kotzig). Nech T je strom s m hranami. Potom je dplny
graf Ko,11 cyklicky dekomponovatelny na 2m + 1 képii T

V reakcii na to dokdzal Rosa [21] pomocou labelingov postacujicu podmienku pre
platnost tychto domnienok a charakterizoval, kedy je graf H-dekomponovatelny.
Predtym este definujeme graceful labeling a uvedieme priklady graceful grafov.

Definicia 1.4 (Graceful labeling). [I0] Nech G = (V,E) je graf a zobrazenie
¢V —{0,...,|E|} je prosté. Vihu hrany uv € E pre graceful labeling definu-
jeme ako wg(uv) = |p(u) — @(v)|. Zobrazenie ¢ nazveme graceful labeling, ak véhy
hrén wg tvoria mnozinu {1,...,|E|} a

Ve,f € E:e# f— wele) # wa(f)

Graf G je graceful, ak pren existuje graceful labeling.

Na Obrazku [1.2]st ukdzané dva priklady graceful grafov. Vahy hran st vyznacené
modrou farbou.

0 1 1
4 5
3 6
4 2 6

Obr. 1.2: Priklady graceful grafov.

Rosa [21] uvadzal labelingy pod pojmom waluations a celkovo zaviedol Styri
typy labelingov pod nazvami a-, -, o- a p-valuation. Graceful labeling nazyval
[B-valuation. Na charakterizaciu cyklicky H-dekomponovatelnych grafov pouzil
p-valuation, ktoré definujeme neskor. S a- a o-valuation sa nebudeme zaoberat.

Nazov graceful zaviedol nezavisle na Rosovi Golomb [14].
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Veta 1.1. [21] Nech H je graceful graf s m hranami. Potom G = Ky, 1 je
H-dekomponovatelny. Naviac G sa da cyklicky dekomponovat na képie H.

Dékaz. Tento dokaz pochadza z ¢lanku Chartranda a kolektivu [§].

Nech existuje graceful labeling na H. Znacky na vrcholoch grafu H st pod-
mnozinou {0,1,...,m} a hrany maja véhy 1,2, ..., m. Ozna¢me vrcholy grafu G
ako vg, v, . .., Vo, a stotoznime ich po poradi s vrcholmi pravidelného (2m + 1)-
uholnika. Kruznicu, ktora tymto vznikla, ozna¢me ako C.

Vrchol so znackou ¢ v H umiestnime na vrchol v; v G pre kazdy vrchol v grafe H.
Labeling na H je graceful, preto maju vrcholy grafu H rozne znacky a teda kazdy
vrchol z H bude umiestneny na iny vrchol v G. Kazdd hranu z H stotoznime s pri-
slusnou tseckou v G. Vzniknutu kopiu grafu H v G znac¢ime ako H; a pre vrcholy
podgrafu H, plati V(H;) C {vo, ..., U}

Kazdej hrane vsv, (0 < s,t < 2m) v G priradme vahu d¢(vs,v;). Hodnota de (vs,v;)
je rovné dlzke najkratSej cesty medzi vrcholmi v, a v, na kruznici C. Plati,
ze 1 <dg(vs,v;) <m. V grafe G existuje prave 2m + 1 hran vahy ¢ pre kazdé
t=1,...,m a podgraf H; obsahuje prave jednu hranu so znackou ¢ pre kazdé
1=1,...,m.

Vzdy ked pootocime nejaku hranu grafu H; o uhol 27k/(2m + 1) (bez ujmy na
vSeobecnosti v smere hodinovych ruciciek) ziskame hranu s rovnakou vahou. Po-
otoCenim podrafu H; o uhol 27k/(2m + 1) ziskame podgraf Hy,3 = H. Po 2m
pootoceniach ziskame podgrafy Hy, ..., Hopyq, ktoré st cyklickou dekompozi-
ciou G. O

Ako priklad uvedieme cyklicki dekompoziciu K5. Graf H = Pj je graceful, po-
tom podla Vety [I.T] existuje cyklickd dekompozicia grafu K;. Na Obrazku [I.3] je
zobrazeny graceful labeling na P3 a aj cyklickd dekompozicia K.

2 V0 Lo
2 1
H Hy 9 Hy
0 Uy U1 Uy U1
1 2 1
1 v ® V2 U3 U2
.1)0 & U0
1
Hj . H,y 9 . Hs L
U4 9 U1 V4 U1 V4 2 U1
1
U3 1 U2 U3 ) vz ® vy

Obr. 1.3: Cyklickda dekomporzicia K5 na graceful podgrafy Ps [§].

Toto tvrdenie Rosa zosilnil pouzitim p-valuation. Graceful labeling je totiz Spe-
cidlnym pripadom p-valuation.



Definicia 1.5. [2I] Nech G = (V,E) je graf. Ozna¢me |V| = m a |E| = n. Nech

p:V —{0,1,...,2n} je prosté zobrazenie. Zobrazenie p nazveme p-valuation, ak
vahy hran wg(uv) = |p(u) — p(v)| tvoria mnozinu {xy,...,z,}, kde z; = i alebo
T =2n+1—1.

Veta 1.2. [21] Nech H je graf s n hranami. Cyklickd dekompozicia Ko, 11 na
podgrafy izomorfné grafu H existuje prave vtedy, ak existuje p-valuation grafu H.

Dokaz je mozné nédjst v knizke Bosdka [4]. Tieto tvrdenia Alexandra Rosu viedli
k vzniku domnienky zndmej ako Graceful Tree Conjecture.

Domnienka 1.3 (Graceful Tree Conjecture). Kazdy strom je graceful.

Graceful labelingom sa budeme podrobnejsie zaoberat v Sekcii [2.1]

1.2 Dalsie zdroje informacii a aplikacie labelingu

Grafové labelingy boli prvy krat predstavené v polovici Sestdesiatych rokov mi-
nulého storoc¢ia. Do dnesnej doby vzniklo priblizne 200 réznych typov grafovych
labelingov. Vysledky z oblasti grafovych labelingov boli publikované vo viac ako
2000 vedeckych ¢lankoch. Najkomplexnejsi a najucelenejsi prehlad o roznych ty-
poch labelingov podava priebezne dopiﬁany prehladovy ¢lanok od Galliana [13].
Tento ¢lanok vznikol v roku 1996 a v stucasnosti odkazuje na viac ako 2200 roz-
nych zdrojov. Podla slov Galliana obsahuje vsetko, ¢o bol schopny o grafovych
labelingoch najst.

Grafovy labeling bol pouzity pri rieseni problému pridelovania radiovych frekven-
cii radiovym vysielacom. Poloha radiového vysielaca je reprezentovand vrcholom
v grafe a radiovy kandl prideleny vysielacu je reprezentovany znackou priradenou
vrcholu. Radiové vysielace, ktoré su ,,blizko“ seba, nemézu mat prideleny rovnaky
kandl, pretoze by sa rusili. Na riesenie tohto problému bol pouzity L(p,q)-labeling,
ktorym sa budeme blizsie zaoberat v dalsej kapitole. Ako prvy sa problémom
pridelovania frekvencii zaoberal Hale [I6]. Dalsim zdrojom informécii k tomuto
problému st napriklad clanky [23] a [I8].



2. \Vybrané labelingy a ich hracie
varianty

V tejto kapitole priblizime existujice vysledky o hrach suvisiacich s labelingom.
Kapitola je strukturovana tak, ze kazda sekcia prezentuje jeden typ labelingu a
s nim stvisiacu hraciu variantu. Tuza vo svojom ¢élanku [22] uviedol, Ze napriek
tomu, ze literatiira zaoberajica sa labelingami je pomerne bohata, existuju iba
Styri ¢lanky zaoberajice sa hracimi variantami. Dalej prezentoval nové hracie
varianty labelingu, z ktorych sme si jednu vybrali a ta bude podrobne preskiimana
v dalsich kapitolach ako labeling samotny a aj s nim suvisiace hracie varianty.

Hru nazveme A-hra, ak v prvom fahu hra Alica, inak hru nazveme B-hra. Vrchol
nazveme volny, ak este neméd priradeni znacku. Hranu nazveme wuzavretd, ak
obidva jej koncové vrcholy uz maju priradené znacky.

2.1 Graceful labeling

V tejto sekcii nadviazeme na Sekciu kde sme uviedli definiciu graceful labe-
lingu [I.4] a Domnienku [I.3], ktord hovori, ze kazdy strom je graceful.

Domnienka o graceful stromoch je stale otvorenym problémom. Vyriesend bola iba
pre niektoré triedy stromov. Vysledky o graceful labelingu pre jednotlivé triedy
stromov a dalsie triedy grafov st zhrnuté v prehladnej tabulke v ¢lanku [13].

Autori ¢lanku [I] sa zaoberali pribliZznym riesenim tohto problému. Dokézali, Ze
,skoro“ vSetky stromy st ,skoro® graceful. V tomto ¢lanku je pouzita pozmenend
definicia graceful labelingu, kde ¢ : V' — {1, ..., |E|+1}. ZvySok definicie zostéva
rovnaky.

Veta 2.1. [1] Pre kazdé v > 0 existuje n > 0 a ng € N také, Ze pre kazdé n > ng
plati nasledujice. Nech T je strom na n vrcholoch a A(T) < %, potom existuje
graceful labeling ¢ : V(T) — {1,2,..., [(1 + v)n]}.

Hry s graceful labelingom

Hrou odvodenou z graceful labelingu sa este nikto nezaoberal. Ako prvy ju pre-
zentoval Tuza [22]. Preto uvedieme iba definiciu pochadzajicu z ¢lanku Tuzu a
vysledky hry nechame ako otvoreny problém.

Definicia 2.1. Nech G = (V,E) je graf a L = {1,...,s} je mnozina znaciek.
Alica a Bob st dvaja hraci, ktori sa striedaju po kazdom fahu. V kazdom fahu
hrac¢ vyberie nejakii doteraz nepouziti znacku a priradi ju nejakému volnému
vrcholu. Po kazdom fahu musi pre vsetky uzavreté hrany e, f platit

e # [ = wale) # wa(f),



kde wg je vaha hrany v graceful labelingu. Alica vyhra, ak je na konci vytvoreny
graceful labeling na G, inak vyhra Bob. Specidlne teda Bob vyhra aj v pripade,
kedy uz nie je mozné priradif dalsiu znacku podla pravidiel a hra tym kondi.

Problém 2.1. [22] Nech je dany graf G. Pre aké hodnoty s ma Alica vyherni
stratégiu na G7

2.2 Neighbour-sum-distinguishing edge-colouring

Tento labeling autori vo svojom ¢lanku [3] uvadzaju pod ndzvom neighbour-sum-
distinguishing edge-colouring. Napriek tomu, Ze tento labeling autori nazyvaju
hranové farbenie, nejedna sa o Standardne definované farbenie grafu, ale iba o
zobrazenie z mnoziny hran do nejakej podmnoziny prirodzenych ¢isel. Preto ho
budeme uvadzat pod skratkou NSDEC labeling. Najskor priblizime historiu tohto
labelingu a v dalsej sekcii kapitoly sa zameriame na herni variantu.

Definicia 2.2 (NSDEC labeling). [19] Nech G = (V,E) je graf, v je hranovy
labeling definovany ako v : E(G) — {1,...,k} a v nemusi byt prosté. Cislo k
budeme nazyvat pocet znaciek. Zobrazenie p : V(G) — N definujeme ako

p(v) = > ~(uww) pre Vv e V(G).

weklk
Labeling v nazveme NSDEC labeling, ak pre vsetky uv € E(G) plati p(u) # p(v).

Zobrazenie p je potom aj vrcholovym farbenim grafu G. Ak m& hrana obidva
koncové vrcholy stupna jeden, budeme ju nazyvat izolovand hrana. 7 definicie
NSDEC labelingu plynie, ze ak graf G obsahuje izolovani hranu, potom na G
neexistuje NSDEC labeling.

NSDEC labelingom sa ako prvi zacali zaoberat Karonski, Luczak a Thomason
[20] v roku 2002. Vyslovili domnienku zndmu pod nazvom 1-2-3-conjecture, ktoré
je stale otvorenym problémom.

Domnienka 2.1 (1-2-3-conjecture). [20] Pre kazdy graf, ktory neobsahuje izo-
lovand hranu, existuje NSDEC labeling pouzivajici najviac tri znacky.

Najlepsi odhad, ktory je doteraz znamy, pouziva 5 znaciek. Tento vysledok po-
chadza z ¢lanku Kalkowskeho a kolektivu [19].

Veta 2.2. [19] Pre kazdy graf, ktory neobsahuje izolovani hranu, existuje NSDEC
labeling pouzivajici najviac 5 znaciek.

Hra s NSDEC labelingom

Vysledky v tejto ¢asti pochddzaju z clanku Baudona a kolektivu [3]. Autori uva-
dzaju vysledky o hre na cestach, cykloch, iplnych grafoch a tplnych bipartitnych
grafoch s mensou partitou velkosti dva.

Definicia 2.3 (Hra s NSDEC labelingom). Nech pre mnozinu znac¢iek L plati
L = N. Dalej nech Alica a Bob st dvaja hradi, ktorf sa striedaji po kazdom tahu.

7



V kazdom tahu si hra¢ vyberie nejaka hranu, ktora este nemé znacku a priradi jej
nejakt znacku. Znacky sa mozu opakovat. Po kazdom fahu musia vsetky hrany,
ktoré uz maju znacku, tvorit NSDEC labeling. Alica vyhrava, ak na konci hry
buda mat vSetky hrany priradeni znacku, inak vyhrava Bob.

Veta 2.3. [3] Nech P, je cesta na n vrcholoch, n > 3.

o Bob vyhra A-hru na P, prave vtedy, ked n > 5.

o Bob vyhra B-hru na P, prave vtedy, ked n # 3 a n # 5.
Nech C,, je kruznica na n vrcholoch, n > 3.

o Bob vyhra A-hru na C,, pre vsetky n.

e Bob vyhra B-hru na C), prave vtedy, ked n # 4.
Nech K, je uplny graf na n vrcholoch, n > 3.

e Bob vyhrd A-hru na K, pre vsetky n.

o Bob vyhra B-hru na K, prave vtedy, ked n # 4.
Nech K, je tplny bipartitny graf, n > 2.

e Bob vyhra A-hru na K5, pre vsetky n.

 Alica vyhra B-hru na K, pre vsetky n.

Autori nechévaju vysledok A-hry a B-hry na K,,,, kde m,n > 3 ako otvoreny
problém.

2.3 L(d,1)-labeling

V tejto Casti sa budeme venovat L(d,1)-labelingu a jeho hracej variante. Hracou
variantou sa zaoberal Chia a kol. a hlavné vysledky pochadzaji z ich clanku [9].

Najskor uvedieme vSeobecnt definiciu L(p,q)-labelingu a potom sa zameriame na
hru odvodent od L(d,1)-labelingu.

Definicia 2.4 (L(p,q)-labeling). Nech G je graf, p a ¢ st nezdporné celé ¢isla,
p > q. Vzdialenost medzi dvomi vrcholmi u a v definujeme ako dizku najkratsej
cesty medzi u a v, znac¢ime d(u,v). L(p,q)-labeling definujeme ako zobrazenie
¢:V —{0,1,...,k}, pre ktoré plati:

o ak d(u,v) = 1, potom |p(u) — ¢(v)| > p,
o ak d(u,v) = 2, potom |p(u) — ¢(v)| > q.

Ako sme uz naznadili v predoslej kapitole, L(p,q)-labeling bol inSpirovany problé-
mom pridelovania frekvencii. Dalsie vysledky z tejto oblasti zhrnul Yeh vo svojom
prehladovom ¢lanku [24].

Definicia 2.5 (Hra s L(d,1)-labelingom). Nech Alica a Bob st dvaja hraci, strie-
daju sa po kazdom tahu. V kazdom fahu si hra¢ vyberie nejaky volny vrchol a
priradi mu nejakd znacku z mnoziny {0, 1, ..., k}. Znacky sa mdzu opakovat. Po
kazdom fahu musi pre vsetky vrcholy, ktoré uz maju priradeni znacku, platit:



o ak d(u,v) = 1, potom |¢p(u) — ¢(v)| > d,
o ak d(u,v) = 2, potom ¢(u) # ¢(v).

Alica vyhra, ak mé na konci hry kazdy vrchol priradent znacku. Inak vyhra Bob.

Cielom je urc¢it minimalne k také, aby existovala vyhernd stratégia pre Alicu na
grafe G. Toto ¢islo budeme znaéit ako A4(G) pre A-hru a ako Xg(g) pre B-hru.
V ¢lanku [9] st dokdzané vzorce pre pripady A{(K,), M(K,) a A\{(K..), kde
d > max{m,n}.

Veta 2.4. [9] Pre vSetky n > 1 plati:
e M(K,) = (4d—1)-["5*] +d- ((n—1) mod 3),

o M(K,) = (4d—1)-["5}] —2d+d- ((n—2) mod 3).
Pre vsetky d,m,n také, ze d > m > n > 2 plati:
e M(Kpy)=2d+m+n—2— ((m+n) mod 2).

2.4 Magic labeling

Magicky labeling ako prvy prezentoval Sedlacek [12] v roku 1963. Jeho definicia
bola motivovana magickymi stvorcami z tedrie ¢isel. Magicky labeling definoval
ako funkciu a z mnoziny hran do nezapornych realnych cisel taki, ze stcet hodndt
na incidentnych hranach musi byt pre kazdy vrchol rovnaky.

V stcasnosti je najcastejSie pouzivana definicia, kde uvazujeme zobrazenie do
prirodzenych a nie redlnych ¢isel. Z magického labelingu vzniklo vela roznych
variant, my sa budeme zaoberat iba niektorymi z nich.

Najskor uvedenie definiciu totalneho vrcholovo-magického labelingu, potom sa za-
meriame na hracie varianty a na konci tejto sekcie sa budeme venovat hranovému
vrcholovo-magickému labelingu.

Definicia 2.6 (Totalny vrcholovo-magicky labeling). Nech G = (V,E) je graf,
mnozina znaciek je definovand ako L = {1,...,|V|+ |E|} ap: VUE — L je
prosté zobrazenie. Vahu vrcholu definujeme ako

wy(v) = p(v) + > p(uv) pre Vv € V.

Nech u je Tubovolny vrchol, definujeme konstantu k& = wy,(u) a toto k nazyvame
magickd konstanta. Zobrazenie p nazveme magicky labeling, ak wy,(v) = k pre
vsetky vrcholy v € V.

Na Obrézku [2.]] je ukdzany priklad totalneho vrcholovo-magického labelingu na
grafe K5 s magickou konstantou k = 45.

Tento labeling sa nazyva totalny vrcholovo-magicky labeling, pretoze ide o totalny
labeling a magicka konstanta je urcend pre vrcholy. Magickd konstanta moze
byt definovana aj pre hrany, potom hovorime o hranovo-magickom labelingu.
Hranovo-magickymi labelingami sa ale nebudeme zaoberat.
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Obr. 2.1: Totalny vrcholovo-magicky labeling na K5 s k = 45 [15].

Definicia 2.7 (Hra s totalnym vrcholovo-magickym labelingom). Nech G je graf
al ={1,...,|V|+ |E|} je mnozina znacick. Alica a Bob st dvaja hraci, ktori
sa striedaju po kazdom tahu. V kazdom fahu si hra¢ vyberie nejaku doteraz
nepouziti znacku a priradi ju nejakému volnému vrcholu alebo hrane, ktora este
znacku nema. Vrchol nazveme uzavrety, ak uz ma priradent znacku a vsetky s
nim incidentné hrany uz maju priradent znacku. Inak je otvoreny. Nech u je prvy
uzavrety vrchol, potom magicki konstantu k uréime ako k = wy(u). Pre kazdy
dalsi uzavrety vrchol v musi platit wy,(v) = k. Ak toto nie je mozné dosiahnut pre
nejaky vrchol, potom tento vrchol musi zostat otvoreny do konca hry. Hra kon¢i,
ked uz nie je mozné vykonat dalsi tah. Vyhrava hrac, ktory vykonal posledny fah
v sulade s pravidlami.

V pripade, kedy graf neméa totalny vrcholovo-magicky labeling, musia niektoré
vrcholy zostat otvorené az do konca hry. Uvedieme dva hlavné vysledky o tejto
hre pochadzajice z ¢lanku [6], predtym este definujeme niekolko pojmov. Vrchol
stupna 1 nazyvame list. Vrchol nazveme stonkou, ak je incidentny s aspon jednym
listom. Jadro grafu vznikne z grafu odstranenim vsetkych listov.

Veta 2.5. [6] Nech G je graf, kde kazdy vrchol je bud list alebo stonka, aspon
jedna stonka v G je incidentnd s aspon tromi listami a ostatné stonky su inci-

dentné s aspon dvomi listami. Ak ma jadro grafu neparny pocet vrcholov, potom
Alica vyhra A-hru. Inak vyhra A-hru Bob.

Veta 2.6. [6] Nech G je graf, v ktorom st vSetky vrcholy okrem jedného bud
listy alebo stonky a kazda stonka je incidentna s aspon tromi listami. Nech je
celkovy pocet listov parny. Ak ma jadro G neparny pocet vrcholov, potom Alica
vyhréa A-hru.

Na tieto dva vysledky autori nadviazali v nepublikovanom ¢lanku [5].

V dalSej casti tejto sekcie sa zameriame na hru s hranovym vrcholovo-magickym
labelingom. To znamena, Ze znacky su priradované iba hranam.

Definicia 2.8 (Hra s hranovym vrcholovo-magickym labelingom). Nech G je graf
a L je mnozina znaciek definovand ako L = {1,...,|E|}. Alica a Bob st dvaja
hréaci, ktori sa striedaju po kazdom fahu. V kazdom tahu si hrac¢ vyberie nejakt
doteraz nepouzitu znacku a priradi ju nejakej hrane, ktora este znacku nema.
Vrchol nazveme uzavrety, ak vSetky s nim incidentné hrany uz maju priradené
znacky. Inak je otvoreny. Vahu uzavretého vrcholu v definujeme ako stucet zna-
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¢iek na hranach incidentnych s v. Magicka konstantu &k urc¢ime ako vahu prvého
uzavretého vrcholu. Pre vSetky uzavreté vrcholy musi po kazdom tahu platit, ze
ich vaha je rovna k. Ak nie je mozné pre nejaky vrchol vytvorit vahu k, zostane
tento vrchol otvoreny az do konca hry. Hra konci, ked uz nie je mozné vykonat
dalsi fah a vyhrava hrac, ktory hral v poslednom tahu.

Definiciu pre jadro grafu, stonku a list ponechdme rovnaki ako pri totalnom
vrcholo-magickom labelingu. K tejto hre uvedieme vysledky z ¢lanku [17].

Veta 2.7. [17] Nech G je graf, kde kazdy vrchol je vrchol alebo stonka a Alica
hré v prvom tahu. Rozlisime dva pripady.

o Ak maé jadro grafu parny pocet hran, potom plati:
Alica vyhra prave vtedy, ak existuje stonka, ktord je incidentna aspon s
dvomi listami.

o Ak ma jadro grafu neparny pocet hran, potom plati:
Alica vyhra prave vtedy, ak existuje stonka, ktorda méa prave jeden list.

Pred uvedenim hlavného vysledku je potrebné definovat vlastnost grafu, ktord
autori nazyvaja ako vlastnost P.

Definicia 2.9. Graf G spliia vlastnost P, ak plati:
o kazdy vrchol je list, stonka alebo méa stupen 2,

o graf G obsahuje aspon jednu stonku, ktora je incidentna s aspon dvomi
listami,

e jadro grafu G sa da rozlozif na parny pocet hranovo disjunktnych ciest
medzi stonkami dlzky 4k + 1 pre nejaké celé nezaporné ¢islo k,

e pocet hran grafu G je neparny.

Veta 2.8. [I7] Ak G spliia vlastnost P, potom Alica vyhra A-hru na G.

11



3. ESD labeling

V tejto kapitole predstavime novy labeling a s nim stvisiacu hraciu variantu.
Tento labeling pochadza z ¢lanku Tuzu [22] z roku 2016, kde bol uvedeny pod
anglickym nazvom edge-sum distinguishing labeling. V tejto praci ho budeme uva-
dzat pod skratkou ESD labeling. V tejto a nasledujicej kapitole budi prezento-
vané predovsetkym vlastné vysledky.

Napriek tomu, ze cielom prace je Studovat hlavne hracie varianty, tato kapitola
bude venovana existencii ESD labelingu a jeho vlastnostiam. Dévodom je, ze
tento typ labelingu nebol este vobec preskimany, podla nasho nazoru je otézka
existencie dolezitd a zaujimava, a naviac vacsinu vysledkov vyuzijeme v dalsej
kapitole v dokazoch tvrdeni o hrach s ESD labelingom.

3.1 Zakladné definicie a znacenie

V tejto casti uvedieme zakladné definicie, niekolko prikladov ESD labelingu a
suvislost s existujucimi labelingami.

Definicia 3.1 (Vaha hrany v ESD labelingu). Nech G = (V,E) je graf a ¢ je
vrcholovy labeling na G. Vahu hrany uwv € E pre ESD labeling definujeme ako

wp(uv) = ¢(u) + ¢(v).

Definicia 3.2 (ESD labeling). Nech G = (V,E) je graf a L = {1,...,s} je
mnozina znaciek. ESD labeling na grafe G' definujeme ako labeling ¢ : V' — L,
kde ¢ je prosté a plati

Ve,f € E:e# f — wg(e) # we(f).

Na Obrézku [3.1] je uvedeny priklad ESD labelingu na grafe F.

2 4 6

3 7 11
1 3 )

Obr. 3.1: Priklad ESD labelingu na Fs.

ESD labeling je definovany ako prosté zobrazenie, preto pre |L| < |V| neexis-
tuje. Vzdy teda uvazujeme |L| > |V|. Specidlny pripad, kedy nastéva rovnost,
nazyvame kanonicky ESD labeling.

Z definicie ESD labelingu plynie, ze kazdy ESD labeling na grafe G je aj farbenim
grafu G. Na rozdiel od farbenia nie je ciefom minimalizovat pocet znaciek, ale
splnif podmienku pre vahy hran.

Graf nazveme ESD graf, ak na nom existuje kanonicky ESD labeling. Na Ob-
razku je zobrazeny Petersenov graf, ktory je netrividlnym prikladom ESD
grafu. Vahy hran st vyznacené modrou farbou.
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Obr. 3.2: Priklad kanonického ESD labelingu na Petersenovom grafe.

Savislost s existujacimi labelingami

7 existujucich labelingov je ESD labelingu najviac podobny antimagic labeling.

Definicia 3.3 (Antimagic labeling). [2] Nech G = (V,E) je graf, L = {1,...,|E|}
je mnozina znaciek a p : E — L je prosté zobrazenie. Vahu vrcholu v definujeme
ako wa(v) = X wep p(uv). Zobrazenie p nazveme antimagic labeling, ak

Vu,v € Viu#v— wa(u) # wa(v).
V antimagic labelingu priradujeme znacky hranam a kazdému vrcholu priradime
sucet znaciek na incidentnych hranach. V ESD labelingu priradujeme znacky

vrcholom a kazdej hrane priradime sicet jej koncovych vrcholov. V obidvoch
labelingoch pozadujeme, aby boli vzniknuté stucty unikatne.

Graf nazveme antimagic, ak pren existuje antimagic labeling. K antimagic grafom
sa viaze domnienka, ktord bola zatial dokazand iba pre niektoré triedy grafov.

Domnienka 3.1. Kazdy suvisly graf okrem K5 je antimagic.

Podrobnejsie vysledky je mozné najst v ¢lanku Alona a kol. [2].

3.2 ESD grafy

V tejto sekcii dokazeme existenciu kanonického ESD labelingu pre cesty, kruznice,
stromy, hviezdy a uplné bipartitné grafy s mensou partitou velkosti dva.

Pozorovanie 3.1. Nech P, je cesta na n vrcholoch. Kazda cesta P, je ESD graf.

Dokaz. Pre n < 2 tvrdenie plati trivialne. Predpokladajme teda, ze n > 3.

Oznac¢me vrcholy po poradi ako vy, ..., v,. Znacky priradime tak, ze vrcholu v;
priradime znacku ¢ pre vSetky ¢ = 1,...,n. Vahy na hranach budi mat hodnoty
3,5,...,2n — 1. Vahy hran st navzajom rozne a teda mame ESD labeling. O

Definicia 3.4 (Hviezda). Nech r € N. Hviezdu S, definujeme ako tplny bipar-
titny graf K ,.
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Veta 3.1. Hviezda S, je ESD graf pre vSetky » > 1 . Naviac kazdy labeling
¢ :V(S,) = {1,...,n} taky, ze ¢ je prosté, je kanonicky ESD labeling.

Doékaz. Oznac¢me ako v vrchol stupna r. Kazda hrana v grafe je incidentna s v.
Pre spor predpokladajme, ze existuje labeling ¢ : V' (S,) — {1,...,n} taky, ze ¢
je prosté a zaroven ¢ nie je kanonicky ESD labeling. Potom plati

Joug,vug € E :uy # ug ANwg(vuy) = we(vug).
S vyuzitim predpokladu dostavame rovnost

0 = wp(vur) — wp(vuz) = (B(v) + G(ur)) = (G(v) + Suz)) = Plur) — Plu2).

Z toho plynie u; = us, ¢o je spor. O

Vseobecne nemusi platit, Ze kazdy labeling ¢ : V' — {1,...,n}, kde ¢ je prosté,
je zaroven aj kanonickym ESD labelingom. Prikladom triedy grafov, kedy to tak
je, st hviezdy.

Veta 3.2. Nech C), je kruznica na n vrcholoch, kde n > 3. Potom C,, je ESD
graf.
Dokaz. Oznacme si za sebou idice vrcholy vy, ..., v,. Rozlisime dva pripady.
1. Ak n je parne, potom vrcholom priradime znacky takto:
o ¢(v;) =i pre vietky i € {1,...,n — 2},
b ¢<Un—1) =n,
o ¢O(vy) =n—1.
Vahy hran medzi vrcholmi vy az v,,_o budi neparne hodnoty 3,5,...,2n—>5
a vdha hrany v,_1v, bude tiez neparna, tj. wg(v,_1v,) = 2n — 1. Zvysné
dve hrany budd mat parne véhy, tj. wg(v,v1) = n a wg(v,_ov,_1) = 2n—2.
Kedze st vsetky vahy hran rozne, tak mame ESD labeling.
2. Ak n je neparne, potom priradime znacky vrcholom takto:
o ¢(v;) =i pre vetky i € {1,...,n}.

Vahy hran medzi vrcholmi v; az v, budi neparne hodnoty 3,5,...,2n — 1.
Vaha hrany viv, je rovnd n + 1 a teda je parna. Vahy hran si unikatne a
tym sme dokéazali, ze mame ESD labeling.

O
Veta 3.3. Nech T je strom, potom 71" je ESD graf.

Doékaz. Vyberieme nejaky Tubovolny vrchol stromu, ozna¢ime ho ako vy a prira-
dime mu znacku 1. Zakorenime 7" vo vy a spustime z v; prehladévanie do sirky. Vr-

chol, ktory navstivime ako i-ty v poradi oznac¢ime ako v; a priradime mu znacku ¢
pre kazdé 1 = 2,... n.
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Dokéazeme invariant, ktory bude platit v kazdom kroku. Ozna¢me ako 7" maxi-
malny podstrom 7" taky, ze vSetky vrcholy v 7" uz maju priradeni znacku. To zna-
mend, ze vsetky vrcholy v 7" uz boli navstivené prehladéavanim. Nech v; je vrchol,
ktory prehladavanie ide prave navstivit a priradit mu znacku ¢, teda v; € T\ T".
Ozna¢me v; rodica v; (vid Obrazok . Ukazeme, ze wg(vvj) > wr(vavp)
pre kazda hranu v,v, € E(T").

U1

U

Obr. 3.3: Konstrukcia ESD labelingu na strome.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze a < b. Rozlisime niekolko pripadov:

e Hrana v,v, mé obidva koncové vrcholy na trovni vyssej alebo rovnej ako
uroven v;. Potom a < j a b <4, z toho plynie a +b < i + j.

e Vrchol v, = v;, to znamena, Ze v, a v; maji spolocného rodica v;. Vrchol v,
uz bol navstiveny, preto b < ¢ a z toho plynie b+ 7 < i+ j.

« Hrana v, je v trovni v;, vrchol v, je v Grovni v; a v, # v;. Hrana v,v, uz
bola navstivena, preto plati a < j a b < i. Z toho plynie a + b < ¢ + j.

Dokazali sme, ze v kazdom kroku zostavaji zachované podmienky ESD labelingu
a po n krokoch dostaneme ESD labeling na grafe G. [

V dalSom tvrdeni ukdZeme, Ze existuje prave jeden kanonicky labeling na K, az
na izomorfizmy. Najskor definujeme izomorfizmus medzi labelingami.

Definicia 3.5. Labelingy ¢, a ¢5 na grafe G st izomorfné, ak existuje automor-
fizmus f grafu G taky, ze ¢1(v) = ¢a2(f(v)) pre Vv € V(G).

Veta 3.4. Pre kazdé K,,, kde r > 2 existuje az na izomorfizmus prave jeden
kanonicky ESD labeling.

Dékaz. Vrcholy mensej partity oznac¢ime ako vy, vy a vrcholy vacsej partity ozna-
¢ime ako uq, ..., u,. Nech ¢ je kanonicky labeling na K, ,. Bez ujmy na vseobec-
nosti predpokladajme, ze ¢(vy) < ¢(vqe). Najskdr ukdzeme, ze ak ¢(v;) =1 a
¢(ve) = m, potom ¢ je ESD labeling. Potom zostava ukézat, ze ak ¢(vy) # 1
alebo ¢(vy) # n, tak ¢ nie je ESD labeling.

1. Ak ¢(v1) =1 a ¢(v9) = n, potom ¢ je ESD labeling.
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Nech ¢(vy) = 1 a ¢(vy) = n, potom st vrcholom uy, . .., u, priradené znacky
{2,...,(n—1)}. Hrany incidentné s v; majt vahy 3, ..., n a hrany incidentné
s v majui vahy (n+ 2),...,(2n — 1). Vahy hrdn su unikdtne a preto ¢ je
ESD labeling.

2. Ak ¢(v1) # 1 alebo ¢(vy) # n, potom ¢ nie je ESD labeling.
Rozlisime dva pripady:
o ¢(v1) a ¢(vg) st dve po sebe iduce Cisla, tzn. ¢p(ve) = ¢(vy) + 1.

7 predpokladu r > 2 plynie, zZe n > 5. Na vrcholoch vicsej par-
tity musia existovat dva rozne vrcholy w; a u; také, ze ¢(u;) = s a
¢(u;) = s + 1. Potom plati

wp(vi, uj) = ¢(v1) + (s + 1) a we(ve, u;) = (d(v1) +1) + 5.
Dostavame, ze wg(vi, u;) = wg(ve, u;) a teda ¢ nie je ESD labeling.
o ¢(v1) a ¢(v2) nie st dve po sebe iduce ¢isla, tzn. |p(vy) — ¢(vq)| > 1.

Z predpokladu ¢(v;) # 1 alebo ¢(vy) # n plynie, ze existuju dva rdzne
vrcholy u;, u; € {ui, ..., u,} také, Ze plati aspon jedno z nasledujucich:

a) ¢(u;) = ¢(v1) +1a d(u;) = Pp(v2) +1
b) ¢(u;) = ¢(v1) — 1 a ¢(u;) = ¢(v2) — 1.
Ak plati a), potom
wg(viuy) = ¢(v1) + (P(v2) + 1) a we(vu;) = d(v2) + (d(v1) + 1).

Analogicky, ak plati b), potom
wr(viu;) = ¢(v1) + (d(ve) — 1) a we(veu;) = d(va) + (d(v1) — 1).

V obidvoch pripadoch plati wg(viu;) = wg(veu;) a preto ¢ nie je
ESD labeling.

]

3.3 Nutna podmienka pre existenciu ESD labelingu

Ukazali sme niekolko tried grafov, ktoré maju kanonicky ESD labeling. Existuja
aj grafy, ktoré kanonicky ESD labeling nemajti. Preto uré¢ime nutni, nie vsak
postacujicu podmienku pre existenciu ESD labelingu. Predtym este dokazeme
jednoduché lemma.

Lemma 3.5. Nech G je graf na n vrcholoch. V kazdom kanonickom ESD labe-
lingu na G' mo6ze vzniknuf najviac 2n — 3 réznych vah hréan.

Doékaz. Najmensia vaha hrany, ktorda moéze v grafe vzniknut je 3 a najvicsia,
ktord moze vzniknut je 2n — 1. VSetky vahy hran v G teda patria do mnoziny
{3,...,2n — 1}. V tejto mnozine sa nachddza 2n — 3 réznych hodnét. Z toho
plynie, Ze existuje najviac 2n — 3 roznych vah hran. O
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Veta 3.6. Ak ma graf G = (V,E) kanonicky ESD labeling, potom |E| < 2|V|—3.

Dokaz. Oznacme pocet vrcholov ako n a pocet hran ako m. Pre spor predpokla-
dajme, ze G ma ESD labeling a m > 2n—3. Podla Lemma 3.5 mdze v kanonickom
ESD labelingu vzniknut najviac 2n — 3 roznych vah hran. Potom z Dirichletovho
principu plynie, ze existuju aspon dve hrany s rovnakou vahou. V ESD labelingu
ale nemozu existovat dve hrany s rovnakou vahou, teda dostavame spor. O

Teraz ukazeme priklad grafu, ktory ma 2n — 3 hran a ma ESD labeling a priklad
grafu, ktory ma 2n — 3 hran a nema ESD labeling.

Priklad 3.1. Na Obréazku je zobrazeny graf, ktory ma 2n — 3 hran. Cisla
vyznacené modrou farbou predstavuji vahy hran. Overime, ze ide o ESD labeling.

Hrany incidentné s vrcholom so znackou 1 maja vahy 3,...,n + 1. Hrany inci-
dentné s vrcholom so znackou n, okrem hrany medzi vrcholmi so znackami 1 a n,
maju vahy n+2,...,2n — 1. Vahy hran st unikatne a teda sa jedna o ESD labe-
ling. Je zrejmé, ze ak by sme do grafu pridali Tubovolni dalsiu hranu, vaha tejto
hrany by uz nebola unikdtna a tym by bola porusena podmienka ESD labelingu.

Obr. 3.4: Priklad ESD grafu s 2n — 3 hranami.

Prikladom grafu, ktory ma 2n — 3 hran a zaroven nema ESD labeling je vejdr.
Najskor uvedieme definiciu vejaru a potom dokézeme, ze pren neexistuje ESD
labeling. Vejar je v anglickej terminologii oznacovany ako fan graph, preto ho
budeme znacit F'.

Definicia 3.6 (Vejar). [7] Vejar F, definujeme ako cestu na r vrcholoch, kde
r > 2 a jeden vrchol, hovorme mu centrdlny, ktory je rozny od vsetkych vrcholov
cesty a je spojeny hranou so vsetkymi vrcholmi cesty. Pocet vrcholov znac¢me
akon aplatin=r-+1.

Ak hovorime o ceste vo vejari, myslime tym prave tito cestu dlzky r. Na Ob-
razku |3.5] je zobrazeny vejar F.

Lemma 3.7. Pocet hran vejaru F, je rovny 2n — 3.

Dokaz. Vejar F, obsahuje r hran medzi centralnym vrcholom a cestou na r vrcho-
loch. Dalej obsahuje r — 1 hran na ceste dlzky r. Spolu je to teda 2r —1 = 2n — 3
hran. O

Lemma 3.8. Nech F, je graf na n vrcholoch, kde n > 6. Potom na F,. neexistuje
kanonicky ESD labeling taky, Zze ma na centralnom vrchole priradend znacku 1.
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Obr. 3.5: Vejar Fs.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze existuje kanonicky ESD labeling, ktory ma
na vrchole znacku 1. Na hranéach incidentnych s centralnym vrcholom st vahy
3,...,n+ 1, preto na hranach cesty musia byt vahy hran ostre vicsie ako n + 1.
Aby toto bolo splnené pre vrchol so znackou 2, musi byt vrchol so znackou 2
krajnym vrcholom cesty a musi byt incidentny s vrcholom so znackou n. Tym
vznikne vdha n 4+ 2. Na hranach incidentnych s vrcholom so znackou 3 (okrem
hrany incidentnej s centralnym vrcholom) musi byt vaha ostre vacésia ako n + 2.
Aby toto bolo splnené, musi vrchol so znackou 3 susedit s vrcholom so znackou n
a tiez musi byt krajnym vrcholom cesty. Kedze ale n > 6, tak to nie je mozné.
Dostavame spor. O

Lemma 3.9. Nech F, je graf na n vrcholoch, kde n > 6. Potom na F, neexistuje
kanonicky ESD labeling taky, Zze mé& na centrdlnom vrchole priradent znacku n.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze existuje kanonicky labeling, ktory mé na
centralnom vrchole znacku n. Na hranach incidentnych s centralnym vrcholom st
potom vahy n+ 1,...,2n — 1. Hrany na ceste musia mat vahy ostre mensie ako
n + 1. Vrchol so znackou n — 1 teda méze susedit iba s vrcholom so znackou 1 a
musi byt krajnym vrcholom cesty. Tym vznikne vaha hrany n. Vrchol so znackou
n — 2 moze susedit (okrem centralneho vrcholu) uz iba s vrcholom so znackou 1
a tiez musi byt krajnym vrcholom cesty. Toto ale nie je mozné, pretoze n > 6.
Dostavame spor. n

Veta 3.10. Nech F, je vejar a pocet vrcholov zna¢ime n. Ak n > 6, potom
neexistuje kanonicky ESD labeling na F,.

Doékaz. Pre spor predpokladajme, ze existuje kanonicky ESD labeling na F,.
Podla Lemma moze pouzivat najviac 2n — 3 roznych vah hran. Podla Lemma
ma graf F, 2n —3 hran. Kedze ide o ESD labeling, kazda vdha hrany moze byt
pouzita najviac raz, preto musia byt pouzité vsetky vahy 3,...,2n — 1. Ukazeme,
ze to nie je mozné a teda ESD labeling neexistuje.

Lavy stipec Tabulky reprezentuje vahu hrany a pravy stipec reprezentuje ako
sa da ziskat. Vaha 3 a 4 sa da ziskat iba jednym sposobom a vaha 5 sa da ziskat
dvomi spésobmi. V hornej ¢asti Obrazku st zobrazené dva mozné spdsoby,
ako ziskaf stucasne vahy 3, 4 aj 5. Iny spdsob nie je mozny.

Vahy 2n — 1 a 2n — 2 sa tiez daju ziskat iba jednym sposobom. Vadha 2n — 3 sa
da ziskat dvomi sposobmi. V dolnej ¢asti Obrazku si zobrazené dva spdsoby,
ako tieto vahy ziskaf a opét iny sposob neexistuje.
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Vaha hrany | Pouzité znacky
3 142

1 1

4 143
5 1+4

213 2 3 4 2 3
on — 3 n+(n—3)

n—1)+ (n—2)
2n — 2 n+(n—2)

n 1)

+
2n — 1 +(n — n—1n—-2n-3 n—-1 n-—

Tabulka 3.1: Pouzité vahy a znacky. Obr. 3.6: Mozné umiestnenia znaciek.

Podla Lemma neexistuje kanonicky ESD labeling, ktory ma na centralnom
vrchole znacku 1 a podla Lemma neexistuje kanonicky ESD labeling, ktory
mé na centradlnom vrchole znacku n. Preto jediny sposob, ako ziskat vahy 3, 4 a
5 je umiestnit znacky 1,2, 3 na podgraf F,. izomorfny trojuholniku a analogickym
sposobom musime umiestnit aj znacky n,n — 1,n — 2. Kedze n > 6, tieto dva
trojuholniky by museli byt vrcholovo disjunktné. To ale nie je mozné, pretoze v
grafe F, neexistuju dva vrcholovo disjunktné trojuholniky. Dostdvame spor. [

3.4 Triedy grafov, ktoré nie su ESD

V tejto sekcii ukazeme, ze pre koleso, iplné bipartitné grafy s partitami velkosti
asponn 3 a uplné grafy na aspon sStyroch vrcholoch neexistuje kanonicky ESD
labeling.

Definicia 3.7 (Koleso). Koleso W definujeme ako kruznicu na s vrcholoch, kde
s > 3 a jeden vrchol v strede, ktory je rozny od vSetkych vrcholov kruznice a je
spojeny hranou so vsetkymi vrcholmi kruznice.

Veta 3.11. Nech W je koleso, potom Wj nie je ESD graf.

Dokaz. Oznacme pocet vrcholov W, ako n, potom plati, ze n = s + 1. Kruznica
dlzky s vo Wy obsahuje s hran a z kazdého vrcholu kruznice vedie hrana do
vrcholu v strede, teda spolu s hran incidentnych s vrcholom v strede. Graf W

potom celkovo obsahuje 2s = 2n — 2 hrdn a podla Vety na nom neexistuje
kanonicky ESD labeling. [

Veta 3.12. Nech G = K,,,p,r > 3 je Uplny bipartitny graf, potom G nie je
ESD graf.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze existuje kanonicky ESD labeling ¢ na G.
Rozlisime dva pripady.
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e V obidvoch partitach existuju dve po sebe idice znacky.

Nech vrcholy v; a v; patria do jednej partity a maji po sebe idtce znacky.
Oznacme ¢(v;) ako l; a ¢(v;) ako l; + 1. V druhej partite ozna¢me vrcholy
s po sebe iddcimi znackami ako w; a u; a ¢(u;) = Iy a ¢(u;) = Iy + 1. Kedze
mame Uplny bipartitny graf, dostavame

U)E(UZ‘UJ') = ll + (lg + ].) == (ll -+ ].) + lg = wE(vjuZ-)

a to je spor.
o V aspon jednej z partit neexistuju dve po sebe idice znacky.

Oznacme takito partitu ako P a druht partitu oznac¢me ako R. Z predpo-
kladu vieme, Ze P m4 aspon tri vrcholy. Vyberieme dva rézne vrcholy v; a v;
z P také, Ze ich znacky st ostre mensie ako pocet vrcholov. Ozna¢me ¢(v;)
ako [ a ¢(v;) ako ly. Oznac¢me vrchol so znackou [; + 1 ako w; a vrchol so
znackou ly 4 1 ako wu;. Vrcholy u; a w; musia patrit do partity R, pretoze [;
a [y nie st po sebe iduce ¢isla a st ostre mensie ako pocet vrcholov. Potom
plati
UJE(UZ'UJ') == ll + (lQ + 1) = 12 + (ll + 1) = wE(UjUZ')

a to je spor.
[

Veta 3.13. Nech K, je uplny graf na n vrcholoch, potom K, nie je ESD graf
pre n > 4.

Dokaz. Pre pocet hran v K, plati

n(n—l).

B(K)| =1

Chceme dokazat, ze pre n > 4 plati nasledujici vztah

n(n —1)

5 > 2n — 3.

Pouzijeme ekvivalentné tpravy:

n(n —1)

2
n® —5n+6 >0
(n*—6n+9)+(n—3) >0
(n—372+Mm-3)>0

>2n—3

Pre kazdé n > 4 tento vztah plati a potom podla Vety neexistuje kanonicky
ESD labeling na K,. O]
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4. Hry s ESD labelingom

V tejto kapitole sa budeme zaoberat hracimi variantami ESD labelingu. Hry s
ESD labelingom boli prvy krat predstavené v ¢lanku Tuzu [22], kde je uvedena
definicia a niekolko otvorenych problémov. Najskor definujeme zédkladné pojmy,
potom predstavime vlastné vysledky k hram na urcitych triedach grafov a nako-
niec tiez uvedieme niekolko otvorenych problémov.

Pripomenme, ze vrchol nazyvame volny, ak este nema priradeni znacku.

Definicia 4.1 (Ciastoény ESD labeling). Nech G = (V,E) je graf a H je maxi-
malny indukovany podgraf grafu G taky, ze vSetky vrcholy v H uz maju priradent
znacku. Vrcholy z G\ H st teda volné vrcholy. Ciastoény ESD labeling na G de-
finujeme ako ESD labeling na H.

Definicia 4.2 (Hra). Nech G = (V,E) je graf a L = {1,...,s} je mnozZina zna-
¢iek. Alica a Bob su dvaja hraci, ktori sa striedaju po kazdom tahu. V kazdom
tahu si hra¢ vyberie volny vrchol v € G a uréi ¢(v) = [, pre nejaké zatial ne-
pouzité | € L. Tah je pripustny, ak po vykonani tahu vietky doteraz priradené
znacky tvoria ¢iastoény ESD labeling. Koniec hry nastava v pripade, ak je na
grafe vytvoreny ESD labeling alebo neexistuje pripustny fah. Alica vyhra, ak je
vytvoreny ESD labeling, inak vyhra Bob.

Tato verzia hry sa v angli¢tine nazyva Maker-Breaker. Alica je maker, pretoze chce
vytvorit ESD labeling a Bob je breaker, pretoze jej to chce prekazit. Pod pojmom
hra myslime tato verziu hry, kde je pocet znaciek rovny poctu vrcholov, teda

|L| = |V, ak nie je povedané inak. Od Sekcie sa budeme venovat dalsim
verziam hry.

Pripomenme, Ze pojmom A-hra nazyvame hru, kde v prvom tahu hra Alica. Inak
hru nazyvame B-hra. Vyhernou stratégiou oznac¢ime postupnost tahov jedného
hraca, ktord nevyhnutne vedie k jeho vyhre.

4.1 Hry na vybranych triedach grafov

V tejto sekcii rozoberieme vysledok hry na roznych triedach grafov. Konkrétne sa
zameriame na hviezdy, kolesd, iplné bipartitné grafy, iplné grafy a grafy priatel-
stva.

Pozorovanie 4.1. Alica vyhra kazda hru na hviezde S,., kde » > 1.

Dokaz. Vo Vete sme dokazali, ze kazdy labeling ¢ : V- — {1,...,n}, kde ¢
je prosté, je zaroven aj kanonickym ESD labelingom. Z toho plynie, ze ak hraci
vykonavaju iba pripustné tahy, potom je mozné priradit znacku kazdému vrcholu

a naviac vzniknuty labeling bude kanonickym ESD labelingom. Preto Alica vzdy
vyhra. O]

Veta 4.1. Bob vyhra kazdu hru na dplnom bipartitnom grafe Ks,, kde r > 2.
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Doékaz. Oznac¢me vrcholy mensej partity ako v a v. Vo Vete sme dokazali, ze
existuje jediny kanonicky ESD labeling, ozna¢me ho ¢. Bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, ze p(u) < p(v) a dalej musi platit, ze p(u) =1 a p(v) = n.

Alica vyhra v pripade, ak sa jej podari tento labeling vytvorit. Nech vsak Alica
hra v prvom tahu akokolvek, Bob v druhom fahu pouzije znacku [ # 1, n na jeden
z vrcholov u alebo v. To urcite moze, pretoze po prvom fahu je pouzita iba jedna
znacka a aspon jeden z vrcholov u a v je volny. Vdaka tomu uz nie je mozné
vytvorif na grafe labeling ¢ a Bob vyhréava. O]

Veta 4.2. Bob vyhra kazdd hru na uplnom bipartitnom grafe K, ., kde p,r > 3.

Dokaz. Vo Vete sme dokazali, zZe neexistuje kanonicky ESD labeling, preto
Bob vzdy vyhra bez ohladu na priebeh hry. O

Veta 4.3. Nech W; je koleso. Bob vyhra kazda hru na Wi.

Dékaz. Podla Vety [3.11] neexistuje kanonicky ESD labeling na W; a preto Bob
vyhra kazda hru na Wi. [

Definicia 4.3 (Graf priatelstva). [I3] Graf priatelstva FR, definujeme ako hra-
novo disjunktné zjednotenie r képii K3, ktoré maju prave jeden spolo¢ny vrchol.

Veta 4.4. Nech FR, je graf priatelstva. Bob vyhra B-hru na FR,, kde r > 2.

Doékaz. Ukazeme, Ze existuje vyherna stratégia pre Boba. Oznac¢me vrchol s naj-
vacsim stupnom ako v. Nech Bob v prvom tahu priradi znacku 1 na v.

Ukéazeme, ze neexistuje ESD labeling, v ktorom mé& vrchol v priradent znacku 1.
Pre spor predpokladajme, ze taky labeling existuje. Potom hrany incidentné s v
buda mat vahy 3,...,n + 1. Hrany, ktoré nie s incidentné s v, musia mat vahy
ostre vacsie ako n + 1. Preto vrchol so znackou 2 moze byt okrem v incidentny
iba s vrcholom so znackou n. Tym vznikne vdha n + 2. Ozna¢me ako u; vrchol so
znackou 3 a ako us vrchol incidentny s vrcholom u; rézny od v. Aby mala hrana
uyuy vahu ostre vacsiu ako n+ 2, musi mat vrchol us znacku n (vid Obrazok .
To ale nie je mozné, pretoze by znacka n bola pouzita dvakrat. O

Obr. 4.1: Tustracia sporu s existenciou konkrétneho ESD labelingu na FR,..
V Kapitole [3] sme dokazali, ze pre kazdu kruznicu existuje kanonicky ESD la-

beling. Teraz sa zameriame na hru s ESD labelingom na kruznici a rozoberieme
vysledok hry na Cy, C5 a (g, kde je pocet znaciek rovny poétu vrcholov. Vysledok
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hry na vacsich kruzniciach zatial nie je znamy. Nasledujice tvrdenie pochadza z
clanku Tuzu [22], kde je vsak uvddzané bez dokazu. Dokaz tohto tvrdenia nie je
na prvy pohlad zrejmy, takze toto tvrdenie uvedieme aj s dokazom.

Veta 4.5. [22] Bob vyhra kazdi hru na Cy, Cs a Cg.

Doékaz. Tvrdenie rozdelime na tri mensie Casti, ktoré postupne dokazeme.
1. Bob vyhra kazda hru na Cj.

Zmacky rozdelime na dve dvojice. Znacky 1 a 4 budu tvorit jednu dvojicu
a znacky 2 a 3 budu tvorif druht dvojicu. Obidve dvojice maja sucet 5.
Oznacme vrchol, ktorému Alica priradi v prvom tahu znacku ako v; a os-
tatné vrcholy po poradi ako vs,v3 a v4. Bob v druhom fahu priradi na vs
fubovolnu znacku z inej dvojice ako Alica v prvom fahu. V dalsich tahoch
sa neda vyhnit tomu, aby spolu susedili znacky v prvej aj v druhej dvojici.
Tym by vznikli dve hrany s vahou 5 a teda Bob vyhrava.

2. Bob vyhra kazda hru na Cs.

Rozlisime niekolko pripadov podla toho, aki znacku Alica priradi v prvom
tahu na nejaky vrchol. Tento vrchol oznacime ako v; a ostatné oznacime po
poradi ako vy, ..., vs. llustraciou tychto pripadov je Obrazok

o Ak Alica priradila v prvom tahu jednu znacku z dvojice 1 a 5, potom
Bob v druhom fahu priradi na v, druhd znacku z tejto dvojice. Tym
vznikne hrana s vahou 6. Vrcholy vs,v4 a vs si volné a volné znacky
st 2,3 a 4. Ak by susedili znacky 2 a 4, potom Bob vyhra. Jediny
sposob, ako tomu Alica moze predist, je v trefom fahu priradif znacku 3
na v4. Vo stvrtom tahu Bob moze priradit znacku 4 na vrchol susedny
s vrcholom so znackou 1. Potom by priradenim poslednej znacky vznikli
dve hrany s vahou 5, ¢o ale nie je mozné a teda Bob vyhrava.

e Analogicky, ak Alica priradila v prvom tahu jednu znacku z dvojice
znaciek 2 a 3, potom Bob v druhom tahu priradi na vy druha znacku z
tejto dvojice. Tym vznikne hrana s vahou 5. Ak by susedili vrcholy so
znackami 1 a 4, Bob vyhra. Opéft jediny sposob, ako tomu Alica mdze
zabranit, je priradif v trefom fahu znacku 5 na vs. Potom ale Bob
moze priradif znacku 1 na vrchol incidentny s vrcholom so znackou 3.
Poslednti znacku uz nie je mozné priradif, pretoze by vznikli dve hrany
s vahou 6. Preto Bob vyhra.

o Ak Alica priradila v prvom tahu znacku 4, potom Bob v druhom fahu
priradi znacku 3 na vrchol ve. Tym vznikne hrana s vdhou 7. Ak by
susedili vrcholy so znackami 5 a 2, potom Bob vyhra. Alica tomu
moze zabranit iba tak, ze v trefom tahu priradi znacku 1 na vs. Potom
Bob moéze vo stvrtom tahu priradit znacku 5 na vrchol incidentny s
vrcholom so znackou 3. Poslednu znacku opaf nie je mozné priradit,
pretoze by vznikli dve hrany s vahou 6 a teda Bob vyhra.

Tymto sme vycerpali vSetky moznosti, ktoré mézu nastat a pre kazdu z
nich sme dokézali, ze Bob vyhra.
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Obr. 4.2: Iustracia situacii v hre na Cs.

Bob vyhra kazda hru na Cs.

Znacky rozdelime do troch dvojic. Dvojice definujeme ako d; = {1,6},
dy = {2,5} a d3 = {3,4}. Kazda znacka patri do prave jednej dvojice
a sucet znaciek v kazdej dvojici je rovny 7. UkdZeme vyhernu stratégiu
pre Boba.

Nech Alica v prvom ftahu priradi nejakt znacku [; na v;. Ozna¢me ako x
index dvojice, do ktorej patri tato znacka. Bob v druhom tahu priradi na v
druht znacku z dvojice d,, budeme ju znacit l,. V tretom fahu priradi
Alica nejaki znacku I3 na jeden z vrcholov vs, . . ., v, 0znac¢ime ho v,. Index
dvojice, do ktorej patri tato znacka oznacime ako y a plati, ze © # y.
Index zostavajucej dvojice oznac¢ime ako z. Vzdialenost medzi vrcholmi v,
a v; definujeme ako |i — j|. Bob vo $tvrtom fahu priradi jednu zo znaciek
z dvojice d, na vrchol vy, ktory je volny a vzdialenost v, a v, je rovna 2.
Dokazeme, ze takyto fah je vzdy mozny a vedie nevyhnutne k vyhre Boba.

Rozlisime dva pripady.

« Ak vrchol v, so znackou I3 susedi s vrcholom v; alebo vy, potom vr-
chol v, existuje a plati, Zze ¢ = 4 alebo ¢ = 5. V oboch pripadoch su
obidva vrcholy incidentné s v, volné a teda Bob mdZe na vrchol v,
priradif Tubovolnt znacku bez porusenia pravidla o vahe hran.

V tejto chvili st v grafe dva volné vrcholy, ktoré st obidva incidentné
s vy a dve volné znacky, jedna z dvojice d, a druhd z dvojice d,. Pri-
radenim znacky z d, na vrchol incidentny s v, by vznikla dalsia hrana
s vahou 7. To nie je mozné a teda Bob vyhrava.

« Ak vrchol v, nesusedi s vrcholmi v; a v, potom plati, Ze p = 4 alebo
p = 5. Vrchol vo vzdialenosti 2 od v, teda bude incidentny s v; alebo
vy a kedze ani jeden z vrcholov vz a vg este neméa priradeni znacku,
tak vrchol v, existuje a plati, Ze ¢ = 3 alebo ¢ = 6. V grafe je zatial
urcend iba vaha hrany v;ve. Nech teda priradime vrcholu v, lubovolni
znacku, nemoze vzniknif hrana s rovnakou vahou pretoze v, je inci-
dentny s jednym vrcholom tejto hrany a ostatné vahy este urcené nie
su.

Podobne ako v prvom pripade st v tejto chvili v grafe dva volné vr-
choly, ktoré su obidva incidentné s v, a zostéva po jednej volnej znacke
z dvojice d, a d,. Znacka z dvojice d, nemdze byt priradend na vrchol
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incidentny s v, pretoze by vznikla dalsia hrana s vdhou 7. Preto vyhra

Bob. ]

V Kapitole |3 sme dokazali, ze kazda cesta P, je ESD graf. Vysledok hry na ceste,
kde je pocet znaciek rovny poctu vrcholov, este nie je znamy, preto uvedieme
odhad na najmensi pocet znaciek taky, aby Alica vyhrala. Domnievane sa, ze
tento odhad nie je tesny, zatial sa nam to vSak nepodarilo dokazaf.

Veta 4.6. Nech P, je cesta na n vrcholoch, kde n > 3 a |L| > 5n. Potom kazdu
hru na P, vyhra Alica.

Dokaz. Vrchol nazveme opusteny, ak este nema priradend znacku a ziadny s nim
incidentny vrchol este neméa priradenti znacku. Pripomenme, ze hranu nazveme
uzavretd, ak obidva jej koncové vrcholy uz maju priradené znacky. Vrcholy cesty
oznac¢ime po poradi ako wvy,...,v,. Kazdému vrcholu v;,7 = 1,...,n priradime
mnozinu 9;, ktord bude obsahovat mnozinu znaciek, ktoré je mozné priradif vr-
cholu v;. Na zaciatku hry je mozné priradit kazdému vrcholu Iubovolnu znacku,
preto bude kazdd mnozina S; obsahovat vSetky znacky.

Cielom je vytvorit vyhernua stratégiu pre Alicu. Obidvaja hrac¢i musia hrat podla
pravidiel. V k-tom fahu hra¢ priradi nejakému vrcholu v; znacku ¢(v;) € S;.
Potom budeme mazat znacky nasledovne:

1. zmazeme ¢(v;) z kazdého S, x # i, pretoze znacka ¢(v;) nemoze byt pouzitd
znovu. V tomto bode teda zmazeme najviac jednu znacku pre kazdy volny
vrchol.

2. pre kazdy volny vrchol v, incidentny s v; zmazeme z S, vsetky znacky !
také, ze [ + ¢(v;) = wg(e) pre nejaku uzavretd hranu e € E. Najviac k — 1
hran uz méze byt uzavretych, preto zmazeme najviac k — 1 znaciek.

3. pre kazdy volny vrchol v, a pre kazdy s nim incidentny vrchol v,, ktory uz
mé priradend znacku, zmazeme znacku [ z S, taku, zZe

[+ ¢(v.) = wp(vio1v;) alebo | + ¢(v.) = we(vivit),

ak uz je wg(v;_1v;) alebo wg(v;v;11) definované.

Priradenim znacky ¢(v;) na v; vznikli najviac 2 nové vahy hrén a teda v
tomto bode pre kazdy volny vrchol za kazdého jeho suseda zmazeme najviac
dve znacky.

Ak je v kazdom fahu pre kazdy volny vrchol v, mnozina S, neprazdna, potom je
mozné dokoncit ESD labeling na P, a teda Alica vyhrava.

Uréime kolko znaciek moze byt zmazanych pre volny vrchol v, pocas hry:
e mnajviac n — 1 znaciek za pouzité znacky,

e nech je v k-tom tahu priradend znacka prvému jeho susedovi, tym sa v dru-
hom bode zmaze najviac k — 1 znaciek,

e od k-tého tahu do konca hry budeme za tohto suseda mazat najviac po dve
znacky, teda spolu 2(n — k),
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» nech je v m-tom tahu priradend znacka druhému susedovi v, (ak existuje),
potom v bode 2 bude zmazanych najviac m — 1 znaciek,

e od m-teho fahu do konca hry budua za tohto suseda zmazané najviac dve
znacky, teda spolu 2(n — m) znadiek.

Spolu je to najviac
mn—D+k-1)+2n—k)+(m—-1)+2n—m)=5n—k—m—3
zmazanych znaciek pre volny vrchol v,.

Ak je teda pocet znaciek aspon 5n, potom je v mnozine kazdého volného vrcholu
aspon jedna znacka, ktori mu je mozné priradif a preto vyhra Alica. O

4.2 Iné verzie hry

V tejto sekcii predkladdme nase dalsie varianty hier s ESD labelingom, ktoré boli
inspirované pévodnou definiciou. Zaroven sme ich doplnili o niekolko pozorovani.
Nakoniec sformulujeme niekolko problémov, ktoré zatial neboli riesené.

Odvodena verzia hry na cestach

Odvodime dalsiu verziu hry — FPV, ktord sa bude od doteraz uvazovanej verzie
hry lisit pridanim jedného pravidla. FPV verziu hry definujeme iba pre cesty.
Dokézeme odhad na pocet znaciek taky, aby Alica vzdy vyhrala FPV verziu hry
na cestach.

Definicia 4.4 (FPV verzia hry na ceste — fixné poradie vrcholov). Ozna¢me
vrcholy cesty vy, ...,v,. Vo verzii hry FPV pouzijeme rovnaké pravidla ako v
zékladnej verzii hry (Definicia , ale v kazdom tahu musi hrac¢ priradit znacku
na vrchol s najmensim indexom, ktory este znacku nema. Prvy hrac priradi znacku
vrcholu vy.

Veta 4.7. Nech P, je cesta na n vrcholoch a |L| > 2n — 2. Potom Alica vyhré
kazdu FPV verziu hry na P,.

Dokaz. Kazdému vrcholu v;,7 = 1,...,n priradime mnozinu S;, ktora bude ob-
sahovat mnozinu znaciek, ktoré je mozné priradit vrcholu v;. Na zaciatku hry je
mozné priradit kazdému vrcholu Iubovolni znacku, preto bude kazda mnozina .S;
obsahovat vSetky znacky.

Nech je v i-tom tahu priradend vrcholu v; znacka ¢(v;). Z mnoziny S;,; zmazeme
¢(v;) pre vsetky j < i a dalej zmazeme vSetky znacky [ také, ze | + ¢(v;) =
wg(vy,v,) pre nejaké p,q < i. To je spolu najviac 2i — 1 znaciek.

Pre posledny vrchol v, teda zmazeme n — 1 znaciek za kazda pouzitu znacku
a n — 2 znaciek za pouzité vahy hran. To je spolu 2n — 3 zmazanych znaciek.
Ak je teda pocet znaciek aspon 2n — 2, zostane pre kazdy vrchol a Specidlne aj
pre posledny vrchol aspon jedna znacka, ktorda mu moze byt priradend. Preto je
mozné vytvorit ESD labeling a Alica vyhra. O
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Hra s povolenym opakovanim znaciek

Definicia 4.5. Nech G = (V,E) je suvisly graf a L = {1,...,s} je mnozina
znaciek pre nejaké s € N. Alica a Bob st dvaja hraci, ktori sa striedaju po
kazdom tahu. V kazdom tahu si hrac¢ vyberie nejaka znacku [ € L a volny vrchol
v € V taky, ze aspon jeden jeho sused uz znacku ma. Kedze predpokladame, ze G
je suvisly, vzdy bude taky vrchol existovat. Hra¢ potom moze priradit [ na vrchol
v, ak po priradeni pre vSetky uzavreté hrany e, f plati:

e # [ —wgple) # we(f), (4.5.1)
kde wg je vaha hrany v ESD labelingu.

V porovnani s doteraz uvazovanou hrou z Definicie nepozadujeme, aby bol
labeling prosté zobrazenie a naopak pozadujeme, aby sa znacky priradovali iba
vrcholom, ktoré maju aspon jedného suseda s uz priradenou znackou.

Lemma 4.8. Nech G mé labeling ¢, ktory spliia pravidlo (£.5.1)). Potom kazdé
dva rozne vrcholy grafu G, ktoré maji rovnaki znacku, nemaju spolo¢ného su-
seda.

Dékaz. Pre spor predpokladajme, 7e labeling spliia pravidlo (£.5.1)) a existuji dva
rozne vrcholy vy a v, také ze ¢(v1) = ¢(v2) a maji spolocného suseda u. Potom

¢(v1) + ¢(u) = ¢(v2) + P(u)

a to je spor s definiciou. O]

Lemma [.§ je dovodom, preco v hre pozadujeme, aby hra¢ mohol priradit znacku
iba vrcholu, ktory uz ma nejakého suseda so znackou. Predpokladajme, Ze by sme
toto pravidlo nepozadovali. Ak by v grafe existoval nejaky vrchol vy, ktory uz ma
znacku [ a volny vrchol vy a mali by spoloé¢ného volného suseda, potom by Bob
mohol priradif vrcholu vy znacku I (vid Obrazok [£.3). Potom podla Lemma
neexistuje labeling, ktory splna pravidlo (4.5.1)) a bez ohladu na dalsi priebeh hry
Bob vyhra.

o(v1) =1 o(v2) =1
v;\/w
U
Obr. 4.3: Mozna situdcia v hre s povolenym opakovanim znaciek.
Této situdcia by nastala v kazdom grafe, ktory obsahuje cestu dizky aspoti Styri
ako podgraf a teda by na kazdom takom grafe vyhral Bob.
Veta 4.9. Nech A(G) znadi maximdlny stupen vrcholu v grafe G. Bob vyhrd

kazdu hru s povolenym opakovanim znaciek, kde |L| < A(G).

Dékaz. Oznacme ako v vrchol s maximalnym stupnom v grafe. Kedze deg(v) > L,
musia existovat dva rézne vrcholy u; a us susediace s v, ktoré budu mat rovnaku
znacku. Potom podla Lemma neexistuje labeling spliiajici podmienku m
na grafe G. Preto kazdu hru vyhra Bob. O
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Problém 4.1. Nech je dany graf G na n vrcholoch a s je pocet znaciek. Pre aké
najmensie s vyhra Alica hru s povolenym opakovanim znaciek na grafe G?7

Achievement, Avoidance

Definicia tychto dvoch verzii je velmi podobna Definicii [4.2]

Definicia 4.6. Nech G = (V,E) je graf a L = {1,...,s} je mnozina znaciek.
Alica a Bob st dvaja hraci, ktori sa striedaju po kazdom fahu. V kazdom fahu
si hra¢ vyberie volny vrchol v € G a uréi ¢(v) = [, pre nejaké zatial nepouzité
| € L. Tah je pripustng, ak po vykonani tahu vietky doteraz priradené znacky
tvoria ciastoény ESD labeling. Koniec hry nastava, ked uz neexistuje pripustny
tah.

Definujeme dve varianty hry:
e achievement - hru vyhrava hrac¢, ktory hral v posledom fahu.
e avoidance - hru prehrava hrac¢, ktory hral v posledom fahu.

V doteraz uvazovanej hre z Definicie vyhrala Alica, ak mal na konci hry
kazdy vrchol priradent znacku, inak vyhral Bob. V tejto hre zalezi na tom, kto
hral v poslednom pripustnom fahu bez ohladu na to, ¢i ma na konci hry kazdy
vrchol priradent znacku alebo nie.

Veta 4.10. Nech S, je hviezda na n vrcholoch a |L| = n. Potom pre hry na S,
plati nasledujtce.

o Alica vyhra achievement verziu A-hry prave vtedy, ak n je neparne.

o Alica vyhra avoidance verziu A-hry prave vtedy, ak n je parne.

o Alica vyhra achievement verziu B-hry prave vtedy, ak n je parne.

o Alica vyhra avoidance verziu B-hry prave vtedy, ak n je neparne.
Dékaz. Vo Vete 3.1 sme dokdzali, ze kazdy labeling ¢ : V' (S,) — {1,...,n}, kde
¢ je prosté, je zaroven aj kanonickym ESD labelingom. Bez ohladu na priebeh
hry sa hracom vzdy podari kazdému vrcholu priradit znacku a teda vytvorit ESD
labeling. Preto mé na vysledok hry vplyv iba pocet vrcholov. Ak je pocet vrcholov
neparny, potom bude v poslednom fahu hrat hrac, ktory hral v prvom tahu. Ak

je pocet vrcholov parny, potom bude v poslednom fahu hrat hrac¢, ktory hral v
druhom tahu. Z toho priamo plynie to, ¢o sme chceli dokazaf. O

Vysledok achievement a avoidance verzie hry sme dokazali pre hviezdy. Vysledok
tejto verzie hry na ostatnych triedach grafov nechavame ako otvoreny problém.
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5. Zaver

Hlavnym cielom prace bolo preskimat hracie varianty grafového labelingu, na
niektori z nich sa zamerat a rozsirit ju o vlastné vysledky.

V druhej kapitole sme uviedli prehlad vybranych typov grafovych labelingov a
najdolezitejsich poznatkov o nich. Vyberané boli predovsetkym podla toho, ¢i
existuju vysledky k ich hracej variante. Podotykame, Ze takyto prehlad zatial
nebol publikovany, s vynimkou ¢élanku Tuzu [22], ktory je ale velmi strucny a
jeho cielom je skor zdoraznif, ze k hram s labelingami je zndmych velmi malo
vysledkov.

V tretej a stvrtej kapitole sme sa zaoberali novym typom ESD labelingu a jeho
hracou variantou. Existencia labelingu ani vysledky hry na réznych triedach gra-
fov neboli doteraz skimané. K otazke existencie ESD labelingu sme dokazali:

 existenciu kanonického ESD labelingu pre cesty, kruznice, hviezdy, tuplné
bipartitné grafy s mensou partitou velkosti 2 a stromy,

e nutni podmienku pre existenciu kanonického ESD labelingu a uviedli sme
priklad grafu, ktory dokazuje, ze nie je postacujuca,

» neexistenciu kanonického ESD labelingu pre koleséd, uplné bipartitné grafy
v partitami velkosti aspon tri a uplné grafy.

K hram s ESD labelingom sme dokézali nasledujtce.
o Alica vyhra kazdi hru na hviezde.

o Bob vyhrd kazdu hru na dplnom bipartitnom grafe s partitami velkosti
aspon 2, na grafe priatelstva a na kruzniciach Cy, C5 a Cg.

o Odhad na pocet znaciek taky, aby Alica vyhrala kazdi hru na ceste a odhad
na pocet znaciek, pre ktory Alica vyhra hru, kde sa priraduji znacky na
vrcholy cesty vo vopred uré¢enom poradi vrcholov.

o Uviedli sme achievement a avoidance verziu hry spolu s niekolkymi pozo-
rovaniami.

Otvorené problémy

Vzhladom k tomu, Ze hram s labelingami je venovanych velmi mélo publikécii,
tato oblast obsahuje velké mnozstvo otvorenym problémov. V prehladovej casti
sme uviedli niekolko otvorenych problémov k existujicim hram. Teraz uvedieme
dva dalsie otvorené problémy tykajice sa ESD labelingu a jeho hracej varianty.

Problém 5.1. Existuje kanonicky ESD labeling pre kazdy unicyklicky graf?

Problém 5.2. Kto vyhra hru na cestach, kruzniciach a stromoch, kde je pocet
znaciek rovny poctu vrcholov?
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