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Anotace

Cilem této prace je popsat dvé aplikace vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti, jednu v oblasti
matematiky a jednu mimo matematiku. V préci jsou shrnuty poznatky o vlastnich Cislech
a vlastnich vektorech, které se v téchto aplikacich vyuzivaji. Prace se sklad4 ze dvou Casti,

Casti teoretické a Casti praktické. Tyto Casti jsou dale rozdéleny do celkem Sesti kapitol.

Teoreticka ¢ast prace obsahuje Ctyfi kapitoly. Jsou v ni shrnuty zdkladni poznatky o vlastnich
Cislech a vlastnich vektorech, podobnosti matic, kvadratickych forméch a kuZeloseCkach.
Tyto poznatky jsou dale vyuZzity v praktické Casti, kterd se skldda ze dvou kapitol. V jedné
kapitole je popsano vyuziti vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti mimo matematiku, konkrétné

z Yz

v oblasti biologie. Druhd kapitola praktické Casti je vénovana rotaci kuzelosecek a vyuZziti

vlastnich Cisel a vlastnich vektort v této problematice. Kapitoly praktické Casti jsou do-

plnény o feSené priklady ze zkoumanych oblasti.

Klicova slova: vlastni ¢islo, vlastni vektor, aplikace vlastnich ¢isel a vlasnich vektort, Les-

lieho model rtstu populace, kuzelosecky, rotace kuzelosecek



Annotation

The aim of this work is to describe two applications of eigenvalues and eigenvectors, one
application in math and one application outside math. There are summarized findings about
eigenvalues and eigenvectors, which are used in the applications. The work consists of two
parts, the theoretical part and the practical part. These parts are divided into a total of six

chapters.

The theoretical part contains four chapters. There is described the basic knowledge about
eigenvalues and eigenvectors, diagonalizability of matrices, binary quadratic forms and co-
nic sections. This knowledge is used in the practical part, which consists of two chapters.
The first chapter describes application of eigenvalues and eigevectors outside math, specifi-
cally in biology. The second chapter explains the rotation of conic sections and application
of eigenvalues and eigenvector in this problematics. The chapters of practical part are sup-

plemented by solved examples of examined mathematical parts.

Keywords: eigenvalue, eigenvector, applications of eigenvalues and eigenvectors, Leslie’s
y g , C1g >, app g g ,

model of population growth, conic sections, rotation of conic sections
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Uvod

Jednim ze zdkladnich stavebnich kamend matematiky je linedrni algebra. Hlavnim pfedmé-
tem zkoumani tohoto odvétvi matematiky jsou vektory, vektorové prostory a v neposledni
fad€ soustavy linedrnich rovnic. PouZzivani vektort, linedrnich zobrazeni a matic je béZnou
praxi pfi feSeni jakychkoli tloh linedrniho charakteru. Hned vedle vektorového prostoru je
velmi didlezitym pojmem linedrni algebry pojem matice, kterd je jednim ze zdkladd jejich
pocetnich metod. Matice ptfedstavuji nejjednodussi néstroj, jak napiiklad vyjadrit obec-
nou rotaci vektord, jak zapsat soustavu linedrnich rovnic nebo jak zjistit linedrni zavislost,

popiipadé nezavislost vektort.

Zéklady linearni algebry a maticového poctu je vSeobecné znamé téma, a tedy predpoklada-
me, Ze Ctendr je s touto oblasti matematiky sezndmen. V teoretické Casti této prace shrnujeme
zakladni poznatky o vlastnich, neboli charakteristickych ¢islech a vektorech matic. Postup
vypoctu téchto hodnot neni uveden obecné, ale na konrétnich piikladech. Dale shrnujeme
nékolik zakladnich poznatkii o podobnosti matic, kvadratickych formach a kuZeloseckach

a uvadime jejich souvislost s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matic.

Téma vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matic a jejich aplikaci jsem si vybrala proto, ze
linedrni algebra je mou oblibenou oblasti matematiky, a abych ukédzala nékteré priklady
vyuziti vlastnich vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti v matematice i mimo matematiku. Vlast-
ni Cisla a vlastni vektory maji vyuZiti v mnoha oblastech, napfiklad v informatice nebo
kvantové fyzice. Mimo oblast matematiky jsem vSak pro svou préci zvolila méné tradi¢ni
vyuziti, a to z oblasti biologie v tzv. Leslieho modelu rstu populace. V praktické ¢asti této
prace je kromé vyuziti mimo matematiku uvedena i jedna aplikace v matematice, konkrétné

s vz

v popisu rotace kuzZelosecek z oblasti analytické geometrie. Kapitoly praktické Casti jsou



doplnény o priklady tykajici se konkrétni problematiky a podrobny popis jejich feseni.

Jak je vySe uvedeno, teoretickd Cast obsahuje obecné poznatky, které dile vyuzivame v prak-
tické Casti. Doplnéni teorie potiebné k ucelenému popisu konkrétnich aplikaci pak nalez-
neme u jednotlivych kapitol praktické ¢asti. V dvodu téchto kapitol jsou uvedeny odkazy
na zdroje, odkud jsou informace Cerpdny. Veskeré obrazky v této praci jsou vytvoreny au-

torkou v programu GeoGebra.



Cast I

Teoreticka cast
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Kapitola 1

Vlastni Cisla a vlastni vektory

V této kapitole shrnujeme zdkladni informace o vlastnich Cislech a vlastnich vektorech
matic. Tyto poznatky jsou déle vyuzity a doplnény v kapitolach s konkrétnimi aplikacemi
vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti popsanych v praktické ¢asti této prace. Kapitola 1 je zpra-
covéana na zakladé zdroja [1], [2] a [11]. Dlikazy tvrzeni a fesené piiklady jsou vytvoreny

autorkou.

Definice 1. Necht A je ¢tvercovd matice n-tého fddu. Vektor x # o, x € V,,(T'), se nazyva

vilastni (charakteristicky) vektor matice A, jestlize plati:
INeC: Ax” =z

Cislo \ se nazyva vilastni (charakteristické) ¢islo matice A.

Matice A je matici urcité transformace. Obrazem vlastniho vektoru matice A v dané trans-
formaci bude A\-ndsobek téhoZz vektoru, kde A odpovida pfislusSnému vlastnimu cislu.

Rovnici Az = Az! upravime:

Azx" = \x”, | — Ax”
Azt — et = o7,

(A—AE)x” =o".
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Jednd se o homogenni soustavu linedrnich rovnic o n nezndmych zapsanou v maticovém
tvaru, kde £ je jednotkovd matice. Vlastnim vektorem je nenulové (netrividlni) feSeni této
soustavy. Matice A ma nenulové feSeni pravé tehdy, je-1i hodnost matice soustavy (zna¢ime
h(A)) mensi nez poCet nezndmych, tj. v naSem piipadé h(A — A\E) < n. Matice A — \E je

singulédrni, proto plati vztah:

det(A — \E) =0,
ktery miZeme rozepsat jako:
aylr — A 192 e Q1n
921 a929 — Ao QAo _0
A1 A2 e Qg — A

Vznikly polynom se nazyva charakteristicky polynom (charakteristickd rovnice) matice A.
Jednad se o polynom stupné nejvyse n. Kofeny polynomu jsou vlastni &isla A;, i € {1,...,n},
matice A. Pokud \; = \;, pro ¢ # j, hovofime o tzv. algebraické ndsobnosti vlastniho ¢isla,

ktera odpovida poctu vlastnich Cisel, jejichZ hodnoty se sobé rovnaji. [11]

Definice 2. Matice A se nazyva symetrickd, jestlize A = AT
Véta 1. Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak jsou vSechna jeji viastni &isla redlnd.

Diikaz. Oznacme ) vlastni ¢islo matice A a v vlastni vektor pfislusny k vlastnimu Cislu A.
Chceme dokdzat, 7e A = ), kde ) je komplexné sdruZené &islo k &fslu \. JelikoZ A je redlna,
vyuZijeme vlastnost A = A. Symbol A (resp. ©) zna&i matici (resp. vektor), kde pro kazdy

index ¢, j plati, Ze @;; je prvek matice A (resp. plati, Ze 7; je slozka vektoru v).
AvT = T,
AvT = o7,
Av" = ",
Z definice symetrické matice vime, Ze A = AT, a proto miiZzeme provést nasledujici Gpravy:
vA =vAT = (Av")T = o) = \v,

12



(A= N (@wv") =0.
Abychom nyni dokdzali, e A = A, musi platit (v v) # 0.
vV = (a1 + b1i7 as + bgi, cey Qp Tt bnl)7

6:(a1—bli,ag—bgi,...,an—bni),
o’ = (a] +03) 4+ (a2 +b2) #0
= A=\

Dokazali jsme, Ze kazdé vlastni ¢islo matice A je realné. [

Véta 2. Viastni vektory odpovidajici riiznym viastnim Cislium jsou linedrné nezdvislé (LN).

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Pro jednodussi zdpis budeme v tomto dliikazu uvazovat

namisto fddkovych vektord sloupcové vektory v = (vy, ..., v,)%.
Necht vy, ..., v, jsou vlastni vektory matice A odpovidajici vlastnim &islim Ay, ..., \,,.
Jk;1 <k <n:v,...,vjsou LN A Vi1 = V1 + - -+ + Q.
Vgt1 = QU1 + -+ + g, |- Akt

Akt 1Vk1 = QA1 U1 + - -+ A1V

Zaroven plati tyto rovnosti:

Nep1Up1 = Avpy = A(oqvy + -+ + apoy) = o Avy + - - + oy, Ay,
N N

)\1’1}1 )\k'vk

Mt1Vkt1 = QLA V1 + - -+ Qp AU,
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Dostali jsme dvé rizna vyjadieni soucinu A, vy, 1, Kterd 1ze nyni dat do rovnosti:
QA k+1V1 + 0+ ARV = aaAU1 + -+ ap AU,
1 (Agp1 — A)vr + -+ ap( A1 — M) = 0.

Jelikoz predpokladame, Ze vlastni ¢isla Ay, . . ., A, jsou rdznd, rozdil libovolnych dvou vlastnich

¢isel je nenulovy.

Tedy plati:

ar=ay=...=qa =0 = Vi+1 = O,

coz je spor s definici vlastniho vektoru. Vlastni vektory odpovidajici vlastnim ¢islim jsou

nenulové. Vektor vy, je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu Mgy ; a musi platit

Vjt1 7 O. L

Definice 3. Mnozina vektori M se nazyva ortogondlni, jestlize viechny vektory z M jsou

na sebe kolmé.

Definice 4. Mnozina vektorti M se nazyva ortonormdlni, jestlize je ortogonalni a vSechny

vektory maji velikost 1.

Definice 5. Matice A se nazyva ortogondlni, jestlize AT = A1,

Véta 3. Nechf A je symetrickd matice. Pak vlastni vektory odpovidajici riiznym vlastnim

Cislium jsou ortogondlni.

Diikaz. Definujme skaldrni soucin x - y vektort x,y € R™ jako maticové nasobeni
z-y =y’

Necht v, vy jsou vlastni vektory odpovidajici vlastnim &islim A;, Ao, A\; # \o. Proto plati

rovnosti:

Av] = M\l
Avl = Ml

14



Jelikoz A je symetrickd matice, rovnéz plati rovnost:
vA = \v.
Musime dokdzat, Ze vektory vy, v jsou na sebe kolmé, tedy Ze plati v, - vy = O:
M (v1 - v9) = (\wy) - o = (V14) - vy = (VA)v] =
= v (Avd) = vi(\vd) = N (v1v]) = N (V) - v2).
A1 (v1 - v2) = AoV - v9),
(A1 — Ag)(v1 - v2) = 0.

Z predpokladu \; # X, plati A\; — Ay # 0, z ¢ehoz plyne v; - vo = 0. Pokud je skalarni

soucin dvou vektord roven nule, jsou tyto vektory na sebe kolmé. [

1.1 Priklady vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

Princip vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti ukdazeme na piikladech matic tfetiho

a Ctvrtého radu.

Uvazujme ¢tvercovou matici

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristického polynomu det(A — AE) = 0. Vypo-
¢itame charakteristicky polynom matice A a najdeme vlastni ¢isla jako feSeni tohoto poly-

nomu:

4 —1 6
det(A—XE) =12 1 6| =—X\+12\* — 40\ + 36.
2 —1 8

Pro vlastni ¢isla matice A plati:
A% — 12X% + 40X + 36 = 0.

15



Vlastni Cisla matice A tedy jsou:

M =90 = N3 =2.

Dostali jsme vlastni ¢islo A\; = 9 s algebraickou ndsobnosti 1 a vlastni ¢islo Ay = A3 = 2
s algebraickou ndsobnosti 2. Nyni najdeme vlastni vektory odpovidajici prisluSnym vlastnim
¢islim. Vlastni vektor v; odpovidajici vlastnimu &islu ); je libovolné feseni homogenni

soustavy

2 1-Xx 6 |v =0
2 -1 8=\
Vlastni vektor vy:
4-9 -1 6 -5 —1 6 2 -1 -1
A—-MNE = 2 1-9 6 ~12 -8 6 |~|0 7 =71,
2 -1 8-9 2 -1 -1 0 0 O

feSenim této homogenni soustavy je napiiklad vektor (1,1, 1), ktery je vlastnim vektorem

odpovidajicim vlastnimu ¢islu A\; = 9:

v = (1,1,1).

Podle véty 2 jsou vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim Cisliim matice A linearné
nezavislé. Takové vlastni vektory Ize najit jako linedrné nezdvisla feSeni homogenni sou-
stavy (A — \;E)v] = ol. MnoZina feSeni této soustavy tvoif podprostor vektorového
prostoru V,,(7') dimenze n — h(A). Pokud se sobé& néktera vlastni ¢isla matice A rovnaji,
tedy maji algebraickou nasobnost vyssi nez 1, vlastni vektory odpovidajici témto vlastnim
¢islim nemusi byt linedrné nezavislé. Linearné€ nezavislé jsou pouze v piipadé, Ze alge-
braicka nasobnost daného vlastniho &isla je rovna ¢islu n — h(A). V opaném piipadé exis-

tuje vlastni Cislo, pro které jsou prislusné vlastni vektory linearné zavislé.

Vlastni vektory vy, v3:

4-2 -1 6 2 -1 6 2 -1 6
A—NE = 2 1-2 6 ~12 -1 6] ~10 0 O},
2 -1 8-2 2 -1 6 0 0 0



tuto homogenni soustavu fe$i napiiklad dvojice vektorti (1, 2,0), (—3, 0, 1). Jednd se o linedrné

nezdvislé vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = A3 = 2 s algebraickou ndsobnosti 2:
V2 = (17 27 O)a

V3 = (—3, O, 1)

Vektory v; a vs jsou linedrné nezavislé, jelikoz dimenze podprostoru V,,(7'), kterému od-

r_

T = o7, je rovna:

povidd mnoZina feSeni homogenni soustavy (A — A\ E)v

n—h(A)=3-1=2.

Pro matici A jsme nasli trojici vlastnich Cisel A\; = 9, Ay = A3 = 2, kterym odpovida trojice

linedrné nezavislych vlastnich vektort v; = (1,1,1), v = (1,2,0) avs = (—3,0,1).

UvaZujme nyni matici ¢tvrtého radu:

3000

4100
B =

00 21

000 2

Podobné jako u matice tretiho fadu, vypocteme nyni vlastni Cisla matice B jako kofeny

charakteristického polynomu det(B — AF) = 0:

det(B — \E) = = (2= M\)(3 = A)(1—A)(2— ).

s vz

Pro vlastni ¢isla matice B plati:
2-=XNB-MN1=X)(2-X) =0.

17



s v

Vlastni ¢isla matice B tedy jsou:

M =3 =X=2\=1

Analogicky jako v predeSlém prikladu vypocteme vlastni vektory odpovidajici jednotlivym

vlastnim ¢islam:

Vlastni vektor vy:

O 0 0 0 2 -1 0 0
4 =2 0 0 0 0 10
B - )\]_E - ~ ,
O 0 -1 0 0 0 01
O 0 0 -1 0 0 00
V) = (1,270,0)
Vlastni vektory vy, v3:
1 0 00 1 0 00
4 -1 0 0 01 00
B - )\QE — ~ ,
0O 0 01 0 001
0O 0 00 00 0O

Vsechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu s jsou nenulové ndsobky vektoru
v = (0,0,1,0), proto vektor v, = (0,0,¢,0),t € Raws = (0,0,1,0),l € R. K tomuto

vlastnimu ¢islu neexistuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory.

Tuto matici nelze diagonalizovat, jelikoZ jsme nenasli 2 linedrné nezdvislé vlastni vektory

vy a v3 odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = A3 = 2 s algebraickou nésobnosti 2.

Vlastni vektor v,:

B - ME =

O O =N
o o o O
o = O O
_ =) O O
o o o =
o o o O
o o = O
S = = O

18



V4 = (0, 1,0,0)

Pro matici B jsme nasli ¢tyfi vlastni ¢isla Ay = 3, Ao = A3 = 2, Ay = 1. Pro tuto matici ale

neexistuje Ctvefice linedrné nezdvislych vlastnich vektora.

Analogicky jako pro matici ¢tvrtého fadu 1ze najit vlastni ¢isla a vlastni vektory pro ¢tvercovou

regularni matici fadu n.
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Kapitola 2

Podobnost matic

Tato kapitola je zpracovana na zaklad¢ zdroja [1] a [2]. Dtikazy vét jsou autorské, pokud

neni u konkrétniho diikazu uvedeno jinak.

Definice 6. Nechf A, B jsou &tvercové matice fadu n. Rekneme, Ze matice A je podobnd

matici B, jestliZe existuje regularni matice P takova4, Ze plati:
PB = AP.
Tuto rovnost mizeme také zapsat ve tvaru:
B =P AP,

nebo

A=PBP.

Znaéime A ~ B.

Véta 4. Relace =~ je ekvivalence.

Diikaz.
(1) reflexitiva: VA € T"*" : A~ A, PA= AP = P =F.
(2) symetrie: VA, B € T"*" : A~ B = B =~ A, plyne z definice podobnosti
(3) tranzitivita: VA, B,C ¢ T"*" : (Ax BAB~C(C)= A~ C,
dP: B= P 'AP,3S5 :C = S7'BS, dokdzeme, ze 3R : C = R 'AR:

20



C = S7'BS = STY (P 'AP)S = (5"'P~1)A(PS) = R'AR, kde
R = PS. 0

Véta 5. A =~ B. Pak plati:
1. det(A) = det(B),

2. A md inverzni matici pravé tehdy, kdy? B md inverzni matici,

4. A, B maji stejny charakteristicky polynom,
5. A, B maji stejnd charakteristickd ¢isla.

Diikaz.
1. det(B) = det(P~'AP) = det(P™') - det(A) - det(P) = det(P™') - det(P) - det(A) =

= garpy - det(P) - det(A) = det(A).

2. Predpokladejme, 7e JA™!, pak B~! = (P7'AP)™! = P7'A7'P, tedy existuje i B~
Analogicky pokud 3B7!, pak A~! = (PBP~1)~1 = PB7'P~!, tedy existuje i A~1.

3. JelikoZ P je regularni matice a vime, Ze ndsobenim regularni matici se hodnost nezméni

[2, str. 134], plati vztah h(A) = h(PBP~!) = h(B).

4. det(B—\E) = det(P~'AP—\E) = det(P~'AP—\P~'EP) = det[P~\(A—\E)P] =
= det(P~1) - det(P) - det(A — \F) = det(A — \F).

Azt = N7,
PBP g’ = a7,
BP T = Pl

Bvl = T, kdev” = P2t
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Definice 7. Matice A je diagonalizovatelnd, jestlize existuje diagonalni matice D takova,

Zeplati A = D.

Pozndmka 1. Pro lepsi prehlednost nasledujicich dvou vét a jejich dikazii budeme uvazovat

sloupcové vektory namisto fadkovych.

Véta 6. Pro matici A existuje reguldrni matice P a diagondlni matice D takové, Ze
A=PDP™,

pravé tehdy, kdy? sloupce matice P jsou tvoFeny viastnimi vektory matice A a prvky na dia-

s

gondle matice D jsou odpovidajici vlastni ¢isla matice A v poradi sloupcu matice P.

Diikaz. 1.=>:Nechi py, ..., p, jsou linedrné nezavislé vektory, které tvoii sloupce reguldrni

matice P. Oznac¢me:
P == <p17 ce 7pn)7

kde p; = (pi,sPiys---,pi,)". Necht A, X, ..., \, jsou prvky na diagondle matice D.

Oznalme:
MO0 ...00
0 X 0
0O O An

Vyuzijeme blokovy zéapis soucinti matic AP = PD:

A0 0

0 X 0
A1, pn) = (P1, -, Pn)

0 0 An

Protoze
A(pla o 7pn) = (Aph ce aApn)v
dostavame rovnost

(Ap1, ..., Apn) = (MipP1, -+, AuDn)-
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Odtud plyne

Ap1 = \ip1,
Apy = \opa,
Apn - )\np’m
A1, A2, ..., Ay jsou vlastni ¢isla matice A a py, po, ..., P, jsou vlastni vektory matice A

odpovidajici pfislusnym vlastnim ¢islim.
2. <: Necht py, ..., p, jsou vlastni vektory matice A a A1, Ao, ..., A, jsou piislusnd vlastni
Cisla matice A. Pak plati:

Ap; = \ip;.

Opét oznacme:

P:<p17"'7pn)7 D=

Vynasobime-li matice P, D a vyuZijeme-li vztah Ap; = \;p;, dostaneme rovnost:

A0 ... 0
0 A ... O
(Pr,-opa) | | =G depa) = AP pa)
0 0 ... X\
tedy
PD = AP.

Vztah PD = AP lze upravit na rovnost:

PDpP ! = A,
¢imzZ jsme dokdzali tvrzeni véty. O
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Definice 8. Ctvercovd matice A je ortogondlné diagonalizovatelnd, jestliZze existuje orto-

gondlni matice () a diagondlni matice D takov4, Ze plati

D =QTAQ.

Véta 7. Matice A je symetrickd prdavé tehdy, kdy? je matice A ortogondlné diagonalizo-

vatelnd.

Diikaz. 1. =: Dukaz provedeme indukci podle n, kde n je fdd matice A. Pro n = 1 je
tvrzeni ziejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pron = 1,..., k. Oznalme n = k + 1.
Predpokladejme, Ze plati:

vy = Avy, ”01“ = 1.

Vektor v, 1ze doplnit na ortonormalni bazi [1, Véta 8.69, str. 284]:

5:’1]1,...,’071.
Oznaéme (), matici, jejiz sloupce jsou vektory vy, ..., v,:
Ql = (’Ul, e ,’Un).

Matice Q; je ortogonalni. UkdZeme, Ze matice B = QT AQ; je blokové diagondln{ tvaru:

Tvar matice B vyplyvé ze soucinu blokovych matic QT A, Q, kde

T
Uy

T
)

T
le . )

ERE

a souCin matic A, () je roven:

AQ = A(vy,ve,...,v,) = (Avy, Avy, ..., Av,).
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Jelikoz pfedpokladame rovnost A\jv; = Awy, plati:

AQ = (/\1'171,14’027 R ,A’Un).

Pak
vi
. vl A | ox
B:Ql AQl = . ()\1’01,14’02,...,14’0”) =
. (0] Al
v,

Matice A; vznikla z matice A vynechénim prvkd v (Ajv;). Proi = 1 plati v1 (\jv1) = \;.
Pro viechna i = 2,3, ..., n plati v] (A\jv;) = 0, protoZe pro skaldrni souiny vektord v;, v;

plati v; - v1 = 0. Proto lze jednozna¢né urcit prvni sloupec vysledné matice B.

Jelikoz plati
B' = (QAQ)" = Q1A (Q)" = Q1 AQ, = B,
je matice B symetrickd a 1ze namisto symbolu * doplnit nulovy vektor:

)\1 o

o Al

B =

Predpokladejme, Ze existuje P, ortogondalni a [J; diagonalni, pro které plati:

Py AP, = Dy,
1| o
Q2 =
o P2

Matice ) = Q1Q)- je ortogonalni. L.ze provést nasledujici Upravy:

QTAQ = (Q1Q2)" A(Q1Q2) = (Q2 Q1) A(Q1 Q) = Q3 BQ2 =
—

B

1‘0 )\1

O‘PQT o
-

o 1‘0 A | o

Al O‘PQ o D1

g

QT B Q2
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2.«

Predpoklddejme, Ze plati D = QT AQ. Matice () je ortogondlni, tudiZ plati
QQ"=Q"Q=E.

Pak
QDQ" = Q(QTAQ)Q" = (QQMA(QQ") = A,

AT =(QDQ")" = (Q)'DQ" =QDQ" = A.
Tedy matice A je symetricka.

Timto jsme dokdazali, Ze ortogonélni diagonalizovatelnost a symetrie jsou ekvivaletni vlast-

nosti. O

26



Kapitola 3

Kvadratické formy

Teorii kvadratickych forem vyuZijeme v praktické Casti pfi popisu rotace kuzelosecek. Ka-
pitola je zpracovéana na zaklad€ zdroja [2] a [10]. Jako v predeslé kapitole, dikazy vét jsou

vytvoreny autorkou, pokud neni uvedeno jinak.

Definice 9. Nechi V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze nad télesem T'. Kvadratickou

formou o n proménnych s koeficienty z télesa 7’ nazveme funkci:

n n
2 2
flxy, ... x,) = aney + -+ + appxs + E 20,05 = E g ;5.

i<j i=1 j=1

Pozndmka 2. Doposud jsme ve vétSiné piipadi uvazovali fadkové vektory. V této kapi-
tole budeme pracovat se slupcovymi vektory € = (xy,...,7,)T, které pro piehlednost

pouZzivame i v praktické Casti.

Podle definice je kvadratickd forma polynom v n proménnych a koeficienty jsou prvky

z télesa T'. VSechny Cleny kvadratické formy maji stupen 2. Provedeme-li substituci
x; = tyu

dostaneme:

floe, . m) =2 f (Y, . Un).
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Uvazujme C¢tvercovou symetrickou matici A fadu n nad télesem 7'. Kvadratickou formu

f(zxq, ..., z,) lze vyjadfit jako maticovy soudin:

flzy,.. . zn) = (1. 2)" - A (21,...,2,).

Pokud i # j,kdei,j € {1,2,...,n}, pro prvky matice A plati vztah a;; = a

jie
Priklad 1. Urcete matici A kvadratické formy

f(z1, 29, 23) = 5] + 925 + T23 + 22175 + 62173 + ST073.

Reseni:
5 1 3
A=11 9 4
3 4 7

Véta 8. KaZdou kvadratickou formu lze diagonalizovat'.

Diikaz. Nechi f(x) = xT Az je kvadratickd forma v n proménnych s koeficienty z télesa
T'. Jelikoz matice A je symetrickd, podle véty 7 v predchozi kapitole plati, Ze matice A je
ortogondlné diagonalizovatelnd. Tedy existuje ortogandlni matice () takovd, Ze diagonalizuje

matici A a plati:

QTAQ = D.
Zavedeme substituci:
z = Qy,
y=Q 'z=Q"z.
z' e = (Qy)' A(Qy) = (¥'Q")AQy) =y' (Q'AQ)y =y"Dy.

D
Podle véty 6 pak plati rovnost

y Dy = Myt + Ay + -+ M\,

kde Ay, Ao, ..., A\, jsou vlastni ¢isla matice A. Il

'Kvadratickou formu f(x) = & Ax 1ze prevést na kvadratickou formu g(z) = y” Dy vidi jiné bazi, kde

D = (d;;) je diagondlni matice. O kvadratické formé& g(x) pak fekneme, Ze je v diagondlnim tvaru. [10, str. 3]
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Dusledek. Pro kaZdou redlnou kvadratickou formu f(xy, ..., x,) v n proménnych s matici
A nad télesem T existuje bdze €, . .., €, prostoru R™*. Vzhledem k této bdzi md kvadra-

tickd forma f(x1, ..., x,) diagondlni matici D = (d,;), pro kterou plati

f@r oz =3 digl.
=1

(Y1, . .., Yn) jsou souradnice vektoru (1, ..., x,)" vzhledem k nové bdzi €, . . ., €,. Prvky
diagondly matice D odpovidaji vlastnim Cisliim A1, \o, . .., \, matice A.
Diikaz. Viz [10, Tvrzeni 13.7, str. 7]. ]

3.1 Kbvadratické formy a vlastni ¢isla

Definice 10. Realna kvadraticka forma f(x) = f(x1,...,7,) = T Az se nazyva
pozitivné definitni, jestlize Ve #£o: f(xy,...,2,) >0,
pozitivné semidefinitni, jestlize Ve £o: f(xy,...,2,) >0,
negativné definitni, jestlize Ve #o0: f(ry,...,z,) <0,
negativné semidefinitni, jestlize Ve #£o: f(xy,...,2,) <0,
indefinitni, jestlize Jx; #o: f(x;)) >0 A Jz; #o: f(z;) <O.

Véta 9. Necht f(x) = T Az je redind kvadratickd forma. Pokud pro viastni &isla \;, kde

i€ {l,...,n}, matice A plati:

Vi >0, pak je forma  pozitivné definitni,

Vi: i >0AJke{l,....n}: N\ =0, pak je forma  pozitivné semidefinitni,
Vi <0, pak je forma  negativné definitni,

Vi: i >0 A Jke{l,....n}: N\ =0, pak je forma  negativné semidefinitni,
nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pak je forma  indefinitni.

Diikaz. Véta 9 je dasledkem véty 8, podle které Ize kazdou kvadratickou formu diagona-
lizovat. Pokud kvadratickou formu f(x) = x! Az diagonalizujeme, dostaneme tento tvar

kvadratické formy:
f(x) =y "Dy = \y? + X3 + -+ A2,
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jak uvadime v diikkazu véty 8. Zde uz lze nahlédnout, Ze definitnost kvadratickych forem
zavisi na koeficientech A\, Ao, ..., \,. Koeficienty Aj, Ao, ..., A\, jsou vlastni ¢isla matice A.

]

s Y7

Definice 11. Maximum kvadratické formy f(x) = &’ Az je nejvétsi vlastni &islo matice A.

s V7

Minimum kvadratické formy f(x) = T Az je nejmensi vlastni islo matice A.
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Kapitola 4

KuzelosecCky

Vlastni ¢isla a vlastni vektory maji vyuZiti také v popisu rotace kuZelosecek, kterou se
zabyvame v praktické ¢asti. Abychom mohli urcit, jaky typ kuzeloseCky popisuje obecna
rovnice vznikla ur€itou rotaci kuZelosecky v zakladni poloze, musime nejprve odvodit, jak
rovnice jednotlivych kuZelosecek v zakladni poloze vypadaji. To v ptipadé€ elipsy a hyper-
boly znamend, Ze maji stied v pocatku soustavy soufadnic a osy kuzelosecek odpovidaji
osam soufadnic. V ptipadé¢ paraboly je pocatek soustavy soufadnic vrcholem paraboly a jeji
ohnisko lezi na nékteré z os soufadnic. JelikoZ obecna rovnice kuZeloseCky nemusi po-
pisovat pouze kuZelosecku se stfedem v pocatku soustavy soufadnic, pfipomeneme také
rovnice kuZelosecek, jejichz stied je posunuty o libovolny vektor. Definice v této kapitole

jsou prevzaty z publikace [5]. Dalsi text je zpracovan autorkou na zdklad€ zdroji [5] a [9].

Obrazky jsou vytvofeny autorkou v programu GeoGebra.

4.1 Kuzelosecky v zakladni poloze

Kuzelosecky jsou kvadratické titvary v prostoru E?, které vzniknou priinikem roviny a plasté
rotaéniho kuZzelu. V piipadé kruznice a elipsy lze nahradit plast rota¢niho kuZelu plastém

vélce a vyslednd kiivka se nezméni.

Zakladni rovnici kuZelosecek v E?, kde ¢1,...,c5 € Ra ¢ # 0 nebo ¢y # 0, je podle
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Sindela a Vlacha [9, str. 81] rovnice:

CllL’2 + C2y2 + c3x + C4Y = C5. (41)

Rovnice (4.1) popisuje dva typy kuzelosecek. Prvnim typem jsou tzv. reguldrni kuzelosecky.
Regularnimi kuzeloseCkami nazyvdme kruZnici, elipsu, hyperbolu a parabolu. V ostatnich
piipadech, kdy je jeden z koeficientt ¢y, ¢ nenulovy, ale nejedna se o vySe popsané ttvary,
popisuje rovnice tzv. singuldrni (degenerované) kuzelosecky. Jedna se o pripady, kdy dochédzi
k redukci regularni kuzelosecky na napf. dvojici rovnobéznych pfimek, pfimku, bod nebo
prazdnou mnozinu. KdyzZ se vratime k predstavé, jak kuzelosecka vznika prinikem roviny a

plasté rotacniho kuZelu, v ptipadé€ singularni kuzelosecky prochdzi rovina vrcholem kuZzelu.

4.1.1 Elipsa a kruznice

b

Obrazek 4.1: Elipsa & + % =1, a>b  Obrdzek 4.2: Elipsa & + % =1, a < b

Definice 12. Jsou dany dva body F, F' roviny «. Mnozina vSech bodi X roviny « se nazyva
elipsa, pokud soucet vzdalenosti bodu X od bodi E, F' je roven stejnému ¢islu v pro kazdy
bod X, | XE| + |XF| = v. Zaroveti musi platit v > |EF| > 0. Body E, F' se nazyvaji
ohniska elipsy.

Nastane-li rovnost £ = F', hovoifime o kruZnici se sttedem v bodé £ = F'. Obrazem kazdé
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kruznice k v libovolné rotaci je kruznice £’ shodna s kruznici k, proto se z hlediska rotaci

kuZeloseCek omezime na elipsy, pro které plati £ # F.

Nyni odvodime rovnici elipsy v zdkladnim tvaru. Elipsa v zdkladnim tvaru ma stfed O
ve stiedu soustavy soufadnic. Oznacme vrcholy a délky usecek jako na obr. 4.1. Sourad-
nice bodi F, E jsou F' = [e;0] a E = [—e;0]. Délka a se nazyva délka hlavni poloosy
a délka b je délka vedlejsi poloosy. Vzdéalenost ohniska od stfedu elipsy se nazyvd excen-
tricita a znadi se e. Jak jiz bylo feceno v dvodu kapitoly, hlavni a vedlejsi poloosy elipsy

v zékladni poloze leZi na osich soustavy soufadnic.

Pro trojihelnik £FOD na obr. 4.1 vyplyva z Pythagorovy véty vztah:

a?=e*+b a>0b.

Pro elipsu na obr. 4.2 plati:
bV =e>+d% a<b.

Zde dochazi k vyméné oznaceni hlavni a vedlejsi poloosy (b je hlavni poloosa). Rovnici

odvodime pomoci prvniho vztahu, pomoci druhého vztahu bychom rovnici odvodili analo-

gicky.
Jelikoz |ED| = a = |F D|, pro vSechny body X = [z, y] z definice elipsy plati:

20 = |[EX|+ |FX|=+/(e+x)2+y*+ )2+ 92,

Vie+z)?+y?=2a— /(e —x)>+y? 2,

(e +2)* — (e — 2)* = 4a® — dar/(e — )2 + y2,

av/(e — ) +y2=a’—ex 2

a’e? + 2%(a® — %) + —a*=0.
Ze vztahu a? = €% + b? vyjadiime e = a® — b2, b? = a® — ¢? a dosadime do rovnice:

a*(a® — b?) + 220 + a®y* — a* = 0,

220% + a2y? = a2b? |+ (a%b?),
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po vydé&leni celé rovnice vyrazem a?b? dostaneme hledanou rovnici elipsy v zdkladnim

tvaru:

2 2

T Y
—+ =1 (4.2)

a?  b?
Rovnici (4.2) jsme dostali z puvodni rovnice 2a = /(e +x)2 4+ y% + /(e — x)% + >
umociovanim, proto nevime, zda jsou rovnice ekvivalentni. D4 se ukézat, Ze vSechna feSeni
rovnice (4.2) jsou zaroven feSenim ptivodni rovnice a skute¢né se jedna o ekvivalentni rov-

nice. [5, str. 160] Rovnice (4.2) odpovida rovnici (4.1) a navic spliiuje podminku nenulovych

koeficientli ¢; a ¢y, tedy se jedna o rovnici kuzelosecky.

4.1.2 Hyperbola

Yy Yy
F
e B
b N ‘
E A a [©] B F (€]
b ©
E
Obrazek 4.3: Hyperbola Z’—z — i’—j =1 Obrézek 4.4: Hyperbola z—i — g—z =—1

Definice 13. V rovin¢ « jsou dany dva rizné body E, F. Mnozina vSech bodi X roviny
a, pro které se || X E| — | X F|| rovnd danému kladnému &islu, které je mensi nez |E'F|, se

nazyva hyperbola. Body E, F' jsou ohniska této hyperboly.

Piimka EF se nazyva hlavni osa a osa usecky EF vedlejsi osa hyperboly. Usecku AO,
délku hlavni poloosy, znatime a. UseCku OF, excentricitu hyperboly, znaéime e. Délku

vedlejsi poloosy zna¢ime b a definujeme ji vztahem b = v/e? — a?. Bod S, stied dsecky
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EF, nazveme sti'edem hyperboly. Pro hyperbolu v zdkladni poloze plati, ze S = O, vedlejsi
osou je osa y a hlavni osa je osa x soustavy souradnic. Stejné jako v pfedeSlém pripadé,
ozna¢me vrcholy a délky dsecek jako na obr. 4.3 a soufadnice bodl F, F jsou F' = [e; 0]
a E' = [—e;0]. Rovnici hyperboly v zdkladnim tvaru odvodime obdobnym zpisobem jako

u rovnice elipsy.
Z obr. 4.3 podle Pythagorovy véty plati:
e? =a? 4 b?

Pro hyperbolu na obr. 4.4 plati stejnd rovnost. Opét dochdzi k vyméné znaceni hlavni ()

a vedlejsi (a) poloosy hyperboly.

Pro vSechny body X = [z, y| z definice hyperboly plati:

20 = ||XE| - |XF|| = |V =eP+ 12 -V e + 7]

Umocnénim a dosazenim za (e? — a?) dostaneme téméf stejnym postupem jako u rovnice

elipsy rovnici hyperboly v zdkladni poloze:

2?2
Pro hyperbolu na obr. 4.4 dostaneme rovnici:
2 2
r Y
a> b

Je-li pro z, y splnéna rovnice (4.3), musi byt nutné splnéno z? > a?. Jako u rovnice elipsy
bychom ukézali, Ze z rovnice (4.3) plyne rovnost, ze které jsme vychazeli. [5, str. 185]

Skutecné se tedy jednd o rovnici hyperboly.

Pozndmka 3. Na obr. 4.3 a 4.4 jsou vyznaceny asymptoty hyperboly. V rotaci kuZelosecek

s asymptotami nebudeme pracovat, jen uvedeme rovnice téchto asymptot:

y==+—.
a
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4.1.3 Parabola

Obrézek 4.5: Parabola 22 = 2py Obrézek 4.6: Parabola 3? = 2px

Definice 14. V roviné « je dan bod F' a pfimka ¢, ktera jim neprochazi. MnoZina vSech boda
X roviny «, které maji stejnou vzdéalenost od bodu F' a od pfimky ¢, se nazyva parabola.

Bod F' se nazyva ohnisko, ptimka q ridici primka paraboly.

Ozna¢me G patu kolmice na piimku ¢ prochazejici bodem F'. Stfed usecky F'G nazveme
vrcholem paraboly a oznacime jej V. Pro parabolu v zdkladni poloze plati V' = O (stied
soustavy soufadnic). Vzdélenost bodu F' od pfimky ¢ (paty kolmice &) zna¢ime p a plati

|[FV| = |GV| = .. Zvolme F = [0, 2] jako na obr. 4.5. Ridic{ pfimka ¢ mé rovnici y = —Z.

Stejné jako v ptedchozich dvou piipadech, pfi odvozeni rovnice paraboly v zdkladnim tvaru

budeme vychdzet z definice paraboly. Pro vSechny body X = [z, 3] paraboly plati:

| XF|=|Xq,

, _82_hym+yy+§
\/<x—0>+<y Y an

Bl
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Umocnénim a ekvivalentnimi ipravami dostaneme rovnici paraboly v zakladni poloze:
2 = 2py 4.4)

Rovnice (4.4) popisuje parabolu na obr. 4.5. Ani rovnice paraboly v zakladni poloze nema
pouze jeden predpis. Pokud parabolu s rovnici 22 = 2py zobrazime v osové soumérnosti

podle osy x, zméni se rovnice paraboly takto:
2 = —2py.

Parabola na obr. 4.6 m4 predpis:

y* = 2pu,

a stejné jako v predeSlém piipadé miZeme popsat parabolu k ni osové soumérnou podle
0sy Y rovnici:

Y = —2pz.

4.2 Posunuté kuzelosecky

Zvolme nyni soustavu soufadnic (S,z’,y’), kterd vznikne posunutim pivodnich os z,y
o vektor v = (m,n) do nového pocitku S = [m, n]. JelikoZ soustava soufadnic (S, z’, ')
vznikne posunutim soustavy soufadnic (O, x,y), jsou osy z’,y’ rovnobézné s osami z,y.

Bod S je rtizny od pocatku O.

Elipsa se sttedem v bodé€ S, jejiz hlavni a vedlejsi poloosa lezi na osdch 2/, /', ma vzhledem

k soustavé soufadnic (S, 2’,y’) rovnici:

Substituci ' = & — m ay’ = y — n pak dostdvame rovnici této elipsy vzhledem k soustavé

soufadnic (O, z,y) [9, str. 78]:

+ = 1. (4.5)
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Soufadnice ohnisek elipsy zdvisi na jeji poloze, tedy zda je hlavni poloosa rovnobézna
s osou z, nebo naopak s osou y (viz obr. 4.1 a 4.2). Je-li 0 < b < a, pak pro ohniska
elipsy plati £ = [m — /a2 — b2, n] a F = [m + v/a®> — b%, n]. Plati-li nerovnost 0 < a < b,
elipsa ma ohniska E = [m,n — Vb2 — a2], F = [m,n + Vb2 — a?]. [5, str. 162-163]

Odstranime-li ndsobenim zlomky z rovnice posunuté elipsy (4.5), dostaneme vhodnymi

Upravami rovnici ve tvaru [9, str.78]:
e’ + 02y2 + c3x 4+ cuy = ¢5, c1co > 0. 4.6)

Jedna se o rovnici (4.1) s pfidanou podminkou, diky které lze presné urcit, o jaky typ

kuzelosecky se jedna.

Rovnice

o’ + 02y2 + c3x + ey = c5, c1c9 <0

odpovida rovnici (4.1) s podminkou cic; < 0, coZ znamend, Ze koeficienty c;, co maji
opacnd znaménka. Rovnice v tomto tvaru s touto podminkou popisuje rovnici hyperboly,

ktera je ekvivalentni s rovnici posunuté hyperboly:

(z—m)?* (y—n)’
S =l

Rovnice:

crlfesr+ey=cs, =0, cg 0

popisuje parabolu, kterou lze zapsat ekvivalentni rovnici:

(x —m)?* = £2p(y —n).
Parabola md vrchol v bodé V' = [m,n] a ohnisko F' = [m,n £ £]. Zikladni rovnice
kuzelosecky (4.1) s nulovym koeficientem c; je rovnici paraboly. Pokud je ale navic splnéna

podminka ¢4 # 0, rovnice popisuje praveé regularni kuzelosecku. V pfipadé€ ¢, = 0 dostdvame

predpis pro dvojici rovnobéznych pfimek, tedy singularni (degenerovanou) kuzelosecku. [9]
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Rovnice:

Coy® + c3x + cqy =5, ¢ =0, c3 # 0,

a s ni ekvivaletni rovnice:

(y —n)? = £2p(x —m),

popisuje parabolu s vrcholem V' = [m,n] a ohniskem F' = |[m £ £, n]. Jako v pfedeslém
piipadé lze na zaklad€ splnéni podminek ¢; = 0 a c3 # 0 rozhodnout, o jaky typ kuzelosecky

se jedna.

Stejné jako umime prevést rovnici typu (4.5) na rovnici typu (4.6), 1ze i obracené z rovnice
typu (4.6) ziskat rovnici ve tvaru (4.5). Vyuzivame k tomu metodu doplnéni na Ctverec, diky
které zjistime vektor posunuti v a tim i soufadnice pocatku S (resp. vrcholu V' u paraboly).
Touto metodou lze rovnici typu (4.6) pievést 1 na rovnici s hodnotou 0, popfipadé —1, na

pravé strané. [9, str. 78] Pouziti této metody ukdzeme v feSeni nasledujciho piikladu.

Priklad 2. Rozhodnéte, jaky typ kuZelosecky je popsan rovnici
452% — 169* — 4502 = —1205,

urCete soufadnice stfedu S (popt. vrcholu V') a dalSich dilezitych bodu.

452% — 169° — 4502 = —1205,
45(z* — 10x) — 16y* = —1205,
45((x — 5)* — 25) — 16y* = —1205,

45(z — 5)* — 16y = —80,
(r =572 ¢ 1

6 5w

(=57 v _ |
16 5 :
9

Jednd se o rovnici hyperboly se stiedem S = [5,0] a ohnisky E = [5, —e¢|, F' = [5, ¢], kde
€=/ % + /5. Hlavni poloosa je rovnob&Zna s osou y.
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Kapitola 5

Leslieho model rustu populace

V této kapitole ukazeme dilezitost vlastnich Cisel v biologii. Konkrétné nds budou zajimat
vlastni ¢isla matice, kterou sestavil Patrick Holt Leslie (1900-1972) ve svém modelu rustu
populace, publikovaném v Easopise Biometrika' z roku 1945. Nejprve ale musime pochopit
princip vypoctl a zpusob sestaveni tzv. Leslieho matice, nez prejdeme k samotnym vlastnim
¢islim a jejich vyznamu. Definice, tvrzeni a dikazy uvedené v této kapitole jsou prebrany
ze zdroju [3] a [4]. Dalsi text v podkapitolach (5.1) a (5.2) je zpracovan autorkou rovnéz

na zakladé zdroju [3] a [4].

Leslieho model se zabyva predevsim zenskou Casti populace a jeji dynamikou. Hlavni cha-
rakteristikou je pouze vék Zeny (samice). Vék obvykle vyjadfujeme ptirozenym Cislem. Pro
vyuziti tohoto modelu riistu populace se predpoklada poloviéni zastoupeni Zen v dané po-
pulaci. Zaroven v tomto modelu nepiedpokladdme zménu porodnosti a dmrtnosti v Case.
Jednotku ¢asu volime libovolné dle toho, jak jemné rozdily v ristu populace chceme pozo-

rovat. Vétsinou se za jednotku €asu udava 1 rok. [3, str. 20]

5.1 Leslieho matice a jak ji najit

Definice 15. Uvazujme n + 1 vékovych skupin.

I ESLIE, P. H. On the Use of Matrices in Certain Population Mathematics. Biometrika. Biometrika Trust,
November 1945, Vol. 33, No. 3, 183-212.
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e Maximdlni vék jedince je vék, kterého se s vysokou pravdépodobnosti dozije kazdy

jedinec. Tuto hodnotu ozna¢me N.

e Vekovy interval jedné skupiny, znaCime pismenem a, dostaneme jako podil maximélniho

v 7z v . . v v ~ . N
pravdépodobného veku jedince a poctu vékovych skupin, a = =5

o Stdfi jedincii v i-té v€kové skupiné ndlezi do intervalu véku (0; ai) proi = 1,

ado intervalu (a(i — 1);ai) proi =2,...,n+ 1.

e Pocet jedincit v jednotlivych vékovych skupinach v Case ¢ udava sloupcovy vektor

x(t) = (zo(t), 21(t), ..., 2, (t))T.

Priklad 3 (Disjunktni rozklad intervalu véku). Zvolme tyto hodnoty:

_ _ _ N __ 75 __ s .
N=75n+1=5 a=25=D5=15 i=12345

1. v€kova skupina: (0; 15),

2. vékova skupina:

(

(15; 30)
3. vékova skupina: (30;45),
4. v&kova skupina: ( )

(60; 75)

5. vékova skupina:

Pozndmka 4. Uvedené rozdéleni do v€kovych skupin neni urcité jediné mozné. Stejné tak
muizeme zadefinovat rozdéleni do zleva polouzavienych intervald

(a(t —1);ai)proi=1,2,...,na{a(i — 1);ai) proi =n + 1.

V kazdé populaci je vyvoj zavisly na urcité mife porodnosti a umrtnosti. Pro skupinu obsa-
hujici pravé narozené jedince musi platit, Ze je zavisla na poctu jedincli ve vSech ostatnich
vékovych skupinach a koeficientu porodnosti téchto skupin. Pocet jedinct v jednotlivych
vékovych skupindch, vyjma zminéné skupiny, do které patii pravé narozeni jedinci, je navic
zavisly na poctu jedinct v predeslé vékové skupiné a pravdépodobnosti preziti téchto je-

dincu.

Koeficient porodnosti ozna¢me [. Koeficient porodnosti /; i-té vékové skupiny udava, ko-

lik jedincti (samic, jelikoZ uvaZzujeme pouze Zenskou Cast populace) se narodi jedné samici
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v této vékové skuping. V redlné populaci je porodnost urcena jesté dvéma hodnotami, vékem
dosaZeni pohlavni dospélosti (m) a maximdlnim moznym vékem plodnosti (M). Pro tyto dvé
hodnoty plati:

m<M; m,Me{l,2,....,.n+1}.

Hodnoty m, M se tykaji konkrétniho véku samice. Jelikoz ale nebereme v potaz rozdily
koeficientu porodnosti samic uvnitt jedné vékové skupiny, pfifazujeme proménnym m, M
hodnoty oznaceni celych vékovych skupin. Naptfiklad M = 5 znamend, Ze od 6. v€kové
skupiny do posledni (n + 1)-ni vékové skupiny je koeficient porodnosti [ = 0. Stejné tak pro

m = 3 plati [, = [, = 0. Pokud jsou samice plodné cely Zivot, nastdvd rovnost M =n + 1.

Obecné plati:

lozll:...:lm,1:ZM+1:lM+2:...:ln+1:O,

lp >0, Lpyr >0, lpao >0, lyro1 >0, Iy > 0.

Koeficient imrtnosti, ktery 1ze ekvivalentné popsat jako primérnou pravdépodobnost pieziti
jedince v j-té vékové skupiné, oznacime p;. Zde v§ak nemliZzeme uvazovat skupinu jedincd,
ktefi by prekrocili maximalni mozny vé€k N. JelikoZ uvazujeme pravdépodobnost a kazdy
jedinec s pravdépodobnosti 1 zemie (zadny z jedincli nebude Zit vé¢né), pohybujeme se

v intervalu (0, 1).
Z predchozi charakteristiky plynou tyto podminky pro pro indexy ¢, j koeficientt [ a p:
Vi; i€40,...,n}:1; >0,

Vi;jed0,....n—1}:0<p; <1

PrepiSme vySe popsané skutec¢nosti do rovnic:

zi(t) = piazia(t—1),i € {1,...,n}. (5.2)
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Rovnice (5.1) popisuje pocet novorozenych déti, rovnice (5.2) pocet ¢lenti dané vékové sku-
piny v zavislosti na imrtnosti skupiny predeslé. Tyto rovnosti popisuji celkovy riist populace

v zavisloti na Case a Ize je zapsat v maticovém tvaru:
x(t) = Ax(t — 1).

Maticovy zapis rovnic (5.1) a (5.2):

.ZC()(t) lo ll lg cee ln Q?U(t — 1)
X (t) 0 0 0 pot O xo(t —1)

Ctvercova matice A fadu n + 1 se nazyva Leslieho matice.

5.2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory Lesliecho matice

Definice 16. Redlné vlastni ¢islo \q se nazyva ryze dominantni, jestlize pro vSechna redlna
vlastni ¢isla A\;, ¢ € {1,...,n}, plati: [A\g| > \;, Ao md algebraickou nasobnost 1 a v§echny

slozky vektoru v, pfislusného vlastnimu Cislu A, jsou kladné.

Pozndmka 5. Pti hledani ryze dominantniho vlastniho ¢isla Ay uvaZujeme pouze redlné
koreny charakteristické rovnice. Na mnoZiné redlnych Cisel je definovano ostré usporadant,

zatimco komplexni kofeny uspotrddat nelze.

Pozndmka 6. Zavedeme znaceni, které budeme pouZzivat v nasledujicich tvrzenich. Horni in-
dex u vektoru v(® uréuje, kterému vlastnimu &islu odpovida v jako vlastni vektor. Viechny
matice jsou fadu n x n, vSechny vektory n-rozmérné. Symbol | A|, resp. |v|, oznacuje matici,
jejiz slozky jsou (|A|);; = |ai;|, resp. vektor, jehoZ slozky jsou (|v|); = |v;|. Oznaceni (Av)y

znamend maticovy soucin k-tého fadku matice A a vektoru v. Tedy (Av), = Z?Zl

AUy .
Nerovnost v > w znamend, Ze Vi : v; > w;. Specidlnim pfipadem je nerovnost v > o,

coz znamend, ze Vi : v; > 0. Nerovnost Av > Aw znamena, Ze pro kazdy index £ plati

44



(Av)y, > (Aw)y, tedy > 7 agju; > D7 ajw;. Analogicky pro ostatni nerovnosti. Dile
budeme potiebovat definici tzv. primitivni matice, a k-tou mocninu matice A, kterou ro-

zumime soucin A - A -...- A (k-krat).

Definice 17. Matice A s nezdpornymi prvKy se nazyva primitivni, pokud 3k € N : A* > 0.

To znamend, Ze pro viechny slozky vysledné matice A* plati Vi, j : a;; > 0.

Tvrzeni 1. Je-li matice A takovd, Ze Vi, j : a;; > 0 av > w, pak Av > Aw. Je-li matice
A takovd, Ze ¥i,j : a;; > 0, v > w a existuje i € {1,2,...,n} takové, Ze v; > w;, pak
Av > Aw.

Diikaz. Plyne bezprostiedné z vyjadieni

(Av), = Zakjvj, (Aw)y = Zakjwj.
j=1 j=1

Tvrzeni 2. Nechf A je matice takovd, Ze Yi,j : a;; > 0, v je vlastni vektor matice A

prislusny k viastnimu ¢islu Aav > o. Pakv > oa X > 0.

Diikaz. Jelikoz v je vlastni vektor matice A, plati v # o a existuje index ¢ € {1,2,...,n}
takovy, ze v; > 0. Dale z Tvrzeni 1 plati \v = Av > Ao = o. To znamen4, Ze pro kazdy
index k je Av, > 0. Zejména \v; > 0, a jelikoz z predpokladu vime, ze v; > 0, paki A > 0.

Stejné tak pro libovolny index & je vy, > 0, nebof \v;, > 0. O

Tvrzeni 3. Je-li primitivni matice A takovd, Ze ¥i,j : a;; > 0 av > o je jeji vlastni vektor

prislusny k viastnimu ¢islu A\, pak v > o a A > 0.

Diikaz. Jelikoz dle Tvrzeni 1 plati A\v = Av > o, paki A > 0. A je primitivni matice, tedy

Jk € N takové, ze A¥ > 0. Ponévadz Av = \v, je také
Ak = AT Ap = Ay = - = M.
Z Tvrzeni 2 nyni plyne, Ze v > o a AF > 0, takze \ # 0. ]
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Tvrzeni 4. Necht pro matici A plati i, j : a;; > 0. Pak mnoZina
Sy = {c >0: (EI’U(C)) v > o, Hv(c)” =1, Av© > cv(c)} )
je neprdzdnd a shora omezend.

Diikaz. Bud v® libovolny nezdporny vektor takovy, ze |[v(”| = 1. Dle Tvrzeni 1 je
Av©® > Ao =0 = 0w, takze 0 € S4, S4 # 0.
Bud ¢ € S, av'® pifsluiny vlastni vektor, ktery existuje podle definice mnoziny S 4. Necht

1 je takovy index, Ze

!9 = max {UP, ol ,vnc)} :

(c)

)

cvgc) < (Av(c))i = Z aijvj(-c) < Za,-jvf) < Ui(c) max {Z anj;h=1,... ,n} ,
=1 =1 =1

Pak jev,” > 0a

tedy

cgmaX{Zahj;hzl,...,n}

j=1
a ¢ je horni zavora mnoziny S4. ]

Tvrzeni 5. Nechi A je matice takovd, Ze ¥i,j : a;; > 0, S je mnoZina definovand v Tvr-

zeni 4 a ryze dominantni viastni ¢islo \g = sup S a. Pak pro kaZdy vektor w plati:
Alw| < Aol|w].

Diikaz. Nulovy vektor spliiuje uvedenou nerovnost trividlné. Pro vSechny dalsi vektory

dikaz provedeme sporem.

Pfipustme, Ze existuje nenulovy vektor w spliiujici nerovnost A|w| > A\o|w| a poloZme

{
|/LUZ ’

elw;| < (Alw]); — Xo|w;| pro kazdy index 1,

(Alw]); = Ao|wi]) : [wi] > o}.

Pakjee >0a

(Ao + &)|wi| < (Alwl)s,

(Ao +¢)|w| < Alw|.
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Polozime-li

pPote) — L|w|,
]|
dostaneme, ze
,v(/\0+€) Z o,
ot =1
(Mo+e) 1 1 (Mo+e)
Av' 0T = ——Alw| > —— (Ao + &) |w| = (Ao + )v 0]
[w]] [w]]
takze \og + € € S4, coZ je ve sporu s vlastnostmi suprema mnoziny S'4. [

Tvrzeni 6. Nechf A je matice takovd, Ze Vi,j : a;; > 0, w je vlastni vektor pFislusny

k viastnimu &islu X\ matice A. Pak
Alw| > |A||w].

Diikaz. Tvrzeni plyne z trojihelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu redlnych ¢isel:

n n

(Alw|); = aglw;| = law;] > > aijw;| = [(Aw)i] = |[(Aw)i] = [Al[wi].
=1

Jj=1 Jj=1

Tvrzeni 7. Nechi A je matice takovd, Ze Yi,j : a;; > 0, a oznacme Ny = sup Sa. Pak

Ao > 0, A je viastnim Cislem matice A a prislusny vlastni vektor v > o.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze mnozina M = {v;v > o, ||v|| = 1} je kompaktni 2. Z trojdhelni-

kové nerovnosti pro normu plyne, Ze pro vektory v(\), v € M plati

ot — o] < o] + o2 =1+ 1 =2

*Definice (Kompaktni mnoZina). Mnozina M € R, (kde R, je mnoZina uspofadanych r-tic) se nazyva
kompakini, jestliZe z kazdé posloupnosti z M lze vybrat konvergentni vybranou posloupnost, kterd ma limitu
v M. [7, str. 65]

Véta. Mnozina M € R, je kompaktni pravé tehdy, kdyZ je omezena a uzaviena. [7, str. 65]
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takZ?e mnoZzina M je omezend®.

Bud {'w(k) };O:l C M posloupnost vektorti konvergujici k vektoru v v prostoru R” s metri-

kou urcenou euklidovskou normou. To znamena, Ze pro kazdy index ¢ plati:

n

: ® _ 2 C o (R)
’}Lrgo Zl(wl v;)? = 0, neboli ’}LIgo w, v;.

Jelikoz w™ > 0, je také v; > 0, tedy v > o. Zobrazeni F' : R" — R dané predpisem

)

F(u) = ||u|| je spojité, z EehoZ podle Heineho podminky* plyne rovnost

F ((Jim w®) = lim F (w®),

k—o0 k—o0
g.

o]l = Jim [|w® ] =1

Celkem tedy dostavame, ze v € M. MnoZina M obsahuje s konvergentni posloupnosti i jeji

limitu, takZe tato mnoZina je nejen omezend, ale i uzaviena’.

Hodnota Ay = sup S4 je limitou posloupnosti &isel {c;},-, z mnoziny S4. Tedy existuje
posloupnost {cx};—, C Sx takovd, Ze limy_,o ¢, = A\o. K Eislim ¢, € S existuji vektory

o) takové, Ze

o) > o (5.3)
[0 =1, (5.4)
Av( ) > o), (5.5)

Relace (5.3) a (5.4) fikaji, Ze viechny vektory v(°*) € M. Z vlastnosti mnoZiny M plyne,

Ze existuje posloupnost {v(“)} " vybrand z posloupnosti vektord {v(“)}* takovd, Ze

*Definice (Omezend mnozina). MnoZina M € R, se nazyvd omezend, jestlize existuje takové x € R,

a K € (0,4+00), 7e p(z,y) < K pro viechnay € M. [7, str. 65]
4Véta (Heineho). Nechf funkce f md v bodé a € R* limitu A € R, C,R*. Nechf x,,,n € N, je posloupnost

redlnych &isel takovd, Ze lim, o T, = a, pFicemZ x,, # a pro kazdé n € N. Potom je lim,,_, o f(z,) = A.

Navic zobrazeni F je spojité, proto miZeme pfipustit, Ze pro nékterd k je xp = a. [6, str. 57-59]
SDefinice (Uzaviend mnoZina). Uzdvérem M mnoZiny M C R, nazveme mnoZinu vSech limit konver-

gentnich posloupnosti prvkii z M. MnoZinu M nazveme uzavienou, jestlize je M = M, tj. limita kazdé

konvergentni posloupnosti prvki z M lezi v M. [7, str. 58]
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limy_,e v\ = v € M. Z relace (5.3) dile plyne v > o, tedy |v| = v.

Z (5.5) dostavame nerovnost

Avlr) > cklv(ckl ).

PonévadZ linearni zobrazeni je spojité, lim; ., o) = v alimg_a cx = Ao, dostaneme

z posledni nerovnosti tuto nerovnost:
Av > \gv.

Z Tvrzeni 5 navic dostaneme rovnost Av = \gv, coz z definice vlastniho ¢isla a vektoru

znamend, Ze v je vlastni vektor pfislusny k vlastnimu ¢islu \g.

Véta 10. Nechi L je Leslicho matice, p; jsou koeficienty vimrtnosti uddvajici priimérnou
pravdépodobnost preZiti, takové Ze ¥j; j € {1,...,n—1} : 0 < p; < 1, pro koeficienty
porodnosti l; plati Yi,i € {0,...,n} :l; > 0 a navic je splnéna podminka, Ze alespori dvé

Cisla l; v matici L jsou nenulovd. Pak matice L md kladné viastni ¢islo )\, pro které plati:
1. Algebraickd ndsobnost \q je 1.

2. Je-li v viastni vektor prislusny viastnimu Cislu \o, pak jsou v§echny jeho sloZky

kladné.
3. Pro libovolné viastni Cislo \; matice L takové, Ze \; # Ao, plati |N\;| < Ao.

Diikaz. PoloZime )\ = sup S4, kde S4 je mnoZina zavedend v Tvrzeni 4. Podle Tvrzeni 7 je
Ao vlastnim &fslem matice L a piislusny vlastni vektor v(®) > o. Podle Tvrzeni 3 je Ay > 0

av® > o.

Bud )\; vlastni &slo matice L, \; # \g, a vektor w je piislusny vlastni vektor k &islu ).
Ao je ryze dominantnf vlastnf &slo matice L = Liw| < Ag|w].
Z Tvrzeni 6 plyne:

Aillw] < Ljw| < Aow].
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Nebof w jakoZto vlastni vektor je nenulovy, existuje index & takovy, Ze wy, > 0. Z piedchozi

nerovnosti nyni dostaneme:

|Ai|wi < Xow = [Ni] < Ao

Jelikoz x(t) = Ax(t — 1) je rekurentné zadand soustava linedrnich rovnic, plati, Ze existuje
to takové, Ze pro vSechna ¢ > ¢, jsou vSechny slozky vektoru x(t) vétsi nez piislusné slozky
vektoru x(t — 1). Tedy Ity € NVt > g : 2;(t) > x;(t — 1) pro kazdy index i. Z kazdého
takového vektoru lze vyjadfit vékové rozlozeni populace (Cetnost jednotlivych vékovych
skupin X;, i = 0, ..., k), které bude odpovidat rozloZeni populace v ¢ase ¢t = n. Toto pro-
centudlni zastoupeni jednotlivych vékovych skupin spocteme jako podil jednotlivych slozek
vektoru () a souctu vSech jeho slozek. Z piedchozich tvrzeni plyne, Ze vektor x(t) lze
nahradit vlastnim vektorem v(?), ktery je p¥islusny ryze dominantnimu vlastnimu &islu \,.
Vékové rozloZeni populace pak ziskdame jako podil jednotlivych slozek vektoru v(®) a souétu

vSech jeho sloZek, ktery ozna¢ime V':
T
v = <v[§°>,v§°), )] 0)> ,

V=0" 400 4. 400

O

X; =+
v

Pozndmka 7. Pokud A\; € C je vlastni ¢islo matice L, pak i Ay € C, komplexné sdruzené

¢islo k Cislu Ay, je vlastni ¢islo matice L.

5.3 Ukazka rustu populace dle Lesliecho modelu

na konkrétnim prikladu
Uvazujme populaci, ve které plati nasledujici vlastnosti:
n+l=4, m=1, N=60,M=4=n+1, a=-"5==15

n+1 4
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Intervaly vékovych skupin: (0; 15), (15; 30), (30;45), (45; 60).
Koeficienty porodnosti: lp = 0,1y = 4,1, = 3,13 = 1.
Koeficienty imrtnosti: py = 0,3, p; = 0,8, po = 0,5.

Vychozi stav: (0) = (0,2,1,0)7.

Leslieho matice:

0 4 3 1
03 0 0 0
0o 08 0 O
0O 0 05 0
Rust populace v zavislosti na case:
.T()(t) 0 4 3 1 Qfo(t—l)
x1(t) 03 0 0 0 z1(t—1)
xo(t) 0 08 0 0 xo(t — 1)
x3(t) 0 0 05 0 x3(t — 1)
Vypocet \, a v(*) matice L
det(L — AF) =0,
-2 4 3 1
-A 4 1 -2 4 3
03 =x 0 0
=(-0,5)-10,3 =X\ 0[—=A-[03 -\ 0 |=
0 08 =X 0
0 08 0 0 08 =X
0 0 05 =\

=\ —12)X2-0,72)A - 0,12 = 0.

A = 1,342 68,
Ao = —0,349 879,
A3 = —0,496 403 + 0,094 997 5i,

Ay = —0,496 403 — 0,094 997 5i.
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Ryze dominantni vlastni ¢islo matice L je ¢islo A;. V naSem piipadé je tedy \g = A;.

0,966 69
0,215 99
20 — ) = .V = 1,359 205.
0,128 692
0,047 923
o
Xqg= 2> =0,71117
0 V ) )
o
Xi = = = 0,158 90,
o
Xy = 2 =0,00468
o
Xy = - 0,035 26.

Z vypoctl plyne, Ze v tomto modelu je nejpocetnéjsi 1. vékova skupina, kterd ma ptiblizné

71,1% zastoupeni v celkové populaci. Naopak nejméné pocetnou skupinou je 4. vékova

skupina se zhruba 3,5% zastoupenim.

Pozndmka 8. Vypocty kofent charakteristické rovnice a vlastniho vektoru byly provedeny

v internetovém prostiedi Wolphram Alpha.

V tomto konkrétnim populaénim modelu mizZeme ukdzat, jaké je procentudlni zastoupeni

jednotlivych vékovych skupin na zacéatku ristu. Vime, k jaké hodnoté€ se procenta zastou-

peni skupin v populaci bliZi, ale ukdZeme, Ze teprve po 4. Casovém obdobi budou pocty

ve vSech skupinach nenulové. Od 5. ¢asového tseku budou tyto hodnoty jen rtst, zatimco

v predchozich obdobich pocty spise osciluji.

Vyuzijeme zde maticovy predpis rastu populace v zavislosti na Case.

t=1:
zo(1) 0 4 3 1\ [0
)| o3 0 o0 of|no
» | Lo 08 0 ol
(1) 0 0 05 0] \a300)
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x(1) = (11;0;1,6;0,5)".

Nésobenim matice L a vektoru (1) ziskdme feSeni x(2). Analogicky dalsi feSeni.

t=2:
x(2) = (5,3;3,3;0;0,8)7.
t=3:
x(3) = (5,3;3,3;0;0,8)".
t = 4:
x(4) = (14,280;4,200; 1,272; 1,320)7.
t=>5:

x(5) = (21,936;4,284; 3,360; 0,636)” .

Po 4. ¢asovém obdobi jsme skute¢né dostali vektor se vSemi slozkami nenulovymi. MiZeme
vyuzit zptisobu vypoctu procentualniho rozloZeni populace jako u vlastniho vektoru matice
L a spocitat procentudlni rozloZeni pro ¢ = 4. Procentudlni zastoupeni jednotlivych skupin
v celkové populaci opét vypolteme jako podil jednotlivych slozek vektoru x(4) a souctu

vSech jeho slozek, ktery oznacime b(4).

14,280

4,200
z(4) = , b(4) = 21,072.
1,272




Vidime, Ze vysledky pro ¢t = 4 a kone¢né procentudlni rozloZeni, ke kterému dand spole¢nost
konverguje (pro ¢ bliZici se k nekone¢nu) podle predchoziho vypoctu pomoci vlastnich Cisel,
se u jednotlivych slozek liSi. Hodnoty v tuto chvili neodpovidaji, museli bychom pozoro-

vat delsi ¢asovy interval, abychom zjistili, od kterého ¢, se za¢nou blizit k dfive zjiSténym

vysledkim. Tento vyvoj popisuji nasledujici grafy:

=
5 20
5
2 15
10
5 ‘/,_._——o
n = — -
u —
0 1 2 3 4 tast 5
g 1 VEK. SKUDING g 2. vEK. skupina 3. vék. skupina 4. vék. skupina
Obrézek 5.1: Vyvoj populace v ¢aset = 0,...,5
Graf na obr. 5.1 popisuje nezavislé chovani vyvoje populace v Case t = 0, ..., 5. Jak popi-

suje nésledujici graf na obr. 5.2, dalsi vyvoj populace uZz je rostouci.

10000

1000

pocet jedincd x

100

cast

] yEk skuping — es—3 vk skuping 3. vék. skupina 4 vék. skupina

Obréazek 5.2: Dlouhodoby vyvoj populace
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V grafu na obr. 5.2 pouzivame pro svislou osu logaritmicé pravitko, proto je graf v nékterych
hodnotédch nespojity. Logaritmické pravitko umozZiiuje ndzorné zobrazovat veliiny v rozpéti
mnoha fadu, ale neumoziuje zobrazit ¢isla zaporna nebo nulu. Nula se v naSem pripadé vy-
skytuje v kazdém z vektort x(0), (1), (2) a x(3), ale jak jsme jiz uvedli, pro ¢ = 4 a dale

uZ jsou vSechny prvky vektoru x(t) kladné.

=]
=]

=
[=]

]
]

=
o

pocet jedinch x

=
n

[=]
I

=]
Lo

tast

Obrazek 5.3: Vyvoj vékového rozlozeni populace

Graf na obr. 5.3 popisuje procentudlni zastoupeni jednotlivych vékovych skupin v celkové
populaci. MiZeme vidét, Ze jiz po 8. Casovém obdobi (t = 8) tyto hodnoty konverguji

ke stejnym vysledkim, jaké jsme ziskali pfi obecném feseni s pouZzitim vlastnich Cisel.
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Kapitola 6

Rotace kuzelosecek

V nasledujici kapitole se vratime k vyuZiti vlastnich Cisel a vlastnich vektorti v matematice,
konkrétné v analytické geometrii. Kapitola je vénovéana popisu rotace kuzelosecek kolem
stiredu kartézské soustavy soufadnic, poptipadé jejich posunuti o libovolny vektor. K popisu

~soo 2

rotace kuzelosecek se vyuZziva teorie podobnosti matic, kterd je podrobné popsana v teore-

s ¥ 7z

tické Casti, stejné jako rovnice kuzelosecek v zdkladni poloze.

6.1 Kuzelosecky v obecné poloze

Na rotaci kuZeloseCek lze nahliZet dvéma zplisoby. Bud'to jako na rotaci vSech bodi kuZelo-
seCky kolem pocatku soustavy soufadnic, nebo jako na rotaci os soustavy soufadnic, cozZ je
zpusob, jak na ni budeme nahliZet v této kapitole. Vici soustavé soufadnic, kterd vznikla
vhodné zvolenou rotaci p, lze kuZeloseCku, ptivodné zapsanou v obecné poloze, zapsat
rovnici kuZeloseCky v poloze zédkladni. Cilem této kapitoly je nalézt takovou rotaci p sou-
stavy soufadnic, vaci které bude mozné prevést obecnou rovnici kuzeloseCky na rovnici
kuzelosecky v zdkladni poloze. Rovnice kuZelosecky v obecné poloze (posunuté a otocené)

obsahuje smiSeny Clen, ktery pfimo souvisi s rotaci p soustavy soufadnic. [9, str. 82]
Rovnice kuZelosecky v obecné poloze (obecnd rovnice) ma tvar:

a1z’ + 2a127y + any’® + 2a137 + 2ay + asz = 0, (6.1)
kde ¢leny a;; pro i, j € {1,2,3}, jsou redlna Cisla.
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Pokud budeme uvazovat, zZe plati a1o = a9 a a13 = asp, celou rovnici lze zapsat v mati-

covém tvaru takto:

aix; aiz Az X

(35 Y 1) g1 G22 Q23 Y = 0.

31 dzz (33 1

VSimnéme si, Ze v rovnici (6.1) tvori kvadratické Cleny spolu se Clenem smiSenym rov-
nici kvadratické formy. [9, str. 82] Tuto Cast rovnice oznacime g(z). Kvadratickd forma
g(z) = x’ Az obsahuje vektor x = (z,y)” a ¢tvercovou matici A typu (2,2) tvofenou
Cleny a;; proi,j € {1,2}:

x @11 a2

xr = , A=
Y G21 Q22
Obecnou rovnici kuzelosecky (6.1), zadanou vzhledem ke kanonické bazi {e;, e} puvodni
soustavy soufadnic (O, x, y), 1ze zapsat rovnici kuzelosecky v zakladni poloze, kterd ma tvar
reguldrni, nebo singularni kuzelosecky vhledem k bazi {€;, é;} nové soustavy soufadnic

(O, z, 7). Tato soustava soufadnic vznikla rotaci p pivodni soustavy soufadnic kolem po-

catku. [9, str. 82]

Z teorie podobnosti matic a kvadratickych forem vime, Ze kazdd symetrickd matice A
je ortogonalng diagonalizovateln4 a stejné tak kazdou kvadratickou formu z? Az 1ze dia-
gonalizovat. Najdeme tedy diagondlni matici D = QT AQ, kde @) je ortogonalni matice,
kterd diagonalizuje matici A. Jelikoz matice () je ortogondlni, 1ze do kvadratické formy
g(z) = =T Az vlozit vyraz QQT nebo QT(Q a vyraz se nezméni, nebof se z definice orto-

gondlni matice jednd o jednotkovou matici F:

(@) = (2,9)- QQTAQQT - [ | = (x,9)-@DQT - | "] . 62)
D Y Yy

V rovnici (6.2) pouZijeme substituci:
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a dostdvame kvadratickou formu h(z) = ZT Dz, kde £ = (7,7)?, popisujici pavodni

kvadratickou formu g(z) vzhledem k bazi {€;, &>} nové vzniklych os soufadnic (O, z, 7):

<

Pokud jsou Cleny a3, ass, aszs rovnice (6.1) nulové, po vyjadreni diagondlni matice D jiz
dostaneme vyslednou rovnici regularni (popfipadé singularni) kuZeloseCky vzhledem k bazi
{e1, e }. Pokud v§ak bude alespoii jeden z téchto ¢lent nenulovy, musime ptislu§nou promén-
nou z, y (dle toho, pro ktera 4, j je ¢len a;; nenulovy) také vyjadfit vzhledem k bazi {e;, &>}

jako z, .

Ze substituce (6.3) a z vlastnosti ortogonalni matice () plati:

=Q7. v
(] Y
x x
:Q. )
Y Y

Z posledniho vztahu dostivame proménné z, y vyjadfené pomoci 7, y. Mlizeme uz tedy
prepsat celou piivodni obecnou rovnici kuzelosecky na rovnici kuzelosecky v zdkladni po-

loze vzhledem k bdzi {€;, €;} otofené soustavy soufadnic.

v/ V2

Pozndmka 9. Vektory baze {€;,e,} tvoii fadky matice Q7 (sloupce matice Q). Matice
QT odpovida matici rotace kuZelose¢ky kolem pocatku o thel «. JelikoZ ale nahliZime na
rotaci kuZeloseCky jako na rotaci os soustavy soufadnic, a ne jako na rotaci vSech bodi
kuzeloseCky kolem pocatku, z geometrické predstavy vSechny body kuZeloseCky zlstavaji
na misté a osy souradnic otd¢ime o thel —«. Tuto skute¢nost musime zohlednit pravé v ge-

ometrickém vyjadfeni rotace kuZelosecky.
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Jelikoz diagondlni matice D ma na diagondle prvky odpovidajici vlastnim ¢islim A; a Ay

matice A, miZeme vyslovit nasledujici vétu:
Véta 11. KaZdou rovnici ve tvaru (6.1), v niZ je alespori jeden z koeficientii aq1, aq2, aoo
nenulovy, miiZeme pomoct ortogondlni substituce (6.3) prevést na rovnici

ME2 4+ X2 +dT +eg+ f=0, (6.4)

kde d,e, f € R a koeficienty A1, Ay jsou viastni ¢isla symetrické matice kvadratické formy,

kterou tvori kvadratické ¢cleny a smiseny ¢len rovnice (6.1). Rovnice (6.4) pak predstavuje

elipsu, je-li Mg >0,
hyperbolu, je-li Ay <0,
parabolu, je-li Ay =0,

véetné degenerovanych pripadii nebo prdazdnou mnoZinu. [9, str. 82]

Diikaz. JelikoZ chceme, aby vyslednd rovnice byla rovnici kuzelosecky, budeme uvazovat
piipady, kdy je alespon jeden z koeficientii A;, Ay nenulovy. Diikaz rozdélime na tyto Casti,

¢imz vySetifime vSechny piipady:
L A #0, 0 #0,

(a) A1 a Ay maji stejnd znaménka - elipsa,

(b) A1 a Ay maji riiznd znaménka - hyperbola.
1I1. /\1 : )\2 =0 (napf. /\1 7£ O),

(a) e # 0 - parabola,

(b) e = 0 - degenerovand kuZelosecka.

I. V rovnici (6.4) doplnime ¢leny Z a  na Ctverce:
d\> & e \? ¢
MlZ+— | ——+ X |y+— ]| —— =0
1(x+2/\1) o 2(y+2/\2) o, =0
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d\? e \> & e?
A T —_— A Uy —_— - =0
1($*‘2 1) - Z(y*_2A2> oy o,
Zvolime substituci z = = + %, y=1uy-+ 3o 9=1— % — % a dostavame rovnici
MZ2+ Xg? +9=0. (6.5)

(a) Predpokladejme, Ze A1 a Ao maji stejnd znaménka a g # 0. Pak Ize rovnici (6.5) vydélit

vyrazem (—g) a pfepsat do tvaru:

Pokud m4 g opacné znaménko nez A\; a Ao, plati:

—i>0, —i>0.

A A2

MiZeme provést substituci a = , /—/\il, b=, /—/\% a dostavame rovnici elipsy v zakladni

poloze:
.f‘Q 52
2 + » =1.

Jestlize maji koeficienty A\;, A2 a g stejnd znaménka, nastavaji opacné nerovnosti:

_ I <o, -—-Lo

A A2

Zde volime substituci a = , /%, b=, //{’—2 a vznikne rovnice:

kterou nefesi zadny z bodi [z, y], jednd se tedy o prazdnou mnoZzinu. V piipadé, kdy g = 0

a A1, Ao maji stejnd znaménka, ma pivodni rovnice tvar:

)\1.%'2 + )\2372 == 0

Resenim je jediny bod [0, 0], jednd se o degenerovanou kuzelosecku.
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(b) Predpokladejme, Ze A\; a Ay maji rdznd znaménka a g # 0. Opét z rovnice (6.5)

dostavame vydélenim vyrazem (—g) tvar:

=2 =2
x Yy
= 4+ 2 1
_9 _9
A1 A2

Bez tjmy na obecnosti zvolime, Ze znaménko )\, se rovnd znaménku g. Pak plati:

g g
——>0 - —<0
A ’ A2 ’

a pokud polozime a = , / —Ail, b=,/ %, vysledkem je rovnice hyperboly v zdkladni poloze:

Opét zbyva prosetfit piipad, kdy g = 0. Bez Gjmy na obecnosti zvolme A; > 0 a A\, > 0.

Zavedeme-li substituci a = \{, b = —\,, ma rovnice (6.5) tvar:
CLQJZTQ _ b2§2 — 0’
(az — by)(az + by) = 0,

coZ odpovida rovnicim riiznobézek:

II. Je-li \; # 0, dostdvime nasledujici tvar rovnice (6.4), kde koeficient u  doplnime
na ctverec:

MT* 4+ dT+eg+ f =0,

d\?> &
A T e -_— 1/ pr— .
1<x+2)\1) 4>\1+ey+f 0

I v tomto pripadé zvolime substituci = = T + % a dile budeme pracovat s rovnici:

_ d?
M2+ ey + f — o 0. (6.6)

(a) Predpokladejme, Ze e # 0. Pak lze rovnici (6.6) upravit na tvar:

-2 (& _ 4f)\1 — d2
— 2T ) =o.
T )\1 (y + 46)\1
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Af X\ —d>?

1o —» dostavame rovnici paraboly:

Oznatime-li2p = Fay=y+
=9 =
74+ 2py =0,

2 = —2pj.

(b) Predpokladejme, ze e = 0. Dostaneme ndsledujici tvar rovnice (6.6):

_ d?
=2

|
T+ f SV

Af\, — &2

=0.
4,2

7%+

z A4 7’ —_ 2 ’ ’ . .
Pokud plati, Ze 4f\; — d* < 0 a zvolime a? = —%, dostdvame rovnici:

(T —a)(F+a)=0,

coz odpovida rovnicim rovnobézek * = a, T = —a.
7 v 7 —_ 2 ’ . .
Pokud plati, Ze 4f\; — d*> > 0 a zvolime a? = 2L j;lzd , po dosazeni vznikne rovnice:

Z+a?=0.

Tuto rovnici nefesi zadny z bodu [z, y] pro z,y € R. Vysetienim vSech pfipadd, které mohli

pro rovnici (6.4) nastat, jsme veétu dokazali. [8, str. 78-82] ]

6.2 Rovnoosa hyperbola

Hyperbola se nazyva rovnoosd, jestlize se rovnaji délky jeji hlavni a vedlejsi poloosy, tedy
a = b. Rovnice rovnoosé hyperboly vypada takto:
2 2
r_Y 4 (6.7)
Pozndmka 10. Jak bylo uvedeno v teoretické ¢4sti, znaménko na pravé strané rovnice udava,

ve které dvojici kvadrantl se hyperbola nachazi.
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Castéji nez v zdkladnim tvaru se setkdvame se zapisem rovnoosé hyperboly v obecném
tvaru, a to ve funkci nepfimé imérnosti. Grafem nepifimé umérnosti je pravé rovnoosa hy-
perbola

k

Po dpravé na xy = k dostavame rovnici kuZelosecky v obecné poloze (6.1), kde pro jednot-
livé koeficienty a;; plati:

1
a1, Qg2, A13, A23, az1 =0,  ajp = ag = 5 0= —k.

DokédZeme, Ze se jednd o rovnici hyperboly, kterou vzhledem k bézi {e;, &>} otocené sou-

stavy soufadnic (O, Z, y) zapiSeme ve tvaru rovnice (6.7). K vypoctu potfebujeme matici A

s v

kvadratické formy g(x) = £’ Az = zy a vlastn{ &isla a vlastn{ vektory matice A, abychom

mohli sestavit diagondlni matici D a ortogondlni matici Q:
0 A 3 1

, det(A—A\F) =
4
T -

O N

1
2

Kofeny charakteristické rovnice det(A — AE) = 0 jsou A\; = £, Ay = —3. JelikoZ A\ Ay < 0,

lze podle véty 11 rozhodnout, Ze se skute¢né jedné o hyperbolu.

Vlastni vektor v):

[an)
S o=

Vlastni vektor v?:

O NI

NI~ N=

L 1 1 1 1
D=2 ’ Q= V2 V2 ’ QT— V2 V2
1 1 1 1 1

0 —3 Vi v Vi V2



Matice Q7 odpovida rotaci kuzelosecky o thel & = —45°, coz odpovidé oto&eni os soufadnic

o thel —a = 45°.

Clen zy nyni miZeme zapsat vzhledem k bdzi soustavy soufadnic (O, Z,y) pomoci substi-

tuce (6.3). Jak jsme zjistili, tato soustava je otocend kolem pocatku o dhel 45°.

&I

o 0 T 17 17
xy = (2,9) - D - = (z,7) - : ? 2

<

Dosadime do pivodni rovnice xy = k a Gpravami dostaneme rovnici hyperboly ve tvaru

(6.7):

1, 1,
I _ 12—k
255 29 )
—2 —2
oY 4
2k 2k

Je-li £ > 0, bude prava strana kladn4, v piipadé £ < 0, bude znaménko zaporné. Zvolime-li
a? = 2k, dostdvame pozadovany tvar rovnice hyperboly:

j2 52

6.3 Priklad rotace singularni kuzelosecky

Priklad 4. Urcete typ kuzeloseCky popsané ndsledujici rovnici a zakreslete ji v soustavé
soufadnic (O, x,y):

2z +2\/§:1:y+3y2 —12=0.

Reseni:

Matice A kvadratické formy g(z) = 2% 4+ 2v/3zy + 312 je

1 V3
V3 3

A:

Nalezneme vlastni ¢isla matice A a ortonormalni vlastni vektory matice A, abychom mohli

sestavit matice D a ():
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1-X V3
det(A — \F) =
V3 3-2A
Kofeny charakteristické rovnice det(A — AE) = 0 jsou \; = 4, Ay = 0. Podle véty 11

se jednd o singularni kuZelosecku, jelikoZ plati rovnost A\; Ay = 0.

Vlastni vektor v):

-3 V3 -3 V3
A—)\lE: \/_ ~ \/_ ;

V3 -1 0 0

oM = (1,V3), i —e = (_1 \/_g) :

Vlastni vektor v?:

e (L) ﬁ)
V3 3 0 0
o= (VB e (_%%)
) -4 } 4
o) e r ) e
Jelikoz matice Q7 odpovid4 rotaci kuzelosecky o tihel o = —%, Novd soustava soufadnic

T

(O, 2, %) vznikla rotaci soustavy soufadnic (O, z,y) o Ghel —a = Z.

Pouzijeme substituci (6.3), kterd kvadratickou formu g(x) pfevede na kvadratickou formu

coz je piivodni kvadraticka forma g(z) zapsand vzhledem k bazi soustavy soufadnic (O, Z, 7).

Dosazenim do zadané rovnice kuzeloseCky dostdvame rovnici singularni kuzelosecky vzhle-

dem k nové soustave souradnic, kterd odpovidd dvojici rovnobéZnych piimek:
4z* =
z°—12=0,

T = +V/3.
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Obrézek 6.1: Piimky Z = ++/3 vzhledem k soustavé soufadnic (O, 7, i)

6.4 Priklad rotace regularni kuzelosecky
Priklad 5. Urcete typ kuZzelosecky popsané nasledujici rovnici:
312% — 10v/3zy + 21y — 802 — 80v/3y = —256,

zakreslete ji v soustavé soufadnic (O, x,y) a urlete soufadnice stfedu S (popiipadé vr-

cholu V) této kuZzelosecky.

Reseni:

Matice A kvadratické formy g(z) = 3122 — 10y/3zy + 2132 je

31 —5V3
—5/3 21

A:

Abychom sestavili diagondlni matici D a ortogondlni matici QQ takové, Ze D = QT AQ,

vypocteme vlastni isla a vlastni vektory matice A:
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3l—X =53],
det(A — \E) = = A% — 52\ + 576 = 0.
—5v3 21—\

Kofeny charakteristické rovnice det(A — AE) = 0 jsou A; = 36, A, = 16. Podle véty 11

se jednd o elipsu, jelikoZ pro vlastni ¢isla matice A plati nerovnost A\; Ay > 0.

Vlastni vektor v(1):

-5 —=5vV3 -5 —5v/3 1 3
N v\ va\ (13

—5V3 —15 0 0 0o 0/’

v = (v3,-1), vl —é = (ﬁ _1> ,

lo @] 27 2

Vlastni vektor v(?):

15 —5v/3 15 —5v3 3 —3V3
A AE v3) V3 V3

53 5 0 0 o o |’

) |

2

S

1
lo®] 2’

(2)
v® = (1,V3), — :@:(

w

(@]

S
o

1
2 T
V3’ @ =

2

= N
= el

(a)
[a—
(@)
|
N =
w
Nla [\')!H

Matice Q7 odpovid4 rotaci kuZelosecky o thel o = %. Nova soustava soufadnic (O, z,7)

tedy vznikla rotaci soustavy soufadnic (O, z,y) o thel —a = —%.

Stejné jako v feSeni prikladu rotace singuldrni kuZeloseCky pouZijeme nyni substituci (6.3),

kterd kvadratickou formu g(z) pfevede na kvadratickou formu
h(z) = 362% + 16y°.
To je puvodni kvadraticka forma g(x) zapsand vzhledem k bazi {é;, €} soustavy soufadnic

(0,z,79).
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Nyni vyjadiime proménné x, y pomoci Z, y, abychom mohli pfepsat i zbyvajici ¢leny zadané

rovnice kuzelosecky

—80x — 80v/3y + 256

vzhledem k bézi {é;, &} otofené soustavy soufadnic:

x T
:Q 3 )

y y
AN z\ [ Lr+iy
v) \-z %) \5) \-37+%9

V3.1
TSy
1 V3
y=-—5t+t 59

Dosadime do vyrazu —80z — 80+/3y -+ 256 a upravime:

1 3
—802—80v/3y+256 = —80 (%az + 2y> —80v/3 (—533 + \/7_ )+256 = —1607+256.

Zadanou rovnici kuZelosecky
3122 — 10V3zy + 21y% — 80z — 80v/3y = —256

lze piepsat na rovnici kuzeloseCky v zédkladni poloze vzhledem k bazi {€;,eé,} otocené

soustavy souradnic takto:

362% + 167> — 1607 + 256 = 0,
36z + 16(7* — 10y) = —256,
36z + 16(5 — 5)* — 400 = —256,
3672 + 16( 5)% = 144,
L= 5)°
4 9

=1.
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Vysledna kuZelosecka je elipsa se stiedem v bodé S = [0; 5] vzhledem k bdzi {€;, €;}. Bod

S vzhledem ke kanonické bazi {e;, es} vypocteme jako:

V3 o1 5
Y [ o2 ) (YY) _ (3
1 V3 5v3
y —3 3 D h

Bod S mé vzhledem k soustavé soufadnic (O, ,y) soufadnice S = [g, %g] Pro délky
hlavni a vedlejsi poloosy elipsy plati a < b, délka hlavni poloosa je b = 3 a délka vedlejsi

poloosa je a = 2.

A ~ - y “ g
~N - R D
A b
5V3 L [ S = [0;5]
2 : ~ -
. /B
5 ~.
C : S
e n
T 5 "
6 2
T
Obrazek 6.2: Elipsa % + @ = 1 vzhledem k soustavé soufadnic (O, z, y)
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Zaver

Cilem této prace je popsat dvé aplikace vlastnich ¢isel a vlastnich vektord, jednu v oblasti
matematiky a jednu mimo matematiku. Vzhledem k rtiznorodosti aplikaci vlastnich Cisel
a vlastnich vektort bylo pro mne obtiZzné vybrat pouze dvé aplikace, které bych v této praci
popsala. Pivodné jsem zamyslela zafadit do praktické Casti prace vice aplikaci z riznych
oblasti. Problematika vyuziti vlastnich ¢isel a vlastnich vektord, kterd jsou nakonec v prak-

tické Casti uvedena, je velmi obsahlé téma, jehoZ rozsah jsem zpocitku neodhadla. Proto

jsem se zaméfila praveé na dvé aplikace, jednu v matematice a jednu mimo matematiku.

Mimo matematiku jsem zvolila téma, které je mén¢ tradicni, a to Lesliecho model rdstu popu-
lace. Tento model rdstu populace je popsan matici, ze které 1ze napfiklad vycist koeficienty
umrtnosti a pravdépodobnosti preziti jednotlivych generaci. Pravé pomoci vlastnich ¢isel
a vlastnich vektori tzv. Leslieho matice 1ze vypocitat procentudlni zastoupeni vékovych sku-
pin dané populace v konkrétnim Case. Tato aplikace se mi velmi libi, jelikoZ spojuje principy
linedrni algebry a pravdépodobnost vyvoje mnoha generaci nejen lidské populace. Z apli-
kaci vlastnich hodnot v oblasti matematiky jsem zvolila popis rotaci kuzelosecek, jelikoz
rotace kuzelosecek je proces, ktery si Ize snadno predstavit a néjakym zplisobem znazornit.

To prispiva k ndzornosti matematického popisu takového procesu.

Dalsim tématem, které by bylo zajimavé napiiklad z hlediska moderni aplikace vlastnich
Cisel zkoumat, je usporadani webovych stranek podle koeficientu dulezitosti a pravdépodob-
nosti, s jakou se na strdnku dostaneme ndhodnym kliknutim. Pfifazovani téchto koefici-
entd k webovym strankdm je zakladni myslenkou fungovani webového prohlize¢e Google.
Vzhledem ke zkoumani jednotlivych aplikaci mohu usoudit, Ze takto zajimavych aplikaci

bych jisté nasla vic, jelikoZ se jedné o tématicky velmi bohatou problematiku.
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