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Uvod

V roku 1915 prvykrat uzrela svetlo sveta vSeobecna teoria relativity formulovana
Albertom Einsteinom, ktora so sebou priniesla dovtedy nevidany pohl’ad na gravitaciu.
Skibila v sebe totiz zavislost medzi geometriou priestorodasu a hmotou (energiou)

objektov — ¢im hmotnejsi zdroj, tym viac je priestorocas v jeho okoli ,,zakriveny*.

Medzi mnohymi predpoved’ami, ktoré z tejto pozoruhodnej tedrie vyplyvaji, vyénieva
najmé jedna, a to pripustnost’ existencie zahadnych objektov - tzv. ¢iernych dier (za
zmienku stoji, ze ideou tzv. tmavych telies sa 'udia zaoberali uz viac ako storocie pred
formulaciou teorie relativity). Ide 0 obzvlast kompaktné objekty s gravitatnym polom
tak silnym, Ze z neho nedokaze uniknut ani svetlo, a teda vonkajsiemu pozorovatel'ovi
sa javia ako Cierne (odtial’ nazov ¢ierne diery). DIhé roky sa viedli spory o to, ¢i sa
¢ierne diery v priestoro¢ase mozu skutocne vyskytovat’ alebo ide len o matematickll
zvlastnost’, ktora vSak nema ziadne fyzikalne opodstatnenie. Pozorovania z druhej
polovice 20. storocia, rovnako ako nedavny objav gravitaénych vin prostrednictvom
experimentu LIGO vSak nasvedCuju tomu, Ze Cierne diery su redlne astrofyzikalne
objekty, ktoré vznikaji kolapsom vel'mi masivnych hviezd. Nasledné zltcenie takto
vzniknutych Ciernych dier umoziiuje tvorbu tzv. supermasivnych ciernych dier,

0 ktorych sa predpoklada, Ze sa nachadzaji v centre vic¢Siny galaxii.

V 60. a 70. rokoch 20. storo¢ia sa rozputali debaty o moznych rieSeniach
Einsteinovych rovnic, ktoré vedu na rézne priestorocasy obsahujice ¢ierne diery, ¢o
viedlo az k formulacii ,,no-hair* teorému (pri splneni urcitych predpokladov je ¢iernu
dieru mozné jednoznacne popisat kone€nym suborom parametrov). Otdzne vSak
zostavalo, ako sa zmeni mozna topologia Ciernych dier pri poruseni predpokladov
danych teorémov — konkrétne ¢i je pripustna ind ako sféricka topoldgia horizontu
udalosti (,,hranice*) Ciernej diery, ¢o predstavuje zédkladni motivaciu aj naSej prace

(podobnou témou sa pred nami uz pravdaze zaoberali aj ini, napr. [1]).

V prvej kapitole zavadzame pouziti konvenciu a rekapitulujeme zakladné pojmy
nevyhnutné k pochopeniu d’alSich ¢asti prace. Druhd kapitola je venovana kratkemu
zhrnutiu zaverov teorémov o jednoznacnosti Ciernych dier, respektive teorému
0 topologickej cenzure. Tretia kapitola obsahuje povodné vysledky tykajuce sa
vlastnosti znameho rieSenia Einsteinovych rovnic so zdpornou kozmologickou

konStantou, ktoré ma toroiddlnu topoldgiu. V Stvrtej kapitole vychadzame



predovSetkym z podkladov poskytnutych O. Semerdkom vo forme vypoctov
tykajucich sa vlastnosti prstencovych rieSeni Einsteinovych rovnic, ktoré predstavuju
slubnych kandidatov na priestorocasy s toroidalnym horizontom. Piata (zaverecna)
kapitola je venovand rozboru zdanlivych horizontov toroiddlneho rieSenia
a prstencovych rieSeni Einsteinovych rovnic, priCom v rdmci kapitoly dospejeme
Kk urcujucej diferencialnej rovnici pre zdanlivy horizont vSeobecného rieSenia
z Weylovej triedy (trieda statickych axialne symetrickych priestoroc¢asov, ktoré
spifiaju ist podmienku kladeni na tenzor hybnosti a energie) a skimame mozné
pociato¢né podmienky vyplyvajice z hladkosti horizontu. V zavere rekapitulujeme

ziskané vysledky a diskutujeme mozné dosledky.



1. VSeobecny prehl’ad vSeobecnej relativity

Matematicky aparat vSeobecnej teorie relativity nie je v odbornej literatire uplne
jednotny, a teda (aj napriek predpokladu oboznamenia Ccitatela so zakladnymi
principmi tejto tedrie) je vhodné najprv zrekapitulovat’ pouziti notaciu, rovnako ako

definicie niektorych zakladnych pojmov.
1.1 Pouzita konvencia

V celej praci sme adoptovali geometrizovanu sustavu jednotiek, v ktorej su gravitacna

konstanta a rychlost’ svetla identicky rovné jednej,
G =1, c=1.

Priestoro¢asové indexy mo6zu nadobudat’ hodnotu od 0 do 3 (pricom 0 odpoveda
Casovej zlozke a indexy 1 az 3 odpovedaju priestorovym zlozkam) a znacime ich
pomocou gréckych pismen (a, 8,7, ...). Zlozky kontravariantnych tenzorov znacime
indexom hore, zlozky kovariantnych tenzorov (foriem) naopak znacime pomocou
spodného indexu. ZmieSany tenzor, ktory ma p hornych indexov a g dolnych indexov
nazveme p-krat kontravariantny, gq-krat kovariantny tenzor. Priklad 2-krat

kontravariantného, 1-krat kovariantného tenzoru.

Vet .

Na poradi indexov (hornych aj dolnych) vo vSeobecnosti zdlezi. V praci dalej
vyuzivame Einsteinovu sc¢itaciu konvenciu — cez opakovany index sa sé¢ita (aZ na
vynimky, ktoré s vSak jasné z kontextu),

3 3

Vew, =Vew, , z Ve, =ve,.
a=0 a=0

Priestoro¢as predpokladame v podobe hladkej Lorentzovskej variety M
s odpovedajicim (kovariantnym) metrickym tenzorom g,z signatiry (—,+,+,+).
Priestorocasovu varietu skratene znacime (M , ga[;). Pomocou metrického tenzora je
mozné prechadzat od vektorov k formam (od kontravariantnych tenzorov ku

kovariantnym tenzorom) a naopak, a to zdvihanim a znizovanim indexov,

Ve =gV,  Vy=guVF, Ve =gk,



V kazdom bode priestorocasovej variety je definovany skalarny sucin pomocou

metrického tenzoru ap
GapV WP =VpWF = VoW, .
Parcialnu derivaciu podl'a siradnice x* znac¢ime ¢iarkou a odpovedajucim indexom,

B
av _ B
dx“ ar

Kovariantn derivaciu (ktord zachovava tenzorovi povahu derivovanych veli¢in)

znaCime nablou a odpovedajucim indexom,
Vo VB =V + TP VY, VoV =Vpa—Tasli,

kde T'®,, su Christoffelove symboly druhého druhu (afinna konexia kompatibilna s

metrikou) dané prvymi derivaciami metrického tenzoru,

1
[y =59 (Gupy + Guvs = Ipva) -

Metriku v danych stiradniciach je zvykom zapisovat nie ako maticu gqg, ale pomocou

priestoroc¢asového intervalu,
ds? = ggpdx®dxP .
Kurzivou znacime volne prelozené anglické terminy, pripadne ddlezité pojmy, ktoré
sa v texte vyskytli po prvykrat.
1.2 Zakladné pojmy

Plné pochopenie obsahu nasledujucich kapitol je podmienené znalostou niektorych
zakladnych pojmov, ktoré si teraz zavedieme (pri ich zavadzani vychadzame
predovsetkym z [2], [3] a [4]). Skimané pojmy sme kvoli prehl'adnosti zoskupili do
niekol’kych tematickych celkov.

Cierne diery

KedZe je naSa praca motivovana skiimanim moznej topoldgie Ciernych dier
(respektive topologie ich horizontov), je vhodné upresnit’, ¢o si pod tymto pojmom

predstavujeme.



Cierna diera je intuitivne vnimand ako oblast’ priestorocasu, z ktorej nedokaze ziadna
svetelnd geodetika uniknat’ do nekonecna. Matematicka formulécia tohto tvrdenia si

vyzaduje porozumenie d’al§im pojmom.

Kauzalnou budicnostou/minulostou udalosti p nazveme mnozinu vsetkych bodov
priestorocasu, ktoré je mozné dosiahnut’ z p pomocou do budicnosti/minulosti

orientovanych ¢asupodobnych alebo svetelnych svetodiar. Znacime J*(p) /]~ (p).

Kauzalnou buducnostou/minulostou oblasti priestorocasu S nazveme zjednotenie
kauzalnych buducnosti/minulosti vSetkych udalosti obsiahnutych v danej oblasti
priestorocasu. Znac¢ime J*(S) /]~ (S).

Buduce/minulé svetelné nekonecno je oblast’ priestoroCasu, kde konc¢ia vSetky do
budtcnosti mieriace svetelné geodetiky, ktoré moézu uniknit’ do suradnicového

nekoneéna. Znacime I /1.

Body, v ktorych sa F* a F~ stretnu, sa nazyvaju priestorové nekonecno a predstavuja
oblast’ priestorocasu, v ktorej koncia vSetky priestorupodobné geodetiky, ktoré

nekondia v singularite. Znacime i°.

Buduce/minulé casové nekonecno nazveme oblast’ priestoroCasu, v ktorej koncia
vSetky do budtcnosti/minulosti mieriace ¢asupodobné geodetiky, ktoré nekoncia

v singularite. Zna¢ime i*/i~.

Oblast'ou ciernej diery priestoroasovej variety teda nazveme mnozinu vSetkych

udalosti, ktoré nelezia v kauzalnej minulosti budiceho svetelného nekonecna.

Horizont udalosti je definovany ako hranica oblasti ¢iernej diery — ide teda o svetelnu
nadplochu generovanu svetelnymi geodetikami, ktoré nekoncia ani v budicom
svetelnom nekoneéne, ani v singularite. Horizont udalosti je taktiez kauzalna
hranica — oblast’ Ciernej diery totiz nemoze kauzalne ovplyviiovat’ vonkajsiu oblast’
priestorocasu (oblast’ ,,nad* horizontom). Dvojrozmerna nadplocha ziskana prienikom
horizontu udalosti s priestorupodnym rezom priestoroCasu X sa nazyva prierez

horizontu udalosti (v literatre sa vSak Casto tieto dva pojmy zamienaju).
Topologicka cenzira

Teorém topologickej cenzury na zdklade rozumnych predpokladov vyvodzuje
rozsiahle dosledky tykajuce sa topologie priestorocasu. Pre (asponi povrchny) nahlad

do tejto problematiky je nutné orientovat’ sa v nasledujucich pojmoch.



Energetickymi podmienkami rozumieme isté predpoklady, ktoré sa kladi na tenzor
energie a hybnosti T,p. V literatare sa uvadzaju Styri rézne energetické podmienky —
— slaba, nulova, silna a dominantnd. Medzi jednotlivymi energetickymi podmienkami
platia rézne jednostranné implikacie, a teda nie st Uplne nezavislé (lisia sa v sile
predpokladov). V zneni teorému 0 topologickej cenzure sa konkrétne vyskytuje nulova
energetickd podmienka, ktord vyzaduje, aby pre kazdy do budicnosti orientovany

svetelny vektor k* platilo

Tapk®kF > 0.
Podmienka silnej kauzality plati v p, ak kazdé okolie bodu p obsahuje okolie p, ktoré
ziadna kauzalna krivka nepretne viac ako jedenkrat.

Mnozina N sa nazve globdlne hyperbolickad, ak v nej plati podmienka silnej kauzality

a pre kazdé dva body p a q plati, ze J*(p) N J~(q) je kompaktny a obsiahnuty v N.
Krivost

Na trovni druhych derivacii metriky sa nachadza krivost' reprezentovana

Riemannovym tenzorom Rz, s definovanym pomocou Christoffelovych symbolov,
R%ys =T%sy =Ty + Ty M ps =TT py -
Uzenim Riemannovho tenzoru v prvom a tretom indexe sa ziska Ricciho tenzor Rep,

Raﬁ = Ruau‘g .

Dal$im 0Zenim Ricciho tenzoru sa dostane Ricciho skaldr R (respektive skalarna

krivost’),
R =R%,,

ktory invariantne vyjadruje krivost’ priestoroasu ako celku (obsahuje Casovy aj
priestorovy prispevok). Niekedy je vSak nazornejSie spocitat’ krivost’ len urcitych
vhodne zvolenych dvojrozmernych priestorupodobnych rezov — vtedy sa namiesto
skalarnej krivosti zavadza Gaussova krivost' (znaéime R /2), ktora je dand polovicou

prislusnej skalarnej krivosti.

Kretschmannov invariant K (tiez Kretschmannov skalar) je dolezita veli¢ina vo
vSeobecnej teorii relativity, ktora napriklad dokaze napovedat’, ¢i je dana singularita

priestoro¢asu len dodsledkom patologie suradnic (a teda je mozné ju odstranit’



prechodom Kk popisu pomocou vhodnejSich sturadnic) alebo ide o skuto¢nu singularitu
fyzikédlnej povahy. Kretschmannov invariant je dany kontrakciou Riemannovho
tenzoru so sebou samym v  odpovedajucich indexoch (ide teda

0 najjednoduchsi kvadraticky invariant Krivosti),

K =RYRypys .

V pripade, ze sa v d’alSom texte vyskytnu nezname pojmy, ktoré nie stt uvedené v tejto

sekcii, bude pri nich poskytnuté stru¢né vysvetlenie.



2. Teorémy o jednoznacnosti a topologicka cenzura

Otazka jednoznacnosti ¢iernych dier nebola dlhé roky zodpovedana — nevedelo sa teda,
kol’ko ,,druhov* ¢iernych dier (aspon za zjednoduseného predpokladu asymptoticke;j
plochosti a vakuovej, respektive elektrovakuovej povahy priestoroCasu) moze
existovat’. Medzi prvymi sa uspokojujicu odpoved’ na tuto otazku pokiasal ponuknut
Werner Israel v roku 1967 [5], ktorému sa podarilo dokazat’, Zze kazda izolovana
statickd Cierna diera musi byt sféricky symetricka, a je teda popisana
Schwarzschildovym rieSenim. Platnost’ opacnej implikacie (kazdé vakuové sféricky
symetrické rieSenie je Castou Schwarzschildovho rieSenia, ktoré je statické) bola
znama uz skor a je znenim Birkhoffovho teorému. Na d’alSom rozsireni Israelovho
teorému jednoznacnosti sa podiel’ali Carter [6] a Robinson [7], ktori ukazali, ze kazda
izolované staciondrna Cierna diera je Kerrovho typu (ktory reprezentuje rotujucu
¢iernu dieru). V pripade, Ze je sklimana izolovana ¢ierna diera nabitd, platnost
nadobudaju zovSeobecnené teorémy jednoznacnosti — kazda staticka Cierna diera je
Reissnerovho-Nordstromovho typu a kazda stacionarna Cierna diera je Kerrovho-
-Newmanovho typu. Kazdd izolovand <¢ierna diera je teda jednoznacne
charakterizovana trojicou parametrov (hmotnost’, naboj, moment hybnosti), na o sa

niekedy odkazuje frdzou ,,Cierne diery nemaju vlasy*.

Z teorémov o jednoznacnosti Ciernych dier teda vyplyva, Zze kazda izolovana
staciondrna Cierna diera ma horizont so sférickou topologiou (za predpokladu
asymptotickej plochosti a nesingularnosti priestorocasu). Existuje vSak podobné
obmedzenie na topologiu horizontu aj v pripade, Ze opustime predpoklad izolovanosti?
Odpoved’ na tuto otazku poskytuje teorém topologickej cenzury, respektive jeden
z jeho dosledkov. Friedmanova-Schleichova-Wittova formulacia teorému
topologickej cenzlry [8] zjednoduSene tvrdi, Ze za predpokladu asymptoticke;j
plochosti, globéalnej hyperbolickosti a slabej energetickej podmienky vSeobecna
relativita neumoziuje ziadnemu pozorovatelovi odhalit’ netrividlnu topologiu
horizontu, pretoze kazda topologicka struktura skolabuje prirychlo na to, aby fou
dokazalo prejst’ svetlo (pozorovatel’ mimo vsetkych Ciernych dier teda nie je schopny
preskumat’ Ziadnu netrivialnu topologicku $truktaru). Chrusciel a Wald [9] nasledne
na zadklade tohto tvrdenia ukézali, ze kazda spojitd Cast’ prierezu horizontu udalosti

stacionarnej ¢iernej diery ma sféricku topologiu.

10



Inéd ako sféricka topologia horizontu si teda vyzaduje poruSenie predpokladov
teorémov o jednoznacnosti, respektive teorému o topologickej cenzure. Jednym takym

rieSenim sa zaoberame v nasledujucej kapitole.
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3. Toroidalne rieSenia Einsteinovych rovnic

Toroidalnymi rieSeniami Einsteinovych rovnic v tejto praci sihrnne nazyvame vsetky
priestorocasy, ktoré umoznuju vznik horizontov (udalosti, pripadne zdanlivych
horizontov) s toroidalnou topoldgiou (zjednodusene teda ide o uzavreté povrchy
definované ako sucin dvoch 1-sfér). Ako vSak vyplyva z predchadzajicej kapitoly,
toroidalne horizonty (udalosti) su pripustné len v pripade, ak je poruseny aspon jeden
z predpokladov teorému topologickej cenzury, respektive teorému o jednoznac¢nosti
¢iernych dier. Ak teda nechceme pripustit’ nestaciondrny vyvoj priestoroc¢asu ani
existenciu nejakej ,,exotickej“ hmoty (ktora by nespliiala energetické podmienky), tak

je nutné opustit’ predpoklad asymptotickej plochosti.

Z tohto dovodu sa v ramci tejto kapitoly budeme zaoberat’ rieSenim prevzatym z [10],
v ktorom kozmologicka konstanta nadobtida zapornu hodnotu — ide teda 0 rieSenie
z triedy anti-de Sitterovych priestoro¢asov. Spominané rieSenie sa dostane zo statickej
cylindricky symetrickej vakuove;j situacie identifikaciou bodov na osi symetrie, ktoré
odpovedaju hodnotdm 0 a 2m jednej zo suradnic, a teda tato suradnica prejde na

periodick.

Metrika skiumaného rieSenia nadobuda tvar
dz——zvzdt2+id2+ 2(dgp? 4 dy?) (3.1)
ST = Nz r r ¢ l/) ’ ’

kde funkcia N je dana vztahom

(3.2)

pricom M ma vyznam hmotnosti zdroja a A je zaporna kozmologicka konstanta.
Pouziti ststavu suradnic (t,7,¢,3) je najlepSie mozné ilustrovat’ v analdgii
k Weylovym stradniciam valcového typu (t, p, ¢, z). Pred identifikaciou stradnice
v bodoch 0 a 2m je spojitost medzi danymi sustavami suradnic zjavna — t a ¢ st
definované rovnako ako v pripade Weylovych stradnic, r je analdgiou p a ry je
vynesené pozdiz osi z. Podobna vizualizicia suradnic ma viak vyznam aj po

vyzadovani periodicity 1, ako uvidime d’ale;.
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3.1 Singularity, Kretschmannov invariant, horizonty a asymptotika

Tvar metriky (3.1) vedie na dve singularity v bodochr = 0 ar = 3/—6M/A. O povahe
tychto singularit dokaze nie¢o napovedat’ Kretschmannov invariant, ktory nadobuda

tvar

8A*  48M?
K=T+ 6 (33)

Z tvaru Kretschmannovho invariantu vyplyva, ze v pripade r = 0 ide 0 skuto¢nu
fyzikalnu singularitu, zatial’ ¢o singularita dana r = 3/—6M /A je najskor sposobena
nevhodnou volbou suradnic — na danom polomere sa teda pravdepodobne nachadza

horizont udalosti.

Nadplocha r = i/TM/A je svetelnd, ako vyplyva z normy jej normaly
n, = (0,1,0,0), ¢o je nutna podmienka na to, aby naozaj §lo o horizont udalosti. Dana
nadplocha je naviac aj Killingovym horizontom, ked'’Ze ¢asupodobné Killingovo pole
E(”t) = (1,0,0,0) sa na nej stava svetelnym. Dalej je vhodné vysetrit spravanie
svetelnych svetodiar v smere ¢ = konStanta, ) = konStanta (takéto svetoCiary
budeme pre jednoduchost’ nazyvat’ radidlnymi, aj ked’ v pravom zmysle slova nie su

radialne), pre ktoré z (3.1) vyplyva

dt 1

E‘i(_érz_m)' (3.4

r

kde znamienko plus znac¢i odchadzajice svetelné lic¢e a znamienko minus odpoveda
vchadzajacim svetelnym la¢om. Na skiimanej nadploche teda odchadzajuce luce
»stoja® voci danej suradnicovej ststave. Z tvaru metriky d’alej vyplyva, Ze velkost’
smernice |dt/dr| je pre neradialne svetelné svetociary nad danou nadplochou viésia,
respektive menSia pod fou, a teda svetelné kuzele su uzSie ako v pripade Cisto

radidlnych svetociar. Z uvedenych poznatkov teda vyplyva, ze v pripade nadplochy
r= i/m naozaj ide o horizont udalosti (odteraz budeme znacit’ jeho polomer
TH)-

Z tvaru metriky (3.1) d’alej vyplyva, ze pod horizontom dochadza k zmene stiradnice

t z Ccasupodobnej na priestorupodobni a naopak suradnica r prechadza

z priestorupodobnej na ¢asupodobnu, a teda metrika pod horizontom (podobne ako
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Vv pripade Schwarzschildovho rieSenia) uz nie je stacionarna (ked’ze zavisi na stiradnici
).

Na tomto mieste je vhodné rozmysliet’ si topoldgiu priestorupodobnych rezov danych
podmienkou t = konStanta,r = konstanta. Indukovana metrika takychto rezov

nadobuda tvar
ds? = r?(d¢? + dy?), (3.5)

ktord nepripomina Standardni metriku 2-toru (povrch pneumatiky) danu predpisom

(za predpokladu rovnosti malého a vel’kého polomeru — obidva stthrnne zna¢ime r)
ds? = r2d¢? + r2(1 + cos ¢)dy? . (3.6)

Metrika (3.5) v skuto¢nosti odpoveda povrchu tzv. plochého toru, ktory sa ziska
izometrickym (takym, ktory zachovava vzdialenosti) vnorenim klasického 2-toru do

4-rozmerného eukleidovského priestoru napriklad pomocou parametrizacie w

w(¢p,P) =r(cos¢,sing,cosy,siny).

Privlastok plochy mu patri vd’aka vymiznutiu Gaussovej krivosti na jeho povrchu —
— jeho povrch je teda plochy v rovnakom zmysle ako je plochy povrch valca ziskany
identifikaciou protilahlych stran papiera. Metrika (3.6) potom odpovedd zobrazeniu
plochého toru do 3-rozmerného eukleidovského priestoru, ktoré uz ale nie je
izometrické (nezachovava vzdialenosti) — takéto zobrazenie si vyZzaduje, aby bol jeho

povrch deformovany (Gaussova krivost’ je nenulova).

Z vyssie uvedenych poznatkov vyplyva, Ze vizualizacia pouZitych stradnic v analégii
k Weylovym suradniciam valcového typu v ivode kapitoly bola viac nez opravnena,
ked’ze priemet (nie vzdjomne jednoznacné zobrazenie) plochého toru do 3D ma pre
kazdd nadplochu r = konstanta tvar valca s polomerom r a vyskou 2r orientovaného
V smere 0si z, na ktorej je vynesena hodnota r cos ¥ pre ¥ od 0 do 2x (ide teda vlastne

0 dva prekryvajtce sa valcové povrchy).

Geometria horizontu udalosti, respektive prierezu horizontu udalosti (t = konStanta)

ma teda charakter plochého toru.

Z tvaru metriky (3.1) je jasné, ze v limite r —» +oco je spravanie priestoro¢asu dané
povahou anti-de Sitterovych rieSeni — konkrétne zlozka metriky g;; Sa v danej limite

blizi k —oo ako
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3.2 Vlastné obvody a povrch horizontu

Vlastnymi obvodmi horizontu (respektive I'ubovolnej nadplochy r = konstanta)
rozumieme vlastné dizky kriviek, ktoré st dané prienikom nadploch ¢t = konstanta,
¢ = konStanta,r = 1y (velky obvod), respektive t = konStanta,y = konStanta,

r = ry (maly obvod).

V zmysle predchadzajiiceho odstavca teda mézeme pisat’

2m 2n

3 3
f ’gqbqb(r = T‘H) d(l) = f T d¢ = anH = ’_487;\ M (37)
0 0

v pripade malého obvodu, respektive

2 21

, 3’ 48m3M
f Gy =1) dp = f rgdy =2mry = |— 7;\ (3.8)
0 0

v pripade velkého obvodu.

Okrem zhody jednotlivych vysledkov vyplyva zo vztahov (3.7) a (3.8) este jeden
prekvapivy zaver, a to vel'mi intuitivna interpreticia stradnice r, ktord odpoveda
velkosti obom obvodovym polomerom plochého toru daného metrikou (3.5)
(obvodovy polomer definujeme ako dany obvod predeleny 2).

Vlastnt plochu horizontu je mozné urcit’ pomocou vztahu

21 21

2
3 3
[] 960900 = 1) d¢d¢=4n2rﬁ=<—48’f\ M) @9
0 0

Z vyssie uvedenych vysledkov vyplyva, Ze v limite ve'mi vel'kého |A| obidva obvody,

rovnako ako aj plocha horizontu vymiznu, zatial’ ¢o v opacnej limite A — 0~ diverguju

k nekoneénu.
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3.3 Intenzita pola a krivost’
Intenzita pol'a (respektive jej kvadrat) je dana predpisom

A*r?2 2AM  M?

“ 3.10
5 "3 T (3.10)

Kk? = g"'N,N, =

Na horizonte sa intenzita nazyva povrchova gravitdcia a nadobtuda tam hodnotu

wIN

K:r=my) = (ZMAZ) .

V limite A — 0~ teda intenzita na horizonte vymizne. Zo vztahu (3.10) d’alej vyplyva,

ze v rovnakej limite pre vel'kost intenzity vV 'ubovol'nou mieste plati

M
K=r—2,

¢o odpoveda klasickej newtonovskej gravitacnej intenzite. Intenzita diverguje pre

r — 400, rovnako ako aj pre r —» 0.

V niektorych pripadoch je ndzorné preskamat krivost vhodne zvolenych
priestorupodobnych rezov — za tymto ucelom vycislime Gaussovu krivost’ v ramci
poludnikového rezu (t = konStanta, 1) = konS$tanta). Indukovana metrika takéhoto
rezu nadobuda tvar
2 1 2 2 2
ds =mdr +rede”, (3.11)
ktory vedie na Gaussovu krivost’ dant vztahom

2)
“R_A_M (3.12)
2 3 r3

Tato na horizonte nadobuda hodnotu

@Rr=ry) A

2 2
Z tohto vyplyva, ze Gaussova krivost’ poludnikového rezu je na horizonte udalosti
zaporna a vymizne len v limitnom pripade A = 0~. Zo vzt'ahu (3.12) d’alej vyplyva,
ze v sturadnicovom nekonec¢ne (r — +400) nadobtida Gaussova krivost hodnotu A/3,
zatial’ ¢o v limite nulového r diverguje. Z tvaru metriky (3.1) je zjavné, Ze ziskané
vysledky sa reprodukuju aj v pripade rovnikového rezu (t = konStanta, ¢ =

= konStanta).
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Plny S$tvorrozmerny Ricciho skalar na zéklade Einsteinovych rovnic identicky

nadobuda hodnotu 4A.
3.4 Riemannov a Ricciho tenzor

Jednoduchy tvar metriky (3.1) umoziuje explicitne uviest' vSetky nenulové zlozky

vyssie uvedenych tenzorov. V pripade Riemannovho tenzoru to su

(Ar3 + 6M)r A 2M
Roppp =——=——» Reee=-3-73,
R AP -3M R _ Ar?-3M
e T Ar3 +6M YT A3+ 6M
(3.13)
(Ar3 + 6M)(Ar3 — 3M)
Ryeye = ’
9r?
(Ar3 + 6M) (A3 — 3M)
R = .
ptpt 92
Ricciho tenzor zasa nadobuda tvar
_ 3Ar R — (Ar3 + 6M)A
T A3+ 6M v 3r ’ (3.14)
R¢¢ = —ATZ , Rl/”/) = —ATZ .
Na zéver eSte zhrnieme vlastnosti horizontu udalosti v nasledujucej tabul’ke.
Stradnicovy 3\
3
— % Vlastna plocha _ A8 M\’
polomer A A
3| 48n3M 3
Maly obvod _xon Intenzita pol'a E M A2)3
A 4
3 Gaussova krivost’ A
Velky obvod | _48mM a
A (poludnikovy rez) 2

Tab. 3.1 Vlastnosti horizontu udalosti s topolégiou plochého toru odpovedajiuceho

priestorocasu danému metrikou (3.1).
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4 Prstencové rieSenia Einsteinovych rovnic

Prstencové rieSenia Einsteinovych rovnic tvoria podtriedu axialne symetrickych
rieSeni, pricom sa ¢asto vyznacuju taktiez symetriou voci equatorialnej rovine (rovine,
Vv ktorej lezi prstenec). Intuitivne nazyvame prstencovymi také riesenia, ktoré obsahuju
(fyzikalnu) singularitu prstencovej povahy, vd’aka Comu predstavuji sl'ubnych
kandidatov na Casopriestory s toroidalnym horizontom. Teorémy o jednoznacnosti
¢iernych dier totiz naznacuju, ze za predpokladu existencie horizontu udalosti nejde
v pripade nami skiimanych prstencovych rieseni (aj napriek nezavislosti ich metrik na
suradnicovom c¢ase) V skutoCnosti o stacionarne rieSenia — dané rieSenia
pravdepodobne popisuji skimané priestoroasy v momente ¢asovej symetrie (tie sa
daju najlepsie pochopit’ pomocou prirovnania k lopticke vyhodenej smerom nahor —
— okamih, v ktorom sa lopticka zastavi a zacne padat’ naspit’ dole by sme nazvali
momentom ¢asovej symetrie), a teda ich horizonty moézu v principe nadobudat’

toroidalnu topologiu.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’” dvoma ,,statickymi* prstencovymi rieSeniami
Einsteinovych rovnic, a to konkrétne Majumdarovym-Papapetrouovym (MP)
prstencom [11] a Bachovym-Weylovym (BW) prstencom [12]. Pri kazdom rieSeni
zrekapitulujeme a preskimame jeho zakladné vlastnosti (vlastny polomer, vlastny
obvod, vlastni plochu wuzatvoreni prstencom, krivost...) a asymptotiku

Vv stiradnicovom nekonecne, rovnako ako v okoli daného prstenca.

Ked’Ze v obidvoch pripadoch ide 0 rieSenia z Weylovej triedy (ide teda o ,,statické*
axialne symetrické rieSenia, ktorych tenzor energie a hybnosti spiiia ista dodatoént
podmienku), mézeme ich metriku vzdy napisat pomocou Weylovych stradnic

valcového typu (t, p, ¢, z) v tvare [13]
ds? = —N2dt? + N™2[p2d¢? + e?*(dp? + dz?)], (4.1)

kde N a A su dve nezname funkcie (zavislé len na p a z) Specifické pre kazdé axialne
symetrické rieSenie, pricom N sa Casto zapisuje v tvare N = eV, kde v je analogia

klasického gravitacného potencidlu splnujuca Laplaceovu alebo Poissonovu rovnicu.
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4.1 Toroidalne suradnice

V mnohych pripadoch popisu vlastnosti jednotlivych prstencov je vyhodnejsie prejst’
K tzv. toroidalnym stradniciam (t, {, ¥, ¢), kde { ma povahu ,,vzdialenosti“ a Y ma
uhlovy charakter, a to pomocou transformacie v tvare

_ bsinh{ _ b siny
"~ cosh{ —cosy’ Z_cosh(—cosdJ'

p (4.2)

kde b je polomer daného prstenca vo Weylovych stradniciach. Toroidalne suradnice
v klasickom zmysle (v priestorupodobnom reze pre t = konstanta) vznikaju rotaciou
bipolarnych stradnic (¢, ) okolo osi kolmej na spojnicu ohnisk F; a F,, ktora zaroven
prechadza stredom tejto spojnice a lezi v rovine nakresne. Stradnica { je v pripade

bipolarneho suradnicového systému dana vztahom

kde d; a d, su vzdialenosti skimaného bodu od jednotlivych ohnisk, a teda { udava
akusi mieru vzdialenosti od dvojice ohnisk. Plochy kons$tantnej hodnoty ¢ su v pripade
bipolarnych sturadnic dané nekoncentrickymi kruznicami pretinajucimi (kolmo)
spojnicu dvojice ohnisk tak, Ze prave jedno z ohnisk sa vzdy nachadza vo vnutri
kruznice odpovedajucej danej konsStantnej hodnote {. Z defini¢éného vztahu pre {
Vv bipolarnych stradniciach d’alej vyplyva, ze méze nadobudat’ kladné aj zaporné
hodnoty, pricom limitné pripady { —» +o,{ - —o0 a { = 0 odpovedaji polohe
skimaného bodu splyvajucej s ohniskom F;, F, a polohe na ose symetrie dvojice

ohnisk.

Stradnica 1 ma v pripade bipolarneho suradnicového systému vyznam uhlu zovretého
spojnicami jednotlivych ohnisk so skimanym bodom, a teda m6Ze nadobtidat’ hodnoty
v rozmedzi od 0 cez r (na spojnici ohnisk) po 2. Plochy konstantnej hodnoty 1 maju
charakter rezov nekoncentrickych kruznic prechadzajiicich obidvoma ohniskami,

pricom rezy su sprostredkované pomocou spojnice dvojice ohnisk.

Rotéciou bipolarneho stradnicového systému okolo vysSie definovanej osi teda
prechédza dvojica ohnisk na ,,ohniskovy* prstenec, ktory odpoveda prave singularitdm
prstencovych rieSeni (z ¢oho jasne vyplyva vyhoda vyuzitia toroidalnych saradnic).
Fyzikalny vyznam { a ¢ sa v pripade toroidalnych suradnic nemeni, avSak v ich

definiciach je zamenend dvojica ohnisk za dvojicu bodov leziacich na opacnych
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stranach ,,ohniskového* prstenca (kvoli jednoznacénosti je eSte nutné dodat’, ze vzdy
ide 0 body prstenca leziace najblizSie a najd’alej od skimaného bodu v priestore).
Z tejto zmeny definicie d’alej vyplyva zmena rozsahu suradnice { —ta moze nadobudat’
uz len kladné hodnoty (voli sa konvencia, kde v ¢itateli argumentu prirodzené¢ho
logaritmu vzdy vystupuje vzdialenost’ k vzdialenejSiemu bodu na prstenci). Rozsah

suradnice ¥ sa nemeni.

Plochy konstantnej hodnoty stradnice ¢ st v pripade toroidalnych suradnic tvorené
nekoncentrickymi toroidmi kolmo pretinajicimi equatorialnu rovinu (rovinu prstenca)
tak, ze ,,ohniskovy prstenec vzdy lezi vo vnutri toroidu odpovedajuceho danej
konsStantnej hodnote {. Plochy konStantnej hodnoty suradnice 3 su trochu
komplikovanejsie — st dané rezmi ploch nekoncentrickych guli, na povrchu ktorych
lezi ,,ohniskovy*“ prstenec, priCom dané rezy st uskutocnené prave rovinou

,,ohniskového* prstenca (vid’ obr. 4.1).
Metrika (4.1) prechadza v toroidalnych stiradniciach na tvar

bZ : h2 d 2+ 2 d 2+d 2
ds? = —N2dt? +_251n {do* +e**(d i Y )_ (4.3)
N (cosh{ — cosy)

Obr. 4.1 Prierez plochami kons$tantnej hodnoty stradnice ¢ (vlavo), respektive Y
(vpravo) pre polomer prstenca b = 1 (rovina prstenca je kolma na vertikalnu os a pri

pohl'ade zboku splyva s horizontdlnou osou).
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4.2 Majumdarov-Papapetrouvov prstenec

Tento prstenec sa ziska z Majumdarovych-Papapetrouvovych rieSeni [14]
odpovedajucich statickému rozpolozeniu nabitych c¢iernych dier s extremalnou
velkost'ou naboja (]Q;| = M;). lde teda o elektrovidkuové rieSenia Einsteinovych
rovnic v analégii ku klasickému pripadu statickej rovnovahy systému bodovych

nabojov. Funkcia N je v tomto pripade dana vzt'ahom

=1+Zn:| M (4.4)

i=1

ﬁJ'

kde n znaci pocet Ciernych dier, M; ich hmotnosti a 7; ich polohy (respektive polohy
ich horizontov, ktoré st v tychto stradniciach zredukované na body). Funkcia A je

vSade nulova, a teda ide 0 podstatné zjednodusenie d’alsich vypoctov.

Majumdarov-Papapetrouvov prstenec sa ziska kruhovym usporiadanim identickych
extremalnych cCiernych dier a ndslednym limitnym prechodom k ich spojitému
rozlozeniu (zjednodusene povedané teda ide o spojité kruhové rozdelenie

Linfinitezimalnych® extremalnych ¢iernych dier).

V zmysle predchadzajiiceho odstavca teda prechadza vzt'ah (4.4) na tvar

d¢’
N 1+ _f 21 p2_2p 2
Vp? + b2 —2bpcos(p — ) +z (4.5)
2MK (k
)
ml,
kde M znaci celkovi hmotu prstenca a plati

7

\2be ™2

L, =+(+b)?*+2z*=

Jcosh¢ —cosyp’

pricom K (k) je Gplny elipticky integral prvého druhu definovany ako

T
2

K (k) —J

1—k?sin?a

a argument k je dany vztahom
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k2:1—(l—1>2:L:1_e—2(
I, (p + b)? + z2 '

4.2.1 Vlastné obvody a asymptotika

Z vlastnosti uplného eliptického integralu prvého druhu vyplyva, ze v suradnicovom
radialnom nekoneéne (p? + z2 — +oo, respektive k — 0) druhy ¢len vo vztahu (4.5)

vymizne, funkcia N sa blizi k jednotke, a teda metrika (4.1) prechadza na plochu.

V blizkosti prstenca (I; = 0%,1, - 2b~, respektive k — 17) naopak ¢len s eliptickym

integralom diverguje a funkcia N sa blizi k nule ako

ml,
2MIn (41—112) '

Nk->17)~

Pri vypocte vlastnych vzdialenosti a vlastnych obvodov je vyhodnejsie prejst’ k popisu
pomocou toroidalnych stradnic s vyuzitim vztahu (4.2), v ktorych metrika nadobtuda
tvar (4.3). Tento prechod umoziuje konstruovat’ priblizovanie k prstencu nezavisle zo
vSetkych stran, a to pomocou limitného prechodu { — +oo (plocha konStantnej

hodnoty ¢ vtedy splyva s ,,ohniskovym* prstencom).

Obr. 4.2 Zavislost funkcie N na suradniciach p a z v pripade MP prstenca za
predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tienovanie odpoveda mensSim/vac§im

hodnotam funkcie.



S ohl'adom na predchadzajici odstavec teda maly obvod prstenca ziskame limitnym
prechodom ¢ — +oo0 vo vyraze pre priecny obvod toroidu odpovedajiceho ploche

konstantnej hodnoty ¢,

27T

2n
Of Wdlp - bf (cosh(l—cos¢+

0

2MK (k) 1 dw =
+ ml, cosh{ — cos 1/}) V=
(4.6)

2nb V2MK(V1—e %
sinh

2
) 1

dyy =
Of\/coshf—cosdl v
2mh +4\/§MK(\/1—€‘25)K< V2 )
Sinh¢ ™ b Jeoshe 1 \Weosh+ 1)

Po vykonani limitného prechodu obidva ¢leny vymiznu, a teda maly obvod MP

¢
ez

prstenca je nulovy.

V analdgii k malému obvodu sa velky obvod prstenca spocita rovnakym limitnym
prechodom vo vztahu pre obvod kruznic odpovedajicich prieniku nadploch

konstantnych hodnét ¢, a vy,

21
_ 2mbsinh{
j V999 49 = cosh{ —cosy +
’ (4.7)
N 2v2MK (V1 — e~2¢) sinh ¢

¢
e2,/cosh { — cos

Zatial’ ¢o prvy ¢len vo vyraze (4.7) je v limite nekoneéného ¢ kone¢ny a nadobuda
hodnotu 2mb, druhy ¢len sa blizi k nekone¢nu vd’aka limite eliptického integralu
vystupujuceho v jeho Citateli. Druhy ¢len navySe nezéavisi na b, a teda vel’ky obvod
prstenca nevymizne ani v limite b - 0% — naopak aj v tomto pripade je nekone¢ny.
Z vyssie uvedeného faktu taktiez vyplyva nekonecné vel'kost’ obvodového polomeru

MP prstenca definovaného ako /ge4, @ t0 aj v pripade nulového b.
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4.2.2 Vlastny polomer, vlastné vzdialenosti a vlastna plocha uzavreta prstencom

Pri vypocte vlastného polomeru a vlastnej plochy MP prstenca je vyhodné opét’ prejst’
k Weylovym stradniciam. Vlastny polomer prstenca (vyhodnocovany v equatorialne;

rovine, a teda plati z = 0) je potom mozné urcit’ pomocou vztahu

b “(6%3)

f/gpp(z—O)dp—b+—f (0 +15)

0 (4.8)

_ 4l JK()d _p 4 MG
- T y y_ T ]
0

kde G je Catalanova konstanta dand vztahom

1

1
G = Ef K(y) dy = 0.9159656.
0

Vlastny polomer prstenca je teda nenulovy aj v pripade nulového b.

Vlastna plocha uzatvorend MP prstencom je dana vzt'ahom

27

jbj J9¢¢gpp(z =0) dgpdp = ZRfJg¢¢gpp(z =0)dp =
00 0

zJ_ . (2/bp
, p+b 8M?2 p+b
= b +8Mj —b dp + - ij (0 + D)2

2

(4.9)

8M
= b? + 8Mb +

[ESSEE
0

kde

1

nyZ(y) dy = 2.1035996.

0
Vlastna plocha je teda pre kone¢né hodnoty b a M kone¢na, pricom nevymizne ani pre
b - 0*. V limite nulového b je mozné porovnat’ vlastnli plochu uréenu na zéklade
(4.9) a plochu definovant ako m krat vlastny polomer na druhu (ide teda o obdobu

plochy kruhu v eukleidovskom priestore). Dosadenim do (4.9) pre b = 0 dostavame
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priblizne 5,357M?2, zatial’ ¢o hodnota ziskand pomocou kvadratu vlastného polomeru

je priblizne 4,273M2.

Vlastné vzdialenosti od prstenca je opét’ vhodné pocitat’ prostrednictvom toroidalnych
stradnic (ktoré ndm umoznuju priblizovat’ sa k prstencu nezavislé zo vSetkych stran

vhodnou vol'bou i = konsStanta), a to na zaklade vztahu

s v b V2MK(V1 - e~20)
N N d¢. (4.10)
{{ J(: cosh{ —cosy ne%\/coshC — cos

Tento integral je kone¢ny pre vSetky hodnoty i (za predpokladu {, > 0), kedze
jednotlivé ¢leny v integrande klesaji dostatoéne rychlo v nekoneéne — prvy ¢len ako
2be~¢ a druhy ako (2M/m){e~%) — a teda vlastna vzdialenost’ od prstenca je zo

vSetkych smerov konecna.
4.2.3 Intenzita pola a krivost’
Intenzitu pol'a (,,gravitacné zrychlenie®) k, ktora je dand prvymi derivaciami metriky,
je mozné uréit’ pomocou vzt'ahu
2 _ LUV — N2 2 2
K2 = gN, N, = N2 [(N,)" + (V)] (4.11)
Tento vztah vedie na pomerne zlozity vyraz, ktory sa na osi symetrie (p = 0)
zredukuje na
M?z?
z-
(M ++b? + z2)

Kk*(p=0) =

Z tohto d’alej vyplyva, Ze v centre prstenca (p = 0 a z = 0) zrychlenie uplne vymizne.
Intenzita rovnako vymizne aj v stiradnicovom nekoneéne (p? + z% — ), zatial’ ¢o

v okoli prstenca naopak diverguje.

Niekedy je nazornejSie sa namiesto priestorocasu ako celku zaoberat’ geometriou len
jeho vhodne zvolenych priestorupodobnych rezov — Vv pripade statickych
axisymetrickych priestoroasov sa najleps§imi kandidatmi zdaju byt meridionalna
(poludnikova) rovina (t = konStanta, ¢ = konStanta) a equatorialna (rovnikova)
rovina (t = konstanta, z = 0). Pri vypocte skalarnej krivosti (respektive Gaussove;j
krivosti) danych rezov sa pouziva vSeobecny postup platny pri vypocte Ricciho

skaléru, ktory sa vSak aplikuje na indukovanu metriku konkrétneho priestorocasového
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Obr. 4.3 Vrstevnicovy graf udavajuci zavislost’ vel'kosti intenzity pol'a MP prstenca
na suradniciach p a z v pripade M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tiehovanie znazorfiuje

mensie/vacsie hodnoty intenzity.

rezu. V pripade rezu v podobe meridionélnej roviny nadobida indukovand metrika
tvar
ds? = N~2(dp? + dz?). (4.12)

Vy¢islenim 2D Ricciho skalaru odpovedajuceho metrike (4.12) dostavame vztah pre
Gaussovu krivost’

(2) R 2 2

T N(N,pp + N,ZZ) - (N.p) - (NZ) ’ (4.13)
ktory vedie na pomerne dlhy vyraz. Ten sa v§ak v centre prstenca redukuje na

@R(p=0,z2=0) M
2 T 2(M +b)3°

V pripade rezu equatorialnou rovinou nadobuda indukovana metrika tvar
ds? = N72(p?d¢? + dp?) . (4.14)

Analogicky ako v pripade meridionalnej roviny je mozné odvodit’ vztah pre Gaussovu

krivost’
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(2)R N 2
L
2 <N.pp + P )N - (N,p) ’ (4.15)

ktory v centre prstenca nadobtida tvar

“R(p=0,z2=0) _ M
2 (M +Db)3

V obidvoch pripadoch Gaussova krivost vymizne v stradnicovom nekonecne
(p? + z2 - +o Vv pripade rezu meridionalnou rovinou a p — +co Vv pripade rezu
equatorialnou rovinou). Naopak v okoli prstenca v obidvoch pripadoch (z = 0,p — b,
respektive z =0, p = b) Gaussova krivost diverguje, priCom Vv pripade

meridionalneho rezu sa blizi k 4+ a v pripade equatorialneho rezu k —oo.
4.2.4 Kretschmannov invariant

Nenulové zlozky Riemannovho tenzoru v pripade MP prstenca maji pomerne

jednoduchy tvar

23 3

-054

-154

Obr. 4.4 VTavo vrstevnicovy graf zavislosti Gaussovej krivosti na p a z pre MP
prstenec v pripade rezu meridiondlnou rovinou. SvetlejSie/tmavsie tiefiovanie
odpoveda menSim (zapornym)/vacsim (kladnym) hodnotam Krivosti. Vpravo
zéavislost’ Gaussovej krivosti na p pre MP prstenec v pripade rezu equatorialnou

rovinou. V oboch pripadoch sa predpoklada M = b = 1.
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p’ [N.ppN B (N.Z)Z - (N,p)z] +pN,N
Roppep = N% ,

_ N(N,zz + N,pp) B (N,Z)Z B (N,p)z
pzpz — N4 ’

Rotpr = (N,p)z - (N,Z)Z + NppN,
Rztzt = _(N,p)z + (N,Z)Z + NN,

P2 |[NooN = (V)" = (N,)°] + pN N
chchz = N4 ’

Ryepe = —p* [(N,z)z + (N,p)z] +pN,N,

Rptzt = ZN,pN,z + N,pzN ’

(4.16)

R = _%
poopz — N3

Z tohto uz pre Kretschmannov invariant vyplyva
K =24(N,)" +48(N,)"(N,)" ~ 8(N,) NN —
_24(N,z)2N,ppN + 32N NoNy, N + 24(N,p)4 o
~24(N,) NN = 8(N,p) NN +12N2(N,;.)” +
+8N2N,ZZN.pp + 12N2(N.pp)2 + 16N2(N,p2)2 - (4.17)

24(N:) NN _ 24(N,)'N  8N,NaN?

p p p
2
8NN ppN?  12(N,) N*
+ + ey
p p

Dosadenim za funkciu N do vztahu (4.17) dostdvame vel'mi dlhy a zlozity vyraz, ktory

sa vSak v centre prstenca redukuje na

12M?

K(p=0,z=0)=m.

Zo (4.17) dalej vyplyva, ze Kretschmannov invariant v stradnicovom nekonecne
vymizne, zatial' ¢o v blizkosti prstenca diverguje ku kladnému nekoneénu. Zavislost’

Kretschmannovho invariantu na suradniciach p a z sme vykreslili na obr. 4.5.
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Obr. 4.5 Vrstevnicovy graf zavislosti Kretschmannovho invariantu pre Majumdarov-
-Papapetrouvov prstenec za predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tiefiovanie

znéazornuje mensie/vacsie hodnoty invariantu.

4.3 Bachov-Weylov prstenec

Oproti MP prstencu, ktory moze pdsobit’ dost’ umelo, je Bachov-Weylov prstenec
zdanlivo intuitivnej$i (ide vlastne o akusi analdgiu prstenca v klasickej Newtonovej
mechanike), avSak ako sa ukaze, opak je pravdou. Za jeho nevSedné vlastnosti je
zodpovedna funkcia A, ktora uz nie je vSade nulova, ako v pripade MP prstenca.
Funkcie N a A metriky (4.1) su v tomto pripade dané vztahmi (z rozmerovych dévodov

v pripade funkcie A neuvadzame explicitnu zavislost’ na parametri k)

1 2MK(k)
N = &P wl, '
(4.18)

(p — b)(E — kK)*
klz )

MZ
A= —ml(p +b)(E—K)? +
kde E (k) je Gplny elipticky integral druhého druhu dany predpisom
7
E(k) = f‘/l — k?sin? ada
0

a k’ je dané vztahom
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k?=1-k2.
Ostatné funkcie (I,, k a K (k)) st definované rovnako ako v pripade MP prstenca.
4.3.1 Vlastné obvody a asymptotika

Z tvarov funkcii N a A vyplyva, ze v suradnicovom nekonecne prechadzaju na jednotku
(v pripade N), respektive na nulu (v pripade A1), a teda metrika sa stava plochou.
Funkcia A taktiez vymizne na ose symetric (p = 0). V blizkosti prstenca
(I, » 0*,1, » 2b~, k —» 17) safunkcia N blizi k nule ako

2M

L, \ml;
NG~ 1)~ (51)
2

Funkcia A v blizkosti prstenca naopak diverguje, a to kK —oo ak sa K prstencu blizime
zvnutra (Y € (n/2,3m/2) a { - +), respektive k +oo ak sa k prstencu blizime
zvonku (Y € (0,/2) U (3/2,2m) a{ - +0).

Analogicky ako v pripade MP prstenca je maly obvod BW prstenca dany limitnym

prechodom pre { — +oo v integrali tvaru

Obr. 4.6 Zavislost’ funkcie N (vl'avo) a A (vpravo) na suradniciach p a z pre Bachov-
-Weylov prstenec za predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tienovanie odpoveda

vacsim (kladnym v pripade 4)/mensim (zapornym v pripade 4) hodnotam.
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2T
e/l

f”glp dp = chosh(—cosdJ . (4.19)

Asymptotika integrandu v (4.19) ma v blizkosti prstenca smerova povahu, ktora
vyplyva z jeho spravania sa v limite { = oo,

b et

2
o N Zbe—%(zefcosw
N cosh{ — cosy '

Z takejto asymptotiky teda vyplyva, ze ak sa k prstencu blizime z vnutornej strany
(Y € (m/2,3m/2)), integrand exponencialne diverguje, zatial ¢o v pripade
priblizovania sa k prstencu z vonkajsej strany (y € (0,7/2) U (3m/2,2m)) naopak
prudko vymizne. Integrand rovnako vymizne pri priblizovani sa k prstencu zo smerov
kolmych na rovinu prstenca (Y = m/2, respektive y = 3w /2) — pre asymptotiku

Vv limite { = 400 v takomto pripade plati

b et 5 M2 5 M2
— ~ 2be 2n%p?
N cosh{

Zo smerovej povahy integrandu teda plynie, Ze maly obvod vonkajsej polroviny BW
prstenca je kone¢ny (nulovy), av§ak maly obvod jeho vnutornej polroviny diverguje k

+00, a teda aj celkovy maly obvod je nekonecny.

Velky obvod prstenca je dany limitnym prechodom ¢ — +o00 vo vzt'ahu

2 .
2rth sinh

J V9pp b = N cosh{ —cosy’ (4.20)

Pri vySetrovani velkého obvodu je opédt raz vyhodné napisat’ si asymptotické
spravanie skimaného vyrazu v limite { = +oo,

2mtb sinh ¢

pers’
~2 b
N cosh{ —cosy oern

Z asymptotiky teda plynie, ze velky obvod prstenca je nekone¢ny (tento zaver plati aj

Vv pripade limitného prechodu b — 0%).
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4.3.2 Vlastny polomer, vlastné vzdialenosti a vlastna plocha uzavreta prstencom

Vlastny polomer je mozné urcit’ pomocou vztahu

fb /gpp(2= 0)dp = f (%) dp.. (4.21)
0 0 z=0

Predtym, nez sa pustime do vypoctu integralu v (4.21) je vyhodné preskumat’ vlastné
vzdialenosti od prstenca v 'ubovolnom smere (na ¢o st najvhodnejsie toroidalne
suradnice), ktoré st dan¢ ako

+ oo

bt 4.22
!ﬁcosh{—cosw ¢ (4.22)

+00

GRS

%o
Za povsimnutie stoji, ze integrand v (4.22) je totozny s integrandom v (4.19), a teda
zdiel'aju spolo¢nti asymptotiku, z ktorej opat’ raz vyplyva smerova zavislost’ — vlastné
vzdialenosti merané zo smerov, pre ktoré cosy < 0, si nekone¢né, zatial’ ¢o vlastné
vzdialenosti, pre ktoré cosp = 0, st konec¢né. Toto spravanie sa navyse zachovava aj
Vv limite nulového b. Na zaklade rozboru asymptotiky vztahu (4.22) sme teda zistili,
ze vlastny polomer BW prstenca je nekonecny (a to aj v pripade, Ze prstenec limitne

stiahneme do bodu), pricom k tomuto poznatku sme dospeli bez potreby vypocétu
integralu (4.21).

Vlastnt plochu uzavrett prstencom spocitame ako

Zﬂf \/gqqgw(l/i =m)d{ =
° (4.23)

+ o0

2mh? sinh ¢ e? q
J < N? (cosh(—cosd;)Z)w:n ¢

Za tymto Gcelom opét’ preskiimame asymptotiku integrandu v limite { = +oo, ktory
ide k nekone¢nu ako

1 sinh

- 8/1 ~ 28%(28<
N2 (cosh{ + 1)2

)

a teda aj plocha uzavreta prstencom je nekonecna (o nie je az tak prekvapujice, ked’ze

vlastny polomer a vel'ky obvod BW prstenca st taktiez nekonec¢né). Pri limitnom
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prechode b — 07 je divergencia integrandu este silnejsia, takze uvedené zavery platia

aj pre prstenec stiahnuty do bodu.
4.3.3 Intenzita pol’a a krivost’

Intenzita pol'a je dana vztahom
N2
K2 = gWN N, = eTA[(N,p)Z + (NZ)Z] _ (4.24)

Tento predpis vedie podobne ako v pripade MP prstenca na pomerne dlhy vyraz, ktory

sa vSak na osi redukuje na

5 M?z? 1
K- = .
b2 + ZZ 3 4M
( ) evbZ+z?

Z tohto uz priamo vyplyva nulovost’ zrychlenia v centre prstenca. V okoli prstenca sa
opat prejavuje smerovost — intenzita vymizne ak sa K prstencu priblizujeme
z vnutornej strany a diverguje ak sa k nemu priblizujeme z vonkajSej strany.

V suradnicovom nekone¢ne sa intenzita pol’a limitne blizi k nule.

Obr. 4.7 Zavislost intenzity pola na suradniciach p a z v pripade Bachovho-
-Weylovho prstenca za predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tiefovanie znaci

véacsie/mensie hodnoty intenzity.
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Podobne ako v pripade MP prstenca sa budeme zaoberat’ len Gaussovou krivostou

vV meridionalnom a equatoridlnom reze, pre ktoré indukovana metrika nadobuda tvar

21

e
ds? = F(dp2 +dz?), (4.25)
respektive
2 22
p e
ds? = 57 d¢p? + 57 dp?. (4.26)

Vy¢islenim Ricciho skalaru na zaklade metrik (4.25) a (4.26) sme ziskali vyrazy pre

Gaussovu krivost’,

2 2
“R _ _A.ZZNZ + A.ppNZ — NN —NypN + (N,Z) + (N.p) (4.27)
2 e?? '

v pripade rezu meridionalnou rovinou a

@R _ ApNpNp—NypNp —A,N* + (Np)'p+ NN

. o (4.28)

Obr. 4.8 Zavislost’ Gaussovej krivosti na suradniciach p a z pre meridionalny rez
(vlavo), respektive zavislost’ Gaussovej krivosti na stradnici p pre equatoridlny rez
(vpravo) pre Bachov-Weylov prstenec za predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie

tienovanie odpoveda vacsim (kladnym)/mensim (zdpornym) hodnotam.
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Vv pripade equatoridlneho rezu. Tieto rovnice by sa dali eSte zjednodusit’ s vyuzitim
Einsteinovych rovnic (je mozné do urcitej miery vylucit’ derivacie funkcie A), avSak
pre potreby prace sa uspokojime s odvodenymi tvarmi.

Po dosadeni prislusnych funkcii N a A z (4.18) prechadzaji dané vzt'ahy pre Gaussovu

krivost’ na neprimerane dlhé a zlozite vyrazy, ktoré sa vSak v centre prstenca redukuju

na

@R(p=0,z=0) M _%
2 ~ 2b3

e

Vv pripade vztahu (4.27), respektive na

Vv pripade vztahu (4.28).

Nie je prekvapivé, Ze v blizkom okoli prstenca sa opét’ prejavuje smerovost’, a to
Vv pripade oboch rezov. Gaussova krivost’ meridionalneho rezu diverguje k +oco pri
priblizovani sa k prstencu z vonkajsej strany (Y € (0,7/2) U (31/2,21),{ = +),
zatial’ ¢o pri priblizovani z vnatornej strany (Y € (w/2,31/2),{ — +0) ide k nule.
Krivost’ rovnako diverguje aj pri priblizovani sa k prstencu zo smerov kolmych na

rovinu prstenca (y = /2, respektive = 31 /2).

V pripade rezu equatoridlnou rovinou Gaussova krivost’ podobne ako v meridionalnom
reze pri priblizovani sa K prstencu z vnutornej strany vymizne, avsak pri priblizovani
z vonkajSej strany diverguje k zapornému nekonecnu. V oboch pripadoch Gaussova

krivost’ vymizne v suradnicovom nekonecne.

Kuvedenym zaverom je v§ak nutné podotknut’, Ze ich platnost’ je obmedzena na pripad
M = b = 1, ked’Ze dané vyrazy pre Gaussove krivosti st naozaj komplikované, a teda
neumoziuju prevedenie vSeobecnych limit pre 'ubovol'né hodnoty parametrov M a b.
S ohl'adom na prechadzajuce vysledky vSak nie je nerozumné predpokladat’, ze sa

uplatniuju aj vo vSeobecnom pripade.
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4.3.4 Kretschmannov invariant

Nenulové zlozky Riemannovho tenzoru v pripade Bach-Weylovho prstenca

nadobudaju tvar

P [(N,p)zp + (N,z)zp - N,pN]

Roegpe = — 2 '
I [1,:N? + 2 ,,N? — N ,,N]e?* B
pzpz — N4

[_NppN + (V) + (N,z)z] e

N* '
_ pl=2A,NpNp +A,N,Np + N ,,Np]
Rpppp = N4 +
2 2 2
L PL2oN = (N,)"p = (N.)'p + Ny
N* ' (4.29)

Rotpt = =ApN,N +A,N,N+ N,,N + (N,p)z - (N.z)z )

Rotze = AN N — AN N + NN — (N,)" + (N,)°,

° _ p[ApN,Np —2,N,Np + N,Np] N
bzepz — N4
2 2 2
P [_A.pN —(No)'p=(N2)p+ N.pN]
+ N7 ,
Rytze = —A,N,N —N,A,N + N,,N + 2N ,N,,

_ Pl=ApNop = Nydsp + Npp +4,N]|
Roppz = — N3 ,

¢o vedie na Kretschmannov invariant, ktory tu z rozmerovych dévodov neuvadzame.

V centre prstenca sa vSak redukuje na

12M? _am
e e -

K(p=0,z=0) =

V okoli prstenca sa prejavuje smerovost’ obvykla pre BW prstenec — pri priblizovani
sa k prstencu z vnutornej strany Kretschmannov invariant vymizne a naopak pri
priblizovani z vonkajSej strany diverguje ku kladnému nekone¢nu. V stradnicovom

nekoneéne sa limitne blizi k nule.

Tieto zavery (z rovnakych dévodov ako v pripade Gaussovej krivosti) s uréitostou

platia len v pripade M = b = 1, pricom na zaklade predchadzajucich vysledkov je viac
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nez opravnené predpokladat’ ich platnost’ aj pri 'ubovol'nych hodnotach parametrov M

a b (s moznymi problémami pri limitnom prechode b — 0%).

Obr. 4.9 Zavislost Kretschmannovho invariantu na stradniciach p a z pre Bachov-
-Weylov prstenec za predpokladu M = b = 1. SvetlejSie/tmavsie tiefiovanie odpoveda

vaésim/mensim hodnotam invariantu.
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Na zaver eSte uvadzame tabulku, v ktorej zhffiame vSetky skiimané vlastnosti oboch

prstencov.
MP prstenec BW prstenec
. T[lz ﬂ
Asymptotika v okoli ~ m N~ ( b )nlz
11 4-12

prstenca

Maly obvod

Velky obvod

Vlastny polomer

Vlastné vzdialenosti od

prstenca

Vlastna plocha

uzavreta prstencom

Intenzita pol’a na ose

prstenca

Gaussova krivost’
Vv centre prstenca

(meridionalny rez)

Gaussova krivost’
Vv centre prstenca

(equatorialny rez)

Kretschmannov invariant

V centre prstenca

l, » 0%, 1, > 2b”
nulovy

nekonecny

4MG
b+—0
s

konecné zo vSetkych

smerov
8M? g

mb? + 8Mb +Tf yK?(y)dy
0

M?z?
(M + Vb7 ¥ 22)°

M
2(M + b)3

M
(M + b)3

12M?
(M + b)°

l, » 0%, 1, > 2b”
nekonecny

nekonecny

nekonecny

nekonecné pri priblizovani sa
z vnutornej strany; kone¢né pri

pribliZzovani sa z vonkajsej strany

nekonecni
M?z2 1
h2 23 4M
(b%+2°)° e
M _2M
263 °
M _2M
12M? _am
e b
b6

Tab. 4.1 Porovnanie vlastnosti skimanych prstencovych rieseni Einsteinovych rovnic

(konkrétne MP prstenca a BW prstenca).
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5. Zdanlivé horizonty

Formaélna definicia zdanlivych horizontov si vyzaduje pochopenie d’al§ich pojmov —

— pri ich zavadzani vychadzame predovsetkym z [2] a [3].

Predpokladajme rozklad priestorocasu (M , ga/;) na subor priestorupodobnych rezov X
S nulovym prienikom, pricom kazdy takyto rez odpoveda ,,obrazu‘ priestorocasu
v (nejakom) danom suradnicovom ¢ase t (jednotlivé rezy st teda implicitne zadané

rovnicou t = konstanta). Predpokladajme d’alej vel'’kost normaly na dané rezy v tvare

g#vvutvvt = — (51)

m )
kde N je totozné s N vystupujucim v metrikach skimanych rieSeni v kapitolach 3 a 4
(N je tzv. lapse funkcia a udava, kol’ko vlastného ¢asu uplynie medzi dvoma za sebou
idacimi rezmi X). Definujme d’alej jednotkovli normalu na jednotlivé rezy pomocou

vztahu
n, = —avV,t. (5.2)
Pre indukovana metriku y4p na trojrozmernych priestorupodobnych rezoch X potom
plati
Yap = Gap + NaNg . (5-3)

Metrika (5.3) teda urCuje vzdialenosti v ramci priestorovych rezov X. K d’alsim
vypoctom je nutné definovat’ projekéné operatory do danych rezov, respektive do

priestorov kolmych na dané rezy. Prvy z nich je dany predpisom
Y% = 8% +nng, (5.4)
odkial’ pre ten druhy vyplyva
Naﬁ :6aﬁ—yaﬁ —n“nﬁ. (55)
Priemet vSeobecného tenzoru do daného rezu je dany kontrakciou vSetkych jeho
indexov s odpovedajucim projekénym operatorom. Trojrozmerna kovariantna
derivacia je jednoznacne urcena podmienkou jej kompatibility s metrikou (5.3) a je

mozné ju spocitat’ priemetom vsetkych indexov v odpovedajucej Stvorrozmernej

kovariantnej derivacii daného tenzoru.
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Predpokladajme d’alej existenciu hladkej uzavretej dvojrozmernej nadplochy S v X
a oznatme s* jej vonkajsiu jednotkovi normalu. Podobne ako v pripade metriky yqp

definujeme indukovana metriku m,z nadplochy S predpisom

Mg = Vap — SaSp = Gap T Nap — SaSp - (5.6)

Kazdym bodom nadplochy S prechddza dvojica do budtcnosti orientovanych

svetelnych geodetik, ktorych priemet do X je kolmy na S, a ktorych doty¢nice st dané

predpisom

ka 1 ( a+ a) la 1 ( a a)
=—n"+s%), =—n"-s5%),

Vz vz

(5.7)

[24 1 (ka+la) Sa 1 (k(x laf)
n® =— ) =— - .

V2 V2

S vyuzitim vzt'ahu (5.7) teda m6zeme indukovant metriku nadplochy S napisat’ v tvare
ma[g = gaﬁ + kalﬁ + lakﬁ . (58)

VysSie zavedené pojmy ndm umoziiuju definovat expanziu © vychéadzajicich

svetelnych geodetik kolmych na S pomocou vzt'ahu
0 = m*FV kg = V k%, (5.9)

pricom posledna rovnost’ plati za predpokladu afinnej parametrizacie dotyC€nic
k svetelnym geodetikam. Expanzia vchadzajtcich svetelnych geodetik je definovana
analogicky. Pomocou expanzie je mozné zaviest pojem zachytenych povrchov — ide
0 také uzavreté dvojrozmerné povrchy vnorené do X, pre ktoré je expanzia oboch
vychéadzajucich a vchadzajucich do buducnosti orientovanych svetelnych geodetik
zaporna vSade na S. Zachytenou oblastou v ¥ nazveme takt Cast’ X, ktora obsahuje
zachytené povrchy. Zdanlivy horizont rezu X nakoniec definujeme ako hranicu
zachytenej oblasti — ide teda 0 margindlny zachyteny povrch na ktorom expanzia
vychéadzajucich svetelnych geodetik identicky vymizne. Zjednotenie zdanlivych
horizontov vsetkych rezov X je trojrozmerna nadplocha a nazyva sa zachycujuci

horizont.
5.1 Vyutzitie zdanlivych horizontov v numerickej relativite
Horizont udalosti je globalny pojem a jeho urcenie si v principe vyzaduje znalost’ celej

buducnosti priestorofasu, ¢o ndm neumoznuje lokalizovat’ ¢ierne diery ,,v danom
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case®, napriklad pocas numerickej simulacie. Vedomost’ o (aspon pribliznej) polohe
¢iernych dier pocas simuldcie je nevyhnutna napr. pre vylicenie singularit zo
sktimanej oblasti (ide o metddu tzv. vynatia ciernej diery, ktora je zalozena na fakte,

ze vnutornd oblast’ ¢iernej diery nemdze kauzalne ovplyviiovat’ vonkajsiu oblast)).

V kontraste k horizontu udalosti je zdanlivy horizont definovany lokalne na kazdom
priestorupodobnom reze ¥ (ak dany rozklad do rezov £ umoznuje vznik zdanlivych
horizontov — ich existencia je totiz podmienena ,,vhodnym* rozkladom). Ako sa
ukazuje, ak v danom reze existuje zdanlivy horizont, musi sa nachadzat vo vnutri
horizontu udalosti, takZze vnutornu oblast’ zdanlivého horizontu je mozné bezpecne
vyradit’' z numerickej simuldcie. Naviac plati, Ze v pripade stacionarneho priestorocasu
zdanlivy horizont a horizont udalosti splyvaju — k ur¢eniu horizontu udalosti teda staci

identifikovat’ zdanlivy horizont.
5.2 Zdanlivy horizont toroidalneho rieSenia

Pomerne jednoduchd metrika priestorocasu s toroidalnym horizontom sktimaného
v kapitole 3 umoznuje explicitne spocitat’ veli¢iny z tvodu tejto kapitoly a nasledne
overit’, ze zdanlivy horizont tohto rieSenia splyva s jeho horizontom udalosti. Metrika

spominaného rieSenia nadobudala tvar
ds? = —N2 de? +—dr? + 2(d¢p? + dyp?)
s2 = e r r<(d¢ Y),

kde funkcia N je dana predpisom

Pre jednotkovi normalu na priestorupodobné rezy (dané podmienkou t = konStanta)

potom plati

“—(1 000)
n - Nlll .

Indukovana metrika na danych priestorupodobnych rezoch nadobtda tvar

00 0 0
0 N2 0 0

B _
v =lo o 142 o
0 0 0 1/r?
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Ocakavame, Ze vhodné uzavreté dvojrozmerné nadplochy st dané podmienkou v tvare

r = konStanta, ¢omu odpoveda vonkajsia jednotkova normala
s*=(0,N,0,0).

Dotycnice (respektive odpovedajuce kovektory) k vychadzajuicim svetelnym

geodetikam st dané predpisom

1
k, = — (—N,N, 0,0) .

Indukovana metrika na danych uzavretych dvojrozmernych nadplochach nadobuda

tvar
00 0 0
00 0 0
B _
m® =10 0 142 o0 |
00 0 1/

Z ¢oho pre expanziu vyplyva

Z expanzie uz jasne plynie, Ze tito vymizne prave v pripade r = ry = 3/—6M /A,
a teda sme overili, ze zdanlivy horizont daného priestorocasu splyva s jeho horizontom

udalosti.
5.3 Zdanlivé horizonty prstencovych rieSeni

Metriky skiimanych prstencovych rieseni nie st ani zd’aleka také jednoduché ako
Vv pripade toroidalneho rieSenia, a Z toho dévodu nemdzeme ocakavat ani ,,rozumny*
predpis pre expanziu. Prave naopak, podmienka nulovej expanzie vo vSeobecnosti
vedie na netrividlnu diferencialnu rovnicu druhého radu, ktorti je mozno vyriesit’ len

pomocou numerickych metod.
Pri prechode k sférickym suradniciam (¢, 7, 8, ¢) pomocou transformacie v tvare
p=rsinf , zZ=1rcos6 (5.10)

dané metriky zavisia na suradniciach r a 8, z coho vyplyva, ze uzavreté dvojrozmerné
nadplochy v ramci jednotlivych rezov musime v najvacsej vSeobecnosti predpokladat’

V tvare
r—h(@) =0,
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kde h(f) je neznama funkcia. Najdenie zdanlivého horizontu potom odpoveda

najdeniu zavislosti r = h(6).

Podobne ako v pripade toroidalneho rieSenia v nasledujucej sekcii explicitne uvedieme
veli¢iny potrebné k vycisleniu expanzie v pripade vSeobecnej metriky v tvare (4.1).
Riesenim vyslednej diferencialnej rovnice v pripade prstencovych rieSeni sa v tejto
praci nezaoberame — ide totiz o rozsiahlejsi problém, ktory by sa dal rozvinut’ v d’al$iu

samostatnl pracu.

Na pripomenutie uvadzame skiimant metriku prstencovych rieseni vo vSeobecnom

tvare s vyuzitim sférickych suradnic

r?sin? 8 dp? + e?*(dr? + r2de?)

2 2 2
ds® = —N-dt- + N2 ,

kde N a A su funkcie dana vzt'ahmi (4.5), respektive (4.18).

Priamoc¢iarym vypoctom je mozné ukazat, ze jednotkovd normala na
priestorupodobné rezy a nasledne indukovana metrika uvazovanych rezov nadobudaju
tvar

“—(1 000)
n- = NIII )

NZ NZ N2
y* = diag <Olej'r2e2/1 "1r2 sin? 9) .

Ako sme uviedli vyssie, uzavreté dvojrozmerné nadplochy su v pripade prstencovych

rieSeni trocha komplikovanejsie a ich jednotkova vonkajSia normala nadobuda tvar

rNe™* hg
s* = —(O,l,—?,O) .

/(h,e)z +r2

Z tohto uz pre nenulové zlozky indukovanej metriky dvojrozmernych nadploch

vyplyva
2
11 _ Nz(hﬂ) m?? = N?
e [(hlg)z + rz] e24 [(h,g)z + 1”2]
m33 = N? ml?2 = N2he — 21
r2sin26’ 022 [(hg)z +r2]
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K vyc¢isleniu expanzie je eSte potrebnd dotyCnica k vychadzajucim svetelnym
geodetikdm (respektive jej odpovedajuci kovektor), ktorej nenulové zlozky st dané

predpisom

1 re’ 1 rethy

VZy [th)2are VZy [thp) 4 re

Dosadenim do vztahu (5.9), ktory polozime rovny nule, nasledne dostdvame

kq

diferencialnu rovnicu v tvare

1
0= {—12N(ho) 2, — N2, + N(hg) A6 +

re’ I:(hlg)z + rzF

, , (5.11)
+72Nhgdg + 2r2(hg) N, + 2r*N, — 3rN(hg)” + r*Nhgg —

—2r3N = 2(h) N — 2r*hoNg + Nhgeotg (8) [(he)” +72]}.

Po vykonani naznacenych derivécii je pravdaZe eSte nutné dosadit’ podmienku na tvar
priestorupodobnych rezov v podobe r = h(6). Za zmienku taktiez stoji, Ze rovnica
(5.11) urcuje zdanlivy horizont 'ubovol'ného priestoro¢asu daného metrikou v tvare

(4.1) (a teda nie len prstencovych rieSeni skiimanych Vv tejto praci).

Pri hl'adani zdanlivych horizontov s toroidalnou topoldgiou méze byt vyhodné prejst’
k toroidalnym suradniciam, ktorych suvislost s Weylovymi suradnicami valcového
typu je dand vztahom (4.2). Pri tomto prechode vSak pocet ¢lenov vo vyslednej
diferencialnej rovnici prudko narastie, a teda z rozmerovych dovodov ju nie je mozné
V tejto praci uviest’ (v pripade MP prstenca, pre ktory funkcia A identicky vymizne, ma

zmienena diferencidlna rovnica vyse 20 ¢lenov).

Podobne ako pri hl’'adani sférickych horizontov je aj v pripade toroidalnych horizontov

nutné vyuzit podmienku na tvar priestorupodobnych rezov, ktord nadobuda tvar
¢ =h(@).

Uz na prvy pohlad je jasné, Zze v pripade rovnice (5.11), respektive jej analogie
Vv toroidalnych suradniciach ide 0 nelinearne diferencialne rovnice druhého radu, a teda
na ich plné vyrieSenie je potrebné Specifikovat’ pociato¢né (,,okrajové*) podmienky na

samotnu hl'adant funkciu a jej prvii derivaciu. Spravnou cestou pri hl'adani podmienok
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na derivaciu sa zd4 byt poziadavka na hladkost’ zdanlivého horizontu — v sulade
s axialnou a equatoridlnou symetriou skimanych rieseni teda musi dana dvojrozmerna
nadplocha odpovedajica zdanlivému horizontu pretinat’ kolmo rovinu prstenca,
rovnako ako odpovedajucu os axialnej symetrie (v pripade sférického horizontu).
V jazyku sférickych a toroidalnych stradnic je mozné tito podmienku vyjadrit’
nasledovne (v pripade toroidalnych suradnic je matematicky mozné formulovat’ len

podmienku kolmosti na rovinu prstenca)

(9)] h(@\ %h(@\g:n - »
%hwbq —0= @hm‘wm

Hladkost’ zdanlivého horizontu ndm vsak bohuzial’ neposkytuje Ziadnu podmienku na
hodnotu hladanej funkcie v danych bodoch, a teda pri rieSeni skimanych
diferencidlnych rovnic je nutné povazovat tuto pociatocnu podmienku za volny

parameter.
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Zaver

Intuicia napoveda, ze objekty generujuce priestorocasy s toroidalnou topologiou by
mali byt prirodzenym $tadiom pri gravitacnom kolapse rotujucich telies, avSak ako
vyplyva z teorémov o jednoznacnosti ¢iernych dier a teorému topologickej cenziry,
pri splneni urcitych rozumnych predpokladov maji stacionarne Cierne diery vzdy
horizont sférickej topoldgie. V naSej praci sme teda zhrnuli predpoklady a zavery
spominanych teorémov a nasledne sme (aspon sc¢asti) rozobrali désledky v pripadoch,

ked’ aspon jeden z predpokladov nie je splneny.

Konkrétne sme zhrnuli zakladné vlastnosti znameho anti-de Sitterovho priestorocasu
(nie je teda splnend podmienka asymptotickej plochosti) s horizontom udalosti
toroidalnej topologie. V ramci rozboru daného rieSenia sme navrhli jednu z moznych
vizualizacii pouzitych suradnic pomocou priemetu plochého toru do 3D (pravdaze
vykonanim priemetu sa straca ista informacia, a teda nejde 0 vzajomne jednozna¢né
zobrazenie, ¢o vedie k presvedceniu, Ze mdze existovat’ vhodnejsia vizualizacia). Dana
vizualizacia ndm umoznila lepSie pochopit’ spravanie réznych invariantnych velic¢in

vztiahnutych k skimanému horizontu udalosti, ktoré sme nakoniec zhrnuli v tab. 3.1.

V dalSej Casti sme uviedli dve prstencové rieSenia Einsteinovych rovnic (konkrétne
Majumdarovo-Papapetrouvovo riesenie a Bachovo-Weylovo riesenie) ako poten-
cidlnych kandidatov na priestorocasy s toroidalnym horizontom (niekol’ko indicii totiz
naznacuje, ze za predpokladu existencie horizontu nejde v pripade skiimanych
prstencovych rieSeni aj napriek nezéavislosti ich metrik na stiradnicovom case
0 staciondrne priestorocasy, ale o priestoroCasy nachadzajuce sa v tzv. momente
Casovej symetrie). Oproti uvedenému toroidalnemu rieSeniu sa dané prstencové
rieSenia zdaju byt intuitivnejSie v zmysle interpretacie pouzitych stiradnic (Weylovych
valcového typu, respektive toroidalnych) a taktiez spravanim Studovanych invariantov
v centre prstencov (v pripade toroiddlneho rieSenia totiz nema zmysel hovorit

0 nejakom ,,centre*). Skiimané vlastnosti prstencovych rieseni sme zhrnuli v tab. 4.1.

V poslednej kapitole sme zaviedli pojem zdanlivého horizontu a nadobudnuté znalosti
sme nasledne aplikovali na jeho ur€enie pre skimané rieSenia Einsteinovych rovnic.
V pripade toroidalneho rieSenia sme v podstate overili, Ze za predpokladu stacionarity
priestorocasu zdanlivy horizont splyva s horizontom udalosti. V pripade prstencovych

rieSeni (respektive 'ubovol'ného rieSenia popisaného metrikou (4.1)) vSak definicny
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vzt'ah zdanlivého horizontu viedol na netrivialnu diferencialnu rovnicu druhého radu,
ktoru je mozné vyriesit’ len pomocou nejakej vhodnej numerickej metody. Samotnym
rieSenim tejto rovnice sme sa nezaoberali (a teda sa ndm ani nepodarilo overit’, ¢i
Vv pripade skimanych prstencovych riesSeni dochadza k formacii zdanlivého horizontu
s toroidalnou topologiou). Na zaklade prstencovej povahy singularit uvazovanych
rieSeni sme vSak pri hladani horizontov s toroidalnou topoldgiou navrhli
pretransformovat’ dana diferencialnu rovnicu do toroidalnych suradnic, ktoré s na
tato tlohu obrazne povedané ,,Sit¢é na mieru”“. V zavere sme eSte rozobrali rd6zne
pociatocné (okrajové) podmienky, ktoré je mozné pri numerickom rieSeni uvedenej
diferencialnej rovnice uvazovat' v pripade horizontov so sférickou a toroiddlnou
topologiou (podmienky vyplyvaju z pozadovania hladkosti a symetrii zdanlivych
horizontov). Tieto podmienky vSak rieSenie neurcuju jednoznacne, ked’ze sa tykaju len
prvych derivacii hl'adanej funkcie, ¢o sa prejavilo pribudnutim d’al§iecho vol'ného

parametru (rieSenie ziskanej diferencialnej rovnice je teda o to tazsie).

Otazka existencie ,,rozumnych® Struktar s toroidalnym horizontom tak stale zostava
otvorend, pricom rozhodujucu odpoved pravdepodobne rovnako ako v pripade
»Kklasickych® ¢iernych dier so sférickym horizontom poskytne az observacna
evidencia. Bolo by teda zaujimavé vysetrit, ¢i fyzikalne procesy v okoli toroidalnych
¢iernych dier moézu viest’ k odlisSnym observaénym dosledkom neZ procesy v okoli

»Standardnych® ¢iernych dier so sférickym horizontom (vid’ [15] a [16]).
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