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Uvod

Novy regulatérny rezim Solventnost 11, ktory nadobudol platnost 1.janudra
2016, prinasa nové prvky regulécie v poistnom sektore. Kladie sa vacsi doraz na sys-
tematickost riadenia rizik. Hlavnym cielom je ochrana poistenych a oprdvnenych
0sob pred nesolventnostou poistovne.

Neodmyslitenou sicastou rizikového profilu poistovne poskytujticej produkty
zivotného poistenia je riziko dlhovekosti. Riziko dlhovekosti predstavuje systema-
ticky pokles pravdepodobnosti imrtia. Systematické odchylky pravdepodobnosti
umrtia stuvisia s priemernou dizkou zivota.

V préaci sa zameriame na polehotné zivotné dochodky s fixnymi vyplatami raz
roéne a modelovanie parametrického rizika imrtnosti. Budeme predpokladat, Ze
skutoéna umrtnost sa odlisuje od tabuliek najlepsich odhadov pravdepodobnosti
umrtia. Modely, pomocou ktorych budeme simulovat budici vyvoj portfdlia, ¢ize
pocty zomretych, patria do kategorie zmieSanych pravdepodobnostnych modelov.
Preskimame dve zmesi rozdeleni, a to beta-binomické rozdelenie a Poissonovo-
gama rozdelenie. Nahodné fluktudcie v poctoch imrti sa daji modelovat pomocou
binomického rozdelenia, ktoré za urcitych podmienok je mozné aproximovat
Poissonovym rozdelenim. Nahodna pravdepodobnost dmrtia, ktord sposobuje
systematické riziko, bude mat beta rozdelenie, resp. gama rozdelenie. Prednostne
¢erpame z ¢lankov |Olivieri (2011)) a |Olivieri a Pitacco (2009).

Praca je clenena do piatich kapitol. V prvej kapitole definujeme pojmy riziko,
parametrické riziko a odchylky v imrtnosti. V tejto kapitole d’alej priblizujeme
met6dy vypoctu solventnostnej kapitalovej poziadavky (SCR) z pohladu Sol-
ventnosti II. Zjednodusene povedané, v ramci projektu Solventnost II existuju
dva sposoby vypoctu SCR. Je mozné pouzit standardny vzorec alebo interny
model. Umrtnostné modely, ktoré st predmetom tejto prace, by mohli nahradzat
Standardni formulu a byt povaZované za mozny pristup k internému stanoveniu
kapitalovej poziadavky k riziku dlhovekosti. Podmodul rizika dlhovekosti je jednym
z podmodulov Zivotného upisovacieho rizika.

Druha kapitola vseobecne zavadza pojem zmes rozdeleni a popisuje prislusné
charakteristiky. Matematické zavedenie beta-binomického rozdelenia a Poissonovho-
gama rozdelenia je tieZ obsahom tejto kapitoly. Podstatou je ukazat vznik a tvar
nepodmienenej hustoty tychto rozdeleni, ktora slizia k modelovaniu poc¢tu dmrti
s ndhodnou pravdepodobnostou timrtia.

Pomer pozorovaného poétu timrti k velkosti portfélia sa moze vyrazne ligit
od pravdepodobnosti imrtia aj napriek tomu, ze mame k dispozicii dostatocne
velké portfélio. Jednd sa o situdciu, kedy pravdepodobnost tmrtia je neistd
a uvazuje sa, ze je nahodna. Predpokladame, ze pocet imrti ma podmienene na
pravdepodobnosti imrtia binomické alebo Poissonovo rozdelenie. Ak pripustime,
7e pravdepodobnost timrtia mé beta alebo gama rozdelenie, potom nepodmie-



nené rozdelenie poctu umrti je beta-binomické alebo negativne binomické. Tieto
umrtnostné modely su popisané v tretej kapitole. Blizsie sa zemeriame na Poissonov-
gama model, kde rozoberieme pripad portfélia tvoreného jednou alebo viac nez
jednou kohortou. Na zaklade sktusenosti, resp. informacie o skutocnom pocte
zomretych do ¢asu vypoctu (napr. rezerv, kapitdlovej poziadavky) a bayesovej
Statistiky je tento pravdepodobnostny model schopny aktualizovat parametre
v kazdom case.

Poissonov-gama model je mozné vyuzit pri riaden{ rizika dlhovekosti. V §tvrtej
kapitole sa popisuju postupy vypoctu rezerv a kapitalu ku krytiu rizika dlhovekosti.
V knihe |Pitacco a kol.| (2009) boli navrhnuté solventnostné pravidla pre stanovenie
kapitalovej poziadavky, ktoré su tiez popisané v stvrtej kapitole. Tieto interné
pravidld by mohli nahradit standardny pristup, pretoze si navrhnuté konzistentne
s poziadavkami k Standardnej formule Solventnosti II.

Piata kapitola ukazuje vysledky simulacii vypoctu kapitalovej poziadavky.
Porovnava vypocet pomocou standardného pristupu a pomocou stochastického
umrtnostného modelu. Zaoberd sa simultannym modelovanim procesného, syste-
matického a parametrického rizika pri stanovovani solventnostného kapitdlu.



Kapitola 1

Riziko dlhovekosti a Solventnost
11

Poistovne a zaistovne st vSeobecne vystavené rizikdm, ktoré mozu ovplyv-
nit ich finanént poziciu, napr. riziko trokovych mier, katastrofické riziko, riziko
umrtnosti. Riziko, ako je uvedené v knihe Cipral (2015]), predstavuje nebezpecie,
moznost nepriaznivych nésledkov, vystavenie sa strate, nehode ¢i nestastiu. Mera-
nie akéhokolvek rizika si ¢asto vyzaduje stochasticky pristup, pomocou ktorého
mozeme zachytif ndhodnost pozorovanych hodnét a predpovedi.

1.1 Odchylky v imrtnosti

V modeli stochastickej imrtnosti by sa mali brat do tivahy mozné typy odchylok
v stvislosti s predpokladanou pravdepodobnostou tmrtia. Tymito odchylkami
mozu byt:

— ndahodné fluktudcie, ktoré predstavuji odchylky okolo ocakavanej hodnoty

umrtnosti. Ide o riziko ndhodného kolisania okolo tejto hodnoty. Toto riziko
sa vola procesné alebo poistné riziko.

— systematické odchylky, kedy pozorované hodnoty pravdepodobnosti amrtia
v Case su systematicky pod alebo nad ocakavanou hodnotou pravdepodob-
nosti imrtia pre dand kohortu. V pripade, ze odchylky st sposobené zle
volenym modelom, hovorime o modelovom riziku. Odchylky, ktoré vznikli
vychylenim sa v parametroch pouzitého modelu tmrtnosti, predstavuju
parametrické riziko.

— odchylky v zmysle nahlych, vyraznych a kratkodobych skokov smerom
hore v pravdepodobnostiach timrtia, ktoré mozu byt sposobené Zivelnou
pohromou, tazkymi klimatickymi podmienkami alebo epidémiou. V tomto
pripade hovorime o katastrofickom riziku. Katastrofické riziko mé kratkodoby
charakter.

Nahodné fluktudcie vyplyvaju z neistoty dIZky zivota jednotlivca v uvazovanom
portféliu. To znamend, Ze timrtnost je vyssia v porovnani s oéakdvanou timrtnostou
v niektorych rokoch a nizsia v ostatnych rokoch.

Systematické odchylky si sposobené neistotou v priemernej dizke 7ivota
uvazovanej populdcie v portfoliu. Parametrické a modelové riziko ¢asto spolu
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suvisia a dohromady nesu nazov riziko neistoty, teda neistoty v reprezentacii
nejakého javu (napr. budica umrtnost). Vo vyssich vekoch riziko neistoty moze
vyplyvat z neo¢akdvaného poklesu v pravdepodobnostiach imrtia. V tomto pripade
hovorime namiesto rizika neistoty o riziku dlhovekosti.

1.2 Parametrické riziko a zdroje neistoty

Parametrické riziko predstavuje zmenu hodnoty sposobentu neistotou v odha-
doch parametrov vstupujicich do modelu. Riziko neistoty v parametroch ako je
uvedené v |(CEA-Groupe Consultatif | (2007)), moze okrem inych vyplyvat z nasle-
dujucich faktorov:

— Pocet pozorovani na zaklade ktorych sa stanovuje najlepsi odhad je obme-
dzeny kvoli priliz kratkemu sledovanému obdobiu.

— Volatilia v pozorovaniach sposobuje, ze odhady su neistejsie.

— Obdobie, za ktoré si pozorovania brané, nemusia zahiiat vyrazné udalosti,
ktoré by sa mohli odrazit v odhadoch parametrov rozdelenia.

— Pozorovania mozu obsahovat poskodené déta.
— Pozorovand populécia sa moze odlisovat od tej upisane;.

— DalSou neistotou v parametroch je neistota v projekeii parametrov (dlhodobé
poistenie).

1.3 Zivotny déchodok

Zivotny déchodok predstavuje postupnost splatok v pravidelnych ¢asovych
intervaloch, pokial je poisteny nazive. Ak st pravidelné platby uskutociované vidy
na konci periédy (na zaciatku periédy), hovorime o polehotnom (predlehotnom)
dochodku. [

V suvislosti s dochodkovym produktom zivotného poistenia sa spajaju tieto
finan¢né toky:

— cena poistenia alebo poistné platené danej poistovni poberatelom dochodku

— sekvencia platieb, teda dochodkov, vypldcanych poistenym pokial si naZive.
Frekvencia platieb moZze byt mesacénd, stvrtroénd, polroénd alebo rocéna.

Pre poistovne je dolezité, aby ich dochodkové produkty prindsali zisk. Pro-
fitabilita tzko suvisi s dlhovekostou. V pripade, ze Tudia budu zit dlhsie, teda
7e skutotnd timrtnost sa pohybuje pod tabulkovou, mozeme ocakévat, Ze zisk
z danych dochodkovych produktov bude zaporny. V pripade portfélia zlozeného
z poistiek na riziko smrti moze néarast dlhovekosti sposobit kladny zisk. Preto
je pre poistovne vhodné diverzifikovat portfélio a poskytovat rozne produkty
zivotného poistenia.

Ipolehotny déchodok angl. immediate annuity; predlehotny déchodok angl. annuity-due



1.4 Solventnost II

,Dna 25. novembra 2009 bola schvéalena smernica Eurépskeho parlamentu
a Rady ¢. 2009/138/ES o zacat{ a vykondvani poistenia a zaistenia — Solventnost
IT, a tym bol polozeny zékladny kamen pre zavedenie harmonizovaného rizikovo
orientovaného rezimu reguldcie a dohladu v poistovnictve vo vsetkych ¢lenskych
krajindch Eurépskej tinie. Hlavnym cielom novej reguldcie v poistovnictve je
ochrana poistnikov a opravnenych osob v prepojeni na finanénu stabilitu dohlia-
danych subjektov,* uvadza odborny bankovy ¢asopis Narodnej banky Slovenska,
Biatec | (2012]).

Smernica Solventnost II nadobudla platnost 1. janudra 2016 a poprvykrat
zavadza kapitalové poziadavky vychadzajtce z ekonomickych rizik. Tieto nové
kapitalové poziadavky citlivejsie reaguji na rizika, si prepracovanejsie nez v mi-
nulosti a umoznuji tak lepsie zohladiiovat skutocné rizika, ktorym je vysta-
veny kazdy konkrétny poistitel. Zaroven tieto poziadavky uptustaji od nedoko-
nalého sposobu odhadovania kapitdlovych poziadaviek podla jednotného modelu
,2vhodného pre vsetkych“ a nahradzaji ho poziadavky, ktoré lepsie zodpove-
daju rizikovému profilu poistitelov. Smernica kladie vicsi doraz na riadenie rizik
a na predkladanie akychkolvek informdcif na tcely dohladu. V tejto podkapitole
vychddzame z hora uvedenej smernice Eurépskeho parlamentu pre Solventnost 11
Smernica Solventnost 1T (2009) a z delegovaného nariadenia komisie (EU), ktorym
sa tato smernica doplia Delegované nariadenie| (2014). Podla Solventnosti II sa
maji kryt aspoi tieto rizika:

— nezivotné upisovacie riziko
— zivotné upisovacie riziko

— zdravotné upisovacie riziko
— trhové riziko

— uverové riziko

— operacné riziko.

Clenské stéty pozaduji, aby poistovne a zaistovne mali v drzanf pouzitelny kapital
na krytie solventnostnej kapitalovej poziadavky (SCR), ktorej metédy vypoctu su
nasledovné:

— Standardny vzorec, kde SCR predstavuje sicet zakladnej solventnostnej
kapitalovej poziadavky (BSCR), kapitalovej poziadavky k opera¢nému riziku
a Upravy o schopnost technickych rezerv a odloZenej danovej povinnosti
absorbovat straty. BSCR zahina rizikové moduly:
— modul nezivotného upisovacieho rizika
— modul zivotného upisovacieho rizika

— modul zdravotného upisovacieho rizika

— modul trhového rizika



— modul rizika zlyhania protistrany

— Zjednoduseny standardnij vzorec mozu poistovne a zaistovne pouZit pre urcity
podmodul alebo rizikovy modul, pokial to odoévodiiuje povaha, rozsah a kom-
plexnost rizik, ktorym st tieto poistovne a zaistovne vystavené, a pokial
by bolo netimerné pozadovat od vsetkych poistovni a zaistovni prevddzanie
Standardizovaného vypoctu.

— Clastocny interny model, ktory poistovne a zaistovne mézu pouzit pre vypo-
cet

— jedného alebo viacerych rizikovych modulov alebo podmodulov zaklad-
nej solventnostnej kapitalovej poziadavky

— kapitalovej poziadavky k opera¢nému riziku.

Ciastocny interny model je mozné uplatnif na celd ¢innost poistovni
a zaistovni alebo len na jednu alebo viac hlavnych oblast{ ich obchodnej
¢innosti.

— Interny model pre vypocet SCR sa pouzije v pripade, pokial solventnostni
kapitalovi poziadavku nie je vhodné vypocitat podla standardného vzorca
7 toho dovodu, Ze sa rizikovy profil danej poistovne alebo zaistovne podstatne
odchyluje od podkladovych predpokladov k vypoctu podla standardnej
formule. Organy dohladu mozu prostrednictvom oddvodneného rozhodnu-
tia za urcitych podmienok (rizikovy profil poistovne alebo zaistovne sa
vyrazne odlisuje od predpokladov vypoctu SCR podla standardného vzorca)
pozadovat pouzitie interného modelu. Interny model je simulaénym mode-
lom.

Solventnostnd kapitdlova poziadavka sa vypocita za predpokladu, Ze poistovia
alebo zaistoviia bude vo svojej ¢innosti pokracovat. SCR. sa kalibruje tak, aby sa
zaistilo, Ze bude prihliadnuté ku véetkym kvantifikovatelnym rizikdm, ktorym je
poistoviia alebo zaistovila vystavend. Vztahuje sa na stdvajtce zmluvy a na nové
zmluvy, ktoré budi podla ocakdvani upisané v nasledujiicich dvanéstich mesiacoch.
U stavajucich zmliv kryje SCR len neocakavané straty. Solventnostna kapitalovéa
poziadavka zodpovedd hodnote v riziku zédkladnych vlastnych zdrojov poistovne
alebo zaistovne s 99.5% hladinou spolahlivosti v ¢asovom horizonte jedného roku.

Podla Smernica Solventnost IT (2009)) st vlastné zdroje definované ako sticet
zakladnych vlastnych zdrojov a dodatkovych vlastnych zdrojov. Zékladné vlastné
zdroje tvoria tieto polozky:

— prebytok aktiv nad zdavizkami, oceneny tak, ze aktiva sa ocenia na sumu,
za ktord by sa mohli vymieriat v nezdvislej transakcii medzi informovanymi
dobrovolne siihlasiacimi zticastnenymi stranami. Zavizky sa ocenia na sumu,
za ktori by sa mohli previest alebo vysporiadat v nezdvislej transakcii
medzi informovanymi dobrovolne sihlasiacimi zicastnenymi stranami (pri
ocenovani zavizkov sa nevykondva Ziadna tiprava s cielom zohladnit vlastny
kreditny rating poistovne alebo zaistovne)

— podriadené zdvdzky.



Prebytok aktiv nad zavizkami sa znizi o ¢iastku vlastnych akcii, ktoré si v drzbe
poistovne alebo zaistovne.

Dodatkové vlastné zdroje tvoria iné zdroje ako zdkladné a mozu sa pouzit
na absorpciu strat. Mozu nimi byt:

— nesplatené zdkladné imanie alebo pociatocny kapitdl, ktory nebol vyZiadaniy
— akreditivy a zdruky
— akékolvek iné prdavne zdvizné prisluby prijaté poistovriami a zaistovriami.

Pokial polozky dodatkovych vlastnych zdrojov boli splatené alebo vyziadané,
povazuju sa za aktiva.

1.4.1 Podmodul rizika dlhovekosti

Modul Zivotného upisovacicho rizika zohladiuje riziko vyplyvajice zo zévizkov
tykajucich sa zivotného poistenia v suvislosti s krytymi rizikami a postupmi
pouzivanymi pri vykone ¢innosti. Modul zivotného upisovacieho rizika pozostava
z podmodulov:

— podmodul rizika imrtnosti,

— podmodul rizika dlhovekosti,

— podmodul rizika invalidity alebo pracovnej neschopnosti a chorobnosti,
— podmodul rizika nakladov v zivotnom poisteni,

— podmodul rizika revizie,

— podmodul rizika storien,

— podmodul Zivotného katastrofického rizika.

Riziko straty alebo nepriaznivej zmeny hodnoty poistnych zavézkov vyplyvajui-
cich zo zmien trovne, vyvoja alebo volatility mier imrtnosti, kedy znizenie miery
umrtnosti vedie ku zvySeniu hodnoty poistnych zavizkov, predstavuje riziko
dlhovekosti. Solventnostna kapitalova poziadavka k riziku dlhovekosti sa rovna
strate zdkladnych vlastnych zdrojov poistovni a zaistovni, ktord by vyplynula
z okamzitého trvalého znizenia mier amrtnosti, ktoré sa pouzivaju pre vypocet
technickych rezerv, o 20%. ZniZenie mier imrtnosti sa vztahuje len na tie poistné
zmluvy, u ktorych pokles mier timrtnosti vedie k navyseniu technickych rezerv
bez rizikovej prirazky.

Kapitalovd poziadavka podla Technickej §pecifikdcie pre pripravnt fazu (cast
1) [EIOPA| (2014), je uvedena v tvare

Lifejongs = ABOF |longevityshock,

kde ABOF predstavuje zmenu zékladnych vlastnych zdrojov (nezahina zmeny
rizikovej marze technickych rezerv) pri trvalo znizenej pravdepodobnosti imrtia
0 20% v kazdom veku a pre kazdd zmluvu.



Kapitola 2

Stochastické modely

Riadenie podnikovych rizik (ERM proces) predstavuje pristup, podla ktorého
by sa mali prevadzat tri zékladné kroky, pokial sa snazime podchytit rizika
ovplyvnujuce poistny obchod. Ide o identifikaciu rizika, kvantifikovanie rizika
a opatrenia na riadenie rizika. Kazd4 poistoviia ¢i zaistoviia si identifikuje vlastné
rizikd, ktorym je vystavend a vytvori si individudlnu mapu rizik. Mapa rizik
by mala byt dlhodob4, ale nemusi byt fixna. Kvantifikdcia rizika predstavuje
castokrat zlozity proces. K meraniu rizika moZeme pristupovat deterministicky
alebo stochasticky:.

V pripade deterministickych modelov si moZeme predstavovat napriklad rozne
testy citlivosti pri merani rizika alebo testy postavené na scenaroch. V ramci
Solventnosti IT vypocet solventnostnej kapitélovej poziadavky podla standardného
vzorca, pre zivotné upisovacie riziko i niekolko d'alsich modulov, sa prevadza
na zaklade scenarov, ako dopad Specifického scenara na zakladné vlastné zdroje,
ako sme uz zmienili v prvej kapitole.

Stochastické modely pre stanovenie rizika si postavené napriklad na hod-
note v riziku VaR, pravdepodobnosti defaultu a inych. Pri kvantifikovani rizika
tmrtnosti/dlhovekosti pre dochodkové produkty poistovne néds zaujima budtci
vyvoj umrtnosti, resp. pocty umrti v portféliu. Modely, ktoré si ukazeme, posu-
dzuju parametrické riziko v odhadoch tmrtnosti. Predpokladédme, ze skutoéna
umrtnost sa odlisuje od tabuliek najlepsich odhadov pravdepodobnosti imrtia.
Pri stochastickom modelovani berieme do uvahy, akym pravdepodobnostnym roz-
delenim sa riadia pocty zomretych v portféliu. Tieto pocty zomretych predstavuju
nahodné velic¢iny. V kapitole budeme popisovat ako stanovit solventnostny
kapital pre ticely solventosti. Potrebujeme stanovit vysku rezervy portfélia a do-
stupné aktiva pre krytie rizika, ktoré budu tiez nahodnymi velicinami. Budeme
pozadovat kapital na 99.5% hladine spolahlivosti, konzistentne s principmi Sol-
ventnosti II. Modely pre pocty timrti, ktoré budeme pouZivat, poskytuji moznost
aktualizovat parametre vstupujice do modelu na zéklade sktisenosti pomocou
bayesovského pristupu.

Za ucelom simultanneho modelovania procesného rizika, systematického rizika
a parametrického rizika budeme pouzivat modely pre pocty zomretych, konkrétne
beta-binomicky model a Poissonov-gama model. V nasledujicej podkapitole
si modely matematicky zavedieme a potom ich aplikujeme v kapitole (3)).



2.1 Beta-binomicky model a Poissonov-gama
model: zavedenie

Beta-binomicky a Poissonov-gama model st zmesami rozdeleni. V knihe Klug4
man a kol.| (2008)) sa uvddza, ze jednou z motivacii pre mixovanie rozdeleni je, ze
zékladny jav moze byt v skutocnosti niekol’ko javov, ktoré nastdvaju s nezndmymi
pravdepodobnostami. Budeme vychddzat z titulov [Klugman a kol.| (2008)) a [Panjer
a Willmot, (1992).

V tretej kapitole bude popisané modelovanie poc¢tu zomretych v portfoliu
zivotnych dochodkov. Nahodné fluktudcie predstavujice procesné riziko je mozné
popisat préve binomickym, resp. Poissonovym rozdelenim, je to prirodzend volba
pre ich modelovanie. Systematické riziko naopak vznika nahodnou pravdepodob-
nostou timrtia. Ak pravdepodobnost timrtia bude mat beta, resp. gama rozdelenie,
potom roény pocet tmrti bude mat nepodmienene beta-binomické rozdelenie,
resp. Poissonovo-gama rozdelenie.

V celej préaci budeme znaéit pravdepodobnostnii funkciu alebo hustotu [[] resp.
distribuéntt funkciu rozdelenia malym, resp. velkym pismenom, napriklad f(z),
resp. F'(z) alebo fx(z), resp. Fix(x). Index X indikuje, o rozdelenie akej ndhodne;
veli¢iny sa jedné. Pokial nedochédza k nejednoznacnosti, moéZeme tento index
kvoli zjednoduseniu vypustit.

K samotnému definovaniu zmesi rozdeleni potrebujeme zaviest pojem podmie-
nenej distribuc¢nej funkcie, podmienenej hustoty a podmienenej strednej hodnoty.
Predpokladajme, ze X a Y st dve nahodné veliciny so zdruzenou pravdepodob-
nostnou funkciou alebo hustotou fxy(x,y) a margindlnymi pravdepodobnostnymi
funkciami fx(x) a fy(y). Podmienend distribuéna funkcia X pri danom Y =y je

Fely) = Fxy (zly) = P(X < 2|Y = y). (2.1)

Podmienena pravdepodobnostna funkcia X pri danom Y =y je

fx v (zy) ;.

Sl pre y také, zefy (y) # 0
f(zly) = fxpy(zly) = W . v(v)

0 inak.

. -~ ’ . A~ ) ’
Poznamenajme, ze pozicie X a Y mozu byt zamenené

Fxiy (@ly) fr (y) = frix(yle) fx (@), (2.2)

pretoze obe strany tejto rovnosti su zdruzenym rozdelenim X a Y. Podelenim
fv(y) dostavame Bayesovu vetu, teda plati

_ Jrix(le) fx(x)

Podmienend stredna hodnota X pri danom Y =y je dand vztahom

E(X]Y =) = [ adFyy(aly). (2.4)

I'Ked nie je jasné, ¢i nahodna velic¢ina je spojita, diskrétna alebo zmesou dvoch rozdelent,
pouzivame termin pravdepodobnostnéd funkcia. V pripade, Ze ndhodnda veli¢ina je spojité,
hovorime o hustote.
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E (X]Y) je funkciou ndhodnej velic¢iny Y a pre stredni hodnotu plati
E [E(X|Y)] =E(X).

Vseobecnd forma zmesi rozdeleni moze byt skonstruovand nasledovne. Nech
ai, as, as,... oznacuji nezaporné vahy, pre ktoré plati, ze > a;, = 1. Dalej nech
Fi(z), Fy(z), F3(x),... je lubovolnd postupnost distribu¢nych funkcii. Potom, dis-

tribu¢nd funkcia
Fy(r) = Y aiFi(a) (25)

sa nazyva zmes. Nepozaduje sa, aby rozdelenia s distribuénymi funkciami F;(z)
boli z rovnakej parametrickej rodiny. Napriklad mézeme konstruovat zmes dvoch
rozdeleni, kde

s vahami p; a 1 — p; ako
Fx(z) =1—(1=p)e ™, x>0.

Koncept zmesf moze byt zizeny z mixovania spo¢etného poétu ndhodnych veliéin
na konecny pocet velicin.

Predpokladajme, ze mame nahodni velicinu X s rozdelenim zavislym na para-
metre 6 (aj ked X moze mat iné parametre, nie si relevantné). Pokial povazujeme
parameter 6 za realizéaciu ndhodnej veli¢iny © s hustotou fg(f), moézeme uvazovat
fxje(z|0) ako podmienent hustotu X vzhladom k © a distribuént funkciu
oznacime Fy|g(x|6). Potom nepodmienend hustota X je dand vzfahom

fx(z) = / Fxie(]0) fo 6)ds. (2.6)

kde integral ide cez vSetky mozné hodnoty 6. Vysledna distribucia predstavuje
rozdelenie zmesi. Distribu¢nd funkcia ndhodnej veliciny X moze byt odvodend ako

Fy(z) = / / Fxi0(u10) fol6)dody =
- / / Fxi0(y10) fo(0)dydo
0J—c0
= [ Fxolulo)fo(0)as 27)
Pre k-ty moment zmesi rozdelenia plati

E(Xk)://exkfx|@(x|0)f@(9)d6dx:

- /0 [/ xkfxe@l(‘))d:c} fol6)d0 =

— [E(X4)fo(6)d0 - (2.5)

0
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=E [E(X"|0)] k=12,..
a pre rozptyl mame

var X = E (X2) —(E X)2 =
=E [E (X?|0)] - {E[E (X|®)]}" =
= E {var (X|0©) + [E (X|©)]"} — {E [E (X|O)]}" =
= E [var(X|©)] 4 var [E (X|O)]. (2.9)

V pripade, ze fo(f) predstavuje pravdepodobnostni funkciu diskrétnej ndhod-
nej veliciny O, je potrebné nahradif integraly sumami. Nepodmienent hustotu
a distribuént funkciu veliciny X zo vztahov (2.6) a (2.7)) ide pisat ako

fx(x) =Ee [fxo(z]0)]
Fx<l’> = E@ [F)Q@(Il@)} .
Dolny index © pri E znaci, ze © je ndhodnou veli¢inou.

2.1.1 Beta-binomické rozdelenie

Beta-binomické rozdelenie sa vola aj Polyovo-Eggenbergerovo rozdelenie. Je
jednym z najstarSich diskrétnych zmesovych modelov a je casto uplatinovany
pri modelovani poctu skod. V knihe |Cipral (2015]) sa uvadza, ze binomické rozdelenie
je fundamentalne, pretoze modeluje vyskyt nejakého rizikového javu, ktory moze
alebo nemusf nastat v rameci nezdvislych jednotiek uréitého koneéného stiboru, napr.
default jednotlivych dverov, skodnd udalost v jednotlivych poistnych zmluvach,
umrtie jednotlivych poistenych. Beta rozdelenie sa pouziva ako pravdepodobnostné
rozdelenie r6znych pomerov pohybujicich sa v intervale medzi nulou a jednotkou.

Predpokladajme, ze ndhodnd velicina X méa binomické rozdelenie Bi(n,q)
s distribucnou funkciou Fx|g(z|q) a s pravdepodobnostnou funkciou fxo(z|q),
kde q je parameter nahodnej veliciny X a je realizdciou ndhodnej veli¢iny )
s hustotou fg(q). Plati teda, ze

fxio(zlg) = P(X =2|Q =q) = (Z) “(1—9™"  x=012,..n (2.10)

kde 0 < ¢ < 1 an € N. Vytvarajica funkcia ndhodnej veli¢iny X, znac¢ime Px(z),
je definovand ako

Py(z) = B(=X) = / dFyo(zlq).

V pripade, Ze sa jednd o diskrétnu ndhodni veli¢inu, je potrebné zmenit integral
na sumu. Vytvarajica funkcia binomického rozdelenia je

= [1+q(z—1)]". (2.11)
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Pre n — oo plati
X —
——— % N(,1),
ng(l —q)

kde % znaci konvergenciu v distribicii a N(0,1) normované normalne rozdelenie.
Dokaz je mozné najst v knihe |[Andel| (2007)) na strane 335.

Nech n — oo, ¢ — 0 tak, ze A\ = nq zostava konstantné. Pre vytvarajicu
funkciu plati

P(z) =[14q(z=1)"

_ [HA(an)r' (2.12)

Ak n — oo, tak P(z) — eM==1 Inak povedané, Poissonovo rozdelenie je limitnou
formou, pretoze vytvarajica funkcia Poissonovho rozdelenia je

o0

2T \Te™A
P(z) =) — =
=0
— ek(zfl).

Teda pre velké n a malé ¢, binomické rozdelenie moze byt aproximované Poisso-
novym rozdelenim.

Dalej budeme uvazovat, Ze ndhodnd velicina @ s realizdciou ¢ mé beta rozdele-
nie. Hustota fg(q) ma tvar

Il@a+b) .4 b—1
= —q¢*“ (1 — 0 1 2.13
folq) T h)’ (1—q)", <g< (2.13)
kde a,b > 0. Pre stredni hodnotu a rozptyl beta rozdelenia mame
a
EQ= 2.14
@ a+b ( )
b
var Q = . (2.15)

(a+b)2(a+b+1)

vid' |Andeél (2007)), str. 25.
K odvodeniu nepodmienenej hustoty beta-binomického rozdelenia vyuzijeme
nasledujice vlastnosti gama a beta funkcii.

Gama funkcia ma tvar

Pre x kladné celé ¢islo plati vztah
F(x+1) =al
Lahko sa d4 tiez ukézat, ze
['(z+1) =al(z). (2.16)
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Vztah (2.16) moézeme odvodit pouzitim metddy per partes (PP).

F(:c+1):/ tretdt = [—t%e ] +x/ o letdt =
0 %/—’ 0
0
= zl'(z)

Beta funkcia je definovana ako

1
B(a,b) = / (1 — x) .
0

Jednou z vlastnosti beta funkcie je, ze plati

[(a)I'(b)

B(a,b) = B(b,a) = Tath)

a,b > 0.

Podla (2.6) mozeme pravdepodobnostni funkciu zmesi beta-binomického rozdele-
nia pisat ako

we = | (n)qw<1_-qylf%¥§ﬁ§£%qa1<1-qf1dq::

<) ((;m;)) /01 (1 — )y =
I(

a+b) T(a+z)T'(b+n—x) B i
< ) ['(a)l'(b) I(a+b+n) ) x=0,12,.., (2.17)

Strednti hodnotu a rozptyl beta-binomického rozdelenia je mozné odvodit
s vyuzitim znalosti strednej hodnoty a rozptylu binomického rozdelenia. Vychadza-

me zo vztahu (2.§)). Plati{

EXjfEWWZQM@mz

= / (( )F(Z))q“ '(1-q)dg =
+b

T(a+D)la+ DT()
( JT()MNa+b+1)
= na+b (2.18)

K odvodeniu rozptylu pouzijeme vztah (2.9) s pomocou strednej hodnoty

(2.14) a rozptylu (2.15)) beta rozdelenia. Ma tvar
var X = E nQ(1 — Q) + varn@ =
=n [E Q —varQ — (E Q)? +nvarQ} =

—n< a ab @ . ab )_
o \a+b (a+da+b+1) (a+b)?  (a+b2(at+b+1))
ab(a+b+n)

a2 atbrl) (2.19)
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2.1.2 Poissonovo-Gama rozdelenie

Poissonovo rozdelenie je najcastejsie pouzivané pri reprezentacii takzvanych
count data, teda dat, ktoré nadobiidaji hodnoty nezapornych celych ¢isel (0,1,2,...).
Toto rozdelenie je vhodné pouzZit v pripadoch, ked mame k dispozicii limitovany
pocet dét, pretoZe pri pouziti Poissonovho rozdelenia sta¢i odhadnif jeden parame-
ter. Nevyhoda jednoduchého Poissonovho rozdelenia vyplyva z rovnosti strednej
hodnoty a rozptylu.

V pripade, ked dostupné data vykazuji vicsi rozptyl nez je strednd hodnota,
casto sa stretavame prave s Poissonovym-gama modelom, kde parameter Pois-
sonovho rozdelenia je ndhodnou veli¢inou s gama rozdelenim. Poissonovo-gama
rozdelenie tak isto ako beta-binomické rozdelenie sa najcastejsie spaja s nezivotnym
poistenim, a to konkrétne pri modelovani poc¢tu poistnych udalosti, teda poctu
skod v kolektivnom modeli. UkdZeme si, Ze oba modely je mozné aplikovat aj pre
modelovanie po¢tu umrti v portféliu.

Predpokladajme, ze ndhodnéa veli¢ina X m4 Poissonovo rozdelenie Poiss(\)
s pravdepodobnostnou funkciou fxa(z|A), kde A > 0 je parameter nahodnej
veliciny X a je realizdciou ndhodnej veli¢iny A s hustotou fx(A). Pravdepodob-
nostna funkcia fxa(z|\) mé tvar

)\aze—)\
fraled) = === &=012... (2.20)

Stredna hodnota a rozptyl Poissonovho rozdelenia su totozné a rovnaju sa A.
Uvazujme, ze ndhodné velicina A ma gama rozdelenie, teda jej hustota fa(\) je
tvaru

—BA
N =8B T—,  A>0 2.21
kde B, a > 0. Stredna hodnota gama rozdelenia je
Q@
EA=-— 2.22
3 (2.22)
a rozptyl je
«
var A = 7 (2.23)

Vychédzajic zo vztahu (2.6) dospejeme k zdveru, Ze nepodmienené rozdelenie
nahodnej veliciny X, teda pravdepodobnostné funkcia zmesi Poissonovho-gama
rozdelenia ma tvar

o0 )\mef/\ o1 676)\ _
Felo) = [ AN =

_ 604 /00 /\x—f—a—le—)\(l-i-ﬁ)d)\ —
z!T(a) Jo

- ()

_(erg_l) (1f5)a(1i5)x' (2.24)
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Vztah (2.24)) pre z = 0,1,2,... je pravdepodobnostnou funkciou negativne bino-

mického rozdelenia s parametrami « a p, kde p = %

Pre strednt hodnotu a rozptyl Poissonovho-gama rozdelenia plati

EX=E[E(X|A))=EA=

- % (2.25)
var X =E A+ varA =
1
_ Of—ﬁ; _ (2.26)
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Kapitola 3

Modelovanie poctu umrti

V druhej kapitole sme sa oboznamili s tym, ako sa konstruuju a aké maju
vlastnosti zmesi rozdeleni, konkrétne beta-binomické rozdelenie a Poissonovo-gama
rozdelenie. Budeme vychadzat z ¢lankov [Olivieri| (2011)), |Olivieri a Pitacco| (2009)
a tieto rozdelenia aplikujeme na modelovanie poc¢tu umrti pre jednu kohortu
a Poissonovo-gama rozdelenie si blizsie ukazeme i pre viac kohort. Pod pojmom
kohorta si budeme predstavovat skupinu osob danej populécie narodenych v rov-
nakom roku. Skiisenosti ukazuji, ze imrtnost sa v ¢ase meni a preto je vhodné
pouzivat také modely, ktoré poskytuji moznost modelovat imrtnost dynamicky
pomocou funkcii, ktoré zavisia na veku z i kalendarnom roku ¢. Obecne tieto
charakteristiky budeme znacit -, ;.

Cielom poistovne poskytujicej produkty zivotnych dochodkov je kvantifikovat
riziko umrtnosti/dlhovekosti pomocou (¢iastoéného) interného modelu. Predpokla-
dajme, ze mame portfélio okamzitych dochodkov s fixnymi davkami. Iné riziko
nez riziko imrtnosti nebudeme brat do tvahy a pre kazdého poberatela déchodku
budeme uvazovat rovnaki roéni ciastku. Z toho vyplyva, Ze jedind ndhodna
velicina ovplyvnujuca vysledky portfélia je pocet imrti, resp. pocet tych, ktori
prezili.

Cas prvého vstupu poistnych zmliv do portfélia oznac¢me . Pozadovany vek
pri vstupe do portfélia kazdého poberatela déchodku oznaéme z,. Dalej nech
t=0,1,2,... znaci dizku trvania portfélia od casu ty. Nahodny pocet umrti v roku
(t—1,t) 0s6b, ktoré boli vo veku x, oznacime D, ;. Naopak, N, ; ozna¢ime ndhodni
veli¢cinu predstavujiicu pocet poberatelov dochodku vo veku x v ¢ase t, teda tych,
ktori prezili. Realizdcie tychto dvoch ndhodnych veli¢in budeme znacit malymi
pismenami, konkrétne d,; a n,,. Pociatocny pocet jedincov v danej kohorte je
Nao0- Maximdlny dosiahnutelny vek ozna¢ime w. Predpokladdme, ze je znamy
a spolo¢ény pre vSetky kohorty. Potom ndhodny pocet tmrti v roku (¢t — 1,¢)
reprezentuje velicina Dy, kde E]

(zo+t—1)Aw

Dy = Z Dy (3.1)

T=x0

Podobne, N; oznacuje ndhodny pocet poberajucich dochodok, ktori si nazive

YPozn.: a A b znaci min(a, b)
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v case t, kde
To+1t)Aw

(
N, = Z Ny (3.2)

T=x0

Ich realizicie opit zna¢ime malymi pismenami, teda pre D, mame d; a pre N,
mame ny;.

Predpokladajme, Ze mame k dispozicii dmrtnostné tabulky pre kohortu,
v ktorych pravdepodobnosti timrtia budeme povazovat za najlepsie odhady. Naj-
lepsi odhad pravdepodobnosti imrtia vo veku x na zac¢iatku roku (t—1,t) oznacime
¢y .- Pojem riziko dlhovekosti je pouzivany k oznaceniu situdcie systematického
poklesu pravdepodobnosti timrti. Aby sme mohli podchytit dopad systematickych
odchylok, budeme uvazovat ndhodnu pravdepodobnost dmrtia @, ;. Ndhodn4
veli¢ina @, so svojimi realizdciami ¢,; bude znacit pravdepodobnost tumrtia
vo veku x na zaciatku roku (¢ — 1,¢). Budeme predpokladat, ze skutoénd imrtnost
sa 1isi od najlepsich odhadov imrtnosti, ¢o predstavuje parametrické riziko v od-
hadoch imrtnosti.
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3.1 Beta-binomicky model

Ndhodné fluktudcie okolo ocakdvanej imrtnosti danej imrtnostnou tabulkou
budeme kvantifikovat pouzitim binomického rozdelenia za predpokladu, ze pod-
mienene na danej pravdepodobnosti imrtia g ako funkcii z a t su diZky zivota
jedincov nezavislé a rovnako rozdelené. Dalej predpokladajme, ze poberatelia
dochodkov st vo veku xy v ¢ase tg.

Uvazujme, ze nahodna veli¢ina poctu umrti vo veku x v ¢ase t —1 ma binomické
rozdelenie s parametrami n, ;1 a ¢4, teda

[Dz,t|Qz,t; nm,t—l] ~ Bi(nz,t—la qm,t) (33>
s pravdepodobnostnou funkciou tvaru (2.10)).

I v dostatoéne velkom portféliu moZeme pozorovat situéciu, kedy pravdepo-

’ . , z , D , v . ,
dobnost timrtia ziskané sktsenostou n—ftl sa vyrazne odliuje od tabulkovych

hodnot najlepsich odhadov g; ,. Moze to naznacovat vyskyt systematického rizika.

Predpokladdme, Ze pravdepodobnost dimrtia méd beta rozdelenie s parametrami
az: > 0a by >0, teda
Qz,t ~ Beta(axyt, bx,t) (34)

s hustotou tvaru ([2.13)).

Za predpokladov ([3.3)), (3.4) a vzhladom ku tvaru hustoty zmesi beta-binomického
rozdelenia (2.17)) dostdvame nepodmienené rozdelenie po¢tu tmrti v roku (¢t — 1,¢)
tych, ktory su vo veku x, v tvare

fDac,t(d) =P (Da:,t = d|n$,t—1) =

o <nx,t—1> F(a$,t + ba:,t)r(ax,t + d)F(bx,t + na:,t—l - d)
d F(a:v,t)r(bx,t)r(ax,t + bx,t + nx,t—l) .

(3.5)

Stredna hodnota roéného poctu umrti vo veku x v ¢ase t — 1 za predpokladu, ze
neuvazujeme pravdepodobnost timrtia ako ndhodnu veli¢inu je

E (Dol s nai—1) = g1, (3.6)

Stredna hodnota rotného poctu amrti vo veku x v case t — 1 ako zmesi beta-
binomického rozdelenia vychadza zo vztahu (2.18)) a ma tvar
a'a:,t

e 3.7
a:v,t + bz,t ( )

E (Dx,t|nr,t—1) = Ngit-1

Pre rozptyl pouzijeme vztah (2.19) a dostaneme

Ug,tbzt (At 4 bgy +Ngy—1)
(am,t + bx,t)z(agmt + bx,t + 1) .

var (Dx,t’nx,t—l> = Ngt-1

Rozdiel medzi strednymi hodnotami E (D, 4|n.;—1) a E (Dm]q;t;nm,t_l) repre-
zentuje ocakavani odchylku v agregovanej imrtnosti. Nastava jeden z pripadov
E (Dz,t|na:,t—1) % E (Dw,t|qz,t; na:,t—l)

Qx t
, >
agz,t+bz,t

v zavislosti na rozdielu medzi ¢}, a
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3.2 Poissonov-gama model - jedna kohorta

Predpokladajme, ze n, ;1 je dostatocne velké, pravdepodobnost dmrtia g, ,
je mald a n,;_1q,; je stabilné. Potom (3.3) mozeme aproximovat Poissonovym
rozdelenim, ako sme si ukdzali v podkapitole ([2.1.1)).

Nad'alej predpokladdme, Ze Zivoty poistenych si homogénne a nezdvislé a po-
beratelia dochodkov st vo veku zy v case tg. Uvazujme, ze pocet imrti v roku
(t — 1,¢) vo veku x mé Poissonovo rozdelenie s parametrom n, ;—1¢,, teda

(D t|Gut; Nz t—1] ~ Poiss(Ngi—1qzt) (3.8)

s pravdepodobnostnou funkciou tvaru ([2.20)).
Systematické odchylky budi reprezentované opét ndhodnou velicinou @, a
budeme predpokladat

Pravdepodobnost ndhodného javu v (3.9) méa byt blizka jednej a

Qx,t = qz,th,ta (310)

kde Z,, je kladnd ndhodna velicina. Pomocou nahodnej veliciny Z,; vyjadrujeme
predpoklad, Ze skutoénd timrtnost sa lisi od najlepsich odhadov timrtnosti. Veli¢ina
Zy 4 predstavuje odchylku v celkovej umrtnosti, nad alebo pod g ;. Multiplikativny
model sa velmi Gasto pouziva v aktuédrskej matematike pre vyjadrenie
heterogenity kmena Zivotov sposobenej pozorovatenymi alebo nepozorovatelnymi
rizikovymi faktormi.

Dalej predpokladajme, ze pre pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej veliciny
Zy ¢ plati
Zac,t ~ F(aac,h Ba:,t)a (3-11)
kde hustota je tvaru . Vd'aka modelu jednoduchou transforméaciou
(zmena skaly) hustoty Z,, dostdvame, ze rozdelenie pravdepodobnosti imrtia Q)
m4 opét gama rozdelenie, ale s parametrami «, ; a %, teda

Qut~ 1T (Oéa:,t, T) . (3.12)

Za predpokladov (3.8)), (3.11)) a vzhladom ku tvaru hustoty zmesi Poissonovho-
gama rozdelenia, resp. negativne-binomického rozdelenia ([2.24) dostavame nepod-
mienené rozdelenie poc¢tu amrti v roku (¢t — 1,¢) v tvare

fDm,t(d) =P (D:C,t = d|nx,t—1) =
d

d x,t 1 x,t— T Gyt
_ ( + iy ) Nt 16 ( ﬂ*,t ) (3.13)
d Ng,t—1 + qf’t Npt—14zt + ﬁ:c,t
x,t
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Plati

O
[Dx,t|nx,tfl] ~ NB (ax,taﬁ> 3 (314)

kde 933715 = _ Bat

.
Na,t—19 ¢

Vzhladom ku (3.8) mame

E (D:t,t‘q:v,t; nx,z‘fl) = nx,tflqz,t (315)
a vzhladom ku (3.14)) vychédzajic z tvaru (2.25)) dostdvame

E (Dyy

Qy
! Nt 1G4+ (3.16)
ﬁx,t

Vidime, Ze vztah medzi tymito strednymi hodnotami, ked vezmeme do tivahy

nahodnost pravdepodobnosti timrtia, zavisi na podiele g’: Oba parametre o,
z,

a B, by mali byt volené konzistentne vzhladom k datam, takisto ako i v beta-
binomickom modeli.

naz,t—l) =

V dalej casti prace bude nasim primarnym modelom prave Poissonov-gama
model. Aj napriek tomu, ze v Poissonovom-gama rozdeleni, tak ako sme ho
uviedli, musime ratat s istymi priblizeniami. Prv4 aproximécia vychadza priamo
z Poissonovho predpokladu , kde moéze byt problematicky pripad vo vyssich
vekoch, kedy n,,—; je nizke a g, naopak vysoké. Pouzitie Poissonovho rozdelenia
je vhodnym ndstrojom v pripade, ked pracujeme s viac nez jednou kohortou.
V pripade, ze v portféliu su jedinci s vysokymi vekmi, ich celkovy vplyv v ramci
celej uvazovanej populdcie by mal byt maly. Druh4 aproximécia vyplyva z toho,
ze nosicom gama rozdelenia je mnozina (0,00), a teda (3.11)) nie nevyhnutne
spifla obmedzenie , najmé vo vysokych vekoch. Za t¢elom implementacie
je model vhodnejsi a hlavne flexibilnejsi nez beta-binomicky model, ktory
vSak nemusi podliehat problému rozdelenia po¢tu tmrti vo vysokych vekoch.
Bayesovsky pristup, kedy pouzijeme gama rozdelenie ako konjugované apriérne
rozdelenie Poissonovho rozdelenia, ndm umozni vysvetlit koreldcie v ¢ase medzi
Z. 1, teda aj medzi pravdepodobnostami timrtia.

3.3 Poissonov-gama model - viac kohort

V tejto podkapitole si ukdzeme ako pracovat s Poissonovym-gama rozdelenim
pre modelovanie roéného poétu dmrti, ked mame portfélio, ktoré sa skladd z viac
nez jednej kohorty. Opéat budeme pouzivat x, ako pozadovany vstupny vek a t,
t =0,1,... ako ¢as plynuci od casu ty ako prvého vstupu. Pripomenme si, ze Dy
znac¢ime ndhodny pocet umrti v roku (¢ — 1,¢) a plati pren a INV; predstavuje
ndhodny pocet Zijicich poberatelov dochodku v ¢ase ¢ a plati pren (3.2]). Realizécie
tychto nahodnych veli¢in znacime malymi pismenami d; a n,.

Pre lubovolny vek z a ¢as t pocet tmrti D, ; s rozdelenim pozaduje, ze
podmienene na danej pravdepodobnosti umrtia g, ¢ diZky zivota jedincov patria-
cich jednej kohorte st nezavislé a rovnako rozdelené, ako sme popisovali v casti
o portféliu pozostévajiceho len z jednej kohorty. Dalej budeme predpokladat, ze
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podmienene na tabulke dmrtnosti {g,;} v Tubovolnom ¢ase ¢ pocty tdmrt{ D, ,; si
nezavislé vzhladom k veku. Znamena to, Ze jednotlivé (individuédlne) Zivoty st
nezavislé aj medzi uvazovanymi kohortami.

Pre Poissonovo rozdelenie plati nasledujtice tvrdenie.

Veta 1. Nech X1,...,X,, siu nezdavislé nahodné veliciny s Poissonovym rozdelenim
s parametrami Aq,...,\,. Potom ndhodnd velicina X = X1+ ...+ X,, md Poissonovo
rozdelenie s parametrom A\ + ... + \,.

Dokaz. Dokaz je k nahliadnutiu v knihe (Klugman a kol., [2008, str. 103).

d
Vychadzajiuc z (3.8)), s vyuzitim vety , dostavame na zaklade uvazovaného
predpokladu o nezavislosti, ze

(zo+t—1)Aw

[Dt| {Qx,t} ; {nx,t—l}] ~ Poiss Z Ngt—1Gqzt | - (3-17)

r=x0

Dalej uvazujme Z; ako (kladni) ndhodnt veli¢inu vyjadrujicu systematicki
odchylku v imrtnosti, o ktorej predpokladame, zZe je ¢asovo Specificka, ale vekovo
nezavisld. Nech pre lubovolny vek x a ¢as t plati

Qut = G121 (3.18)

Rozdelenie poctu imrti podmienene na Z; = z mozeme vyjadrit v tvare

(zo+t—1)Aw
(Dl {2¢,} i {nay—1}] ~ Poiss | z Z Net 1 | - (3.19)
T=x0
Pre Z; budeme opit uvazovat gama rozdelenie
Zt ~ F(Oét7ﬁt). (320)

Z (3.19) a (3.20), je mozné odvodit nepodmienené rozdelenie poctu timrti v roku
(t — 1,t) v tvare

fo(d) = P(Dy = d[{ns1}) =

(zo+t—1)Aw d o
n -~ *
. d + o — 1 x:Zxo ot qu,t ﬁt
N d (wo+t—1)Aw (wo+t—1)Aw
515 + Z nx,t—l‘];,t Bt + Z nr,t—lq;,t
T=T0 Tr=x0
(3.21)
Plati, ze
(D1 {1} ~ NB (- (3.22)
nx — ~ « s A 4 9 .
t t—1 ¢ 0+ 1
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kde
By

- (zo+t—1)Aw ’
*
Z nw,t—lqz,t

T=x0
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3.4 Kratky ivod do bayesovskej statistiky

V bayesovskom pristupe uvazujeme, ze parameter statistického modelu je
nahodné veli¢ina s pravdepodobnostnym rozdelenim. Predpokladajme, ze X =
(X1, Xy,....X;)" je ndhodny vektor s pravdepodobnostnou funkciou fx|e(x|8), kde
0 = (0,,0,,....0,). V bayesovskom pristupe uvazujeme, ze © je ndhodny vektor
s pravdepodobnostnym rozdelenim m(0). € je realiziciou ©. Rozdelenie 7(0)
nazyvame apriérne. Apridornym rozdelenim vyjadrujeme nasu predstavu o tom,
¢o uz vieme alebo si myslime dopredu, este pred ziskanim dat. Pre zdruzené
rozdelenie fx o(x,0) plati

fX7@(X,¢9) = fx‘@(X|0)7T(9) (323)
Zaujima nas podmienené pravdepodobnostné rozdelenie pre ® pri danom X = x,
Tex (0]x). (3.24)

Toto rozdelenie sa nazyva aposteriorne. Hovori nam, ako sa zmeni nasa apriérna
predstava po tom, ako je ziskand realizacia x vektoru X. Aposteriérne rozdelenie
ide odvodit pomocou Bayesovej vety

Jxje(x|0)m(6)

W@‘X(OIX) = ffX‘@(Xye)ﬂ(O)dO (325)

Viac informécii o bayesovskej teérii je mozné najst v knihdch Klugman a kol.

(2008)) alebo |Ghosh a kol.| (2006)

3.5 Koreladcia v ¢éase medzi pravdepodobnosta-
mi tumrtia

Bayesovska statistika poskytuje uzitoény aparat k tomu, aby sme mohli
v kazdom kroku aktualizovat parametre rozdelenia pravdepodobnosti tmrtia
pomocou informacie o skutocnom pocte zomretych v portféliu. Bayesovsky pristup
umoziuje implicitne vysvetlit koreldciu v ¢ase medzi pravdepodobnostami timrtia.
Budeme pracovat s Poissonovym-gama modelom pre jednu kohortu a potom
s modelom pre pripad viacerych kohort.

Predpokladajme, Ze koeficienty Z, ; st korelované v ¢ase. Celd budicnost vyvoja
poctu zomretych z pohladu éasu vypoctu je ndhodnd. Rozdelenie poctu zomretych
z4visi na parametroch, ktoré vieme ziskat na zdklade informdcie o skutoénom
vyvoji poctu zomretych do casu, z ktorého sa do budicnosti pozerame. Pocty
zomretych, resp. tych, ktori prezili od casu vypoctu, si pre néas predikciami,
modelujeme ich.

V case 0, kedy nemame k dispozicii ziadnu informéaciu o pocte zomretych,
budeme vychddzat z predpokladu, Ze

Zyr ~T(a,p), (3.26)
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teda pre vSetky casy t,t = 0,1,... a veky x, © = x¢ +¢ s parametre rozdelenia 7,
rovnaké. Volbou parametrov &, vyjadrujeme apriérnu predstavu o fluktudciach
skutocnej umrtnosti okolo tabuliek najlepsich odhadov ¢; ,. Vychadzajic z multi-
plikativneho modelu dostavame, ze

_ B

Qzo1 ~ T (a, — ] (3.27)
xo,l

Toto rozdelenie budeme povazovat za apriérne v case 1, oznacime ho g, (qz,.1)-

Na zaklade (3.14)) vieme, Ze pre nepodmienené rozdelenie poc¢tu imrti vo vstupnom

veku xy v case 0 plati

O
[D:po,1|nfbo,0] ~ NB (@,ﬁ) ) (328)
0,

kde 935071 = b

e r——
nzo,()quJ

Mozeme tiez pisat, ze podmienené rozdelenie poctu zomretych D, 1 je
Poissonovo s hustotou fp, ,(ae(dzy,1/N0). Néhodna velicina

*
AO - nxo,oqx071Zx,t7

B

————. Potom nepodmienené rozdelenie
nIanqzo,l

ma gama rozdelenie s parametrami & a
Dy, 1 je prave (3.28).

Nech sme stéle v ¢ase 0 a zaujima nés predikcia poé¢tu zomretych pre d'alsie
obdobie (1,2). Parametre & a 3 zostavaji nezmenené. Pocet zomretych oznaéme
ijo,l a pocet tych, ktori prezili Ny 111 = Nug0 — c/l;ml. Potom podmienené roz-
delenie poc¢tu zomretych 3104,1’2 je Poissonovo s hustotou fﬁzoﬂgml(c@oﬂ,gp\l).
Pre ndhodnu velicinu A; plati vztah

-~ *
Al = nxo+1,1qu0+17QZx,t-

Rozdelenie Ay je gama s parametrami & a ~——2 . Nepodmienené rozdelenie

nm0+l,1Q;0+1,2
pre D, 412 by sme opit ziskali pomocou (2.6). Takymto postupom dokézeme
simulovat budici vyvoj poistného kmena.

V case 1 mame k dispozicii informaciu o skuto¢nom pocte zomretych za ob-
dobie (0,1), tito hodnotu oznacime ako d,, ; a aktualizovand velkost populécie
j€ Ngg+1.1 = Nay0 — dgy1- Tento novy dodatocny poznatok vyuzijeme k vyjad-
reniu aposteriérneho rozdelenia pre @), podmienene na D, ; = d, 1 a teda
k aktualizacii parametrov vd aka skisenosti. Pre ti¢ely ndzornejsicho vyjadrenia
pouzijeme pre toto aposteriérne rozdelenie znacenie 7, |p,, 1 (Quo,1/dz,1)-

Potom plati

szo,1\on,1 (dzo,l ’qwo,1>7TQa;0,1 (q$0,1>

MQug,1|Dag 1 (q$0,1|d$0,1) — -
fszo,ﬂonJ (dro,llqmo,ﬁﬂ—on,l(q$0,1>dqro71
0
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o *anco,l

d N
(n2g,00zq,1) 0! e Ne(,04zg,1 B qd—le To.1
dx071! q;()’l zo,1 F(&)

daco,l _
(dmo,ﬁa—l) M0 ( 3 7)04
dzo,l 71,10’04»[1*L n1070q20,1+5
zq,1
) o (e n
o} a+dzo,l zq,1 q; 1 z0,0
— ( 6 +n ) qa—i_d%al_le o
=\ x0,0 zo,1 ~ ’
F(Oz + dﬂcoyl)

Q;O,l
(3.29)

kde fp, 11Quy1(dio,1]¢ze,1) 0dpovedd Poissonovmu rozdeleniu (3.8) pre Dy, 1 s pa-

) . ’ ~ ./ .
rametrom 7, 0¢.,1- 20 vztahu (3.29) vidime, ze aposteriérne rozdelenie @y, 1
podmienene na D, 1 = dy, 1 je opit gama a plat{

(Quorlduga] ~ T (a L no) . (3.30)

0,1

Pre aposteriérne rozdelenie Z,, mame
[Zx:t‘dvayl] ~ F ((jé + dCEO,17 B _'_ q;o71nx070) 9 (331)

kde mozeme vidiet, Ze aktualizované parametre sa zmenili, a to v pripade prvého
parametra narastom o novi informéciu o pocte zomretych vo veku zq v ¢ase (0,1)
a v pripade druhého o o¢akavany pocet zomretych pre obdobie (0,1). Apriérna
ocakavana hodnota Z,; je

E Zx,t =

™Il Q1

a aposteriérna ocakavana hodnota v case 1 je

a + dy

E(Zitldeg1) = =——>—.
nre B+ Ny 0%, 1

Nech vypocet prebieha v ¢ase 1, potom nas zaujima vyvoj poctu zomretych
v nasledujicich obdobiach (1,2),(2,3),... . Parametre rozdelenia Z, ;|d,, 1 (3.31)
zostdvaju nemenné pre vsetky x a t. Pre obdobie (1,2) plati

_ B + Ny ,OQ;
(Quot1,2|du 1] ~ T (Oé +dyg 1, *—001

Aro+1,2

Oro+1.2
Dagi1 g 0:eo ] ~ NB (@ +dag 15—
[Dag+1,2M00,0, 00,1 (a + oot Ozot1,2 + 1) 7

B N OQ; 1

— ’ 0>

kde 9I0+1,2 = n * .
zo+1,1950 41,2

Pre obdobie (2,3) z pohladu ¢asu 1 by sme opét pouzili tie isté parametre rozdelenia
Zw,t da:g,l .

V kazdom ¢ase mozeme previest aktualizaciu parametrov vzdy s vyuzitim
novej informéacie o pocte zomretych do casu vypoctu. Predpokladajme, ze sme
v case t — 1 a mame k dispozicii pozorované hodnoty poc¢tu tmrti, konkrétne

on,l = d:l‘o,l) D1‘0+1,2 - dI0+1,27"'7DI0+t72,t71 = dx0+t72,t71
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a pre pocty tych, ktori prezili plati
Naothh = Nagth—1,1—1 — Qzg+h—1h

v case h, h = 1,2,...;t — 1. Aposteriérne rozdelenie Z, ;, ktoré pouzijeme k simulacii
poctu zomretych v dalsich rokoch, dostdvame v tvare

t—1 t—1
— 2 *
[Zx,t|dzo,1,...7dx0+t72,t—1] ~T (Oé + E dmoJrhfl,haﬁ + E nl-OJrhfl’hfquOJrhil’h
h=1 h=1
(3.32)
Pre nepodmienené rozdelenie poctu zomretych vo veku xg+1t —1 v ¢ase t — 1 plati
t—1 0
_ zo+t—1,t
[Dagtt—1,t1120,0,do, 1 dwgrt—20-1] ~ NB | &+ E da;0+h—1,h7ﬁ )
1 wo+t—1,t T
(3.33)
kde
=1
*
5 + Z nx()"l‘h—l,h_quo-‘rh—l,h
0 _ h=1
ro+t—1,t — *
Npo+t—1,t—19z011-1,¢
Ocakavany pocet imrti ma tvar
E (D.’Eo+t71,t|n.’170,07dw0,17dxo+1,27'"7dmo+t72,t71) =
t—1
a+ > dogrh-1h
o h=1 *
- t—1 na:0+t—1,t—1qx0+t_1’t- (334)
*
B+ > Nag+h—1,h—195,+h—1.h

h=1
Z[3.34 vyplyva, ze nepodmieneny ocakdvany pocet imrt{ v roku je dany oc¢akdvanou
hodnotou poc¢tu umrti podmienene na najlepsom odhade pravdepodobnosti
umrtia, teda ngqqs-1,0-1@5, 441, r0z8Ireny o koeficient. Tento koeficient odpoveda
otakdvanej hodnote Z,,; z (3.32)). Preto, ak pozorované hodnoty st konzistentné
s tym, ¢o sa otakdva, tento koeficient bude vykazovat stabilitu v ¢ase. Inak, ak
skiisenost je horsia nez je ocakdvané, teda, Ze pocet umrti je nizsf nez sa predpo-
klad4, potom tento koeficient bude klesat v ¢ase. Takdto systematickd odchylka
moze mat vplyv na velkost kapitdlovej poziadavky na riziko dlhovekosti.

Teraz predpokladajme, ze nase portfélio sa skladéd z viacerych kohort a Z; si
korelované v ¢ase. V case 0 pre nahodny pocet zomretych D, plati, Ze nepodmienené
rozdelenie je negativne-binomické s rovnakymi parametrami ako v pripade jednej
kohorty . Obdobnymi krokmi ako pri jednej kohorte by sme v kazdom roku
dosiahli novi aktualizdciu parametrov a tie vyuzili k simulacii vyvoja poc¢tu imrti
v d'alsich obdobiach. Ukdzeme si len vSeobecny pripad. V ¢ase t — 1 sme pozorovali
rocny pocet novych prichadzajicich do portfélia 1y, o, nug 1,---; Nagt—1, TOENY pocet
umrti Dy = dy, Dy = ds,...,D;_1 = d;—; a pocet tych, ktori prezili n,j pre kazda
kohortu v ¢ase h, h = 0,1,...,t — 1. Pomocou aposteriérneho rozdelenia Z;, pre ktoré
plati

t—1 t—1 zo+h—1Aw
[Zt|d1, dg,...,dtfl] ~ F (C_t + Z dh, ﬁ + Z Z n%hlq;h) ) (335)
h=1 h=1

T=x0
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mozeme simulovat budici vyvoj poétu zomretych Dy, D, 1,

. Plati, ze
t—1 0,
[Dt’ {nx07 nm,tfl} i Dy =dy,....Di_y = dtq] ~ NB <Oé + Zdh’ﬁt n 1)
kde

_ t—1 xo+h—1Aw

nx,hflqah
r=x0
Qt xo+t—1Aw
Ny t—le t
T=x0
Apridrna ocakavand hodnota Z; je
Q
EZ = E
zatial co aposteriorna ocakavand hodnota v case s, s = 1,2,...,t je
s—1
a+ > d
h=1
E(Zi| Dy =di, Dy = dy,....Ds 1 = ds 1) = s—1 z0+h—1/w

(3.36)
B+ Z Z N h—1G5 p,
Treba poznamenat, ze pravdepodobnostné rozdelenie koeficientu vyjadrujiceho

systematické odchylky je rovnaké pre vSetky kohorty, resp. pre celi populaciu
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Kapitola 4

Stanovenie kapitalovej
poziadavky

Za posledné roky sa stéle viac dostdval do povedomia poistitelov, zaistovatelov
a dozornych orgdnov problém rizika dlhovekosti. Tabulka ukazuje strednu
dizku zivota pri narodeni z historického pohladu v rokoch 1950, 2000, 2014 a
predpovedant strednt dizku Zivota v roku 2050. Historické hodnoty pochadzaju
z Human Mortality Database. Predpovede pre rok 2050 si z Economic Policy
Committee and European Commission. Z tabulky vidime, Ze stredna dlzka
zivota vzrastla od roku 1950 a m4 tendenciu rast d’alej, ¢co m4 za nasledok pokles
pravdepodobnosti imrtia hlavne vo vyssich vekoch.

Regulatérny réamec Solventnost II vo svojich kapitdlovych poziadavkach vyza-
duje vypocet kapitalu pre podmodul rizika dlhovekosti. Model, ktory sme si
predstavili v tretej kapitole (Poissonov-gama model), je vd aka schopnosti kalibrécie
a dynamickosti vhodnym néastrojom k internému stanoveniu kapitalu pre podmodul
rizika dlhovekosti. Vyhodou interného modelu oproti standardnej formule je
lepsia schopnost ohodnotit vlastny rizikovy profil poistovne, ¢o moze viest k
tspore nakladov na kapital. Interny model dokéze zahrnit riziké, ktoré nie si
pokryté v rdmci standardného modelu. V tejto kapitole si popiSeme ako stanovit
solventnostny kapitél pre riziko dlhovekosti. Cerpame z ¢lankov Olivieri (2011)
a (Olivieri a Pitaccol (2009).

Muzi Zeny
Krajina 1950 2000 2014 2050 1950 2000 2014 2050
Ceské republika  61.97 71.55 75.71 79.70 66.85 78.33 81.72 84.10
Slovensko 59.14 69.00 73.25 77.70 62.55 77.30 80.32 83.40
Nemecko 69.10 74.44 7856 80.90 71.52 79.12 82.67 83.70
Francuzsko 63.43 75.25 79.26 8270 69.19 82.81 85.40 89.10
Svédsko 69.85 77.38 80.35 &83.30 7244 82.01 84.05 86.50
Taliansko 64.50 73.94 79.16 83.60 66.74 79.20 83.21 87.80

Tabulka 4.1: Stredna dizka zivota pri narodeni pre muzov a zeny vybranych krajin Eurépy.
Historické hodnoty v rokoch 1950, 2000, 2014 a predpovedand hodnota pre rok 2050 (zdroje:
Human Mortality Database| a |Economic Policy Committee and European Commission)).
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4.1 Ijmrtnostny model a alokacia kapitalu

Stale predpokladame, ze mame portfélio okamzitych zivotnych dochodkov
s fixnymi polehotnymi vyplatami. Pracujeme s homogénnym portféliom, kde vSetci
poberatelia dochodku budi dostavat roéne dochodok rovnakej pevnej vysky b.
Iné rizika okrem tych, ktoré suvisia s dizkou zivota zanedbéme. Taktiez vsetky
naklady spojené s poistenim a spravne néklady nebudeme brat do tvahy. Cas
prvého vstupu poistnych zmliav do portfélia sme si oznacili ¢y, pozadovany vek
pri vstupe do portfélia kazdého poberatela dochodku g a dizku trvania portfélia
t =0,1,2,... od ¢asu t.
Hodnota Bt(H) predstavuje rocny thrn vyplat portfélia a je definovand pre t =
1,2,....w — xo ako
B™ = bN, 4. (4.1)

Potom sucasnd hodnota budicich vyplat portfélia sa pocita ako

w—xo w—xo

ya — Z B}(LH)(l_f_Z-)—(h—t) _ Z DNy nn (1 + i)~ (4.2)

h=t+1 h=t+1

kde i je bezrizikova urokova miera, o ktorej sa predpokladd, Ze je zndma. Zaroven
plati, ze Yt(H) je suctom sucasnych hodnot budiicich dochodkovych vyplat pre jed-
notlivych poberatelov déchodku z portfélia, ktoré oznaéime Y,”). Vzhladom
k homogenite portfélia mame Yt(j ) = Y;(l), kde Y,;(I) je ocakavand sucasnd hodnota
budicich déchodkovych vyplat jedného poisteného. Za predpokladu, ze b = 1 plati

o0

1

1

E Yt( ) = Z 1+ z)’f(1 - kzqg*co+t,t+1)a (4.3)
k=1

kde

1_k(];0+t,t+1 = (1_Q;O+t,t+1)(1_Q;0+t+1,t+2)(1_Q;O+t+2,t+3)'- . -'(1_Q;0+t+k—1,t+k)-

Predpokladajme, Ze nedochddza k ziadnemu prenosu rizika (napr. zaistenie) a
neuvazujeme ziadne investi¢né riziko. Majme aktiva, ktoré sa skladaju z bezri-
zikovych dlhopisov s vhodnymi dobami splatnosti. Ro¢ny investi¢ny vynos je ¢
pre vSetky mozné doby splatnosti. Potom priebeh hodnoty aktiv A; v case t je
mozné pomocou rekurzie zapisat ako

At+h = At+h—1(]— + /L) — B;EQL, h = 1,2,...,w — T — t. (44)
To, ze Ay, je ndhodné, vyplyva zo stochastickej povahy poctu poistenych, ktori
prezili, modelovanych podla Poissonovho-gama modelu.

Velicina
M, = A, — vWPE (4.5)
reprezentuje vysku aktiv na krytie rizika aktualneho portfdlia k casu vypoctu, ktoré
o ) (1- 1 (I)[BE] (I)[BE) . SR
nie je kryté rezervou portfélia V, . Pomocou V, znacime oc¢akavanu

hodnotu zavizkov poéitanti pomocou tabulky najlepsich odhadov pravdepodob-
nosti tmrtia, resp. zalozenu na najlepsich predpokladoch o budicom vyvoji, teda
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najlepsie odhady rezerv. Poznamenajme, Ze vo V;(H)[BE] sui uvazované len buduice
toky Biin, h = 1,2,... a neuvazujeme ziadne rizikové adjustacie a ani ziadnu rizi-
kovi marzu. Celkova vyska rezerv portfolia V;(H) pozostava z najlepsich odhadov
rezerv a rizikovej marze RM,. Plati vztah

y _ B | pay (4.6)

Z toho vyplyva, ze RM, je obsiahnutd v M,. Rizikovd marza podla pravidiel
Solventnosti IT by mala byt poc¢itand ako suma, ktord by mala zarucit, Ze technické
rezervy st vo vyske, ktorid poistitel bude vyzadovat, aby prevzal poistné zdvizky

z poistnych zmliv. Zo vztahov (4.4) a (4.5) dostdvame, ze

My = Mypp—i(1414) + \‘/ltflz[_]ﬁE](l +i) — Bt(_lzi)l — V;g[h)[BE] . (4.7)

~~
Zisk z portfélia v roku (t+h-1,t+h).
Mbze byt i zdporny, teda nastane strata.

4.1.1 Solventnostné pravidla pre interné modely

Solventnostné pravidla pre interné modely predpokladaji, Ze poistitel bude
schopny pomocou vlastnych zdrojov kryt zdvizky ndhodnej vysky popisané realis-
tickym pravdepodobnostnym rozdelenim budiceho vyvoja, a to s vysoko stanove-
nou pravdepodobnostou. Bude nés zaujimat vyska kapitalu pozadovaného v case
t, aby bola poistoviia solventnd. Vysku kapitalu je mozné vypocitat na zaklade
roznych pravidiel, ktoré boli navrhnuté v titule Pitacco a kol.| (2009)).

— Mobzeme pozadovat, aby aktiva M, boli nezdporné v kazdom ¢ase od ¢asu
vipoétu. Casovy horizont, T, moze byt kratky, napriklad 1 az 5 rokov,
alebo az do ¢asu skoncenia trvania sicasného portfélia k ¢asu vypoctu. To
znamena, ze

[Rl] : P [(Mt+1 > O) N (Mt+2 > O) N...N (Mt+T Z O)‘nx0+t’t] =1- €1
(4.8)

— V druhom pravidle sa pozaduje, aby M, r boli nezaporné. Teda plati, ze

[R2]: P[(Myr = 0)|nag e = 1 — €. (4.9)

Konzistentne so Solventnostou II, by sme mali polozit
€; = 0.005, i=1,2,

ako prijatti pravdepodobnost zlyhania pre zvoleni kapitdlovi poziadavku. Je
vhodnejsie pouzit prvé pravidlo ([£.8), pretoze dokaze odhalit pripadnu stratu
ihned v kazdom roku uvazovaného ¢asového horizontu. V nasej praktickej ilustrécii
sa zameriame prave na tento pristup stanovenia dostatocnej kapitalovej poziadavky
pre vymyslend kohortu. Riesenim pomocou stochastickej simulécie ziskame
pozadovany kapital, ktory budeme oznacovat MI™(T). Potom A (T) = v,WIPFL,
Mt[Rl] (T') st celkové aktiva potrebné v ¢ase t. Poissonov-gama model, ktory sme
si popisali ndm poskytne moznost nasimulovat ndhodny vyvoj po¢tu zomretych,
resp. tych, ktori prezili, a teda nasledne i pozadovanu vysku kapitalu.
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4.2 Deterministicka implementacia imrtnostné-
ho modelu

Predpokladéame, ze je reguldtorom pozadovana standardné formula na vyPocet
kapitalovej poziadavky pre podmodul rizika dlhovekosti. Oznacme V;(H) 20%
ocakavanu hodnotu zavizkov pocitani na zéklade timrtnostnych tabuliek, kde
uvazujeme, ze pravdepodobnost tmrtia je o 20% nizsia ako v pripade tabulky
najlepsich odhadov. Vyznam zniZenia o 20% sme si uviedli v prvej kapitole v casti
o podmodule rizika dlhovekosti. Rezerva V I[=20% 5 je stucastou vypoctu kapitdlove;
poziadavky pre riziko dlhovekosti podla standardnej formule Solventnosti II. Vyska
kapitalu pozadovaného v ¢ase t bude pre nés v tvare

ABOF [longevity shock = Lifejng, = V,20% — y (IBF] (4.10)

Vidime, Ze v tomto pripade vypoctu kapitdlovej poziadavky zohladiiujeme len
riziko systematickych odchylok a len jednu moznu hladinu Soku pre vsetky casy
a veky. Podla standardného pristupu Solventnosti IT vysku aktiv pozadovani v case
t na krytie rizika dlhovekosti, nazyvant cielovy kapitdl, mozeme definovat ako

Som = Lifeiongt + RM, [Solv?] . Tato formula zahftia rizikovi marzu RM, [501”2],

pre ktoru plati

Solv2] Llfelon h
RM*" = Co OZ a Hg,jjl (4.11)

kde r je zédkladna bezrizikova urokova miera (pripadne vynosova krivka) a CoC
(Cost of Capital) predstavuje sadzbu ndkladov na kapital. Podla Solventnosti 11
sa pouziva CoC = 6%.

V tretej kapitole sme si uviedli, ze apridorna predstava o odchylke skutocnej
umrtnosti od najlepsich odhadov pravdepodobnosti imrtia je modelovand pomo-
cou nahodnej veli¢iny Z, ;. Zaujima nds, ako by sa menila ocakdvand hodnota Z,;
pri pouziti bayesovského postupu. Pouzijeme deterministické scenédre skutoénych
poctov zomretych s imrtnostou nizsou o 20% a s umrtnostou odpovedajiicou
najlepsim odhadom. Pokial vypocet kapitdlovej poziadavky prebieha v ¢ase 0, kon-
zistentne so Solventnostou II predpokladdme, Ze Isy = —20%, kde lsy predstavuje
percentualnu zmenu (30k) v pravdepodobnosti umrtia v ¢ase 0. Vtedy plati

E(Zy4) = = = 0.80.

I Q1

Za predpokladu uplatnenia informacie o pocte zomretych za prvy rok mozeme
aktualizovat Sokovy scendr pre riziko dlhovekosti. Z toho vyplyva, Ze v ¢ase 1 plati
vztah

0.8083 + d,
E (Zu| Dagt = dupt) = ﬁ, (4.12)
z0,U420,1
resp. - ’
ls; = 0.805 + day.1. _ 1. (4.13)

ﬁ + nmo,oqgo,l
Vseobecne v case t plati

_ t—1
0.808 4+ > dygthht1
E (Zx,t’on,l = dxo,la"vD:cO#»tfl,t = d:cothfl,t) = B 1 h=l (414)
6 + hz: n:}co+h,hQ;0+h7h+1
=1
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ot
0.808 + > dugthnt
lst = h=1

~ 1. (4.15)

_ t—1
*
B+ Nao+hhQgg+h h+1
h=1

Budeme predpokladat dva rézne scendre dmrtnosti do ¢asu t. Konkrétne pre s =
1,2,....t
dxo+sfl,s ~ 0'80nx0+571,571q20+5—1737 (416)
alebo
dmo—i-s—l,s ~ nx0+s—1,s—1q;0+571,3‘ (417)
To, ¢i ls; bude vicsie, rovné alebo mensie ako —20% zdlezi na skisenosti od ¢asu
to. Percentudlna zmena (Sok) v pravdepodobnostiach dmrtia ls; potom moze

byt nahradens za permanentné 20%-né zniZenie imrtnosti podla standardného
pristupu Solventnosti II v (4.10]).
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Kapitola 5

Numericka ilustracia vypoctu
kapitalovej poziadavky

V tejto kapitole ilustrujeme vypocet solventnostnej kapitalovej poziadavky
pomocou umrtnostného interného modelu popisaného v tretej a stvrtej kapi-
tole. Ukazeme si vysledky deterministického i stochastického pristupu. Vysledky
porovname so Standardnou formulou Solventnosti II pre riziko dlhovekosti. V pod-
kapitole budeme primérne vychadzat z ¢lanku [Olivieri (2011)) a ilustraciu
obohatime o vystupy vypoctov rezerv, cielovych kapitdlov a solventnostnych
pomerov. V podkapitole cerpame z clankov Olivieri (2011)), Olivieri a Pitacco
(2009) a ilustraciu doplnime o d'alsie pripady vypoctu pozadovaného kapitalu,
ktoré budu konkretizované.

Vzhladom k tomu, Ze k numerickej ilustracii potrebujeme tmrtnostnt tabulku
tvorent najlepsimi odhadmi pravdepodobnosti timrtia, rozhodli sme sa pouZit
tabulku pre kohortu muzov Ceskej republiky (resp. Ceskoslovenska), ktori sa
narodili v roku 1955. Tiito tabulku sme prevzali z diplomovej préce [Stastkal (2013),
kde je mozné najst i popisant metédu konstrukcie pravdepodobnost timrtia.
Autor vychddzal z klasickych imrtnostnych tabuliek pre Ceski republiku za roky
1920, 1925, 1935, 1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 1995, 2000, 2001, 2002, 2003,
2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, a to vzdy s vekovym rozsahom 0,
1, ... 105 rokov. Z toho vyplyva, Ze najvyssi predpokladany dosiahnutelny vek
bude w = 105. Na obrdzku (b.1)), mézeme vidiet vyvoj pravdepodobnosti imrtia
pre nasu uvazovanu kohortu. Nepozorujeme ziadne vyrazné vykyvy.

Pracujeme s portfoliom okamzitych zivotnych dochodkov, ktoré sme si popisali
na zaciatku stvrtej kapitoly. Predpokladajme, ze vstupny vek do portfélia je 65
rokov, teda xy = 65. Pre jednoduchost, rotné vyska dochodku bude vo vyske b = 1.
Dalej predpokladajme, 7e bezrizikové trokové miera je i = 0.03.

5.1 Deterministicky pristup k stanoveniu poza-
dovaného kapitalu

Je prinosné si ukdzat niektoré vysledky vypoctu kapitalovej poziadavky podla
deterministického pristupu popisaného v casti a pristupu podla standardného
vzorca pre Solventnost 1. V ¢ase 0 pouzijeme parameter @ = 0.803 a pre parameter
3 budeme pouzivat rovnaké hodnoty ako v ¢lanku Olivieri| (2011)), a to 133.33, 33.33
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a 533.33. Poznamenajme, Ze sme nepreviedli ziadnu analyzu k spravnemu urceniu

velkosti parametra /3. Podla Solventnosti II, ako sme uz uviedli v prvej kapitole,
solventnostna kapitalova poziadavka k riziku dlhovekosti sa rovna strate zakladnych

vlastnych zdrojov, ktord by plynula z okamzitého trvalého znizenia mier imrtnosti
0 20%. Toto znizenie je konzistentné s tym, ze plati
E(Qq:) = 0.80q] ;. (5.1)
Graf (5.2)) ukazuje vyvoj vymierania portfdlia, ktoré je na zaciatku, teda v case
to velké n,, o = 1000. Vypocet poctu zomretych sme previedli na zaklade (4.16))
a (4.17). Vidime, ze v pripade trvalého zniZenia tmrtnosti o 20%, populdcia
vymiera pomalSie ako v pripade pouzitia najlepsich odhadov pravdepodobnosti

tmrtia. Pre velkosti portfolif n,, o = 100 a n,,o = 10000 dostdvame podobné
priebehy, ktoré st k nahliadnutiu v prilozenom sibore k tejto praci (determinis-

ticky_pristup_bez_zaokruhlovania.nb).

pravdepodobnost umrtia
[ ]

015
[ °
[ )
010} N
L [ )
[ [ )
[ )
[ °
L [ )
0.05 (¢ .
|- ..
L o
- 1!-/ C ek
20 40 60 80 100

Obr. 5.1: Kohorta muzov CR. (Ceskoslovenska) narodenych v roku 1955 - pravdepodobnosti

umrtia
1000[- . |
L ® s
800 |
600 - . Ny,,0=1000, shock=0.8
400 | ’ * Nyy0=1000
200
L | L L L L | L L L L | L ° ; : 'Y éast
10 20 30
080700 +1-1,t— 1Ty 41—14 (modréd krivka),

Obr. 5.2: Vymieranie populdcie - dyj1i—1: ~
Arott—1,5 = Nagrt—1,t—1@5 411+ (Cervend krivka)
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Obr. 5.3: Ocakdvand systematicka odehflka E (Zual {Dayrs-15 = dagts1s}y_1a, ) B =
133.33 & day s 15 & 0.80M00 1o 15 1050 1s_1.s

Graf ukazuje aposteriornu ocakavani hodnotu odchylky v agregova-
nej mortalite E (Z,¢|Dyg1 = dugse-osDagtt—1¢ = dugt—14) Pre scendre umrtnosti
do ¢asu t podla a graf pre scendr umrtnosti podla ([4.17). V grafe
vidime, ze ocakavana systematickd odchylka sa drzi okolo 0.80, ¢o znamend, Ze v ta-
komto pripade vypocet kapitdlovej poziadavky by sa natolko neodliSoval od toho,
ak pouzijeme trvalé 20%-né znizenie pravdepodobnosti tmrtia. V grafe
ocakavana systematicka odchylka sa priblizuje v priebehu ¢asu k 1, najrychlejsie
pre najvacsie portfélio n,, o = 10000. Obidva pripady vypoctu ocakavanej syste-
matickej odchylky moZzeme pouzit k stanoveniu ls,. Takto ziskané percentuslne
zmeny (Soky) v pravdepodobnostiach imrtia mézeme nahradit za permanentné
20% zniZenie v (4.10]). Pokial je skutoény vyvoj poc¢tu zomretych viac priaznivy
nez ten, ktory sa ocakdva podla standardnych poziadaviek, sokovy scendr pre dl-
hovekost vzrastd k 0. Moze to viest k niZsej solventnostnej kapitdlovej poziadavke
nez tej, ktord ziskame pomocou standardnej formule. Obidva grafy a
boli konstruované takym sposobom, ze pocty zomretych v kazdom roku su za-
okrihlené na celé éfslo. V pripade vypoétu poétu zomretych bez zaokriithlovania
v kazdom roku dostavame, ze ocakavana systematickd odchylka pri scenari (4.16))
je presne 0.80 v kazdom roku. Vyplyva to zo sposobu vypoctu ocakavanej syste-
matickej odchylky . Pri scenari je ocakavana systematicka odchylka
podobnd ako v pripade zaokrihlovania poc¢tu zomretych, ¢o moézeme vidiet na grafe
(5.5). Pokial neuvedieme inak, budeme pouzivat nezaokrithlené pocty zomretych
v kazdom roku.

V prilohe diplomovej prace je mozné nahliadnut na grafické zobrazenie vplyvu
volby velkosti parametru (. Pre odpovedajtice pociatoéné hodnoty koeficientu
varidcie (CV) pravdepodobnosti tmrtia plati

B =133.33 = CV(Q.+) = 9.7%

B =33.33 = CV(Q,,) = 19.4%

B =533.33 = CV(Q,,) = 4.8%.

V dalsej ilustracii budeme stéle pracovat s 5 = 133.33.
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Obr. 5.4: Ocakdvand systematicka odehflka E (Zual {Dayrs-15 = dagts1s}y_1a, ) B =

133.33 @ dugys—1,5 = Nugts—1,5— 105 +5—1,¢» zaokrihlované pocty imrti v kazdom roku
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.....

133.33 a dugts—1,5 N Nagts—1,5—105y+5—1,50 PEZ zaokrihlovania po¢tov timrt{ v kazdom roku

Individualna rezerva je definovand ako o¢akavana sicasna hodnota budicich
dochodkovych vyplat jedného poisteného. Néas zaujima individualna rezerva za pred-
pokladu najlepsich odhadov pravdepodobnosti imrtia. Pre homogénne portfélio
plati

Vt(l)[BE] - E Y;(l). (52>

Teda individualna rezerva v case t pre jedného poisteného je E Y;(l).

Tabulka (5.1) ukazuje hodnoty individudlnej rezervy v ¢ase t pre pripad,
ked uvaZzujeme najlepsie odhady pravdepodobnosti imrtia a rezervu v pripade
20%-tného znizenia pravdepodobnosti umrtia (t4 sa pocita obdobne ako ([5.2))

‘/;(1)[—20%5

a znacime . Je zrejmé, zZe individudlna rezerva v pripade permanentného
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Cas t Rezerva Vt(l)[BE] Rezerva ‘/;(1)[720%}

0 15.05 15.99
3 13.06 14.02
10 10.94 11.89
15 8.78 9.70
20 6.66 7.53
25 4.73 5.50

Tabulka 5.1: Individudlna rezerva V;(l)[BE] a 1/;(1)[720%] v case t

C&S t Rezerva ‘/;(1)[3@96580] Rezerva, ‘/t(l)[BayeleO]
0 15.99 15.82
i) 14.02 13.81
10 11.89 11.66
15 9.70 9.44
20 7.53 794
25 5.50 590

‘/t(l)[BayeSSO] a ‘/]E(l)[BayeleO]

Tabulka 5.2: Individudlna rezerva v case t, Ny, 0 = 100

znizenia pravdepodobnosti imrtia je vyssia. Oznacme Vt(l)[BayeSSO] (Vt(l)[Bayesmo})
rezervu, pocitanu ako V;(l)[BE], ale na zaklade imrtnostného predpokladu, ze

pravdepodobnosti imrtia ziskame pomocou aposteriornej ocakavanej hodnoty

odchylky v agregovanej mortalite zo vztahu (4.14) pri scenari (4.16) ((4.17))
do casu t. Ide o ,,menej priaznivé“ predpoklady o imrtnosti kohorty v porovnani

s najlepsimi odhadmi. V tabulkach (5.2)), (5.3) a (5.4) vidime hodnoty rezerv

v, (W BayessO] ) (DBayestOO] & wage ¢ pre Tozne pociatocné velkosti portfolia N0 =

1)[Bayes80]

100, ng,0 = 1000 a ng, o = 10000. Vsimnime si, Ze rezerva Vt( je rovnaka

ako %(1)[—20%]. Je to zrejmé, pretoze ls; = —0.20 pre vSetky t a zdroven tato rezerva
je nezdvisl na velkosti portfolia. Naopak, rezerva V;(V/P%1% 50 74vis14 na velkosti
portfélia. Bude nds zaujimat dopad tychto menej priaznivych tmrtnostnych

predpokladov na vysku pozadovaného kapitalu v ¢ase ¢, konkrétne

. Bayes80 1)[Bayes80 1)|BE
[Zfel[ongy,t | _ ‘ft( )[Bay | ‘ft( i | (53)
a
. Bayes100 1)[Bayes100 1)[BE
[Zfego ;t | _ Vt( )[Bay I Vt( I ] (54)

Pozrime sa najskor na vypocet cielového kapitalu z pohladu Solventnosti II.
Ako sme uviedli v §tvrtej kapitole, cielovy, teda potrebny kapitdl ku krytiu rizika
dlhovekosti (rizika systematickych odchylok) je tvoreny kapitalovou poziadavkou
a rizikovou marzou. Budeme uvazovat, ze zdkladna bezrizikova tirokovéa miera
pre vypocet rizikovej marze bude r = 3%. Pre pripomenutie, kapitalovy
poziadavok poéitame ako rozdiel medzi rezervou stanovenou podla imrtnostnych
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Cas t Rezerva Vt(l)[Bayesé%O] Rezerva V;(l)[BayeleO]
0 15.99 15.45
5 14.02 13.38
10 11.89 11.19
15 9.70 8.98
20 7.53 6.81
25 5.50 484

Tabulka 5.3: Individudlna rezerva Vt(l)[Bayeng] a Vt(l)[Bayesmo] v case t, Ng,,0 = 1000

C&S t Rezerva ‘/;(1)[3@96580] Rezerva, ‘/t(l)[BayeleO]
0 15.99 15.17
i) 14.02 13.11
10 11.89 10.98
15 9.70 8.81
20 7.53 6.68
25 5.50 4.74

Tabulka 5.4: Individudlna rezerva V,(1PvesS0 o 1/ (DIBavestOO]  age 4 0 = 10000

tabuliek so zniZenou pravdepodobnostou timrtia o 20% a rezervou zaloZenou
na najlepsich odhadoch pravdepodobnosti imrtia.

V tabulke mozeme vidiet individudlne hodnoty kapitélovej poziadavky
(Lif€longs), rizikovej marze (RMIZ"?), cielového kapitalu (M%) a relativneho

vyjadrenia cielového kapitélu na jednotku individuélnej rezervy za predpokladu
[Solv2]

najlepsich odhadov pravdepodobnosti imrtia (m) v case t. Je zrejmé, ze
t

hodnoty Lifejong: a Lif e}ﬁf gy ‘2880]
a cielového kapitalu.

V tabulke (5.6) st uvedené hodnoty Lif e|Baves100] RMt[Bayesmo], Mt[BayesmO]

long,t

budi rovnaké, a teda i hodnota rizikovej marze

a % v Case ¢ pre pociatocni velkost portfélia n,, o = 100, ktoré s pocitané
obdobne ako v Solventnosti II, len za iného imrtnostného predpokladu. Mézeme
pozorovaf, Ze vyska cielového kapitdlu v porovnani so standardnym pristupom je
nizsia v kazdom case.

Graf ukazuje cielovy kapital M 2% pre N0 = 100, nyyo = 1000
a ngy 0 = 10000. Treba si uvedomit, ze hodnoty E (Z, 4| Dag1 = dug1se-esDagrt—14 =
dzott—1) SU rOZNE pre rozne velké portfdlid. Z grafu vidime, ze s narastajicou
velkostou portfélia je cielovy kapitdl mensi, ¢o je sposobené tym, Ze individudlne
rezervy vstupujice do vypoctu kapitalovej poziadavky sa ¢asom k sebe priblizuju
rychlejsie vo viicsich portfélidch (preco je tomu tak, vid graf (5.5)).

[Solv2] M[Bayes80] M[BayeleO]
Graf (5.7]) ukazuje pomery —2 0 a —2 re rozne pociatocné
je p y V(DIBE]> —,DIBE] V{DIBET > p p

velkosti portfélia.
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Cas t Lifeong. RMt[SOlUQ} Mt[SOlvz] —‘A/J{[SFZ;

0 0.943 1.192 2.135 14.188%
5 0.957 1.071 2.028  15.526%
10 0.953 0.928 1.881 17.200%
15 0.923 0.766 1.689  19.239%
20 0.862 0.592 1.454  21.817%
25 0.770 0.414 1.184  25.030%

Tabulka 5.5: Kapitdlovd poziadavka pre riziko dlhovekosti podla §tandardného pristupu Solven-
tnosti II

C&S ¢ Lifel[oB,j;:SIOO] RMt[Bayesl(]O] Mt[Bayesl()O} M‘t[/?:;:;(]m]
0 0.774 0.858 1.632 10.839%
) 0.754 0.743 1.497 11.460%
10 0.717 0.618 1.335 12.204%
15 0.656 0.488 1.144 13.036%
20 0.573 0.361 0.934 14.017%
25 0.476 0.242 0.718 15.186%

Tabulka 5.6: Kapitdlova poziadavka s aktualizovanymi pravdepodobnostami timrtia s pred-
pokladom, ze skutocny vyvoj poctu zomretych do ¢asu t je duygts—1,5 & Nagts—1,5—105g+5—1,50
s=1,..,t, ng 0 = 100.

Cielovy kapital

151

1 — 1,,0=100
1.0}

i —— N,,0=1000

I —— Ny, 0=10000
05}

IR SN SN SN N TN ST SN SN N ST ST SN SN NS ST S M s s s & 1 L (":ast
5 10 15 20 25 30 35

Obr. 5.6: Cielovy kapital Mt[BayesmO] pre rozne velké portfolis
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Obr. 5.7: Pomery (a) v<01)[BE]’ (b) ‘j(l)[BE] a (c) %ﬁr v case 0 pre rozne pociatotné
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velkosti portfélia
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5.2 Stochasticky pristup k stanoveniu pozado-
vaného kapitalu

Budeme vychddzat z kapitoly (3)) a kapitoly (). Vzhladom k tomu, Ze nemdme
k dispozicii skutocny vyvoj portfélia, rozhodli sme sa, ze scendre poc¢tu zomretych
do ¢asu stanovovania kapitalovej poziadavky (¢as t) budeme pouzivat rovnaké ako
v deterministickom pristupe, teda pocitané s najlepsimi odhadmi pravdepodobnosti
umrtia

L. scendr:  dygys—1,6 A Nagrs—1,5—1G0 45 1.6 s=1,..,t

a s timrtnostou o 20% niZSou ako najlepsie odhady

4 . ~o * JR—
2. scendr:  dygys—15 = 0.80720+5-1,5— 1Ty +5—1,55 s=1,...t.

Pocty timrti v oboch scendroch zaokrihlujeme v kazdom ¢ase. K simuldcii vyvoja
poctu zomretych od casu t potrebujeme aposteriorne rozdelenie nahodnej veliciny
Zy 1, ktorého parametre zavisia na scendri (1. scenar alebo 2. scendr) poctov dmrti
do Casu t. Ziskané parametre rozdelenia Z,,; zostdvaji nemenné pri simulacii
poctov zomretych v ¢asoch ¢t + 1, ¢+ 2,... .

Zhrnime si vSeobecne algoritmus stanovenia M;, teda kapitalového poziadavku
na zéklade pravidla (4.§)), kryjiceho ndhodné odchylky, systematické riziko a zdro-
veil parametrické riziko v odhadoch timrtnosti (skutoénd imrtnost sa lisi od naj-
lepsich odhadov):

1. zvolime poc¢ty tmrti v casoch 1,....,t pomocou 1. scenara alebo 2. scenéra
2. odvodime aposteriérne rozdelenie Z, ;

3. nasimulujeme pocty zomretych v ¢asoch t+1, t+2, ... a ziskame ro¢né tihrny
vyplat Bt(_la, Bt(f%,..., pre portfélio v casoch t+1, t+2,...

4. pre aktiva v case t plati
41 A, = My + VPP
42 Apy = A(1+4) — B™
4.3 My = A1 — Vt(fl)[BE]
4.4 atd.
5. ziskame postupnost M, 1, Myio,....M; 1

6. z velkého poctu simulécif uré¢ime pravdepodobnost v (4.8))

7. stanovime M; tak, aby platilo (4.8))
V tabulke (5.7) vidime rezervu portfdlia Vt(H)[BE] tvorenu z tmrtnostnych

tabuliek najlepsich odhadov pravdepodobnosti imrtia pre rozne velkosti portfdlia,
Ngo0 = 100, nyg0 = 1000 a 1y, 0 = 10000.
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V tabulkach a sui na zaklade pravidla (4.8|) zobrazené hodnoty
kapitélovych poziadaviek kryjicich riziko dlhovekosti, ndhodnych odchylok a para-
metrické riziko na jednotku rezervy portfélia Vt(n) [BE] pre rozne pociatoéné velkosti
portfélif a pre maximalny ¢asovy horizont T' = w +1 — 2o —t. V tabulke sme
pouzili 1. scendr poctov zomretych do ¢asu ¢t a naopak v tabulke 2. scenar.
Ziskali sme parametre aposteriorneho rozdelenia Z, ;, ktoré boli nésledne pouzité
k simulacii budiceho vyvoja portfélia. Vidime, ze s narastajicou pociatoénou
velkostou portfdlia sa kapitdlovd poziadavka na jednotku rezervy portfélia zmensuje
v oboch uvazovanych pripadoch (1. a 2. scenéar poc¢tov zomretych do casu t). Je
to sposobené pritomnostou ndhodnych odchylok v timrtnosti. Pre dani velkost
kohorty sa kapitdlovd poziadavka v ¢ase zviicsuje (az na pripad portfélia velkosti
Nze0 = 10000, kedy pocet zomretych do ¢asu ¢ sa riadi 1. scendrom). Zaroven
je mozné pozorovat, ze kapitdlova poziadavka na jednotku rezervy portfélia je
vyrazne nizsia s narastajucim ¢asom v prvom pripade, kedy uvazujeme, ze skutocné
pocty zomretych odpovedaju najlepsim odhadom pravdepodobnosti imrtia, ¢o ve-
die k nizsiemu kapitdlovému poziadavku, ktory si poistoviia musi drzat k zaisteniu
solventnosti v danom case.

V grafoch az si ukazeme hodnoty kapitalovych poziadaviek na jed-

Bl

notku rezervy portfolia V;(H)[B v roznych pripadoch:

[RI] —Tro— ’ ~ ~ ’ .
— pripad (a) (%) Predpokladame, ze pocet zomretych je gene-

rovany pomocou ({3.8), ale pravdepodobnost timrtia je 0.80¢; ; (namiesto
q;,t)-
, Mt[Rl](erlfmoft) ‘ . . , .
— pripad (b) (W) Predpokladdme, ze pocet zomretych je genero-
vany pomocou (3.33)), kde pocet zomretych do ¢asu t vychadza z

L. scendr:  dugis—1,5 A Nagts—1,5—10ng 151,80 s=1,.1t
. Mt[Rl] (wH+1—z0—1t) p . o / .
— pripad (c) (W) Predpokladame, ze poc¢et zomretych je genero-
vany pomocou (3.33)), kde pocet zomretych do ¢asu t vychddza z

4 . ~~ * J—
2. scendr:  dygys—15 = 0.80720+5-1,5— 10y +5—1,55 s=1,...t.

[R1)
— pripad (d) (%) V pripadoch (b) a (¢) uvazujeme ze skutocény

pocet zomretych do ¢asu ¢ sa riadi bud najlepsimi odhadmi pravdepodobnosti

Velkost kohorty v ¢ase t=0

Cas t Naoo = 100 140 = 1000 74,0 = 10000
0 1505.13 15051.30 150513.00
5 1231.19 12311.90 123119.00
10 949.30 9492.98 94929.80
15 670.78 6707.76 67077.60
20 414.56 4145.62 41456.20
25 206.44 2064.38 20643.80

Tabulka 5.7: Rezerva portfélia Vt(H)[BE]
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Velkost kohorty v ¢ase t=0

Cas t Nago = 100 140 = 1000 14,0 = 10000

0 18.18% 12.59% 11.10%

) 21.90% 12.66% 6.91%

10 26.24% 13.88% 8.00%

15 33.42% 16.47% 10.35%

20 42.82% 21.25% 14.17%

25 58.66% 29.89% 21.08%
Tabulka 5.8: Pozadovany kapitdl na krytie rizika dlhovekosti, ndhodnych odchylok a pa-
rametrického rizika, @ = 0.8083, 1. scendr: dy 4s—1,5s = nzo+5,1,5,1q;0+571’s, s = 1,..,t:
M (wt1—z0—1)

Vt(l'f)[BE]

Velkost kohorty v ¢ase t=0

Cas t Naeo = 100 140 = 1000 14,0 = 10000
0 18.19% 12.59% 11.10%
5 21.90% 15.17% 12.99%
10 27.79% 18.71% 16.17%
15 35.62% 24.40% 21.07%
20 48.65% 33.81% 28.77%
25 73.34% 49.77% 42.75%

Tabulka 5.9: Pozadovany kapitdl na krytie rizika dlhovekosti, ndhodnych odchylok a para-
metrického rizika, & = 0.808, 2. scendr: dy 4s—1,5s =~ 0.80n350+5,1,é,,,lq;oﬂfl_’57 s = 1,...t:

Mt[Rll (w+1—zp—1t)
Vt(H)[BE]

tmrtia, alebo predpokladdme, Ze imrtnost je o 20% niZsia neZ najlepsie
odhady. Skuto¢nd timrtnost do ¢asu t sa nemus{ vyvijat ani podla jedného
z tychto pripadov, preto sme si ju nasimulovali. Vygenerovali sme 5000
scenarov vyvoja poc¢tu tumrti pomocou modelu , kde sme pouzivali
pravdepodobnosti imrtia znizené o 10% a vzali sme priemernt hodnotu
v kazdom case. Pocty umrti v case sa pohybujui medzi tymi, ziskanymi
pomocou scenarov 1 a 2. Vidime to v grafe . Budci vyvoj portfélia
sme simulovali pomocou ([3.33]).

[Solv2]
— pripad (e) (%) Predpokladame, Ze cielovy kapitdl je pocitany pomocou

standardnej formule Solventnosti II (s rizikovou marzou).
— pripad (f) ( %) Predpokladdme, Ze cielovy kapitél je po¢itany pomocou
t
standardnej formule Solventnosti II (bez rizikovej marze).

; M[Rll(erlf:rgft) ’ . o , .
— pripad (g) (tV(W) Predpokladame, ze pocet zomretych je genero-

t
vany pomocou modelu (3.8)).

Pripady (a), (b), (c), (e), (g) su prevzaté z clanku Olivieri a Pitacco| (2009).
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Ny, 0=10000
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Obr. 5.8: 1: poéty zomretych v ase, kde pravdepodobnost dmrtia je znizend o 20%, 2: priemerné
pocty zomretych v ¢ase generované z (3.8)) s pravdepodobnostami imrtia zniZzenymi o 10%, 3:

pocty zomretych v ¢ase, kde pravdepodobnosti imrtia si najlepsie odhady
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f[suuz] Lifeiong.t Mf[Rl] (w+1—zo—t) o ., ] ’1:
Obr. 5.9: Pomery VDIBE s ~,(EE & — ' (mEE] pre pociatoéni velkost portfdlia ng,, o =

100 v niektorych éafsoch Vyp(;étu t= 0,5,10:..,25

Vo vsetkych pripadoch okrem (e) a (f) stanovujeme kapitalovi poziadavku po-
mocou pravidla [R1] (4.8). Pripad (g) ndm ukazuje pristup, kedy uvazujeme len
riziko ndhodnych fluktudacii. Tym, Ze v modeli (3.8]) vynasobime pravdepodobnosti
umrtia koeficientom 0.80, tak uz uvazujeme i systematické odchylky:.
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t

10000 v niektorych casoch vyf)oétu t =0,5,10,...,25
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Riziko
procesné  systematické proc. 4+ syst. + param.

Cas t pripad (g)  pripad (e) pripad (b)
0 6.55% 14.188% 12.59%
) 8.08% 15.526% 12.66%
10 10.12% 17.200% 13.88%
15 13.50% 19.239% 16.47%
20 19.06% 21.817% 21.25%
25 28.92% 25.030% 29.89%
Tabulka 5.10: Porovnanie velkosti potrebného kapitdlu pre rézne typy rizfk na jednotku rezervy

(IH[BE]

portfélia V, , pociatocnd velkost portfélia je ng, o = 1000.

[Solv2] Life
. /7~ 1 't ’ ~ 7 /. .
Je zrejmé, ze pomery V}tH)[B 7 a Vt(n)fgg] su konstantné v zavislosti na zmene

velkosti portfélia, pretoze vietky veliciny vstupujtice do vypoctu M st

[R1] o .
linedrne v zavislosti na velkosti portfélia. Naopak, hodnoty % klesaju
t

v zévislosti na velkosti portfélia kvoli klesajicej vyznamnosti ndhodnych fluktudcii,
ktoré nie st v $tandardnej formule podla Solventnosti II uvazované. Velkost
systematickych odchylok je v pripadoch (a) a (c¢) velmi podobné, ¢o dokazuji
i grafy tym, Ze velkost kapitdlovej poZziadavky na jednotku rezervy portfélia je
takmer rovnakd. Pripad (g) ndm naznacuje, ze uvazovanie ndhodnych odchylok
je vyznamné a dokonca aj vo velkych portfélidch, teda keby ich neuvazujeme
pri vypocte potrebného kapitalu, mohlo by to viest k pripadnej nesolventnosti
poistovne. Preto Poisson-gama model, ktory sme si popisali v tretej kapitole v ¢asti
(3.5]), moze viest k icinnému pristupu pri alokdcii kapitalu. Dokazuju to i vietky
grafy az , kde vidime, 7ze pripad (b) poskytuje prijatelné vysledky
a modeluje riziko nahodnych odchylok, systematické riziko i riziko parametrické.
Sokovy scendr, ktory sa predpoklada v standardnej formule Solventnosti II sa
povazuje za dost prisny a zéroveii sa ¢astokrat moze iplne odliSovat od skutocnosti,
a teda moze to viest k nespravnemu uréeniu potrebného kapitalu. Treba vsak
podotkniit, Ze standardnd formula je ¢asto pouzivand pre jej jednoduchost. PouZitie
interného modelu si vyzaduje schvalenie regulatorom a znizenie kapitalu oproti
standardnej formule musi byt dostatotne odévodnené.

V tabulke vidime hodnoty kapitdlovej poziadavky na jednotku rezervy
portfélia pre pociatoént velkost kohorty n,, o = 1000 pre pripad, ak uvazujeme
len procesné riziko (pripad (g) riziko ndhodnych fluktudcii) alebo len systematické
riziko (pripad (e), Solventnost II) a pripad, kedy modelujeme rizikd procesné,
systematické a parametrické spolu (pripad (b), aktualizacia parametrov na zéklade
skusenosti - Poisson-gama model).
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Nakoniec predpokladajme, ze scenar poc¢tu amrti do ¢asu ¢, potrebny k od-
vodeniu aposteriérneho rozdelenia Z,,; ziskame zo simulécii. Budeme uvazovat,
7e nasa ,skutocnd® umrtnost sa riadi gama rozdelenim. Chceme aby E Z = 0.90
a zaroven, aby CV @Q = 10%. Budeme vychddzat z toho, ze E Z = 5 aa=0903.
Potom hodnoty parametrov gama rozdelenia st o = 100 a § = 111.111. Pre
pravdepodobnosti umrtia plati () = ¢*Z. Namodelovali sme si jeden scenar vyvoja
poctu umrti. V grafe pod pismenom (h) vidime rieSenie stochastickou
simuléciou pre tento pripad vyvoja poc¢tu zomretych do casu t. Buduci vyvoj
portfélia sme simulovali pomocou modelu (3.33)). Graf zobrazuje hodnotu
pozadovaného kapitalu na jednotku rezervy portfdlia pre pripad (h) v zrovnani
s pripadmi (b), (d) a (e). Vidime, ze vyska kapitdlu je takmer totoznd s tou, ktoru
sme ziskali v pripade (d) a zdroven nie je velmi odlisnd ani od kapitdlu pre pripad

(b).
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Zaver

V tejto praci sme sa oboznamili s dvomi zmieSanymi pravdepodobnostnymi
modelmi, ktoré slizia k modelovaniu parametrického rizika v odhadoch imrtnosti.
Zhodnotili sme, ze Poissonov-gama model aj napriek nejakym aproximéaciam je
vhodnejsim modelom ako beta-binomicky model. Preto sme sa zamerali prave
na Poissonov-gama model, pomocou ktorého sme ukézali, Ze je dobre aplikovatelny
v praxi, napriklad pri alokacii kapitalu.

Existuje mnoho modelov, ktoré sa zaoberajui projekciou imrtnosti. My sme
v praci predpokladali, Ze skutoénd imrtnost sa odlisuje od tabuliek najlepsich
odhadov pravdepodobnosti imrtia. Vyjadrili sme to ndhodnou veli¢inou s gama
rozdelenim a parametrami, ktoré vd aka bayesovkej statistike je mozné aktualizovat
vzdy za najnovsej informacie o skutocnom pocte zomretych v portféliu v predoslom
case.

Prichodom Solventnosti II sa kladie véicsi doraz na kvantifikdciu rizik poistovne
a zaistovne. Numerickd ¢ast prace je rozélenend do dvoch casti. Zaoberali sme
sa stanovovanim kapitdlovej poziadavky pre riziko dlhovekosti pomocou deter-
ministického pristupu a stochastického pristupu. Pracovali sme s modelovym
homogénnym portféliom okamzitych polehotnych dochodkov s fixnymi davkami.
Porovnali sme vysku potrebného kapitdlu ku zaisteniu solventnosti poistovne
pomocou Standardnej formule a pomocou interného modelu, ktory sme v praci
popisali.

Standardny vzorec Solventnosti IT pre podmodul rizika dlhovekosti uvazuje len
riziko systematickych odchylok. Umrtnostny Poissonov-gama model zohladiiuje
naviac aj riziko ndhodnych odchylok a parametrické riziko. Ukazali sme, Ze
nezohladnenie aj tychto rizik moze viest k neadekvatnemu stanoveniu kapitélovej
poziadavky pre riziko dlhovekosti.
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