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Abstract: Bachelor thesis Curves hidden in differential equations is engaged in
solving and deriving differential equations, leading to the selected curve, which
are cycloid curve and curves described by the hyperbolic functions . The core of
the work is outlined into four transparent chapters, where the first of them gives a
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from the formulation and solution of the problem of symbiotic populations, is
processing and making additions to solutions of these problems using a variety
of methods from cited literature. The most important addition is relatively new
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Abstrakt: Bakalarska praca Krivky skryté v diferencidlnych rovniciach sa za-
obera odvodenim a nasledne riesenim diferencialnych rovnic, vedtcich na vybrané
krivky, a to cykloidu a na krivky popisané hyperbolickymi funkciami. Jadro prace
je koncipované do Styroch prehladnych kapitol, kde prva z nich podéva struény
nahlad do tedrie kriviek a diferencidlnych rovnic. V dalsich kapitolach sa praca
Specialne zaobera dvoma historicky vyznamnymi problémami, a to tlohou o bra-
chistochrone a retazovke, no zaoberd sa aj vlastnym modernejsim problémom
dynamiky symbiotickych populécii. Text prace vysvetluje postup odvodenia di-
ferencidlnych rovnic z uvazovanych problémov, ako aj ich riesenie, a to viacerymi
metédami. Prinosom préace je, okrem formulacie a rieSenia problému symbiotic-
kyrch populécii, spracovanie a doplnenie rieseni spominanych problémov pomocou
roznych metod z citovanych literattr. Najdolezitejsim doplnenim je pomerne novy
a menej znamy dokaz o jednoznacnosti riesenia tlohy o brachistochrone, ktory je
rozsireny o vlastné medzikroky a vysvetlenia.
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Kapitola 1
Historicky uvod

Diferencialne rovnice tvoria jednu z najdolezitejsich partii analyzy a st klucové
najmé pre pochopenie fyzikalnych javov.

Jednou z najznamejsich tloh, ktorej sa budeme venovat aj v tejto praci, je
hladanie tvaru dokonale ohybného lanka (retaze) zaveseného mezdi dvoma bodmi
pod silou vlastnej tiaze. Galileo tvrdil, Ze rieSenim takejto tlohy je parabola, ¢o
bolo vyvratené Jungiusom v roku 1669. Jej rieSenie sa podarilo odvodif az v
roku 1691 Leibnizovi, Huygensovi a Johnovi Bernoullimu, na vyzvu Jacoba Ber-
noulliho. Retazovke bude venovana aj celd kapitola [3] so zhodnym nézvom. V
nej odvodime tvar diferencialnej rovnice z matematicko-fyzikalnej interpretacie
spominanej tlohy a uvedieme dva pristupy k jej rieSeniu. UkadZeme tiez, ze hlada-
nym rieSenim tejto ulohy je krivka zvana retazovka (angl. catenary, z latinského
catena-retaz).

Dalsou tlohou, ktorej sa budeme v tejto praci venovat je odvodenie diferen-
cidlnych rovnic, ktoré vedui na hyperbolické funkcie. V tivode kapitoly [4] sfor-
mulujeme problém rastu symbiotickych populacii a reprezentujeme ho ststavou
diferencialnych rovnic, ktoré nasledne vypocitame analyticky, pre rdzne pociatoc-
né podmienky. Vybrané rieSenia a ich spravanie potom ilustrujeme aj graficky.
V zévere kapitoly [3] sa budeme zaoberat problémom hyperbolického sinu. Jeho
diferencialnu rovnicu odvodime z rieSenia problému o retazovke, popisaného v
kapitole [3] .

Nemenej doélezitym a vyznamnym historicko-matematickym problémom ka-
pitoly |5 je tiloha o brachistochrone. T4 spociva v hladani takej krivky, ktoré
minimalizuje ¢as prechodu gulicky medzi dvoma bodmi v ro6znej vyske. Navrhol
ju John Bernoulli v roku 1696 a jej riesenim je krivka nazyvana brachistochrona
(z gréckeho brachisto, najkratsi + chronos, ¢as). V tejto praci buda spracované
a vysvetlené dva postupy hladania a zostavenia diferencidlnej rovnice, ktord na
tuto krivku vedie. Prvy sa opiera o rieSenie Johanna Bernouliho, ktoré vychadza
z fyzikalneho principu, Snellovho zékonu lomu. Druhé riesenie predstavil Jacob
Bernoulli v roku 1698 a spolo¢ne s Leonahrdom Eulerom a Josephom L. Lag-
rangeom sa tak zasluzil o vznik klasického variacného pocétu. V zévere kapitoly
ukazeme, ze rieSenim tohto problému je krivka zvana cykloida. Historické po-
znatky v tomto texte s ¢erpané z [7] a [10] .



Kapitola 2

Vybrané partie z tedrie kriviek a
diferencialnych rovnic

V tejto kapitole zadefinujeme zakladné pojmy a tvrdenia z tedrie kriviek a
diferencialnych rovnic.

Definicia 2.1 (Diferenciélna rovnica). Nech F' je funkcicia n + 2 premennych
definovand na mnoZine M C R"™2. Nech C"(I) je mnoZina vietkyjch funkcii

y = f(x), ktoré si na intervale I n-krdt diferencovatelné a pre kaZdé xo € 1 je
(z0,y(20),y (20),....y" (x0)) € M. Potom rovnicu

F(zyy'y'.y™) =0 (2.1)

nazgvame obycajnou diferencidlnou rovnicou (ODR) n-tého rddu. Cislo n nazy-
vame radom diferencidlnej rovnice (2.1) . Vid' [3, str. 125] .

Definicia 2.2 (RieSenie diferencialnej rovnice). KaZdi funkciu
y = p(x) € C"(I), pre ktord plati

F(x,gp(m),gp’(x),...,gp(”)(x)) =0

pre kaZdé x € I, nazgvame riesenim diferencidlnej rovnice (2.1)) na intervale I.
Graf riesenia y = ¢(x) sa nazyva integralna krivka defirencidlnej rovnice. Vid [3,
str. 125] .

Poznamka 2.3. Funkcia y = ¢(x) mdze byt uréené aj parametricky x = ¢ (t),
y = 15(t) alebo implicitne ¢(z,y) = 0. Ak je rieSenie dané implicitne, potom ho
nazyvame integralom diferencialnej rovnice. Vid [3, str. 125] .

Definicia 2.4 (Maximalne rieSenie ). Riesenie rovnice sa nazyva maximalne
riesenie, ak je definované na maximdlnom intervale I, tzn. nie je restrikciou
riesenia rovnice , definovanom na intervale I', pre ktory je I C I' # 1. Vid
[13, str. 433, Oznacenie 15.1.2.] .

Pozndamka 2.5. Kazdé riesenie diferencidlnej rovnice (12.1)) je restrikciou nejakého
jej maximalneho riesenia. Vid [13], str. 443] .

Uvazujme diferencidlnu rovnicu s pociatoénou podmienkou (pociato¢na tloha)

y/ = f(x,y), y(l’o) = Yo, (2‘2>



kde f(x,y) je funkcia definovana na otvorenej stivislej mnozine G v R?. V nasledu-

jucom texte sformulujeme vety, ktoré pojednavaju o jednoznacnosti a existencii
rieSenia pociatoc¢nej tlohy (2.2)) .

Veta 2.6 (Peano). Nech funkcia f z tlohy ([2.2) je spojitd na oblasti G C R?
a nech [xg,yo] € G. Potom md pociatocnd uloha (2.2) aspori jedno riesenie. Vid
[153, str. 435, Tvrdenie 15.2.1]

Veta 2.7 (Picard-Lindeloff). Neche > 0 a nech I = (xg—e,x0+¢€) X (yo—¢,y0+¢).
Nech je naviac f z ulohy[2.9 spojitd na I a existuje také cislo K > 0, Ze pre vsetky
Y1,Y2 € (Yo — €,90 + €) plati

\f(z1) — f(2y2)] < Klyr — 1. (2.3)

Potom ezxistuge riesenie ¢(x) ulohy (2.2)) a interval (c,d) obsahujici xy, na ktorom
je toto rieSenie jednoznacné. Vid [13, str. 439, Veta 15.8.1] .

Poznamka 2.8. Ak je f(z,y) spojitd na uzavretej a ohranicenej oblasti V' a ma
na V spojita parcidlnu derivaciu g—f;, potom je podla Weierstrassovej vety tato
derivicia na V ohrani¢end a spliiuje teda aj Lipschitzovskt podmienku ([2.3)) na

V.

Veta 2.9. Nech f z ulohy (2.2) je spojitd a lokdlne lipschitzovskd na oblasti
G C R2. Potom ezistuje interval (c,d) obsahujici zo a na riom prdve jedno mazi-
mdalne riesenie ulohy (2.2) . Vid [13, str. 443, Veta 15.4.4] .

Pozndamka 2.10. Znenie tychto viet mozeme preformulovat aj na systémy ODR,
a to vektorovym zobecnenim vzorcov pre jednu rovnicu. Vid [13] str. 441-444] .

Diferencidlne rovnice tizko suvisia aj s tedriou variacného poctu. Jedna z jeho
klasickych tloh je ndjst extrém funkcionalu, ktory zobrazuje mnozinu realnych
funkcii do mnoziny realnych c¢isel. Riesenim tejto tlohy je funkcia, v ktorej ma
dany funkcional extrém.

Nech C! ([a,b]) je metricky priestor vetkych funkcii y(z) so spojitou prvou
derivaciou na [a,b] s metrikou d(y,z) = @a§b|y(as) — 2(z)| a nech

F(y) = f; f(z,y(z),y'(z))dz je funkcional. Nasledujica definicia je prirodzenou
obdobou definicie extrémov funkecii.

Definicia 2.11. Hovorime, Ze funkciondl F(y) nadobida lokdlne minimum (ma-
zimum) na C* ([a,b]) pre yo € [a,b], ak existuje také P,,, prstencové okolie yo, Ze
pre vsetky y € C* ([a,b]) N Py, plati

Fly) = F(y),  (F(y) < F(yo))-

V pripade ostrijch nerovnosti hovorime o ostrom lokdlnom minime (mazime).
Funkciondl F(y) nadobida globdlne minimum (mazimum) na C* ([a,b]) pre yo €
C' ([a,b]), ak pre vsetky y € C* ([a,b]) plati

F(y) > F(y), (F(y) < F(yo)).

V pripade ostrych nerovnosti hovorime o ostrom globalnom minime (mazime).



Poznamka 2.12. To, ¢i funkcia yg naozaj minimalizuje hodnoty urcené funkciona-
lom F'(y), sa overuje jej malou zmenou, varidciou v (nemusime skimat vsetky
funkcie z jej okolia). Po tychto zmenach sa totiz hodnota F' nesmie zmensit. To
znamena, ze funkcia g(t) = F(yo + vt), t € R musi maf v bode ¢ = 0 minimum.
Toto pozorovanie dava navod k dokazu nasledujiiceho tvrdenia.

Veta 2.13 (Euler-Lagrangeova rovnica). Nech f(x,y(z),y'(x)) md spojité druhé
parcidlne derivdcie vzhladom na vsetky premenné pre x € [a,b], a nech F nadobida
na C* ([a,b]) lokdiny extrém pre yo. Potom funkcia

Bz g—;‘",u,yo(x),ys(x))

je spojite diferencovatelnd na [a,b] a pre vietky x € [a,b] plati

of d [8f

55@@&@@&@)—55 5;@@&$MA@N =0. (2.4)

Rovnica (2.4) sa nazgva Euler-Lagrangeova rovnica funkciondlu F.
Vid [12, str. 33, veta 2.2.3] .

Pozndmka 2.14 (Integral Euler-Lagrangeovej rovnice). Ak funkcia yo spliiuje Euler-
Lagrangeovu rovnicu (2.4)) a funckia f nezavisi explicitne na x, potom plati

of 4 [ 9f N _9f /
ay (3773/0;3/0) dr |:8y/ (x7y07y0):| - ay ('ruyO?yO)—i_
an / 82f AN, an o
+ [_m(x7y0>y0) - M(mvyanO)yO - ay/ay/ (x7y07y0)y0:| -
of 9 f o f

= 5 \Z, ,/——IE, 7/ /_—377 a/ //:0-
ay ( Yo y()) ayay/( Yo yo)yo 8y/ay/( Yo yO)yO
Prenasobenim poslednej rovnosti 3 dostaneme

2 2
y, 8_f<x7y07y/> - a—f(%ymy/)y, - 8—f(x7y07y,)y” =0
0 ay 0 aygy/ 0/J0 ay/ay/ 0/J0

kde Tavé strana rovnosti je derivaciou y(’)(x)g—;(x,yo(x),yg(m)) — f(zyo(x),yp(2)).
Odtial ziskame integral Euler-Lagrangeovej rovnice pre funkciu f explicitne ne-
zavisli na x

yﬂwggwyd@yM@)—f@wd@yM@)=kmwt (2.5)

Analogicky moZno vyjadrit tieto rovnice pre f, nezavisli na y, /.

Pozndmka 2.15. Funkcie y(z) € C' ([a,b]) spliujice Euler-Lagrangeovu rovnicu
sa nazyvaju extremaly funkcionalu F'. Ak nejaké y, minimalizuje (maximalizuje)
funkcional F', potom je 1 extremalou tohto funkcionalu. Opac¢né implikacia vsak

neplati. Ak F' nadobuda extrémy, potom ich nadobtuda v extremalach.

V nasledujiicom texte si zadefinujeme zakladné pojmy z tedrie kriviek.
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Definicia 2.16 (Krivka). Nech je rovinnd krivka K v pravouhlom stiradnicovom
systéme vektorovou funkciou skaldra

r(t) = p(t)i+(t)j, t € lab],

ktord je na [a,b] spojitd. Potom rovnicu

r(t) = vit+yj, z=¢t), y=1(), (2.6)

kde zloZky ¢(t),)(t) urcujice tuto rovnicu su spojité funkcie na [a,b], nazyvame
parametrickou rovnicou krivky K. Ak su x,y tvaru

kde f je spojiti funkcia na [a,b], potom je krivka K dand rovnicou
y=f(z), x¢€lab]. (2.7)
Vid' [3, str. 65, cast 3,1.]

Veta 2.17 (Dlzka krivky). Nech K je krivka v rovine urcend parametrickou rov-
nicou so zloZkami

z=(t), y=v), telap],
kde o(t), () maji spojité derivdcie na [a,3]. Potom dlzka krivky K je

B B
LK) = [ VT o= [ | (2.9
Nech K je krivka v rovine uréend rovnicou

y:f(ff), te [a7b]v

kde f(x) md spojiti derivdciu na [a,b]. Potom dizka krivky K je

b
L(K) = / V1+ f(x)2da. (2.9)

Vid [3, str. 74, veta 1., veta 2.] .



Kapitola 3

Retazovka

V tejto kapitole budeme hladat tvar dokanale ohybného lanka (refaze) zave-
seného v dvoch bodoch rovnakej vysky, visiaceho len pod silou vlastnej tiaze.
V celom texte budeme na znadenie vektorov pouzivat tuéné pismo.

Uloha 3.1 (Odvodenie diferencialnej rovnice). Nech st koncové body dokonale
ohybného homogenného lanka zavesené v dvoch roznych bodoch rovnakej vysky.
Nech najnizsi bod lana, oznaéme ho L, prechddza bodom (0,0). Oznacéme dalej
s dlzku oblika od tohto bodu do variabilného bodu (z,y(x)) a o hustotu lanka.
Zostavte diferencidlnu rovnicu, ktord vedie na krivku popisujicu tvar tohto lanka,
visiaceho len pod vplyvom vlastnej tiaZe.

Obr. 3.1: Sily posobiace na zavesené lanko

(xy)

Fo

Riesenie. Pri zostavovani rovnice budeme vychadzat z toho, Ze sily pdsobiace na
¢ast lana od jeho najnizSieho bodu po (z,y(x)), v pokoji, st v rovnovéhe. To
znamend, ze vyslednica sil posobiacich na tto c¢ast lana je nulova, a teda hori-
zontalna zlozka Fy, sily F bude v rovnovahe s horizontalnou silou Fy posobiacou
v najnizSom bode lana a vertikalna zlozka F, bude v rovnovadhe s gravitacnou
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silou Fg posobiacou na ¢ast lana od bodu L do (z,y(z)), vid [10] str. 66-67] . Pre
velkosti sil to teda znamend, ze F, = F), a Fy = F},. Fyzikalnu ako aj geometrickt
interpretaciu vyssie popisanej situacie ilustruje obrazok , odkial st zrejmé aj
nasledujtce vztahy.

Fcosp=F,=F,, Fsinp=F,=F,=gM(s)= g/ o(t)dt, (3.1)
0

kde M (s) je hmotnost ¢asti lana od bodu L do (z,y(x)), dlzky s. Nech o(z) je
hustota lanka v bode (z,y(x)). Hmotnost M (s) ohnutého lanka, ktorého tvar je
urceny grafom funkcie y(x), potom vypocitame s¢itanim jednotlivych hmotnosti
o(z)ds malickych dielikov ds. Uzitim tychto dvoch rovnosti a tpravou vyrazu

i d
Fsinp = itk cos = Fcosptan p = Fo—y = Fyy'(x)
cos dx

ziskame rovnost

Foyl(x) = g/os o(z)ds. (3.2)

Z predpokladu homogénnosti lanka plynie, ze hustota o(z) je konstantna. Oznac-
me ju teda o(z) = gg. Pouzitim zrejmého vztahu

(ds)? = (dz)? + (dy)? = ds = /1 + { ] —\/1+

mozeme (3.2)) ekvivalentne prepisat na tvar

Foyl(z / okV 1+ y?(x)dz. (3.3)
0

Derivovanim tohto vyrazu ziskame rovnost

Foy"(z) = —g/ oV 1+ y?(x)dx (3.4)
a pouzitim znameho vztahu
d X
— [ f(t)dt = f(z),
T Jo
upravime (3.4) na:

Foy'(x) = —g/ oV 1+ y?(x)dr = gor/1 + y?(x). (3.5)

Jej vydelenim hodnotou Fj tak ziskame diferencialnu rovnicu druhého radu s
pociatoénymi podmienkami (pociatoéna tloha)

"(x) = k\/1+y?(x) Yo = y(0) =0, yo = ¢'(0) = 0, (3.6)

kde k = %2, ktord vedie na tvar krivky opisujice]j zavesené lanko.



Pozndmka 3.2. Prva z poc¢iatoénych podmienok je volena tak, aby hladané krivka
prechédzala bodom (0,0), tzn. yo = y(0) = 0. Druh& podmienka plynie z predpo-
kladu, ze bod (0,0) je najnizsim bodom uvazovanej krivky. Znamena to, ze v bode
x = 0 musi byt splnend nutné podmienka pre nadobtdanie extrému '(0) = 0.

Tvrdenie 3.3 (O existencii a jednozna¢nosti rieSenia). Pociatoénd uloha (3.6) md
prave jedno mazrimdlne riesenie.

Dokaz. Prvym krokom k dokazu je prevedenie diferencidlnej rovnice druhého
stupna na sustavu diferencidlnych rovnic prvého stupna, a to substiticiou
y1(z) = y(x), y2(x) = ¥} (x). Jej pouzitim ziskame pociatoént tlohu

y1(2) = yo(2) = fi(2,y1,92), () =11(0)=0 (3.7

Yo () = k[ 1+ y3(2) = fol2,y1,02) Ya(wo) = 12(0) =0

ekvivalentnt s pociatocnou ulohou (3.6), kde sme pravé strany rovnic oznacili
f1,fo. Druhym a zaroven poslednym krokom dékazu je overenie predpokladov
vety [2.9] pre vektorovt funkciu

(fi,f2) =f:G=R>— R?

z pociatocnej tlohy (3.7) . Predpoklad spojitosti f je splneny vdaka spojitosti
funkcii fi, fo na otvorenej oblasti G. T4 je zarucena existenciou vlastnej derivacie
funkcie yo(x). Je zrejmé, Ze aj parcidlne derivécie

ofi _ 0f:
Iy 7391

of dfs kys

=0,

dyo Oy 1+ 43
st na G spojité, z ¢oho plynie, ze na kazdom kompaktnom intervale K C G su
ohrani¢ené. Funkcia f teda spliia podmienku lokélnej lipschitzovskosti na G. Tym
st splnené vetky predpoklady vety [2.9], a existuje teda interval (c,d) obsahujici
zo = 0 a na nom prave jedno maximalne rieSenie pociato¢nej ulohy (3.6) .

Pozndmka 3.4. Existencia vlastnej derivacie funkcie 1, implikuje jej spojitost.

Funkcie fi, f, g—g st teda zloZzenim spojitych funkcii a st preto spojité.

Tvrdenie 3.5. Pociatoénd tuloha (3.6) md na R riesenie

1 1
y(z) = e cosh(kz) — T

Dokaz. Prvy pristup k rieSeniu diferencialnej rovnice (3.6 je substiticia y' = z
a separacia premennych. Nech ¢y = z. Potom " = 2/ = % a rovnica (3.6) teda
bude mat tvar

d
d—Z:k\/1+22,
T



¢o je diferencialna rovnica prvého radu, ktort uz vieme jednoducho vyriesit me-
tédou separacie premennych. Jej pouzitim ziskame rovnicu

dz

Integrovanim ((3.8))

1
———dz = [ kzdx
/ V14 22 /

arcsinh(z) = kx + ¢, (3.9)

dostédvame rovnost

kde ¢ je konstanta. Dosadenim pociato¢nej podmienky y(0) = 3/(0) = 2(0) = 0
vypocCitame, Ze ¢ = 0. Vyjadrenim z z (3.9)) ziskame rovnost

z = sinh(kx)
a spatnou substiticiou z = g—‘z dostaneme diferencialnu rovnicu prvého radu

d
ﬁ = sinh(kx),

ktorej riesenim je

1
y= cosh(kx) + C.

Z pociatocnych podmienok vypocitame, ze C' = ’71 Riesenim pociatoc¢nej ulohy
(3.6) na R je teda

y(x) = 1 cosh(kz) — —

. it (3.10)

u

V pripade, Ze nemame znalosti o hyperbolickych funkciach, je vhodné pouzit
nasledujiice alternativne rieSenie, ktorého postup sa opiera o [4, str. 252] .

Pozndamka 3.6 (Alternativne rieSenie). Umocnenim ({3.6)) dostaneme tvar rovnice

y' (@) = k(1 +y *(2))

. . . 7 > 7 ’ o
a jej zderivovanim vzhladom na premennu z ziskame rovnost

2y" ()y" (x) = 2Ky (x)y" (v). (3.11)

Z (3.6) je zrejmé, ze y”(x) # 0, a preto mozeme (3.11)), predelenim vyrazom
2y"(x), upravit na tvar

y"(x) = k*y (z). (3.12)

Substittuciou z(z) = ¢'(x), 2'(x) = y"(z), 2"(x) = y"(x) a dosadenim do ((3.11))

dostaneme homogénnu linearnu rovnicu druhého radu s konstantnymi koeficientmi
2"(x) — k*z(x) =0, (3.13)

s poCiatoénymi podmienkami z(0) = 0, 2/(0) = k. Tie ziskame dosadenim po-
¢iatocnych podmienok y(0) = 0, /(0) = 0 do p VOdIleJ rovnice (3.6) a uzitim

10



poslednej substittcie. Hladané riesenie rovnice (3.13) je tvaru e**. Prvky funda-
mentalneho systému najdeme rieSenim charakteristickej rovnice

M-k =0=AN-k(\+k)=0.

Je evidentné, Ze korene tejto rovnice si Ay = k, Ay = —k. KedZe st obidve
redlne a rozne, fundamentdlny systém je {e** e™*2} a obecné rieSenie je tvaru
2 = c1e" + cye™#*. Dosadenim pociatoénych podmienok ziskame ststavu rovnic

2(0) =0=c; + o, 2(0) = k = key — ke,
z ktorej dopocitame hodnoty konstant c¢; = %, co = ’71 Odtial je riesenie tvaru
z= ekz’;_m. Spétnou substitiiciou dostaneme diferencialnu rovnicu prvého radu
kx kx
e —e
y(@) = —5—,

ktorej riesenim je
1 ekx _i_eka
r)=—(———
(o) = (%
Dosadenim pociato¢nych podmienok vypocitame hodnotu konstanty C' = _71
Riesenie rovnice (3.6) ma teda na R tvar

)+ C.

1 kx —kx 1 1 1
= E<%) — — = —cosh(kz) — —.

y(r) r =T ?

Definicia 3.7 (Refazovka). Retazovka je krivka, ktorej obecnd rovnica md na R
tvar

y(z) = —(ex +e7a) = acosh(g),

N Q

kde a je vyska jej vrcholu. Vid [T, str. 123] .

Obr. 3.2: Retazovka

11



Konstanta _Tl VO vyraze % cosh(kx) — % je len posunutim krivky po zvislej osi
a tvar krivky teda nijako neovplyvni. Preto moézeme riesenie pociato¢nej tulohy

(3.6) zapisaf v tvare
1
y(x) = e cosh(kz) (3.14)
a formulovat zaver, ze krivka popisujica zavesené dokonale ohybné homogénne
lanko je krivka zvané retazovka.

V nasledujucej kapitole |4] naviazeme na hyperbolické funkcie a pokisime sa
odvodit diferencidlnu rovnicu vedicu na krivky uréené funkciami cosh a sinh.

12



Kapitola 4

Hyperbolické funkcie v
diferencialnych rovniciach

V tejto kapitole sformulujeme tilohy vedtce na diferencialne rovnice, ktorych
riesenim su hyperbolické funkcie sinh a cosh.

Model 4.1 (Dynamika symbiotickych populacii). Uvazujme nasledujicu mode-
lovi situdciu pre dve symbiotické populdcie x a y. Oznacme z(t), y(t) velkosti
populdcii x, y v case t. Nech rychlost rastu populdcie y(t) v ¢ase t zavisi priamo
na velkosti populdcie x(t) a rychlost rastu populdcie x(t) v case t naopak, na
velkosti populdcie y(t). Sustava diferencialnych rovnic popisujica tito situdciu je

Yoy =), S =) = (). (1)

V dalSom texte sa budeme zaoberaf rieSeniami sustavy (4.1)) z modelu pre
nami zvolené pociatoc¢né podmienky.

Tvrdenie 4.2. Pociatocnd uloha

y'(t) =x(t), 2'(t) =y(t)  yo=y(0)=1, 9 =2(0)=0. (4.2)
md na R riesenie tvaru

y(t) = cosh(t), x(t) = sinh(t).

Dokaz. Upravou prvej rovnice na tvar ' —x = 0 a jej derivovanim ziskame rovnicu
y" — 2/ = 0. Substiticiou 2/ = y tak prevedieme sustavu (4.1)) na ekvivalentni
rovnicu

y'(t) —y(t) =0. (4.3)

Diferencidlna rovnica (4.3]) je homogénna linedrna rovnica druhého radu s kon-
Stantnymi koeficientmi. Jej riesenie je teda tvaru e, kde \ je koretiom charakte-
ristickej rovnice

M —1=0. (4.4)
Je zrejmé, Ze rieSenim rovnice (4.4) st reédlne cisla Ay = 1, Ay = —1, takZe

fundamentalny systém je tvaru

{et,e_t} .
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Obecnym riesenim rovnice (4.3)) je teda

y(t) = cre’ + cpe ™, c1,c0 € R. (4.5)
Hodnoty konstant ¢;, ¢y sa dopocitaju dosadenim pociatoénych podmienok
y(0) =1, z(0) = ¥/(0) = 0 do rovnic

y(t) = cre’ + e,

Y (t) = cre’ — cpe".

Tym ziskame ststavu rovnic ¢; + ¢; = 1, ¢ — ¢ = 0, odkial je zrejmé, Ze
L =Co = % Riesenim sustavy (4.1) s po¢iatoénymi podmienkami y(0) = 1,
z(0) = 0 je teda

y(t)=z(t)=0, teR
by sme dostali analogicky pre hodnoty konstant ¢; = ¢, = 0, a teda pri volbe po-

¢iatocnych podmienok y(0) = ¢/ (0) = 0. Riesenia y(t) pre rozne vybrané hodnoty
konstant ¢, ¢s € [—1,1] st ilustrované na obréazku [4.1].

Obr. 4.1: RieSenia pre rozne pociato¢né podmienky

cosh(x) sinh(x)
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Pozndmka 4.4. Sustavu (4.1)) mozno ekvivalentne prepisat na tvar

(gi) B ((1) (11) (i> = Az (i) - (4.7)

Pre najdenie stacionarneho rieSenia ststavy diferencialnych rovnic (4.1]) polozime

sustavu (4.7) rovna nule.
! 0
<z/> = Asso (i) = (0) . (48)

KedZe determinant det A je nenulovy, je x = y = 0 jedinym rieSenim ststavy
. Bod (0,0) v rovine je teda kritickym (singularnym) bodom ststavy .
Vzhladom na to, Ze korene A\; = 1, \y = —1 charakteristickej rovnice (4.4) st
redlne a maju rozne znamienka, je tento kriticky bod klasifikovany ako sedlovy
bod ststavy . Vid [9, 261-262] . Spravanie rieSeni skimaného systému je
ilustrované fazovym portrétom na obrazku [£.2]. Ten mozno chépat ako vybrant
Cast trajektorii v rovine yy' resp. yz, ktori nazyvame fazova rovina. Vid [2
str. 373] .

Obr. 4.2: Fazovy portrét

X

N
H \\\\ \’//"//(4/ ;7‘ ,"“

/ / ///',// //,/*\:i IN\GRE

Zatial ¢o krivka urcend grafom hyberbolickej funkcie cosh sa v praxi vyskytuje
pomerne ¢asto (napr. zavesend retaz, mosty, obliky), praktické problémy vedtce
na sinh, obr. , st dost zriedkavé. V nasledujicom texte sa budeme zaobe-
rat rieSenim pociatocnej tlohy odvodenej z tvaru diferencidlnej rovnice (3.6)) z
kapitoly |3 ktora vedie na tito menej zndmu krivku.
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Obr. 4.3: Sinh(x)

Tvrdenie 4.5. Riesenim pociatocnej ulohy
y'(x) = kYR () — 1, y(0)=0,4(0)=1 (4.9)
Je
1
y(x) = A sinh(kz), ze€R.
Dokaz. Substiticiou ¢y = z v (4.9)) ziskame diferencialnu rovnicu prvého radu

d
Zd=kvz2—-1 = ézk\/%—l.

Separovanim premennych a integrovanim dostaneme

1
———dz = [ kdzx.
/ V22 -1 /

Riesenim integralov z poslednej rovnosti je
arccosh(z) = kz + c.

Dosadenim pociatocnej podmienky 3'(0) = z(0) = 1 dopoé¢itame hodnotu kon-
Stanty ¢ = arccosh(1) = 0. Substiticiou z = j—g a aplikovanim inverznej funkcie
dy _

k arccosh dostavame §¥ = sinh(kz). Separovanim premennych a integrovanim

oboch stran rovnosti dospejeme k vyslednej rovnosti
1
y=1 sinh(kx) + C,

kde C je vzhladom na pociatoéni podmienku y(0) = 0 rovné nule. RieSenim
pociatocnej tlohy (4.9) je teda

1
y(x) = e sinh(kzx), z e R.
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Kapitola 5

Uloha o brachistochrone

Uloha o brachistochrone spoéiva v hladani najrjchlejsej cesty z bodu A do
bodu B leziacich v réznych vyskach ako naznacuje obrazok . Aky tvar by mala
mat trajektdria hmotného bodu, aby sa dostal do bodu B za ¢o najkratsi ¢as, len
posobenim gravitacie? V tejto kapitole popiseme dve riesenia tejto tlohy. Fyzi-
kalne riesenie, pomocou Fermatovho principu a Snellovho zékona a analytické,
pomocou varia¢ného poctu.

Uloha 5.1 (Odvodenie diferencialnej rovnice). Odvodte diferencidlnu rovnicu ve-
dicu na krivku, po ktorej sa hmotny bod dostane z pociatoéného bodu A = (xq,yo)
do bodu B = (xg,yp) posobenim gravitacnej sily, pri zanedbani trenia éo najriyjch-
lejsie.

Pred samotnym rieSenim tejto tlohy sformulujeme niekolko zdkladnych fyzi-
kalnych tvrdeni, ktoré st kluc¢ové pri odvodeni fyzikalneho rieSenia tlohy o bra-
chistochrone. To spociva v ich aplikovani na riesenie obdobnej ulohy z optiky,
vid [I0} str. 35-40] , pomocou ktorého néjdeme dolezité vztahy, neskdr pouzité na

rieSenie tlohy :

Tvrdenie 5.2 (Fermatov princip miniméalneho ¢asu). Svetelny lic¢ prechddzajici
bodom A v jednom optickom prostredi a bodom B v druhom prostredi prejde
vzdialenost AB za nagkratsi mozny cas. Vid [6, str. 3653-364] .

Tvrdenie 5.3 (Snellov zakon lomu). Pomer sinu uhlu dopadu svetelného lica a
sinu uhla lomu je rovny pomeru rychlosti sirenia vinenia v danych prostrediach

sin o V1

sin oy Uy
Vid' [6, str. 364 .

Tvrdenie 5.4 (Zakon zachovania mechanickej energie). Velkost celkovej mecha-
nickej energie v izolovanej sustave (sustava, na ktori nepdsobia Ziadne vonkajsie
sily) sa zachovdva, tzn. E,+ E), = ¢, kde E,, je potencidlna a Ej, kinetickd energia
telesa. Vid [6, str. 67] .

Dosledok. Ak sa teleso pohybuje len uc¢inkom gravitacnej sily, potom plati, Ze
kineticka energia v najnizSom bode sa rovna potencialnej v najvyssom bode a
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naopak. Oznaéme v,,,,, maximélnu rychlost a v,,,, maximélnu vysku telesa. Plati

teda

mv2

max
= Ekmaz = = mgymax = C.

2

Odtial odvodime vzfah pre vypocet rychlosti telesa v(x) v fubovolnom bode x
jeho trajektorie, v ktorom mé vysku y(z).

E

Pmazx

By(a) + Be(a) = T

+mgy(x) = MGYmaz =

= U((L’) = \/QQ(ymax - y(ﬁ)) (51)
V stiradnicovom systéme oznacuje ¥4, y-ovu suradnicu inicidlneho bodu trajek-
torie telesa a y(z) hodnoty funkcie udavajicej jej tvar.

Pozndmka 5.5 (Uloha z optiky). Nech sa 1t¢ svetla $iri v optickom prostredi z
bodu A do bodu P rychlostou v;. V bode P sa dostane do opticky hustejsieho
prostredia a 8iri sa az do bodu B rychlostou vy ako ilustruje obrazok . Vzhla-
dom k znaceniu na tomto obrazku je dizka drahy, ktort opise svetelny 14¢ na tejto
ceste rovna Va2 + 22 + /b2 + (c — x)2. Potom ¢as T potrebny na prejdenie tejto
dréhy, podla definicie rychlosti (v = fl—‘:), je

Va? + x? N b2+ (¢ —x)?

U1 V2

Obr. 5.1: Fermatov princip minimalneho ¢asu

A

V2

B

pra =
< >

Podla Fermatovho principu sa bude svetlo $irit ¢asovo najkratSou trajekto-
riou. Aby bolo 7' v danom bode miniméalne, musi v fiom spliiaf rovnicu d@) _

dz
Odtial dostavame vztah
1 2z 1 2(c— ) c—z

T
2viva? + 12 2uy\ /b2 + (c —x)? nva+ a2 vy /b + (c — x)? (5:2)
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7 geometricej interpretacie na obrazku 5.1 je zrejmé, Ze sin a; = ==
g J p o J ) ) 1 Va2 +z2

. Dostavame teda ekvivalentné vyjadrenie (/5.2)

cC—X

e Y N s o

sinag  sinas

vy vy
¢o je Snellov zakon lomu. Tento princip budeme vyuzivat aj v nasledujicej tlohe.
Nech sa tentoraz ¢ svetla Siri cez viaceré prostredia a nech je kazdé prostredie
opticky hustejsie ako to predchadzajice. Znamena to, Zze rychlost Sirenia svetla
bude klesat po kazdom prechode do nového prostredia. Lu¢ sa teda bude coraz
viac lamat k vertikdle. Tato situdciu ilustruje ibrazok[5.2). Aplikovanim Snellovho
zakona na situdciu na tomto obrazku ziskame vtahy

Obr. 5.2: Prechod svetelného li¢a nehomogénnym prostredim

sina; sinas sinasg  sinay  sinas

(%1 V2 U3 V4 Us

Ak budeme vrstvy nadalej stenSovat a zviicSovat ich pocet, v limite bude rychlost
svetla klesat spojite s dopadajicim lic¢om ako na obrazku . Bude teda platit

vztah .
sin a

~ K, (5.3)

v
kde k je konstanta. Tento vzfah je dolezity pri odvodeni diferencilnej rovnice v
povodnej tlohe [5.1] .
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Pozndamka 5.6. Nech body A a B nelezia sa rovnakej vertikale. Ak by sa tak stalo,
riesenie by bolo triviadlne. Bola by nim tusecka z bodu A do bodu B.

Riesenie (Fyzikdlne riesenie). Pri rieseni budeme vychadzat zo ziskanej rovnosti

(5.3). Z (5.1]) je zrejmé, ze pre uvazovanu tlohu |5.1| je

v(z) = v/29(yo — y(x)). (5.4)
Dosadenim do ziskame rovnost
sin «v _ sin «v L (5.5)
v 29(yo — y(x))

7 geometrickej interpretacie derivacie a s pouzitim znacenia z obrazku vyjad-
rime sin & pomocou dx a dy

dx dx 1
sina = cos f = = = . (5.6
(ol +(dy)  Jan2 [14 (22 31+ (22 o0

dz

Obr. 5.4: Pohyb hmotného bodu

dy
Nakoniec, dosadenim (5.6)) do (5.5)) ziskame rovnost
1 1 1
=k =

1
J1+ (@2 V2 =yl VI+ )P V29l —y@)
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1
[1+ (y(x))?]29(yo — y(x))

=29k* = [1+ (y(2))’](0 — y(2))

=k =
1 1
[1+y1(@))?](yo — y(x)) 2k*g
Hladané diferenciilna rovnica, ktord vedie na spominant krivku mé teda tvar

[1+ (y/(2))*)(yo — y(2)) = ¢, (5.7)

kde ¢ = 29% je konstanta.

Tvrdenie 5.7. Netrividlnym riesenim diferencidlnej rovnice (5.7) je prostd cyk-
loida.

Definicia 5.8 (Cykloida). Prostd cykloida je krivka uréend parametrickymi rov-
nicams
r=r(t—-sint), y=r(1—cost), teR.

Vid' [7, str. 82] .

Obr. 5.5: Cykloida

mr 2mr

Poznamka 5.9. Cykloidu opisuje pevny bod kruznice, ktora sa vali bez sklzu po
priamke. Parametre r a t z jej parametrickych rovnic oznacuji polomer tejto

kruznice a prislusny uhol odvalenia (Obr. [5.5).

Dokaz. Prvym krokom k rieseniu rovnice ([5.7)) je separacia premennych:

L4y @lo -y =c = 1+ (00w =c =
dy 2_ c
:> (_x> (Yo —y) b=
dy c— (¥ —y) . (vo—y)
TN e T em -



Odmocnenim (g_z)z sme pridali dalsie rieSenie. K dokazu tvrdenia postaci pracovat

s jednym z nich. Nech

| -y
dr = P y>dy. (5.8)

Pouzitim ({5.5)) dostaneme vyjadrenie pre y a dy
sin «v 5 1

—— =k = sinfa—==(p—-y) = y=y —csinfa = (5.9)
29(yo — y) 2gk?

2

dy _ d(yo —csin”a)

da da
Vztah pre dx ziskame dosadenim a do (5.8))

pR— P 1 2
dz = Yo — (o csm' Oé) 2c¢sin a cos ada =
¢ — [yo — (yo — csin® )]

=

= dy = —2c¢sina cos ada. (5.10)

csin® a . sin? o
= | 5 ~2csinacosada =

- 5 2¢sin o cos ador =
c(1 — sin” «) cos? «

= 2csin”® ada = ¢(sin® @ + sin® a) =
= c(sin® a + 1 — cos® @)da = ¢(1 — cos 2a)da. (5.11)
Integrovanim ((5.11]) vyjadrime z

csin 2a

x = /c(l — cos2a)da = ca — +c = 5(204 —sin2a) + ¢,  (5.12)

kde velkost konStanty c¢; zavisi na volbe pociatofnej podmienky resp. stradnic
(xa,y4) pociatotného bodu A. Po tprave vyrazu (5.9) na tvar

y = csin’a = g(l —cos’a +sin’a) = E(1 — cos 2a)

a volbou r = ¢, t = 2a, dostaneme rovnosti

x=r(t—sint) + ¢, y = —r(1—cost) + yo, (5.13)

¢o su parametrické rovnice prostej osovo simernej cykloidy , vzhladom k osi
x. T4 je naviac posunuté po osi x o hodnotu konstanty ¢; a po osi y o yy. Kedze
tvar krivky je vo¢i posunutiu a otac¢aniu invariantny, mozeme formulovat zéver,
Ze rieSenim [5.7] je prosta cykloida.

Poznamka 5.10. Konstanta r z ((5.13]) je volena tak, aby krivka s pociatkom v
bode A = (z4,y4) prechddzala bodom B ako na obrazku |5.4].

Poznamka 5.11. Ak by sme za dz v rovnici (5.8]) zvolili

| (wo—v)
dr = P — (o — y)dy,
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analogickym postupom by sme opit ziskali parametrické rovnice prostej cykloidy
x = —r(t—sint) + ¢, y=—r(1——cost)+ yo.

Té by bola s predchddzajicou osovo simerna podla osi y. Vzhladom na inva-
riantnost tvaru krivky voéi posunutiu a otd¢aniu mozeme konstatovat, ze prosté
cykloida je jedinym netrividlnym rieSenim rovnice . Je zrejmé, ze trivial-
nym rieSenim ([5.7)) je konstantné funkcia y(z) = p. T4 vSak nemdze byt rieSenim
problému o brachistochrone, pretoZze by musela prechddzat bodmi A a B, ktoré
su v roznych vyskach. Dokonca aj v extrémnom pripade, ked sa y-ové suradnice
ya, yg bodov A, B rovnaju, je toto riesenie nevyhovujice. Konstantna funckia
by mala potom tvar y(z) = ya. Podla by to vSak znamenalo, Ze rychlost
telesa v kazdom bode trajektdrie je nulova. Cas, za ktory by sa dostalo z bodu A
do bodu B len t¢inkom gravitac¢nej sily by bol teda nekonec¢ny.

V dalSom texte naznacime ako hladat tvar krivky z tlohy pomocou ana-
lytickej metddy, variacného poctu. Jej zékladnou myslienkou je najst globalne
minimum funkcionalu, ktory udava cas prechodu z bodu A do bodu B po nejakej
krivke s predpisom y(z).

Uloha 5.12. Odvodte tvar funkciondlu T, ktory uddva cas, za ktory sklzne hmotnsj
bod z pociatocného bodu A = (xa,ya) do bodu B = (xp,yg) po krivke urcenej
funkciou y(x) a overte, Ze riesenie spliia nutnd podmienku pre to, aby bola
extremalou.

Riesenie (Analytické riesenie). Uzitim rovnosti (5.5) a vztahu pre vypocet okam-

Zitej rychlosti v bode z, v(z) = %, dostdvame funkcional T'(y) v tvare

- [ [ [ L

o JUT (2 e TR
- / Y = LG, (5.14)
e V(@) w4 V/29(y0 — y())
kde hodnota yy = y 4. Pri hladani jeho kritickych bodov budeme vychédzaf z vety

a poznamky . Najprv ukézeme, Ze riesenie ([5.13)) spliia vztah, odvodeny
z integralu Euler-Lagrangeovej (dalej len Eulerovej) rovnice (2.5)) . Oznacme

14 y?(x)

flzy(z)yl(z)) = )

y'(z) = 2.

Funkcia f(z,y(x),y/(x)) nezavisi explicitne na x, a preto ma integral Eulerovej
rovnice podla ([2.5)) tvar

of
— z—— = konst. 5.15
foa (5.15)
Derivovanim f podla premennej z ziskame vyraz g—£ = Toron _Zy) = 2 jeho

dosadenim do (5.15)) dostaneme rovnost

2

1 z
—(w/1+22 -
29(ya —y) V1+ 22
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ktort upravime na ekvivalentny tvar

1+2%) = .
y(1+27) 29k

Spétnou substiticiou z = y/(x) ziskame diferencidlnu rovnicu

(va — s @)+ 0] = s —y@L+ (D =e, (5.16)

kde ¢ = 29% je konstanta. V dokaze tvrdenia sme ukazali, Ze rieSenim tejto
diferencidlnej rovnice je prosta cykloida (dalej len cykloida). Spréavnost tohto
rieSenia fahko overime dosadenim vztahov pre z, y, dz, dy do rovnice m . Tie
odvodime z parametrickych rovnic (5.13)) .

r=r(t—sint)+c¢ = dr=r(l—cost)dt,
y=—r(l—cost)+ys = dy= —rsintdt,

kde 2r = ¢. Po ich dosadenim do ({5.16|) ziskame rovnicu

sin®t
1-— Hll+—-| =
r(1 — cost) [ + (1—cost)2] c

a po uprave jej lavej strany dostavame

in? 2 )
t 1 — t ¢
r(1— cost) {1+ i }:r{( cost)® 4 sin }:

(1 — cost)? 1 — cost

_ r(1—2cost + cos?t + sin® t) 5 1—cost

r = _cC.

y— =
1 —cost 1 —cost
To, ze krivka s parametrickymi rovnicami ([5.13)) riesi rovnicu (5.16]) je nutnou
podmienkou pre to, aby riesenie (5.13) splitalo Eulerovu rovnicu (2.4)) . T4 je zas
nutnou podmienkou pre to, aby funkcionél 7' nadobudal pre ([5.13)) lokalny extrém,
resp. globalny extrém. RiesSenie ([5.13]) je teda kritickym bodom funkciondlu 7.

Pozndamka 5.13. Oznacenie ds zo vztahu pre rychlost je zmenou prejdenej drahy
s(z) hmotného bodu za ¢asovy interval dt, kde s(z) je dlzka jeho trajektdrie
od podiato¢ného bodu (z¢,yo) do bodu (z,y(z)). Kedze trajektéria tohto bodu je
zadana krivkou s predpisom y(z), predstavuje s(z) dlzku tejto krivky na intervale
[z0,2].

Poznamka 5.14. Fyzikdlnym i analytickym pristupom sme overili nutné pod-
mienky pre to, aby bola cykloida (5.13]) rieSenim tlohy o brachistochrone. Na to
aby sme mohli tvrdif, Ze nim naozaj je, je nevyhnutné overit dalSie podmienky.
Stacilo by napriklad, aby sme dokazali, Ze existuje optiméalna cesta z pociato¢ného
bodu A = (z¢,y0) do bodu B, a zZe cykloida ako jedina spliiuje nutnit podmienku
optimality (rieSenie rovnice (|5.7])). Overovanie je vSak dost narocne, pretoze je
potrebné vyhnit sa cykloide, ktord sa dotyka priamky y = 1y viac nez raz pred-
tym, ako dosiahne bod B. To predstavuje problém aj z hladiska variacného poctu,
kedZe v bode y(z) = yo ma funkcional singularitu. Vid [I1] str. 44] . Nov§im
pristupom k tomuto problému je pouzitie transformacie, ktora prevedie integrand
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v skiimanom funkcionéle na konvexni funkciu. T4 potom dovoluje aplikovat po-
stacujucu podmienku optimality riesenia odvodenej diferencidlnej rovnice, tzn.
ukéazat, Ze jej rieSenie je ostrym globalnym minimom tohto funkcionalu. Vid [1]
str. 1] . Pri dokaze optimality budeme vychadzat z Cauchy-Schwartzovej nerov-
nosti.

Lemma 5.15 (Cauchy-Schwarz). Pre vsetky n,m € R a pre vsetky a,b > 0 je

Va2 +n2Vb? +m?2 > —%(a—b)2+ab—|—nm, (5.17)

ekvivalentne

2 2

- % +nm—n

Vva?+n?
Rovnost vo vyraze (5.17) resp. (5.18) nastane prave vtedy, ked (a,n) = (bym). Vid
[, str. 1] .

\/62+m22\/a2+n2+a (5.18)

Pozndmka 5.16. Vyraz (.17 - vznikol tpravou klasickej Cauchy-Schwartzovej ne-
rovnosti, a to odéitanim nezaporného ¢lenu ¢ (a—b)*. Klasicki verziu mozno néjst
v [8 str. 74] .

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze pociatoény bod trajektorie je
A = (z0,y0) = (0,0). Jej parametrické rovnice st potom

r =r(t —sint), y = —r(1 — cost). (5.19)

Z predpokladu, Ze pociatoény bod drahy hmotného bodu je (0,0) plynie, Zze hod-
nota yo vo vyraze (5.12)) je nula. Funkcional 7', ktory udéava cas prechodu z
A =(0,0) do B = (x1,51) ma teda tvar

B x1 1+y/<£€)2 .
v) _/0 \ 29(—y(:v))d ' (5:20)

Ten sa budeme snazif minimalizovat na mnozine Y vsetkych spojite diferenco-
vatelnych funkcii y : (0,21) — (—00,0), ktoré je mozné spojite dodefinovat na
[0,21], a to hodnotami y(0) = 0, y(z1) = y1. Uvazujme transforméciu

Dosadenim ((5.21)) do ((5.20)) ziskame tvar funkcionalu

S(f) = T(y) = T(— ) = ¢_/ \/””“;f”(”f)dw:

- / \/ i A (5.22)

kde f € F' a F' je obor hodndt zobrazenia y — /—y; y € Y. F! je teda
mnozinou vsetkych spojite diferencovatelnych funkcii f : (0,21) — (0,00), ktoré
je mozné spojite dodefinovat na [0,z;] hodnotami f(0) = 0, f(z1) = v/=11. V
nasledujicom texte dokdzeme optimalitu f, : [0,21] — R z diferencialnej rovnice

@)@ +afi(@) (@) =c, € (0.a), (5.23)
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s po¢iatofnou hodnotou f,(0) = 0, kde ¢ > 0 je tu volena tak, aby f.(z1) = /—v.
Rovnicu ziskame dosadenim ([5.21)) do diferencidlnej rovnice , ktorej
rieSenie pozname z dokazu tvrdenia %D Z predchadzajicej argumentacie ohla-
dom mnozin F*!, Y! a z pouZitej transformdcie je zrejmé, Ze také spojite diferen-
covatelné riesenie f. existuje a f, > 0 na intervale (0,x,). Preto f, € F".

Tvrdenie 5.17. Pre vietky f € F! také, Ze f # f. je

S(f) > S(f)- (5.24)

Dokaz. Dokaz tvrdenia prevedieme v dvoch krokoch. Najprv ukazeme, ze S(f) > S(f.),

a potom vylacime pripad S(f) = S(f.). Oznaéme ss(x) = \/FL@) +4f2(z). Ke-

dze pre vSetky = € (0,x1) je f(x), fo(z) > 0a f'(x), fi(z) € R, mdZeme aplikovat
lemmu na vyrazy %, fi >0 a2f, 2f € R. Ich dosadenim do (5.18]) dosta-

neme nerovnost

b= [ AL — A

1 2( 1 12( x =
\/fQ—(:C)+4f()Z\/f3(I)+4f*()+k( )oK VB AL

ktora je ekvivalentnd s nerovnostou

s7(x) = 57.(2) + (), (5.25)

a ktora plati pre vSetky = € (0,xz1). Odtial plynie vztah

VES() 2 VIS + [ ke

K dokazu prvého kroku uz len staci ukézaf, ze [ k(z) = 0. Ekvivalentnou
upravou ([5.23)) ziskame rovnost

L 2(x) = ci x x
s<x>=\/f3(x)+4f* (5) = Ve, w€ (0n) =

b= [ AL A

= k= \/E%
Potom k = \/LE, kde
P fi AL af R = —fi<f LR ARG - ). (5.26)

Nech p = 4f2f!. Najprv pomocou ((5.23) vyjadrime p'.
fRA+Afif) =c = firafifi=c=

= AfPH16f1f 2 =4c = AfP4p? =4dc= p® =4dc—4Af?

Derivovanim poslednej rovnosti dostaneme

—Af, ! 1
2pp' = =8f.f. = p = Sulo _

afzfe
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a (0,z1). Substiticiou p = 4f2f/, p/ = —fi vo vyraze 1 z ((5.26)) ziskame rovnost

=) (f=f)+plf —f)=p(f—f) =R = R=p(f-f)

Kedze f, f. € F*', v bodoch 0, z; ich mdZeme spojite dodefinovat hodnotami
f«(0) = f(0) =0 a f.(z1) = f(z1) = v/—y1. Odtial uz priamo plynie

/Oxl k($) = % /Oxl T(x) = %(R(ml) — R([))) =0.

Tym sme ukdzali, ze plati \/29S(f) > v/29S(f+), a teda i S(f) > S(f.). Kedze
kladna konstanta /2¢ nijako neovplyviiuje vztahy medzi S(f), S(f.), budeme v
dalsom texte predpokladat /2g = 1.

K dokazu druhého kroku sta¢i ukazaf, ze rovnost S(f) = S(f.) implikuje
[ = fi Kedze [ k(z) =0, za predpokladu S(f) = S(f.) plati

S(f) — S(1.) / ") = / C(s(0) — sy (1) — k(z)dz =0, (5.27)

Z vyrazu odvodeného z je zrejmé, ze integrand (s; — sy — k) je
nezaporny a spojity (je zlozenim spojitych funkcii) na (0,21). Ak by bol tento
integrand kladny v nejakom bode z (0,z7), implikovalo by to, Ze vyraz (5.27) je
tiez kladny, ¢o by bol spor. Odtial plynie

sp(z) —sp(x) —k(z) =0 = ss(z)=ss(x)+ k()

na intervale (0,x;). Tato rovnost je rovnostou vo vztahu a podla posled-
nej casti lemmy nastane prave vtedy, ak (%,Qf') = (%,in), ¢o implikuje
(f.f)) = (fe,f!) na (0,x1). KedZe je naviac f., f € F', je f = f. na [0,z4], ¢o je
v rozpore s predpokladom tvrdenia m Pre vSetky f € F'; f # f. teda plati
S(f) > S(f.)-

d

7 ddkazu tvrdenia m plynie, Ze y = —f2? je jedinym rieSenim problému
o brachistochrone. V predchadzajicom texte bolo ukazané, Ze tymto rieSenim
je cykloida . Hovorime preto, Ze cykloida je brachistochrénna (z gréckeho
brachisto-najkratsi, chronos-¢as). V zavere tejto kapitoly ukdzeme dal$iu zauji-
mav1 vlastnost cykloidy, tautochrénnost.

Pozndmka 5.18 (Tautochrona). Z tvaru funkcionalu 7" z tlohy a z interpre-
tacie rovnosti (5.1) mozeme odvodif, Ze ¢as Tiauro, za aky skizne hmotng bod z
bodu P = (zp,yp) cykloidy (5.19) do jej najnizsieho bodu B = (rm, — 2r) je

T t—/ 1+y / dx:
e 29(yp — y(z)) 29yp—

x =r(t —sint), dz =r(1 — cost)dt
y=—r(l —cost), dy= —rsintdt
r=xp=1=1p, T=rTr=1t=m

y(tp) = —r(l —costp) = yp
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sin? ¢

(1—cost)?
1-— t)dt =
\/ / \/—r 1- costp) +r(l— cost)r( cost)
sin t+(1 cost)? (1 _ COSt>2
/ (1— cost)2 dt —
\/ r(costp — cost)
[ /7r sin2t+1—2(:ost+0082tdt
V29 costp — cost
2(1 — cost) 2sin*(%)
; dt =
costp — cost cost (2cos?(*£) — 1) — (2cos() — 1)
B / 2sin®(L) df —
Vool | (2cos2(2) —2cos(§)

{u:cos(é) = du=—3sin(f)dt = dt= 2}

sin()
0

t=tp = u:cos(%’):p t=m = u
0 . 0
9Jp p*—u? 9Jp pyJ1—=(%)
0 t g
= —2[ {arcsm (u)] = —2\/f arcsin €0 (2) =
g "), T cos (4)) ],

Je zrejmé, ze vypocitany cas Tiquo = W\/g nijako nezavisi na suradniciach bodu

Q| =3

P = (zp,yp). Je teda rovnaky pre Tubovolne zvoleny bod P. Hovorime preto, Ze
cykloida je tautochrona (z gréckeho tauto-rovnaky, chronos-cas).

Pozndmka 5.19. Uloha o brachistochrone bola zadani Johannom Bernoullim a
publikovana v juni 1696 v casopise Acta Eruditorum . O jej rieSenie sa poki-
Sali ti najlepsi matematici. Nakoniec bolo spracovanych Sest rieSeni. Okrem sa-
motného riesenia Johanna Bernoulliho bolo medzi nimi riesenie jeho starsieho
brata Jacoba Bernoulliho, Leibniza, Tschirnhausa, 'Hospitala a Newtona. Vid
[T, str. 33] . Newton tento problém vyriesil konstrukéne a vychadzal pri tom
z vlasnosti cykloidy. Jeho pévodné riesenie, predstavené prezidentovi kralovskej
spolo¢nosti Charlesovi Montaqueovi v roku 1697 k najdeniu v 5, str.112] .

28



Kapitola 6

Z.aver

V tejto praci boli zhrnuté a vysvetlené rozne metddy riesenia diferencialnych
rovnic, ktoré vedi na znadme, ¢i menej zname krivky. V kapitole [2| sme zadefino-
vali niekolko pojmov a tvrdeni, o ktoré sa opieraju vypocty a tvahy vybranych
problémov. V kapitole [3| sme sa venovali hladaniu krivky, ktort opisuje tvar do-
konale obybného lanka (retaze) zaveseného medzi dvoma bodmi. Diferencidlnu
rovnicu veducu na tato krivku sme odvodili z obecne znamych fyzikalnych tvr-
deni a ich geometrickej interpretacie. T sme vyriesili dvoma réznymi metédami,
a to separaciou premennych a substiticiou. Riesenim obidvoch sme dostali krivku
zvanu retazovka[3.2 a ukézali sme, Ze toto rieSenie je jednoznacné. V kapitole (4] sa
nam podarilo sformulovat prakticky problém dynamiky symbiotickym populécii,
na zaklade ktorého sme odvodili stistavu diferencidlnych rovnic vedicu na obe
hyperbolické funkcie sinh, cosh. Dalej sme zostavili a vyriesili diferencialnu rov-
nicu vedicu na menej znamu krivku sinh. V poslednej kapitole |5, sme sa venovali
problému o brachistochrone, ktorého histéria siaha do 17. storocia a privadza nas
k menam ako Bernoulli, Fermat, Newton ¢i Euler. Spracovany tu bol fyzikalny aj
analyticky postup odvodenia diferencialnej rovnice, ktord, ako sme ukazali dalej,
vedie na krivku zvanu cykloida. Pri fyzikadlnom rieseni sme sa zoznamili s niekto-
rymi fyzikdlnymi tvrdeniami, pri analytickom sme pouzili a ilustrovali metody
varia¢ného poctu, pomocou ktorého sme ukézali aj tautochrénnost cykloidy. Ze
je cykloida rieSenim problému o brachistochrone (je brachistochrénna) sme doka-
zali pomocou Cauchy-Schwartzovej nerovnosti.
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