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tom. Vysvetluje, akt charakteristiku dat test sleduje. S vyuzitim poznatkov o pro-
jekciach nahodnych veli¢in prindsa odvodenie asymptotickej normality za plat-
nosti nulovej hypotézy. Odvodené st dve verzie testu, jeden pri platnosti sil-
nejsieho predpokladu modelu posunu a druhy, ktory predpokladé len spojitost
distribu¢nych funkcii. Nakoniec je v praci pomocou simuléacii preskiimané, ako
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Uvod

Témou nasledujtcej bakalarskej prace je Wilcoxonov dvojvyberovy statisticky
test, ktory je pomerne casto pouzivany v praxi a niekedy pri jeho aplikovani
dochadza k nespravnej interpretacii dosiahnutych vysledkov alebo sa vyuziva
aj na miestach, kde st jasne porusené predpoklady pouzité pri jeho odvodeni.
Niektori autori pouzivaji aj oznacenie Mannov-Whitneyov test, pretoze v urci-
tom pripade existuje vzfah medzi obomi testovymi Statistikami, bude to uvedené
V praci.

Cielom prace bude jasne sformulovat Wilcoxonov test v takzvanej klasickej
verzii so vSetkymi predpokladmi a nasledne po odstraneni silnych predpokladov
na testované data taktiez odvodit asymptoticki normalitu a modifikiciu testu.
Potom budeme v préaci pomocou simulécii porovnévat dvojicu odvodenych testov,
z ktorych jeden, ten so silnejsimi predpokladmi, sa momentalne pouziva v sta-
tistickych softvéroch a upozornime, kedy je problém s jeho pouzitim a hlavne,
¢o jeho pouzitim nemozeme testovat.

Praca by mala byt zrozumitelné ¢itatelovi, ktory absolvoval asporn zékladny
kurz z matematickej Statistiky a je jasne oboznameny s pojmom Statistického
testu a rozumie jeho principom.

Cely obsah prace je rozcleneny do styroch kapitol, z ktorych prva prinasa
dve formulécie, objasnuje, preco hovorime o Wilcoxonovom ako aj Mannovom-
-Whitneyovom teste a oboznamuje nas s pojmom U-Statistika. Druhé ¢ast préace
je venovana projekciam na priestor nahodnych veli¢in s koneénym druhym mo-
pricom niektoré dokazy st podrobnejsie rozpracované. Taziskom teoretickej casti
je tretia kapitola, ktord vyuziva poznatky o projekciach a aplikuje ich na od-
vodenie asymptotickej normality testovych sStatistik uvedenych v kapitole prvej.
Zaverefna Cast prace sa venuje vysledkom simulécii a poznatkom, ktoré pre oba
testy prinasaju.



1. Wilcoxonov test

V prvej kapitole sformulujeme Wilcoxonov Statisticky test a budeme sktimat,
aky parameter v akom modele testuje. Najprv vsak zavedieme pojem usporiada-
ného ndhodného vyberu a poradovej statistiky, pomocou ktorej sformulujeme test
jednym z moznych sposobov. Aj z tohto dovodu mdzeme pouzivat test na testo-
vanie parametrov ordindlnych veli¢in, u ktorych vieme urcit poradie a méme
prirodzent $truktiru usporiadania <. Pri prvej formulécii vS§ak budeme mat
na testované data pomerne silné predpoklady, preto v druhom pripade zavedieme
pojem U-Statistiky a pomocou nej odvodime ekvivalentny test. V dalsich kapito-
lach zistime, ako sa sprava pri menej obmedzujucich predpokladoch a ukazeme
asymptotickil normalitu testovej Statistiky.

1.1 Usporiadany nahodny vyber

Uvazujme ndhodny vyber Xi,...,X, z jednorozmerného spojitého rozdele-
nia s distribu¢nou funkiou F' a hustotou f, ktord je absolutne spojitéa vzhladom
k Lebesgueovej miere. Dalej nech n > 2.

Definicia 1. Usporiadany nadhodny vyber ziskame tak, Ze zoradime vsetky nd-
hodné veliciny X1, ...,X, podla velkosti od najmensej po najvicsiu

X(l) < X(g) <0 K X(n).

Symbol Xy oznacuje k-tu najmensiu hodnotu medzi pozorovaniami a nazyvame
ju k-ta poradova statistika.

Pozndmka. Usporiadany ndhodny vyber je dobre definovany a nemusime uvazo-
vat neostré nerovnosti, pretoze P[X; = X;| = 0 pre kazdé i # j vdaka tomu, zZe
uvazujeme vyber zo spojitého rozdelenia.

Definicia 2. Poradim ndhodnej veliciny X; vo vybere Xy, ..., X, rozumieme pri-
rodzené cislo R; € {1,... n} take, Ze X; = X(g,).

1.2 1. formulacia

Predpokladajme, Ze mame dva na sebe nezavislé nahodné vybery Xi,...,X,
s distribu¢nou funkciou F'x a Y7, ...,Y,, s distribu¢nou funkciou Fy. Ako je v dvoj-
vyberovych problémoch bezné, chceme porovnat parameter takychto dvoch roz-
deleni. Najcastejsie nas v praxi zaujima testovanie hypotézy o strednej hodnote.
Uvazujme najprv distribu¢né funkcie, ktoré st spojité a naviac

doxy e RVz e R : Fx(l‘) = Fy(ZE — 5)()

Takyto model sa niekedy nazyva aj model posunutia v polohe alebo skratene
model posunu. Je to pomerne obmedzujuci predpoklad, pretoZe pripusta len déta
z rozdeleni rovnakého charakteru a dovoluje, aby sa lisili len posunutim. Dokonca
v takomto modeli st rozptyly rozdeleni, ak existuji, rovnaké.



Zaoberajme sa testom hypotézy Hy : dx = 0 proti alternative H; : §x # 0. Do-
vodom, preco sa o Wilcoxonovom teste ¢asto hovori ako o teste rovnosti strednych
hodnot, je to, ze za platnosti Hy sa rovnaji medidny oboch rozdeleni a v pripade
existencie aj stredné hodnoty. Takyto test sa d4 odvodif pomocou testovej Sta-
tistiky, ktord je zaloZend na zdruZzenom ndhodnom vybere Z = (Zy, ..., Z, 1) =
(X1,...,. X, Y1,...,Y,,). Ziskame ju tak, ze spocitame poradia R; ndhodnych ve-
licin X; pret=1,...,n vo vybere Z.

Wn,m - i Rz
=1

Za platnosti Hy sa daji napocital momenty tejto Statistiky a taktiez sa da
dokazat asymptotickd normalita. Postup ako uréit strednti hodnotu a rozptyl sa
d4 najst v knihe Andél (2007), kapitola 8, strana 102. Asymptotickd normalita
tam dokézand nie je a nebudeme jej odvodenie predvadzat, pretoze to vykoname
vo vSeobecnejSom pripade pri menej obmedzujucich predpokladoch.

Tvrdenie 1. Za platnosti Hy vo vyssie opisanom modeli je

. _ n(n+m+1),
(i) EWp = =523

.. _ nm(n+m+1)
(it) var(Wym) = ——=5—.

(1ii) Pre n,m — oo plati

an _Ean
U=-—" ™ 2 N(0,1). (1.1)
var (Wi.m)

7 rovnosti dostaneme, ze test, ktory zamieta hypotézu H,, o nulovosti
posunu, v pripade, ked |U| > ui_q/2, kde u;_q/2 je kvantil normovaného normal-
neho rozdelenia, ma asymptotickt hladinu a. Ak vybery nepochadzaju z rozde-
leni, ktoré by sa liili len posunutim, tak sa test moze spravat inak a ukazuje
sa, ze testuje iny parameter, neporovnava stredné hodnoty ani mediany vyberov.
Odvodime preto test inym spésobom.

1.3 Definicia U-statistiky

V tejto Casti zavedieme vSeobecni definiciu k-rozmernej U-statistiky, pomo-
cou ktorej v dalsej casti uvedieme test zalozeny na dvojrozmernej U-Statistike,
oznacovanej aj Mannova-Whitneyova statistika, ktora pri predpokladovch uvede-
nych v prvej formulécii Wilcoxonovho testu umozinuje odvodenie ekvivalentného
Statistického testu. V tomto pripade vSak dostaneme lepsi nahlad na to, ¢o kon-
krétne testujeme v pripade roznych rozdeleni.

Nech {XW . XD  x®, 0 XY je k nezavislych nahodnjch vibe-
rov z rozdeleni s distribuénymi funkciami Fyq), ..., Fxx al = 0(Fxq, ... ,Fxw)
je parametrickd funkcia, pre ktortt mame nestranny odhad tvaru

mi)



kde o funkcii h predpokladame, ze je symetrickd v premennych xgi), . x%{ pre

vsetky ¢ = 1, ... k. Znamena to, Ze pri sledovani zloziek, ktoré rozdelime do £ blo-
kov podTa mdexu i, je funkénéd hodnota rovnaka pri lubovolnej permutéacii pre-

mennych mg ), .. x,(n Thato funkciu nazyvame niekedy jadro.

7 °

Definicia 3. Nech h je funkcia ako hore a ny > my, ... ,ng > my su prirodzené
cisla. Potom k-rozmernd U-Statistika, ktord odhaduje parametricki funkciu 0, je
definovand

— 1 . (k) (k)
Un = = H (m Zzh( Juiocce lem ) XJm""’Xjkmk)’
i=1 i=1 ¢

myg

kde {ji1, ... Jim,} 0znacuje mnoZinu m; indexov z mnoziny {1,...n;} pre vsetky
1<i<ka ch, predstavuje siucet cez vsetky takéto mozne m;-prvkove kombindcie
z prvkov {1,... n;}.

1.4 1II. formulacia

Uvazujme znovu dva na sebe nezavislé ndhodné vybery Xi,... X, s dis-
tribuc¢nou funkciou Fx a Yi,...,Y,, s distribu¢nou funkciou Fy. Teraz budeme

predpokladat len spojitost distribu¢nych funkcii a zaujimat nds bude parameter
0 = P(X <Y). Kedze pravdepodobnost je stredna hodnota indikatoru, nestranny
odhad parametru dostaneme ako U-tatistiku s jadrom h(z,y) = [(X < Y). Ide
teda o dvojrozmernu (k = 2) Statistiku, kde oproti definicii zavddzame znacenie
ni = n, ng = m a naviac plati m; = mq = 1.

Tato statistika je Casto nazyvana aj Mannova-Whitneyova. S Wilcoxonovym
testom sa spaja, pretoze existuje deterministicky vzfah medzi W, ,, a Wy, ktory

nasledne uvedieme.
Tvrdenie 2. Plati nm W, + W, = nm + ntl)

Dokaz. Staéi si uvedomit, ze poradie X; vo vybere Z = (Xi,...,X,,,Y1,...,Y,)
mozeme pomocou indikatorov vypocitat ako stcet X; a Y, ktoré si mensie ako
X;. Pre kazdé 1 = 1,... n je preto

Rizzn:ﬂ(xjgx +2m:]IY<X
=1

Jj=1 J
Potom vsak
nm W, + W = iiH(Xi <Yj)) +§n:§n:ﬂ(xj < X)) +§:§:H(Yj < X;).
=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Prostredny ¢len na pravej strane rovnosti je stucet vsetkych poradi X; medzi veli-
¢inami X1, ..., X, takze to je rovné @ Zvysné sumy pre kazdé X; spocitaja



.....

¢o je presne nm.
O

Vdaka tomu sa z testovej statistiky W,y ,, da odvodit ekvivalentny Statisticky
test hypotézy Hj : 0 = 1/2 proti alternative Hy : 6§ # 1/2 v modele posunutia
s testom odvodenym v I. formulécii. Vieme, aky parameter tato statistika od-
haduje, preto nam to déva lepsi pohlad, ako sa moze Wilcoxonov test odvodeny
z rovnosti spravat v pripade vyberov z rozdeleni, ktoré sa liSia tvarom dis-
tribu¢nych funkcii a nie len posunom. V dalSej ¢asti prace budeme preto skiimat
momenty tejto U-Statistiky, odvodime jej asymptotické rozdelenie a sformulu-
jeme test tak, aby bolo jasné, aky parameter rozdeleni sleduje pri jednoduchsich
predpokladoch.



2. Projekcie a podmienena
stredna hodnota

Na odvodenie momentov testovej statistiky uvedenej v predchadzajucej kapi-
tole a skiimanie asymptotickej normality budeme potrebovat poznatky zo $tudia
aproximéacii nahodnych veli¢in. Cerpame z knihy Van der Vaart, (2007)), kde sa ka-
pitola 11 zaobera projekciami v priestore nahodnych veli¢in s kone¢nym druhjm
momentom, oznacovany aj Ls-priestor, ¢o nasledne vedie k podmienenej stred-
nej hodnote. Dalej je zaujimava projekcia na priestor stim, ktora je dolezitd na
odvodenie asymptotickej normality Wilcoxonovho testu.

2.1 Projekcia

Castou metédou, ako odvodit asymptotické rozdelenie postupnosti Statistik
T,, je ukézat, ze je asymptoticky ekvivalentna inej postupnosti S, ktorej limitné
rozdelenie pozname. Vdaka Cramérovej-Sluckého vete je potom asymptotické roz-
delenie tychto dvoch postupnosti statistik identické.

Ako sme uvadzali, najprv nas bude zaujimat projekcia v Lo-priestore, ktora
vychadza z toho, Ze chceme hladat S,,, ktord je ,najblizsie“ v zmysle druhého
momentu. Uvazujme S, linearny priestor vSetkych Statistik, teda pre kazdé dve
Statistiky 57,52 € S a redlne ¢isla a,b € R je aj aS; + bS; € S.

Definicia 4. Nech T' a {S;S € S} su ndhodné veliciny, definované na rovna-
kom pravdepodobnostnom priestore, s konecnymi druhymi momentmi. Nahodni
velicinu S nazveme projekcia T na S, ak

S =arg IgléglE[(T - 9)%].

Na projekciu definovant vyssie sa mozeme pozerat ako na projekciu v zmysle
vektorovych priestorov vzhladom ku skaldrnemu saéinu (S;,S2) = E[S1.5:]. Viac
je obsiahnuté v nasledujtcej vete.

Veta 3. Nech S je linedrny priestor ndhodnych velicin s konecnymi druhymi
momentmi a T € S. Potom S je projekcia T na S prdave vtedy, ked S € S a

vSeS:E[(T-95)S] =o. (2.1)

KaZdé dve projekcie T na S sa rovnaji skoro isto (t.j. P[T = S] 1). Ak S
obsahuje konstantné nahodné veliciny, potom ET = ES a cov( ) =0 pre
kaZdi S € S.

Doékaz. K najdeniu v knihe Van der Vaart| (2007)), kapitola 11, strana 154.
0

Uvazujme postupnost Statistik 7, a lineadrnych priestorov S, pre n € N. Pred-
pokladajme, Ze pozname pre kazdé n projekciu S, statistiky 7}, na §,. Chceme
vediet ako vyzera limitné rozdelenie Statistik T}, ak pozname limitné rozdelenie
projekcii .S,,.



Veta 4. Bud'S,, linedrny priestor nahodnyjch velicin s koneéngm druhym momen-
tom, ktory obsahuje konstaniné ndhodné veliciny. Nech T, su ndhodné veliciny
a ich projekcie na S, su S,. Plati

varT,, , — L-ETL, S5,-ES, »
varé’n n—00 vovarT, A /vaT’S‘n n—00

s 0. (2.2)

Dokaz. Ukazeme, Ze postupnost na pravej strane implikacie z konverguje
v Ly k nule, z ¢oho potom vyplyva konvergencia v pravdepodobnosti. Stredna
hodnota oboch zlomkov je nulova, pretoze sa pri jej vypocte v Citateli odc¢itavaja
rovnaké konstanty a z linearity dostavame, Ze stredna hodnota celej postupnosti
je nulova. Rozptyl sa preto rovna druhému momentu

var —_ = = — = . .
VearTy s, VT, s,

Z linearity dostavame, %e vyraz vpravo z ([2.3)) je rovny

B[, -ET)?] B[S, -ES.°] , eov(Td

+ = =
var T, var S, \/varT, var S,

V prvych dvoch ¢lenoch si vS§imnime, Ze ¢itatel zlomku je rovny definicii rozptylu,

takze oba zlomky st rovné 1 a dalej je cov(T},,5,) = E [TnS’n], pretoze stredné

hodnoty st nulové. Podla 1} vo Vete 3| je E[(T,, — Sn)gn] = 0 a preto

A A ~

E |T,5,) =E |T,8,] —E[(T, - $,)5,] = E$? = var 5,
Dalej z predpokladu implikacie, var T;,/ var S, =1 pri n — oo, dostavame pre
vyraz v (2.4), Ze sa rovna vyrazu na lavej strane nasledujticeho vztahu a plati
konvergencia

var S
2 -2 n y2—2=0.
var Tp, n—o00
_— I
var Sy, va Sn

Tymto dostavame konvergenciu v Lo, z ktorej vyplyva tvrdenie vety.

2.2 Podmienena stredna hodnota

Ak za¢neme Studovat ndhodnt veli¢inu v pripade, Ze podmienime jej rozdele-
nie znalostou inej a budeme hladat aproximéciu v priestore meratelnych funkcii
vzhladom k podmienke, povedie nas to k podmienenej strednej hodnote. V tejto
Casti naviac budeme pouzivat oznacenie L,(2,.A,P) pre priestor s koneénym p-
-tym momentom.



Definicia 5. Nech X; € L1(Q,A,P) a F C A je o-algebra. Potom kaZdi redlnu
ndhodnu velicinu Y, ktord splnuje

(]‘) Y e Ll(QrFuP/]:)a
(2) VBE F: [,YdP = [, XdP;

nazveme podmienend strednd hodnota ndahodnej veliciny X vzhladom k F a bu-
deme ju oznacovat E[X|F].

Definicia 6. Pre X € Li(2,A,P) aY : (QA) — (E,E) ndhodné veliciny budeme
oznacovat
ELX[Y] = E[X|o(Y)]

a nazyvat podmienend strednd hodnota ndhodnej veliciny X pri Y.

Teraz uvedieme vetu, ktora sa tyka vlastnosti podmienenej strednej hodnoty
a odkazeme sa na dokaz v knihe |Lachout| (1998)), kde jednotlivé casti mozeme
najst v kapitole 7 postupne na stranach 36— 38.

Veta 5. Majme X € L1(2,A,P) a F C A o-algebru.

(1) Vzdy plati
E[E[X|F]] =EX.

(1i) Ak X je F-meratelnd, potom

E[X|F] =X s.j.

(1ii) Ak o(X) a F su nezdvislé, potom

E[X|F] =EX s.j.

2.3 Projekcia na priestor siim

Majme X1, ...,X,, nezavislé ndhodné veli¢iny a v tejto casti uvazujme pries-
tor § nahodnych veli¢in v tvare

ZQ(Xi), (2.5)

kde g je meratelnd funkcia s E ¢*(X;) < oo. Zaujimat nas bude projekcia lubovol-
nej nahodnej veli¢iny T na priestor S, pretoze asymptotické rozdelenie Statistik
v § sa da odvodzovat z centralnej limitnej vety.

Veta 6. Nech Xi,...,X, st nezdvislé nahodné veliciny. Potom projekcia ndhod-
nej veliciny T s konecngm druhym momentom na priestor S je

S = zn:E[T|Xi] — (n — 1)ET. (2.6)



Dokaz. Jasne je vidiet, Ze Statistika vpravo je v priestore S, pretoZe to je suma
meratelnych funkcii nahodnych veli¢in X;. Podla Vety [3| preto stac¢i ukazat plat-
nost (2.1)). Kedze X; st nezéavislé, tak platia rovnosti

Vi # g E[E[T|Xz] ‘XJ] = E[E[T‘XZH =ET, (2.7)
kde prva rovnost plynie z toho, ze E[T|X;] je o(X;)-meratelnd a vdaka nezavis-

losti z bodu (éi) Vety [5 a druhd rovnost plynie z bodu (i) tej istej vety. Potom
dostavame pre vSetky j, ze E[S|X]] je rovné

E

(Z E[T|X,] - (n - 1>ET) \Xj] = S E[E[TIX][X,] ~ E[(n - DET|X,).
i=1 i=1

Dosadenim (2.7) a uvedomenim si, ze (n — 1)ET je konsStanta, dostdvame pre
vSetky j rovnosti

E[S]X,] = (n - VET + E[E[T|X,)|X,] - (n— DET = E[T|X,l,  (28)

pricom vyuzivame, ze E[T|X;] je 0(X;)-meratelna. Takze pre Statistiky z pries-
toru S, statistiky tvaru (2.5)), mame pre kazdé j € {1,...,n}

E[(T - 5) g(X;)] = E[E[(T — 5) 1X;] 9(X;)] = E[0g(X;)] = 0.

Prvé rovnost plynie z bodu (i) Vety a 0(X;)-meratelnosti funkcie g(X;) a druha
rovnost vyplyva z (2.8). Tymto sme dokézali (2.1), a sice pre kazda Statistiku

S € 8 tvaru ([2.3) je E[(T — $)S] = 0.
0
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3. Momenty a asymptoticka
normalita testovej Statistiky

Kapitola sa venuje odvodeniu asymptotickej normality Statistiky Wy uve-

denej pri formulécii v prvej kapitole (v ¢asti|l1.4)) tejto prace a odvodeniu testu.
Pre skratenie ju budeme v tejto kapitole oznacovat len W*.

Pripomenme, Ze uvazujeme nezavislé ndhodné vybery Xy,..., X, a Yy,.... Y,
so spojitymi distribuénymi funkciami Fx a Fy. Statistika W* dava nestranny
odhad parametru § = P(X < Y). Najprv odvodime pomocou Vety [6] projekciu
statistiky W* — 6 na priestor Statistik tvaru

m

39X+ D). (3.1)

Jj=1

Podobne ako v I. formulacii Wilcoxonovho testu uvazujme zdruzeny nahodny
vyber Z = (Z1,...,Zpim) = (X1, ..., X0, Y1, ..., Y0), kde vSetky zlozky st nezé-
vislé. Potom podla Vety @ je projekcia nahodnej veliciny W* na priestor ndhod-
nych veli¢in tvaru rovna

n+m
W =Y E[W*|Z] — (n+m— 1EW".
k=1

Vyuzijeme W* ako nestranny odhad 6 a rozdelenie stim, ¢im dostaneme rovnost

W =Y E[W*|X;] —nf+ > E[W*|Y;] —mb + 6.

i=1 j=1

Celkovo dostédvame projekciu Statistiky W* — 6 na priestor tvaru (3.1)) ako Sta-
tistiku
W= EW"—0|X;]+ > E[W" —0]y]]. (3.2)
i=1 j=1
KedZe nas buda zaujimaf dalej momenty tejto Statistiky a taktiez budeme
chciet odvodif asymptotickt normalitu, chceme zjednodusit tvar tejto projekcie
a vyjadrit ho pomocou distribuénych funkcii. Toto zjednoduSenie je v obsahu
nasledujucej vety.

Veta 7. Projekciu Statistiky W*—0 na priestor Statistik tvaru mozeme pisat
v tvare

W = lzgo(i) +%Zh(yj), (3.3)

11



Dokaz. Vychadzat budeme zo vzfahu (3.2]), ktory sme odvodili pred znenim
vety. Pocitajme podmienenti strednti hodnotu, ktora sa tam objavuje. Pre kazdé
k=1,...n plati

Ell(z <Y;)] =1— Fy, k k=1
E[I(X; <)) X, = a] = {0 SIS 1= Fe), ek =0 g )
0, ak k # 1.
Dostaneme to vdaka nezavislosti X1, ...,X,, a faktu, Ze strednd hodnota indika-
toru je rovna pravdepodobnosti. Zo vztahu (3.4 dalej dostaneme
* 1<
Mw—m&:ﬂzagﬁmxgmﬂxzﬂ—%:
1 -1 1—F -0 1
n n n n
Prva rovnost vyplyva z toho, Ze Y7, . ..,Y,, st nezavislé a rovnako rozdelené a z li-

nearity podmienenej stredej hodnoty, druhd rovnost dosadenim vztahu (3.4)) a dal-
Sie dve st len tpravy. Analogicky sa odvodi vztah

IWW—ﬂ%=m=%MW

Rovnost zo znenia vety potom uz dostdvame len dosadenim do rovnosti (3.2)).
OJ

Ziskali sme teda projekciu §tatistiky W* —6 s nulovou strednou hodnotou. Da-
lej budeme chciet pouzit Vetu[d a odvodif asymptotickti normalitu. Zaoberame sa
strednou hodnotou sumy umocnenej na druht, preto si najprv uvedomime, ze
plati

(Zf (”””) =2 Pla) ) D fw)ila). (35)

i=1 j=1j#i

Pocitajme najprv rozptyl U-statistiky W* so strednou hodnotou €, mame

Vdaka vzfahu (3.5) a linearite strednej hodnoty sa rovné vyrazu

1 n m n m m
O D) BLIED ) B DI

i=1 j=1 i=1 j=1 1=1,l#]
n n m n n m m
IDIDIDITES D VDD 5)
i=1 k=1k#i j=1 i=1 k=1k#i j=1 I=1,#j
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kde pre jednotlivé Cleny plati

oo = E|(I(X: < Y;) = 6)° | =var (10X, <)) ).

do1 = E[(I(X: < ;) - 0) (IX: < ¥i) — 0) | = cov (I(X; < %)) I(X; < ¥9)),
S10 = E:(]I(Xi <Y) - 0) (I(X: <)) 9)} = cov <H(X <Y)); I(X; < Y)),
511 =E :(]I(Xi <Y;)—0) (I(Xx < Vi) — 9)} — cov (]I(Xi <Y)); I(X; < Yi)).

Dalej vyuZijeme nezavislost a dostaneme rovnost

1 m n n\ /m
var W* = Yy (nm&w + 2%(2)50’1 + 2m (2>51’0 + 4<2) (2)51’1> . (36)

Na pocitanie vyssie uvedenych kovariancii vyuzijeme podmienovanie a vlastnosti
podmienenej strednej hodnoty. Dostavame tak rovnosti

var ((]I(XZ- < Yj)> —P(X;<Y))—62=0— ¢

cov (I(X; < Y3); I(X; £ Y0)) = E[L(X; < ) I(X; < ))| = 6% =

—E|E[1(X; < min(Y;, 1) | Xi] | - 62 = E[1 - Be(X)))" - 6%

cov (1(X: < ¥7); (X < V7)) = E[1(X; < V) 1(X, < ¥)] - 6* =

= E [E[I(max(X,.X,) < Y)) |V}]| - 6 =E[Fx(¥))]" - ¢,

cov (]I(X,- <Y): I(X, < Yl)> — P(XZ» <Y, X, < Yl> P =0 =0.
Nésledne vyuzijeme nezavislost a uréime aj rozptyl projekcie
~ 1 - 1 - 1 1
var W = ﬁ var ; g(Xl) + ﬁ var ; h(}/;) = E 50’1 -+ E (5170. (37)

Ide o odvodenie dvojvyberovych testov, takze budeme brat do ivahy asymp-
totick normalitu za predpokladu

n—>oo,m—>oo,)\n:£—>)\6(0;oo). (3.8)
m
Pre podiel rozptylov testovej Statistiky W* a jej projekcie teda mame

i (001 + o)
var W= 1 (%5070 + %450,1 + %_151,0 + W(SM)

n

Kedze 011 = 0 a doo/m — 0, tak cely zlomok konverguje k jednej, preto podla
Vety [4 a Cramérovej-Sluckého vety je asymptotické rozdelenie testovej Statistiky
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a jej projekcie rovnaké. Relativne zloZity vyraz pre rozptyl Statistiky W* teda
mozeme nahradit rozptylom W a dostaneme konvergenciu v distribucii k rovnakej
veli¢ine. Z toho dévodu dostavame konvergenciu v distribucii

Wwoe T (wr—0) S N(0;1). (3.9)

\/ 2001 + =010 m 0o, + 1010

Z posledného vztahu budeme vychédzat pri odvodeni testu hypotézy o rov-
nosti distribu¢nych funkcii Hy : 6x = 0, ktorda bola uvedena v prvej kapitole
préce (v ¢asti[l.2)). Za platnosti Hy je teda parameter § = 1/2 a taktiez mozeme
vypocitat koeficienty kovariancii. Plati

1
1 1

So1 = E[1—FY(X1)}2—92 = 1—29+/ FZ(x)fx(z)dx —0* = / tdt— - = —.
’ R 0 4 12

Rovnost distribuénych funkcii je dolezita na vypocet integralu a podobnym vy-

poctom zistime, ze 019 = 1/12. V tomto pripade po tprave Statistiky zo vztahu

(3.9) odvodime test na hladine « tak, Ze budeme zamietat hypotézu v pripade, ak

1

12
mn W™ — —‘ 2 Ulfa/g, (310)

m-+n 2

kde u;_o/2 je kvantil normovaného normalneho rozdelenia. Dalej budeme tento
test oznacovat ako klasicky Wilcoxonov test alebo skratene klasicky test.

Tvrdenie 8. Za predpokladu (@ podiel zamietnuti hypotézy Hy pri pouziti
klasickeho Wilcoxonovho testu v pripade, Ze 6 = %, konvergugje k cislu

1 1+A
211-9 _ _
( (Ul a/2 \/12 5071+)\6170>>7

kde wi_q )2 je kvantil a ® je distribucnd funkcia normovaného normdlneho rozde-
lenia.

Dokaz. Podiel zamietnuti testu pomocou nejakej testovej Statistiky sa rovna
pravdepodobnosti, Ze testova Statistika padne do kritického oboru testu. V nasom
pripade preto chceme urcit, k ¢omu konverguje postupnost

12mn 1
P W* — = > uj_, .
( m—+n 2"“1 /2>

Po tprave, ktora zahina prenasobenie oboch stran nerovnosti, dostaneme, ze sa
to rovna nasledovnej pravdepodobnosti

(s,

1 Amn
W* - 5) Z ulfa/2 Bm:n> 3 (31]‘)

A = mn " B, — /12mn'
’ m5071+n5170 ’ m—I—n
14
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Podla (3.9)) za platnosti H, $tatistika na lavej strane v nerovnosti z ((3.11]) konver-
guje k normovanému norméalnemu rozdeleniu, preto vdaka spojitosti distribuc¢ne;j
funkcie normovaného normélneho rozdelenia ® tato pravdepodobnost pri ({3.8])

konverguje k
A
211—9 ul—a/? lim o .
B

Na dokonéenie dékazu staéi uré¢it

Apn |1 1+7 AR
By \[12 601 + 2619 12 81 + Ao

O

Zo vztahu sa da taktiez odvodit test hypotézy Hj : @ = 1/2, ktora bola
uvedend v II. formulacii z prvej kapitoly préace (v Casti . Hlavnou myslienkou
je v odhade asymptotického rozptylu testovej Statistiky pouzit vlastnosti empi-
rickej distribucnej funkcie na odhad parametrov dy; a d19. UkdZeme, Ze Statistika

W, ., = 2 (3.12)

konverguje k normovanému normalnemu rozdeleniu, pricom odhady jednotlivych
parametrov su

2
. 1 n R 1 < .
50,1 E— (Fm(Xz) . Fm(Xk)> ) (313)
=1 n k=1
1 « 1 & ’
o= — 3" (1 SR -3 1= Fn(Yk)]> L (314)
j=1 k=1
kde
. 1 <&
m(Xi) = —> I(Y; < X)),
j=1
. 1 <&
Fu(Yy) = = > I(X: <))
=1

st empirické distribu¢né funkcie jednotlivych vyberov. Najdolezitejsim poznat-
kom pri dokaze tejto konvergencie je fakt, ze empiricka distribu¢na funkcia rovno-
merne konverguje v pravdepodobnosti k distribuc¢nej funkcii ndhodného vyberu,
t.j.

sup | En(t) — Fy(t)’ o (3.15)
teR m—0o0

Pomocou tohto chceme teda ukdzat, ze 5071 do,1. Vztah (3.13) upravime
(3.8)

n

o = = S [Ea(x0] - [%Zﬁzn(xk)] . (316)

=1
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Zaoberajme sa najprv druhym sé¢itancom z (3.16)). Plati

—ZF (Xp) = Z [Fm(Xk) Fy (X3 } ZFY (Xp). (3.17)

k 1

Prvy ¢len na pravej strane rovnosti mozeme odhadnif

% 3 [Fm(Xk) ~ Fy(Xk)} < sup |F(t) — Fy(t)

takze konverguje podla (3.15) k nule a druhy ¢len na pravej strane rovnosti (3.17)
je priemer nezavislych rovnako rozdelenych ndhodnych velié¢in, preto podla zéakona
velkych ¢isel konverguje k EFy (X;). Celkom teda

—ZF (X3) EFY(Xl) (3.18)

Dalej sledujme prvy s¢itanec na pravej strane rovnosti (3.16) a upravme ho

n n

: Z[Fm(Xi)r: : Z[Fm(xi)—FY(Xi)]QJr

n-1lim n—1
+ Z (R (30 (B0~ Fr(30)] + Z F(X)P . (3.19)

1= 1=

Najprv odhadneme prvy clen na pravej strane predchadzajtcej rovnosti

Zn: |:Fm(XZ) - Fy(Xi)r < sup F — Fy(t ‘ Z ‘F Fy(X;)].

=1

VyuZijeme, Ze suprémum konverguje k nule podla a suma na pravej strane
nerovnosti po predeleni vyrazom (n — 1) konverguje taktiez k nule, ako sme doka-
zovali v rovnosti (3.17). Preto je ohranicena v pravdepodobnosti a sucin celkovo
konverguje k nule. Pozrime sa na druhy sc¢itanec z pravej strany rovnosti
a odhadnime ho

2i | (X0) (B(X) = (X)) | < 2sup| Eunlt) - Frt ‘ZFY

teR

Podobne ako v predchadzajicom vyuzijeme konvergenciu supréma k nule z ((3.15|)
a to, Ze suma po predeleni vyrazom (n — 1) je znovu konvergentnd v pravdepo-
dobnosti podla . Je teda aj ohrani¢end a sacin bude preto konvergovat
v pravdepodobnosti k nule. Ostava uz len posledny sc¢itanec v rovnosti ,
na ktory pouzijeme zékon velkych ¢isel a dostaneme konecne konvergenciu

ni 1 Z [Fm(Xz)r E[Fy (X)) (3.20)

=1

Nakoniec teda vdaka tvrdeniam (3.18)) a (3.20)) a vdaka rovnosti (3.16|) dostavame

501 "L B[Ry (X0)]* = [EFRy (X0)]? = var [Fy(X1)] = 6o,
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Pri dokaze konvergencie odhadu 51’0 by sme postupovali analogicky, vSade by sme
miesto Fy (.) mohli pisat 1 — Fix(.) a n nahradit m. Asymptotickd normalita Sta-
tistiky z potom plynie z Cramérovej-Sluckého vety a spominaného vztahu
B9).

Test hypotézy Hj : 0 = % proti alternative H : 6 # % pri predpoklade neza-
vislosti oboch ndhodnych vyberov a spojitosti distribu¢nych funkcii na hladine o
mozeme preto odvodit zo vztahu tak, ze hypotézu zamietneme v pripade,
ak |an| > Uj_q 2. Tento test budeme v dalSej Casti prace nazyvat modifikovany
Wilcoxonov test alebo skratene modifikovany test.
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4. Porovnanie klasického a
modifikovaného Wilcoxonovho
testu pomocou simulacii

V zaverecnej kapitole prace sa poktsime pomocou simulécii ukézat, aky dopad
ma porusenie predpokladu modelu posunu na klasicky Wilcoxonov test .
Porovname to s modifikovanym Wilcoxonovym testom, ktory predpoklada len
spojitost, preto by mal dodrzovat asymptoticki hladinu mimo model posunutia.

4.1 Porovnanie pri ¢ = %
Najprv zvolime vybery Xi,...,X, a Y, ....Y,, z rozdeleni so spojitymi distri-

bucnymi funkciami F'x a Fy tak, aby parameter § = P(X <Y) = % a vyberieme
rozne tvary hustot. Sktsime rozdielne ako aj rovnaké rozsahy vyberov, nasimulu-
jeme desaftisickrat oba testy a porovname, v kolkych pripadoch bola zamietnuté
hypotéza. V pripadoch, kde nebude splneny predpoklad modelu posunutia bude
mat klasicky test roznu silu, ktora stuvisi s Tvrdenim [§ a modifikovany test by
mal dodrzovat asymptotick( hladinu.

V dalSej ¢asti prindSame prehlad, kde vzdy uvedieme, aké rozdelenia sme zvo-
lili, struény komentar a nasledne tabulku s tdajmi, kolkokrat bola zamietnuté
hypotéza pri réznej volbe rozsahov vyberov n a m.

¢ NORMALNE A ROVNOMERNE ROZDELENIE

X mé normované norméalne A (0,1) rozdelenie a ¥ méa rovnomerné rozde-
lenie na intervale (—1;1). Jasne sa ukazalo (vid Tabulka[4.1), Ze v pripade
nerovnakého rozsahu oboch vyberov zamietal klasicky test viac ako 5%,
ak sme mali menej déat z rozdelenia N'(0,1) a naopak sme zaznamenali me-
nej zamietnuti, konkrétne priblizne 2,7 % pripadov, ak bola medzi rozsahmi
obratend nerovnost. TaktieZ si moéZeme vSimnut, Ze empirickd hladina modi-
fikovaného testu zavisela na celkovom stcte rozsahu oboch vyberov, pretoze
test zamietol viac ako 6 %, ak bol stcet rozsahov len 40.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti (%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 8,92 7,71
30 10 2,74 6,24
30 90 8,40 5,65
90 30 2,75 5,68
50 50 5,51 5,39

Tabulka 4.1: Porovnanie pre vybery z rozdeleni N'(0,1) a R(—1;1).
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¢ TROJUHOLNIKOVE A ROVNOMERNE ROZDELENIE
X ma tzv. trojuholnikové rozdelenie na intervale (0;2), ktoré vznikne ako
stcet dvoch R(0;1) rozdeleni, ozna¢me ho Troj(0;2) a Y ma rovnomerné
rozdelenie na intervale (0;2). KedZze trojuholnikové rozdelenie nie je ¢asto
pouzivané, uvedieme aj jeho hustotu

x, ak = € (0;1),
fx(x)=¢2—z, akzxe(1;2),
0, ak = & (0;2).

.....

.....

nomerného rozdelenia. V tomto pripade je zaujimavé porovnat tuto silu
klasického testu so znenim Tvrdenia , pretoze vieme presne urcit dp; = ﬁ
adg = % Preto v pripade, ked mame trikrat menej dat z trojuholni-
kového rozdelenia (teda predpokladdme A = %), podiel zamietnuti klasic-
kym testom by mal konvergvat k 2,60%, ¢o je porovnatelné zo simulaciami.
V pripade A = 3 by sme sa mali limitne dostat na hladinu 8,86 %, k ¢omu
sme sa v pripade vysSich rozsahov priblizili. Pri rovnosti vyberov by sme
mali konvergovat k 5,58 %, ¢o sa zhoduje so simuléciami. Modifikovany test
sa spraval podobne ako v predchadzajicej simulacii a empirickd hladina

.....

rozptylom.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 2,48 5,80
30 10 9,64 8,17
30 90 2,48 5,41
90 30 8,44 5.50
50 50 5,60 5,30

Tabulka 4.2: Porovnanie pre vybery z rozdeleni Troj(0;2) a R(0;2).

e DVE ROVNOMERNE ROZDELENIA

X a Y maji rovnomerné rozdelenie na intervale (0;1). V tomto pripade
st splnené hypotézy u oboch testov, takze bude zaujimavé porovnat ako
sa spravaju ich asymptotické hladiny. Klasicky test dodrzoval hladinu a po-
diel zamietnuti nikdy neprekro¢il hladinu 5 % (vid Tabulka . Pri pouziti
modifikovaného testu pri malom rozsahu dat bol podiel zamietnuti priblizne
sledky simuldcii mozeme pripisat tomu, Ze pri modifikovanom teste asymp-
toticky rozptyl testovej statistiky len odhadujeme a v klasickom pripade
je jeho predpokladand hodnota spravna, pretoze data pochadzaju z rovna-
kych rozdeleni.
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Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test

X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%]
10 30 4,67 7.30
30 10 4,99 7,11
30 90 4,77 5,48
90 30 4,55 92,30
50 50 4,65 5,15

Tabulka 4.3: Porovnanie pre vybery z rozdeleni R(0;1) a R(0;1).

¢ DVE NORMALNE ROZDELENIA
X mé normované normalne N (0,1) rozdelenie a ¥ mé normélne rozdelenie
s rozptylom 4. Tentokrat bol pocet zamietnuti klasickym testom mensi,
1,9% resp. 1,7% (vid Tabulka , pri mensom pocte dat z normovaného
normélneho rozdelenia a vyrazne, az v 14 % pripadov, klasicky test zamietal,
ak sme mali naopak prevahu dat z rozdelenia N'(0,1). Modifikovany test sa
spraval podobne, ako v predchadzajucom pripade a za zmienku eSte stoji,
Ze ani v pripade rovnosti rozsahu vyberov sa relativny pocet zamietnuti
pomocou klasického testu nepriblizil k 5 % na rozdiel od ostatnych simulécii,
¢o zrejme suvisi s Trdenim [§| a bude sposobené tym, Ze medzi parametrami

.....

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 1,90 5,62
30 10 14,87 8,85
30 90 1,70 9,15
90 30 14,21 5,78
50 50 7.82 5,46

Tabulka 4.4: Porovnanie pre vybery z rozdeleni A(0,1) a N/(0,16).

¢ NORMALNE A STUDENTOVO ROZDELENIE

X mé normované normdalne A (0,1) rozdelenie a Y m4 ¢; rozdelenie s 1 stu-
piiom volnosti. Podobne ako v druhom porovnévani klasicky test zamietal
menej pri mensom pocte pozorovani z N(0,1) rozdelenia a naopak (vid
Tabulka . Ak sme mali 90 nasimulovanych dat z normovaného normal-
neho rozdelenia a 30 z t; rozdelenia s jednym stupiiom volnosti, klasicky
test zamietol presne 879 z 10-tis. pripadov. Empiricka hladina modifikova-
ného testu sa znovu odvijala od stctu oboch rozsahov a s vyssim c¢islom
sa zlepsovala.
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Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test

X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%]
10 30 2,97 6,47
30 10 9,05 7,93
30 90 2,53 0,01
90 30 8,79 6,04
50 50 5,57 5,47

Tabulka 4.5: Porovnanie pre vybery z rozdeleni A(0,1) a ;.

4.2 Porovnanie pri 6§ # 3

Tentokrat nasimulujeme vybery Xi,..., X, a Yy, ...,Y,, z rozdeleni so spoji-
tymi distribuénymi funkciami F'y a Fy tak, aby parameter § = P(X <Y') # %
Zvolime rozne tvary hustot a budeme sledovat, kolkokrat testy hypotézu za-
mietnu, ¢o bude v tomto pripade znamenat silu testu, pretoze hypotézy H, aj
H{ nebudu platif. Znovu uvedieme prehlad rozdeleni so struénym komentarom
a tabulky s tdajmi.

¢ NORMALNE A ROVNOMERNE ROZDELENIE

X mé N (0,1) rozdelenie a Y mé rovnomerné rozdelenie na intervale (—3;2).
Oproti prvému pripadu z predchadzajucej ¢asti sme len posunuli jedno z roz-
deleni doprava a zmenili tak parameter 8, ktorého priblizna hodnota je 0,58.
V simulaciach, kde sme pouzili viac dat z normovaného normalneho rozde-
lenia, modifikovany test zamietol aspon o 8 % viac pripadov (vid Tabulka
. V opac¢nom pripade sice klasicky test daval lepsie vysledky, ale rozdiel
medzi podielom zamietnuti bol len 2 %. Pri rovhakom rozsahu dat sme za-
znamenali takmer rovnaky vysledok a samozrejme pocet zamietnuti vzrastal
so zvysujucim sa rozsahom dat u oboch testov.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 16,71 14,59
30 10 9,53 17,08
30 90 30,89 24,78
90 30 26,76 36,97
50 50 32,10 31,82

Tabulka 4.6: Porovnanie pre vybery z rozdeleni N'(0,1) a R (—3; 2)

¢ TROJUHOLNIKOVE A ROVNOMERNE ROZDELENIE
X mé trojuholnikové rozdelenie Troj(0;2) a Y znovu posunieme oproti si-
mulacidm z predoglej ¢asti, tentokrat o  dolava, a preto mé rovnomerné
rozdelenie na intervale (—i; ;Z) Parameter 6 = % = 0,38. Pri tejto dvojici
zase pozorujeme, ze modifikovany test zamietal az o 10 % viac pripadov, ak
poctom prevazovali data z rozdelenia s vic¢Sou mierou variability, ¢o bolo

tentokrat rovnomerné rozdelenie (vid Tabulka |4.7)). V opa¢nom pripade zase
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klasicky test zamietol o viac ako 7% pripadov viac, ak sme mali 90 pozo-
rovani z trojuholnikoveho rozdelenia a 30 z rovnomerného. Pri rovnakom
rozsahu dat sme napozorovali podobné vysledky u oboch testov.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%]
10 30 18,86 28,75
30 10 25,84 22,72
30 90 53,60 64,48
90 30 53,27 45,89
50 50 57,87 57,51

Tabulka 4.7: Porovnanie pre vybery z rozdeleni Troj(0;2) a R (—1; I).

e DVE ROVNOMERNE ROZDELENIA
X mé rovnomerné R(0; 1) rozdelenie a Y mé rovnomerné rozdelenie posu-
nuté o % doprava, takze tentokrat je splneny predpoklad modelu posunu,
a teda parametre v asymptotickom rozptyle testovej Statistiky vieme urcit
presne, preto bude zaujimavé sledovat, ¢i je sila klasického testu vyssia. Pa-
rameter = 177% = 0,62. Prekvapujico bol v kazdom pripade vyssi pocet
zamietnuti na strane modifikovaného testu (vid Tabulka [4.8)). Dévod méze
byt aj ten, Ze klasicky test v modele posunu dodrzuje viac hladinu, ako
sme sa mohli presved¢it v predoslej ¢asti, a preto ma tendenciu menejkrat

zamietat hypotézu.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 19,87 22,82
30 10 20,39 23,48
30 90 49,69 51,61
90 30 48,91 50,86
50 50 54,14 55,35

Tabulka 4.8: Porovnanie pre vybery z rozdeleni R(0;1) a R (%; g)

e DVE EXPONENCIALNE ROZDELENIA

X m4 exponencidlne rozdelenie Exp(1) a Y mé exponencidlne rozdelenie
so strednou hodnotou 2, Exp(2). Parameter 6 je v tomto pripade rovny
%. Pocet zamietnuti neplatnej hypotézy pomocou oboch testov je porov-
natelny (vid Tabulka . Samozrejme pocet zamietnuti zavisi od suctu
dat nam dovoli castejsSie zamietnif hypotézu, ak neplati. V podiele zamiet-
nuti sa taktiez prejavil vplyv vicsej variability rovnakym sposobom ako v
predoslych troch pripadoch a modifikovany test bol silnejsi aspon o 4 % pri
vacsom pocte dat z rozdelenia s vySsim rozptylom. Pri opac¢nej nerovnosti
ale klasicky test nezaznamelnal vyraznejSiu prevahu v pocte zamietnuti.
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Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test

X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%]
10 30 35,69 43,61
30 10 36,99 37,25
30 90 80,85 84,85
90 30 78,80 76,63
a0 a0 83,44 83,92

Tabulka 4.9: Porovnanie pre vybery z rozdeleni Exp(1) a Exp(2)

¢ EXPONENCIALNE A ROVNOMERNE ROZDELENIE

X ma rozdelenie Exp(1) a Y ma rovnomerné rozdelenie na intervale (0;2).
Parameter 6 = % (1 + e%) = 0,567. Tentokrat je parameter, ktory sleduje
modifikovany test najblizSie polovici, takze preto mame ovela menej zamiet-
nuti ako v ostatnych pripadoch (vid Tabulka a celkom vyrazne znovu
vidime, ze modifikovany test zamieta viac ako klasicky, ak pouzijeme viac
dat z rozdelenia s vacsou mierou variability . Tato simulacia potvrdzuje po-
dobne ako vsetky simulécie z predchadzajtcej casti to, ze klasicky test neni
testom strednej hodnoty, ako sa niekde v literatiire Wilcoxonov test ozna-
cuje, pretoze stredné hodnoty vyberov sa rovnaja a vidime, ze aj klasicky
test zamieta hypotézu castejsie ako v 5 % pripadov.

Rozsah Rozsah Klasicky test Modifikovany test
X Y podiel zamietnuti [%] podiel zamietnuti [%)]
10 30 12,61 12,66
30 10 8,47 13,11
30 90 21,86 19,03
90 30 18,61 23,41
50 50 21,96 21,58

Tabulka 4.10: Porovnanie pre vybery z rozdeleni Exp(1) a R(0;2)

4.3 Zhrnutie vysledkov

Pomocou simulécii sa podarilo jasne ukézat, ze klasicky Wilcoxonov test za-
visi dost vyrazne na tom, ¢i data pochadzaji z modelu posunutia. Ak to neplati,
tak tento test predovsetkym pri mensom pocte ziskanych dat a rozdiele ich roz-
sahu zamietal platni hypotézu vyrazne menej alebo viac ako v 5% pripadov,
¢o je bezna hladina pri testovani.

Na pocet zamietnuti pomocou klasického testu mali dost vyrazny vplyv pa-
rametre dp; a 010, €o suvisi s Tvrdenim [§| Taktiez pri porovnavani sily oboch
testov hrala vyrazna tlohu miera variability u jednotlivych rozdeleni. V kazdom
pripade totiz modifikovany test zamietol viackrat hypotézu, ak sme mali viac
pozorovani z vyberu s vicSou variabilitou. Aj preto pri pouziti modifikovaného
Wilcoxonového testu v pripade, ked neméame pristup k velkému poctu déat a pozo-
rujeme vysoky rozdiel v rozpiti oboch vyberov, musime dévat pozor na vysledok,
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ktory dosiahneme pomocou testu. V takomto pripade mdéZze mat modifikovany
test zvySenu tendenciu zamietat a hladina testu je vi¢Sinou vysSia ako si zvolime.

Dalej sa ukazalo, ze klasicky test v pripade modelu posunu dodrzuje hladinu
ovela lep$ie ako modifikovany test uz aj pri malom rozsahu vyberov, pretoze mo-
difikovany test doplaca na to, Ze parametre dp; a 1 musime odhadovat z dat.
Trosku prekvapujice bolo, Ze neplatnii hypotézu klasicky test ale nezamietal Cas-
tejsie, ¢o moze byt sposobené prave faktom, Ze modifikovany test nie je vobec
konzervativny a pri malych rozsahoch zamietal ¢asto vyraznejsi pocet platnych
hypotéz.

Simulécie samozrejme ukazuju aj to, ze Wilcoxonov test neporovnava stredné
hodnoty alebo mediany vyberov, o ¢om sme sa presvedcili aj pri jeho odvodzovani,
ale na tato skuto¢nost sa ¢astokrat zabuda, preto ju chceme zddraznit.
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Z.aver

Tato bakalarska praca sa zaoberala dvojvyberovym Wilcoxonovym Statistic-
kym testom, odvodenim jeho klasickej, pouzivanej, verzie v takzvanom modele
posunutia. V mnohych pripadoch méZzeme z nameranych dat zistit, Ze tento model
splneny nie je alebo len z povahy tlohy jasne vyplyva jeho porusenie, napriklad
pri porovnavani percentualneho vyskytu choroby u oboch pohlavi. Preto sa praca
venovala modifikacii klasickej verzie a odvodeniu testu len pri predpoklade spo-
jitosti distribu¢nych funkcii. Taktiez pri tomto procese ukazala, aky parameter
nadhodnych vyberov takto modifikovany Wilcoxonov test sleduje.

Po formuléacii hypotézy a alternativy sa praca zaoberala odvodenim asymp-
totickej normality a uréenim kritického oboru, pri ¢om bolo potrebné vyuzit po-
znatky o prejekcidch ndhodnych velic¢in cerpané z knihy Asymptotic Statistics,
ktorej autorom je A. W. van der Vaart. Niektoré ddkazy boli v praci podrob-
nejsie rozpracované oproti publikacii, z ktorej praca cerpala. Hlavnym prinosom
teoretickej casti bola vsak nasledna aplikacia tychto poznatkov na odvodenie mo-
mentov testovych statistik, ako aj asymptotickej normality, z ktorej sa odvodili
asymptotické verzie Wilcoxonovho testu.

Nakoniec praca pomocou simulécii sledovala, ako sa oba testy spravaju, zaobe-
rala sa ich hladinou a silou pre rozdelenia so spojitymi distribu¢nymi funkciami.
Pre klasicky test st zndme korekcie na spojitost, ktoré sa pouzivaji v softvéroch,
pretoze v datach vznikaju kvoli zaokrithlovaniu zhody. Prave to by mohlo byt
nametom pre dalsie stadium takejto tpravy pri modifikovanom teste. Taktiez by
bolo mozné sledovat, aky rozsah vyberov je potrebny k uspokojivému pribliZe-
niu sa hladine testu. Ukazalo sa totiz, Ze pri mensSich rozsahoch modifikovany
test niekedy zamietol vyssi pocet platnych hypotéz, kedze hladinu dodrziava len
asymptoticky.
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