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ANOTACE

Prace postupné zavadi axiomaticky a konstruktivné prirozena cisla, celd cisla,
racionalni ¢isla a realna cisla. Porovnava tato dvé zavedeni jak na mnozin, tak
na operaci na nich. Zabyva se vSemi dtlezitymi vlastnostmi téchto mnozin —
operacemi na nich, jejich usporadanim a jejich velikosti. Ve druhé kapitole se
zabyva rozsifenou osou realnych ¢isel, kterou zavadi vypisem vysledkti operaci s
nekonec¢mi, poté zkouma platnost axiomi realnych cisel na jejich rozsireni a poté
hleda axiomy, které plati na rozsifené ose realnych cisel.

KLICOVA SLOVA
prirozena cisla, realné cisla, rozsifena realna osa, zavedeni ¢iselnych oborti, axio-
my, konstrukce

ANOTATION

This text defines through axioms and formal construction natural numbers, in-
tegers, rational numbers and real numbers. These approaches to defining are
compared. Both approaches are used to define sets and operations on these sets.
Various properties of these sets are inquired upon — their operations, ordering and
size. The second chapter deals with extended real number line, which is presented
through explicit determination of operations with infinities, then searches for a
set of axioms which would define this structure.

KEYWORDS
natural numbers, real numbers, extended real numbers, defining fields, axioms,
construction
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Uvod

V soucasné matematické literature prevlada axiomatické zavedeni realnych cisel.
Nepodarilo se mi vSak nalézt literaturu, kde by byla rozsifenéa osa realnych ¢isel
definovana jinak nezli vypisem operaci s nekonecny, tedy konstruktivné. Tuto
praci jsem se rozhodl napsat, abych mohl 1épe porozumét tomu, jak je mozné
rozsifenou osu realnych c¢isel definovat a abych se pokusil nalézt axiomy, kterymi
by mohla byt definovana.

V prvni kapitole bude ¢tenar seznamen s postupnou konstrukei nejprve priro-
zenych, poté celych, racionalnich a realnych cisel.

Nejprve zkonstruujeme piirozena ¢isla mnozinovym modelem a poté si pred-
stavime Peanovy axiomy a ukazeme, ze mnozinovy model odpovida témto axio-
mum. Dale zavedeme relace rovnosti a usporadani a operace sc¢itani a nasobeni.
Ukéazeme, ze prirozena ¢isla jsou tplné usporadana a také dobte usporadana.

Prirozena cisla nasledné rozsifime na cisla cela a spolu s tim také rozsitfime
operaci s¢itani o opacné prvky a zavedeme operaci od¢itani. Predvedeme, zZe cela
¢isla jsou také tiplné usporadana, ale jiz nejsou dobie usporadana. Kratce také
zminime historii objevovani celych c¢isel.

Zavedeme racionalni ¢isla a rozsifime operaci nasobeni o inverzni prvky a za-
vedeme operaci déleni. Objasnime, jak se provadi algebraické operace na zlomcich
a ukazeme, ze i racionalni ¢isla jsou tplné usporadana.

Vysvétlime, co jsou to algebraické struktury a jakou strukturou jsou pfiro-
zend, celd a racionalni ¢isla. Struktury, které zde uvedeme jsou grupa, téleso a
usporadané téleso, jehoz usporadani budeme definovat jinak nez u prirozenych
¢isel, abychom si ulehcili pozdéji praci.

Vytvorime takovy aparat, abychom byli schopni sestrojit readlna cisla. Ptred-
vedeme motivacni tlohu, na které ukazeme, pro¢ nam nestaci ¢isla racionalni a
poté sestrojime realna c¢isla konstruktivné pomoci cauchyovskych posloupnosti a
také je zavedeme axiomaticky.

Ve druhé kapitole se jiz zabyvame rozsirenymi realnymi ¢isly. Nejprve utvorime
tabulky pro s¢itani a pro nasobeni, ukazeme si, ze jsou ekvivalentné zavedena i
v literatufe a poté se pokusime najit predpisy, které by rozsifena realna cisla
definovala. Na zavér se zamyslime nad tim, jakou algebraickou strukturu tvori.



1. Zavedeni realnych cisel

Predtim, nez se za¢neme zabyvat nekonecny a rozsifenou osou realnych cisel,
musime zavést ¢isla realna. Realna cisla jsou nastavbou cisel racionalnich, ktera
vychazi z ¢isel celych a ta z ¢isel prirozenych. Nestaci zavést pouze mnoziny cisel,
ale musime také definovat jednotlivé vztahy a operace mezi prvky téchto mnozin.

Pii zavadéni mnozin a operaci se musime zamyslet nad tim, jakym zptiso-
bem je chceme zavést. V moderni matematice prevlada zavedeni axiomatické, ale
historicky pfedchézelo konstruktivoni.

Konstruktivni zavedeni je vybudovani modelu. Tento model konstruujeme tak,
ze zavedeme, co jsou zakladni kameny a co je operace, kterou z téchto zaklad-
nich kamenti dany model vybudujeme. Tato operace musi byt proveditelnd na
fecenych zakladnich kamenech. Timto popiSseme algoritmus, ktery ma pocatecni
bod (zakladni kameny) a jednotlivé kroky (pfifazena operace) a tim jsme schopni
zkonstruovat cely model.

U axiomatického zavedeni fekneme, Ze vSechno, co spliiuje dané podminky —
axiomy — nazyvame danou strukturou. Hlavni vyhodou axiomatického zavedeni
je, ze nam udava vsechny podminky, které mtzeme pouzivat pii dokazovani nebo
zavadéni novych tvrzeni na dané struktufe. Ve zkonstruovaném modelu mtize
nastat situace, kdy model spliiuje néco, co nespliuje obecné kazdy model, ktery
spliiuje axiomy, coz muize vést k jmé na obecnosti.

Rozdil téchto dvou pristupti spoc¢iva tedy v tom, ze pti konstrukci vychazime z
pocatecni znalosti a na ni stavime néjaky ur¢ity model. U axiomatického zadéani
fekneme, co musi model spliiovat a potom kazdy model, ktery nase podminky
spliiuje, je danou strukturou. Pti konstrukcei je nasim vysledkem jeden jasny mo-
del, coz je dilezité naptiklad pti uchopovani novych konceptii, protoze si tento
model mizeme néjak predstavit a tim snaze pochopit, jak funguje, zatimco pti
axiomatickém zavedeni zname pouze podminky, které jsou splnény.

V tomto textu budeme provadét zavedeni obéma zptlisoby, abychom jasné
demonstrovali rozdil mezi témito pristupy a zaroven rozsitili vhled ¢tenare do
této problematiky. Konstruktivni zavedeni budeme vzdy provadét formalné.

Dalsi dulezity pristup, ktery je zde potieba zminit, je intuicionismus. Tento
smér neuznava axiomatické zavedeni, pouze konstruktivni. Pokud neméame jasnou
konstrukci, nemtizeme prohlésit, ze dana struktura existuje. Intuicionisté neuzna-
vaji forméalni zavedeni. Zakladatelem tohoto sméru je L. E. J. Brouwer. Némecky
matematik L. Kronecker kdysi prohlasil ,Buh stvoril prirozend cisla, vSechno
ostatni je lidské dilo.” (Bell, 1986, str. 477). Timto fekl, Ze lidé maji vrozenou
predstavu o tom, co to jsou prirozena cisla a jsou tedy schopni z této predstavy
intuicionismu, ale jeho tvrzeni je zdkladem tohoto sméru. Bez jakjchkoli diikazi
se berou prirozena ¢isla jako zfejméa a vyvozuji se z nich dalsi zavéry.

Pokud neni feceno jinak, jsou axiomatické definice v této kapitole prevzaty z
ucebnice Zaklady algebry od Vladimira Kofinka vydané v roce 1956.



1.1 Prirozena c¢isla

Prirozena ¢isla jsou velice intuitivni a a¢ jen malokdo zna formalni definici, témér
kazdy s nimi umi pracovat: sc¢itat, od¢itat, nasobit, délit. V algebte a teorii mno-
zin jsou vétsinou definovana s nulou, 0,1, 2, 3, ..., v matematické analyze bez nuly
1,2,3,4,.... V algebfe se zatazuje nula do pfirozenych ¢isel proto, ze potom pii-
rozend Cisla obsahuji neutralni prvek k operaci s¢itani. Historicky prirozend ¢isla
nulu neobsahovala, protoze nebyla potieba kvantifikovat nepfitomnost daného
prvku.

V této praci budeme pouzivat prvni verzi, s nulou. Pfirozena cisla nebyla
dlouhou dobu Fadné definovana. Az roku 1889 vydal Guiseppe Peano knihu Ari-
thmetices principia: nova methodo exposita, kde zadefinoval takzvanou Peanovu
aritmetiku (Kennedy, 1980). Axiomy, kterymi se definuji pfirozend ¢isla, jsou od-
vozena z axioml pro Peanovu aritmetiku a proto se jim fikd4 Peanovy axiomy.

To, Ze nebyla prirozena c¢isla jasné definovana az do roku 1889 poukazuje na
to, Ze prirozena ¢isla jsou pro lidi skutecné prirozenéd a proto nemaji potiebu je
nikterak kvantifikovat.

Ptirozena cisla se znaci N, nyni je zavedeme konstruktivné, poté axiomaticky
a porovname, zda vytvorenad mnozina spliluje axiomy.

1.1.1 Konstrukce

Konstrukce, kterou zde provedeme je formalni, zaloZena na aparatu teorie mno-
zin. Samoziejmeé se nejedna o jedinou moznou konstrukei, tuto konstrukei volime
proto, zZe je nejrozsitenéjsi v literatufe a vhodna také tim, Ze pocet prvki mno-
ziny je roven ¢islu, které této mnoziné prirazujeme, jak uvidime z nasledujiciho
postupu.

K této konstrukci pouzivame levou a pravou mnozinovou zavorku, ¢arku a
prazdnou mnozinu (,,{" ,,}",, ,” ,,0"). Prdzdnd mnozina je zdkladnim kame-
nem a proveditelnd operace je uzavieni vSech predchozich mnozin do zavorek a
vlozeni cCarek.

Definice 1. Rekneme, 7e prazdna mnozina je 0, 0 := ), coz je prvni prvek.
Kazdy dalsi prvek je mnozina obsahujici vSechny pfedchazejici prvky. Mnozina
obsahujici n prvka odpovida ¢islu n (Holmes, 1998).

0:=10

1:= {0}

2:=1{0,{0}}

3:={0,{0},{0.{0}}}
4:={0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0} }}}

Coz tedy mtzeme prepsat do piehlednéjsiho zapisu:

0:=0



1:={0}

2:={0,1}
3:={0,1,2}
4:={0,1,2,3}

Timto postupem jsme schopni ke kazdému cislu sestrojit nasledujici cislo.
Zkonstruovali jsme potencialné nekonecnou posloupnost, jejiz prvky nazveme pfi-
rozenymi ¢isly.

Jesté nez si zavedeme prirozena c¢isla axiomaticky, musime definovat pojem

relace a rovnost, kterych je vyuzivano v Peanovych axiomech.

1.1.2 Relace

Relace je vztah mezi dvéma prvky. Napiiklad mizeme fici, ze Tomas a Marek
jsou kamaradi, je tedy mezi nimi vztah pratelstvi. Toto je ptriklad nematematické
relace. Nas samoziejmé budou zajimat matematické relace.
Relace na mnoziné M je forméalné podmnozinou kartézského souc¢inu M x M.
Tato podmnozina obsahuje vSechny uspotfadané dvojice, které jsou v dané relaci.
To, ze dva prvky a, b jsou v relaci R budeme znacit zapisem aRb, ¢teme prvek
a je v relaci R s prvkem 0. PovSimnéme si, ze zalezi na potradi prvki a, b.

Rovnost

Definice 2. Necht a, b jsou dvé ¢isla, potom mohou nastat dva pripady. Budto
a reprezentuje stejné cislo jako b, nebo reprezentuji ¢isla rizna. Prvni piipad
znacime:

a=1»b

Tomuto vztahu fikdme rovnost. V druhém ptipadé fekneme, Ze a se nerovna
b a znacime tento fakt:

a#b

Rovnost je definovana ¢tyfmi zékladnimi vlastnostmi:
R, Pro kazda dvé cisla a, b plati pravé jeden z téchto vztaht:
a=0b, a#b
R: Reflexivita Pro kazdé cislo a plati:

a=a



R, Symetrie Plati-li a = b pak plati také b = a, tedy:
a=b=b=a
R; Transitivita Plati-li pro tii ¢isla a, b, c rovnosti a = b, b = ¢, pak plati také

rovnost a = ¢, cili:
a=bAb=c=a=c

Axiom tranzitivity R3 nam umoznuje zapsat konjunkci a = bAb = ¢ zkracenym
zapisem a = b = c.

1.1.3 Axiomatické zavedeni

Nyni jiz zavedeme Peanovy axiomy. Na rozdil od konstrukce neni jasné feceno, co
jsou jednotlivé prvky, pouze fikdme, co musi spliiovat. Axiomy, které si ukazeme,
jsou ponékud odlisné od ptvodnich axiomil, které vyslovil Peano, protoze od roku
1889 byly pozménény. Nejvétsi rozdil od ptivodnich axiomi je v prvnim axiomu,
kde zacindme nulou, Peano zac¢inal jednotkou.

Definice 3. Zavedeme mnozinu ptirozenych ¢isel N a zobrazeni , mit naslednika”,
které zobrazuje z N do N a znadi se S(n). Pak kazda mnozina spliujici nasledujici
axiomy je mnozinou ptirozenych ¢isel (Hazewinkel 2002).

1.0eN

2. reN= S(z) eN

3. zeN= S(x)#0

4. 2eNAyeNAS(z)=Sy) =x=y

5 0e M AVzx(z e M = S(z) e M) = NCM

1.1.4 Porovnani konstrukce a axiomu prirozenych ¢cisel

Méame tedy model prirozenych cisel, ktery jsme zkonstruovali pomoci mnozin a
axiomy, které musi mnozina prirozenych cisel spliiovat. Nyni ovéfime, zda model
spliiuje podminky, aby jsme jej mohli skutecné nazyvat prirozenymi cisly.

1. Nula néalezi do N, coz je zkonstruovano prazdnou mnozinou. To, zda prazd-
nou mnozinu povazujeme za soucast prirozenych cisel, je rozdil mezi tim, jak
prirozena ¢isla definujeme v teorii mnozin a v matematické analyze.V tomto
textu povazujeme prazdnou mnozinu (0) za soucast N. V opaéném piipadé
by do N patfila az jednoprvkova mnozina {(} a v Peanovych axiomech by
misto 0 byla 1.

2. Zobrazeni S(z) je v nasem mnozinovém modelu sjednoceni z a {z}, tedy
S(x) =z U{zx}

Tuto operaci mizeme provést s libovolnou mnozinou z naseho modelu a
vzdy vznikne opét mnozina, ktera nalezi do naseho mnozinového modelu.
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3. Sjednocenim dvou mnozin, z nichz alespon jedna je neprazdnd, nam nikdy
nemuze vzniknout prazdnad mnozina a tieti Peaniv axiom tedy také plati
na nasem mnozinovém modelu.

4. Pokud se mnozina x U {z} rovnd mnoziné y U {y}, pak je zjevné, Ze pocet
prvkil z je stejny jako y, musi proto byt stejné z i y. Ctvrty axiom je splnén.

5. Kazd4d mnozina, ktera obsahuje prazdnou mnozinu a vSechny jeji nasled-
niky musi mit prirozend ¢isla jako podmnozinu. Pokud bude tato mnozina
obsahovat jesté néjaké dalsi prvky, pak bude N jeji vlastni podmnozinou. V
opacném pripadé budou tyto mnoziny identické, coz ale znamené, ze jsou
si obé vzajemné podmnozinou.

N&s model, ktery byl vytvoren z prazdné mnoziny, skutecné spliuje vSechny
potfebné axiomy a odpovida tedy prirozenym ¢islim zavedenym axiomaticky.

1.2 Scéitani

Scitani je binarni operace, zobrazeni z kartézského soucinu N x N do N, tedy
usporadané dvojici (a, b);a,b € N pfifazujeme jedno ¢islo ¢ € N.

1.2.1 Konstrukce

Sc¢itani zkonstruujeme pomoci algoritmu. Nejprve si vSak zavedeme nové zobra-
zeni. Ze 4. Peanova axiomu plyne, Ze zobrazeni S je prosté, proto k nému existuje
inverzni zobrazeni. Toto zobrazeni pojmenujeme predchidce (predecessor) a bu-
deme jej znacit P.

Nyni sestavime algoritmus, ktery bude definovat s¢itani na prirozenych ¢islech.
Vstupem tohoto algoritmu bude usporadand dvojice pfirozenych &isel (a,b) a
vystupem bude prirozené ¢islo c.

1. Pokud b # 0, pak algoritmus opakujeme se vstupem (S(a), P(b)).

2. Pokud b = 0, pak je vystupem a.

Tento algoritmus pfevede vstup a + b, neboli usporddanou dvojici (a,b), na
vystup ¢, jinymi slovy a4+ b — c¢. Prohlasime, ze vystup algoritmu je roven souctu
vstupnich prvki v daném poradi.

Musime oveérit, ze tento algoritmus vzdy skonci a ze bude mit vzdy vystup.
Algoritmus prevede vstupni dvojici na jinou, kde na pozici prvniho prvku, tedy
a, je bud a, nebo néjaky naslednik tohoto prvku. Vystup bude mit algoritmus
vzdy a vzdy to bude pfirozené ¢islo.

Kazdé prirozené ¢islo je bud 0 nebo néjaky naslednik 0, musi proto platit, ze
pomoci zobrazeni P se dostaneme v konecném kroku do 0 a algoritmus skondi.



1.2.2 Axiomatické zavedeni

V Peanové aritmetice je sc¢itani zavedeno dvéma axiomy:

r+0=x
r+S(y) =Sz +v)

Toto zavedeni je na pomezi zavedeni axiomatického a konstruktivniho. Mame
dany dvé podminky, které musi byt splnény, ale zaroven davaji i navod na kon-
struktivni prifazeni souctu sc¢itanct. Diky této vlastnosti nam staci ovérit, ze vyse
uvedeny konstruktivni algoritmus spliuje obé podminky a tim jiz bude dokazano,
7e obé tyto varianty definuji s¢itani stejné.

Prvni axiom algoritmus zjevné spliuje, pii vstupu (z,0) dostaneme okamzité
vystup . P¥i vstupu (z, S(y)) algoritmus prevede tuto usporadanou dvojici, po y
krocich, na dvojici (z+y, S(0)), kterou pak v dalsim kroce pfevede na (S(z+vy), 0),
z ¢ehoz jiz. dostaneme vysledek S(x + y).

Diikaz. Indukci podle y, indukéni predpoklad: = + S(y) = S(x + y).

Prvni krok: y = 0: 2+ S(0) = S(z) + 0 = S(z + 0).

y = S(y) v+ S(S(y) = S(x) + S(y) = S(S(z) +y) = S(x + S(y)), prvni a

posledni rovnost vychézeji z algoritmu a prostfedni z indukéniho predpokladu.
m

Dosli jsme k zavéru, ze algoritmus provadi stejné s¢itani jako axiomy scitani
v Peanovské aritmetice.

1.2.3 Obecné axiomy sc¢itani

Cisté axiomatické, nekonstruktivni zavedeni séitani se v dostupné literatufe pro-
vadi az na grupéach, tedy strukturach, kde ke kazdému prvku existuje prvek opac-
ny (tedy takovy, jehoz soucet s pivodnim prvkem je nulovy). To v N zjevné neni
splnéno, k zadnému prirozenému c¢islu kromé 0 neexistuje prirozené cislo tako-
vé, aby jejich soucet byl nulovy. Podrobnéjsi analyzou téchto axiomt se budeme
zabjvat pii zavadéni s¢itani na celych éslech (viz. [1.7.1)). V tuto chvili budeme
jen zkoumat, nakolik jsou tyto axiomy platné, resp. pouzitelné pro s¢itani na
prirozenych c¢islech. Nejprve si axiomy uvedeme:

Definice 4.

Ay Definice séitani K libovolnym dvéma ¢islim a, b je jednoznac¢né urceno
¢islo treti, kterému fikame jejich soucet. Toto Cislo budeme znacit a + b a
¢isla a, b budeme nazyvat scitance.

A, Necht plati @ = b. Pokud pfic¢teme k ¢islu a i b libovolné ¢islo ¢, dostaneme
v obou piipadech stejny soucet, tedy:

a=b=>a+c=b+c

A, Asociativita s¢itani Nechf a,b,c jsou tii libovolna ¢isla. Pricteme-li k
souctu a + b ¢islo ¢, dostaneme stejny soucet, jako kdyz pricteme k ¢islu a
soucet b+ c, tedy:

(a+b)+c=a+ (b+c)



A; Komutativita séitani Necht a,b jsou dvé libovolna ¢isla. Pficteme-li k
¢islu a ¢islo b, dostaneme tentyz soucet, jako kdyz pricteme k ¢islu b cislo
a. Pro kazda dvé cisla tedy plati:

at+b=b+a

A, Existence nulového prvku Existuje alespon jedno ¢islo h takové, Ze pro
kazdé c¢islo a plati:
a+h=a

A5 Existence opacného éisla Ke kazdému c¢islu a existuje ¢islo opacné —a,
pro které plati:
a+(—a)="h

Pfirozena ¢isla nemohou tyto axiomy spliiovat, protoze neobsahuji opacné
prvky, pro které by platilo:

a€ENa#0:a+ (—a)=0

Proto zavadime celé ¢isla, ktera jiz opacné prvky obsahuji. S¢itani se takto axi-
omaticky v literatufe zavadi az na celych ¢islech, toto zavedeni je zde uvedeno,
abychom ukézali, Ze axiomatické zavedeni, jak se uvadi v literatufe, neni mozné
na prirozenych ¢islech pouzit.

Ukézeme, Ze s¢itani na pfirozenych ¢islech, tak jak jsme jej zavedli (af algorit-
micky nebo axiomaticky, nebot jsme ukézali ekvivalenci), spliiuje vSechny axiomy
které muze, tedy kromé Aj. Splnéni prvnich dvou axiomu je trivialni, existence
nulového prvku je pfimo prvni axiom Peanovy aritmetiky pro sc¢itani, jak je uve-
dena[[.2.2] Zabyvejme se tedy asociativitou a komutativitou. Nésledujici diikazy
jsou prevzaty ze studentského textu (Pelc, 2008). Vzhledem ke kontextu piedpo-
kladame, ze vSechny pouzité proméné jsou libovolné prvky N a nebudeme tuto
skutecnost v jednotlivych tvrzenich dal uvadeét.

Nejprve si dokazeme pomocné lemma.

Lemma 1.
Sx)+y=5Sx+y)

Toto lemma je zpravidla dokazovano z Peanovych axiomi uvedenych v Definici
Bl Pro tplnost si tento dikaz uvedeme.

Diikaz. Indukci podle y:
Slozime dvé rovnosti:

Indukéni krok. Méame:



A navic plati:
S(x) +y =S +y) = S(S) +y) =SS +y))
Nyni slozime vysSe uvedené rovnosti a implikaci a dostaneme:
S(@) +y =S +y) = S) +5@) =S+ S))
coz je to, co potirebujeme pro indukéni krok. O

Jak vidime, tento diikaz je napadné podobny dikazu ekvivalence algoritmic-
kého zavedeni s¢itani s Peanovou aritmetikou. Skutec¢né, tato ekvivalence nam
umoznuje diikaz dramaticky zjednodusit.

Diikaz. Jeden krok algoritmu s¢itani prevede dvojici (z, S(y)) na (S(x),y) a tedy
nutné

z+ S(y) = S(x) +y.

Protoze se leva strana podle druhého axiomu z Peanovy aritmetiky rovna S(z+y),
rovna se tomuto vyrazu i strana prava. O

Tvrzeni 1.
z+0=0+2z

Diikaz. Dokazujem indukci podle z. Pocatek indukce: tvrzeni 04+ 0 = 0 4 0 plati
trivialné, nebof obé strany rovnosti jsou identické.
Indukéni krok:

(x +0)
0+ z)
=0+ 5(z)

S
S

S(x) + 0= 5(0+ z) plati, protoze z Peanovych axiomt plati:
(r#0=3y:2=>5()) = (5(x) #0=Jy:5() = 5))
a tedy
r+0=0+2= S(x+0)=950+x).
Odtud jiz dostaneme
r+0=0+2= S(x)+0=0+ S(z),
coz potiebujeme. O]

Nyni mame jiz dostatecny aparat k tomu, abychom dokézali, ze scitani je
komutativni.

Tvrzeni 2. Komutativita séitani:

r+y=y+zx
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Diikaz. Pocatek indukce. z + 0 = 0 4 x jsme jiz dokazali.
Indukéni krok:

r+ S(y) =S +y)
(v +2)

(y) +=

S
S

Rovnost x + S(y) = S(y+z) plynezz+y=y+x= Sx+y) =Sy +=x) a
odsud jiz plyne
r+y=y+zr=x+5y) =Sy +=x.

O
Tvrzeni 3. Asociativita s¢itani:
(z+y)+z=a+(y+=2)
Diikaz. Indukci podle z:
Pocatek indukce. Slozime dvé rovnosti:
(r+y)+0=x+y
=x+(y+0)
Indukéni krok.
(x+y)+5(k)=5(z+y)+2)
=S+ (y+2))
=z+Sy+2)
=z+ (y+5(2))
Rovnost (z +y) + S(z) = S(z + (y + 2)) opét plyne z
(z+y)+z=a+(+2)=>(S((r+y)+2) =5+ (y+2)
Odsud jiz
(z+y)+z=2+W+2) = ((z+y)+5()=x+ (y+ 5(2))).
O

Dokazali jsme tedy, Ze nase algoritmické i Peanovo axiomatické s¢itani spliiuje
kromé existence opac¢ného prvku vsechny ostatni axiomy obecného s¢itani. Opac-
né tvrzeni ale neplati, bez axiomu o existenci opacnych prvka nedefinuji ostatni
axiomy jednoznac¢né operaci s¢itani podle naseho zavedeni.

Dokazeme predchozi tvrzeni piikladem. Definujme x @ y := max{z,y}. Ope-
race & je zjevné komutativni i asociativni a ma i nulovy prvek (0). Spliu-
je tedy axiomy Ay — Ay, presto je zjevné odlisna od nami zavedeného scitani
(1+1=2#1=1a1).
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1.3 Nasobeni

Dalsi zékladni aritmetickou operaci je nasobeni. Budeme postupovat stejné jako
u s¢itani, nejprve jej zavedeme konstruktivné algoritmem, dokazeme ekvivalenci
s axiomy Peanovy aritmetiky a nakonec budeme zkoumat nekonstruktivni axio-
matické zavedeni.

1.3.1 Konstruktivni zavedeni

Vytvorime algoritmus obdobné jako u sc¢itani. Vstupem bude tentokrat uspota-
dané trojice (a,b,0) a vystupem bude pfirozené ¢islo c.

1. Pokud b # 0, pak trojici (a, b, ¢) pfevedeme na (a, P(b),c + a).
2. Pokud b = 0, pak vystupem je c.

Algoritmus tedy prevadi trojici (a, b, 0) na vystup, kterym je ¢islo c. Prohlasime,
ze c¢ je vysledkem nasobeni a - b.

1.3.2 Axiomatické zavedeni

V Peanovych aritmetice je nasobeni zavedeno dvéma axiomy a operaci sc¢itani,
kterou jsme jiz zavedli.

z-0=0
v-S(y)=(@-y) +a

Stejné jako u s¢itani ndm tyto axiomy dévaji jednoznacny navod, jak vybu-
dovat operaci nasobeni. Ukazeme, Ze algoritmus nasobeni spliiuje oba axiomy:

1. Vstupem pro x - 0 je uspofadand trojice (x,0,0), ze které v prvnim kroku
dostaneme vysledek 0.

2. Vstupem pro z - S(y) je (z,S(y),0), po prvnim kroku ziskdme (z,y, x), coz
je podle toho jak jsme vytvorili algoritmus = - y + x.

Algoritmus spliuje oba axiomy nasobeni a obé tyto konstrukce tedy tvori
stejnou operaci nasobeni.

1.3.3 Obecné axiomy nasobeni
Situace je stejna jako u operace s¢itani. Nejprve uvedeme vycet axiom.

Definice 5.

M, Definice nasobeni Pro kazda dvé ¢isla a,b je jednoznac¢né urceno ¢islo
jako jejich soucin. Toto ¢islo budeme znacit ab nebo a-b a fikdme, Ze cislem
b ndsobime cislo a.

M; Necht a = b. Pak plati, Ze soucin a s libovolnym ¢islem ¢ je roven soucinu
b se stejnym cislem c, tedy:

a=0b= ac=bc
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M, Asociativita nasobeni Pro libovolna t¥i ¢isla a, b, ¢ plati, Ze a prenasobené
soucinem bc je rovno soucinu ab pfenasobenému c:

a- (be) = (ab) - ¢

M; Komutativita nasobeni Vynasobime-li libovolné ¢islo a libovolnym ¢is-
lem b, ziskdmé stejny soucin, jako kdyz vynéasobime cislo b ¢islem a. Plati
tedy:

ab = ba

M, Existence jednotkového prvku Existuje alespon jedno ¢islo j, pro které
plati, Zze vynasobime-li jim libovolné ¢islo a, ziskdme opét ¢islo a, tomuto
prvku fikdme jednotkovy prvek:

aj = a

M; Existence inverzniho prvku Pro kazdé ¢islo a, kromé h z axiomu Ay,
existuje ¢islo a~! takové, ze soucin a a a~! je roven jednotkovému prvku j,
tomuto prvku rikame inverzni prvek.

P1i pozorném c¢tenti si jisté povSimneme, ze axiomy My — Mj jsou stejné jako
axiomy s¢itani Ag — As, pouze se zaménou symbolu operace, a proto kazdé s¢itani
spliiuje axiomy nasobeni a obracené. Aby axiomatické zavedeni definovalo tyto
operace jednoznacné (a shodné s nasim konstruktivnim zavedenim), musime je
propojit distributivnim zdkonem.

Definice 6. Mé&jme mnozinu M s komutativnimi operacemi + a -. Rekneme, 7Ze
- je distributivni vaci + pokud pro kazdé a, b, c z M plati:

a-(b+c)=a-b+a-c

Axiomy A, a M, fikaji to samé, pouze pro ruzné operace. Zavedeme tedy
spoleCny nazev neutralni prvek, ktery bude oznacovat bud to nulovy prvek po-
kud se jedna o operaci sc¢itani, nebo jednotkovy prvek, pokud se jedna o operaci
nasobeni.

1.3.4 Porovnani konstrukce a axiomu nasobeni

Opét ukazeme, zZe nasobeni, jak jsme jej zkonstruovali, je komutativni, asociativni
a také distributivni viéi séitani (Pelc, 2008).

Lemma 2.
Sy)-z=(y-z)+z

Dikaz. Indukci podle x:
Pocatek indukce.



Indukéni krok.

Tvrzeni 4. Komutativita nasobeni:
Dikaz. Indukci podle x:

Pocatek indukce. Tvrzeni 0 - y = y - 0 mame jiz dokézano.
Indukéni krok.

Tvrzeni 5. Distributivita ndsobeni:
(@a-b)+(a-¢c)=a-(b+c)

Diikaz. Indukci podle c:
Pocatek indukce.

(a-b)+(a-0)=(a-b)+0=a-b=a-(b+0)

Indukéni krok. Vyuzijeme jiz dokdzanou asociativitu scitani:

=(a-(b+c))+a
=a-S(b+c)
- (b+5()

Tvrzeni 6. Asociativita ndsobeni:

(a-b)-c=a-(b-c)
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Dikaz. Indukci podle c:
Pocatek indukce.
(a-b)-0=0=a-0=a-(b-0)

Indukéni krok. Vyuzijeme jiz dokazanou distributivitu nasobeni:

(a-b)-5(c)=((a-b)-¢)+ (a-b)

1.4 Usporadani

Pomoci relace rovnosti umime rozhodnout o tom zda jsou si dvé cisla rovna
¢i nikoliv. Nyni si zadefinujeme relaci, kterou budeme schopni prvky mnoziny
usporadat.

Definice 7. Necht R je relace a M libovolnd mnozina. Potom pokud relace
R na mnoziné M spliiuje nasledujici axiomy, fekneme, Ze relace R je neostré
usporadani.

U, Reflexivita Pro kazdy prvek a z mnoziny M plati, ze je v relaci sam se

sebou:
Ya € M : aRa

U; Transitivita Pro libovolné tti prvky a, b, ¢ z mnoziny M plati, Zze pokud je
a v relaci s b a b v relaci s ¢, pak je také a v relaci s c:

VYa,b,c € M : aRb \NbRc = aRc

U, Antisymetrie Pro kazdé dva prvky a, b z mnoziny M plati, ze pokud je a
v relaci s b a zaroven b v relaci s a pak a je rovno b:

Va,b € M :aRbANbRa = a=1b

1.4.1 Usporadani prirozenych cisel

Definice 8 (Relace mensi rovno).
Relaci mensi rovno (<) definujeme na pfirozenych ¢islech nasledovné:

Va,bEN:aSb:EEIcGN:a+c:

Definice 9 (Relace vétsi rovno).
Relaci vétsi rovno (>) definujeme jako inverzni relaci k relaci mensi rovno:

a<b:=b>a

Pouzivame pFirozena &sla s 0 a tedy je mozné, aby bylo ¢ = 0
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Definice 10 (Relace mensi/vétsi).
Relaci mensi (<) na mnoziné N definujeme jako doplnék relace vétsi rovno:

<:=(NxN)\ >
Relaci vétsi (>) na mnoziné N definujeme jako doplnék relace mensi rovno:
> = (NxN)\ <

Ukazeme, zZe relace < splituje vSechny tfi axiomy usporadani a jedna se tedy
o neostré usporadani.

U, Aby platilo a < a, musi existovat ¢ z prirozenych cisel takové, ze plati
a + ¢ = a. Prirozena ¢isla, jak jsme je zadefinovali, obsahuji nulu a c¢ tedy
miiZe byt rovno 0. Vyraz a+0 = a je podle axiomu s¢itani A4 platny, nebot
0 je neutralni prvek vzhledem k operaci s¢itani. Relace < je proto reflexivni.

U; Pro libovolné tii prvky a,b,c z mnoziny M plati a < b a b < ¢, plati tedy
také:
dei,co € Nta+cp=bAb+cy=c

Méjme soucet c3 = c¢; + c3, jelikoz ¢ 1 ¢y jsou prirozend, musi byt i c3
prirozené. Potom plati:
at+cg=c=a<c

Cimz je dokazana tranzitivita.
U, Pokud plati a < b a b < a, pak
dei,co EN:a+ci =bAb+ ¢y =a.
Dosadime za a, a = b + ¢y a ziskdme
b+co+c1=0>

Jak ¢y, tak ¢y jsou pfirozend a musi proto platit ¢ = 0 = ¢. Tim je
dokazéano a = b.

a to, ze nami definované usporadani < je na N upiné a dobre.

Definice 11. Pokud Va,b € M : aRbV bRa, kde R je relace uspofadani (neboli
kazdé dva prvky jsou usporadany), pak fekneme, ze M je tplné usporadand
usporadanim R, nebo téz R je uplnym usporadanim na M.

Ukéazeme, ze mnozina prirozenych cisel je iplné usporadana relaci <.
7 Peanovych axiomt vime, ze pokud dvé prirozena ¢isla nejsou stejné, potom
musi byt nutné jedno z nich k-tym naslednikem toho druhého:

Va,b € N3k € N:a = S*(b) v b= S*(a)

Pro kazdé dva prvky a, b z pfirozenych ¢isel musi proto nastat pouze jedna ze tii
moznosti:
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l.a=b
2. dkeN:b=5%a)=a+k=0
3. dkeN:a=S*b)=b+k=a

Nastava-li prvni moznost, a = b, pak dle axiomu Uy jsou tyto prvky stejné
a jsou usporadané (plati a < a). Pokud nastane moznost druhé, pak dle definice
usporadani plati a < b a prvky a, b jsou tedy usporadané. Tteti a posledni moznost
znamenad, ze plati b < a a opét jsou prvky usporadané.

Timto jsme dokazali, ze mnozina prirozenych c¢isel je tplné usporadana relaci
<.

Definice 12.
Rekneme, 7e prvek a je nejmensim prvkem mnoziny M, pokud plati:

ae MAVYbe M :b>a

Definice 13. Rekneme, Ze mnozina je dobfe usporaddand, pokud kazda jeji ne-
prazdna podmnozina mé nejmensi prvek.

Dokazeme, ze N je dobfe usporadana.

Diikaz. Pokud dand podmnozina obsahuje 0, pak fekneme, Ze jejim nejmensim
prvkem je 0. Pokud 0 neobsahuje, pak zjistime, zda obsahuje néaslednika. Takto
budeme pokracovat, dokud nenajdeme prvek, ktery nélezi do fecené podmnoziny
(coz jisté nastane, protoZe tvorenim nasledniku od 0 dostdvame vSechna pfirozend
Cisla), tento prvek je vzdy nejmensim prvkem. O

1.5 Spocetna mnozina

Dosud jsme zkoumali samotné zavedeni pfirozenych ¢isel, operace na nich a jejich
usporadani. Dale vyvstava otazka, jak je vlastné tato mnozina velka. Intuitivné
tusime, Ze mnozina prirozenych cisel je nekonecna, protoze ke kazdému ¢islu lze
najit ¢islo vétsi, tuto ivahu nyni formalizujeme.

Definice 14. Rekneme, Ze mnozina je nekone¢na, pokud existuje jeji bijekce na
jeji vlastni podmnozinu.

Prirozena ¢isla jsou podle této definice zjevné nekonecna, touto bijekci je zob-
razeni S (néslednik) z definice, které zobrazuje N na N\ {0}. Z teorie mnozin
v8ak znédme, Ze nekoneéné mnoziny mohou byt ,rtizné velké* (maji rtiznou mohut-
nost). Ukazuje se, Ze mnozina pfirozenych ¢isel je jedna z nejmensich nekoneénych
mnozin v tom smyslu, Ze prirozena cisla lze prosté zobrazit do kazdé nekonecné
mnoziny. Proto pfirozena ¢isla pouzivame k definici ,nejmensich“, tzv. spocetnich
nekonec¢nych mnozin.

Definice 15. Spocetna mnozina je kazdad mnozina, kterou lze jednoznac¢né zob-
razit na libovolnou podmnozinu pfirozenych cisel.

Aby byla mnozina spocetnéd, musime najit zobrazeni, které ji prevede na li-
bovolnou podmnozinu pfirozenych ¢isel a poté ukazat, Ze se jedna o jednoznac¢né
zobrazeni — je prosté (injektivni) a na (surjektivni).
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Definice 16 (Prosté zobrazeni).
Prosté zobrazeni zobrazi vSechny vzory na riizné obrazy. Zobrazeni f z mnoziny
A do mnoziny B je prosté pokud plati:

VZL'l,ZEQ 6A2$17é$2:>f($1) %f(l?)

Definice 17. Zobrazeni na2)
Zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B pokryje celou mnozinu B, neexistuje prvek
mnoziny B, ktery neméa vzor v mnoziné A, tedy:

Vye Bdr e A: f(x)=y

Kazda konec¢na mnozina je spoc¢etna, zabyvat se spo¢etnosti mnoziny ma proto
smysl pouze u nekone¢nych mnozin.

1.6 Odcitani

Rekneme, 7e a — b = ¢, pokud plati rovnost a = ¢+ b. Souc¢tem dvou p¥irozenjch
Cisel je ¢islo pfirozené (jak plyne napf. z algoritmu s¢itani), jsou tedy uzaviena
na operaci s¢itani. U operace od¢itani tomu uz tak neni. Je-li a < b, pak pfimo z
definice relace < plyne, Ze neexistuje takové prirozené ¢islo ¢, aby platilo a = b+c.
Zajima néas, jak rozsitit prirozena c¢isla tak, aby vysledna struktura byla uzaviena
na odcitani. Odpovédi jsou tzv. celd cisla.

1.7 Cela ¢isla

Cela cisla se znaci Z a jsou tvofena pfirozenymi ¢isly uzavienymi na operaci
odc¢itani.
.= 3,-2,—-1, 0, 1, 2, 3,...

Obsahuji zaporna c¢isla, jejichz pfijeti v matematice bylo problematické. Nepou-
Zivali je ani stafi Sumerové ¢i Egyptané, ktefi bézné pouzivali zlomky, tedy ¢isla
racionalni, ani staif Rekové, ktefi objevili nesouméfitelnost a tim ¢isla iracionalni.
Ptitom oba tyto typy c¢isel jsou z hlediska algebraické konstrukce mnohem slozi-
t€jsi nez cisla cela a budeme je zavadét az pozdéji. Poprvé se predobraz zapornych
¢isel objevil kolem roku 200 pfed nasim letopoc¢tem v Cing, kde se pouzival systém
pocetnich tycinek, ktery zaznamenaval kladna ¢isla pomoci ¢ervenych tycinek a
zaporna pomoci ¢ernych. Tento systém se pouzival k zaznamenavani obchodnich
transakci a vybéru dani.

K prvni c¢astecné formalizaci zapornych ¢isel a operaci na nich doslo v Indii,
kde se zaporna cisla objevila kolem roku 620 naseho letopoc¢tu v praci matemati-
ka Brahmagupty. Pouzival predstavu ,majetku“ pro kladna cisla a ,dluhu“ pro
zaporna. Brahmagupta pouzil specidlni znaménko pro oznaceni zapornych ¢isel.
Jiz tehdy se v Indii pouzivala nula a tak mohl Brahmagupta stanovit pravidla
pro pocitani se zapornymi ¢isly nasledovné:

Dluh minus nula je dluh.

[21Znalost pojmu prosté zobrazeni a zobrazeni na predpokladame, uvadime je zde kvili for-
malizaci dikazt.
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Majetek minus nula je majetek.

Nula minus nula je nula.

Dluh odec¢teny od nuly je majetek.

Majetek odecteny od nuly je dluh.

Soucin nuly a dluhu nebo majetku je nula.
Soucin nuly a nuly je nula.

Soucin a podil dvou majetkt je jeden majetek.
Soucin a podil dvou dluhti je jeden majetek.
Soucin a podil dluhu a majetku je dluh.

Soucin a podil majetku a dluhu je dluh.

V Evropé se zaporna cisla neobjevila az do patnactého stoleti, kdy zacali
ucenci studovat staroveké texty z islamskych zemi a Byzance. V sedmnéactém
stoleti dostala zaporna ¢isla novy vyznam, diky anglickému matematikovi Johnu
Wallisovi, kterému je piipisovano vytvoreni ¢iselné osy (Rogers, 2015).

Nyni formalné zavedeme cela ¢isla. Ve shodé s literaturou tak ucinime pouze
konstruktivné rozsitenim prirozenych cisel.

Definice 18. Mame mnozinu P = {p;p € NAp > 0} vSech kladnych pfirozenych
Cisel. Sestrojime mnozinu {—}, coz je jedno prvkova mnozina, kterd obsahuje
pouze prvek ,—“. Provedem kartézsky soucin {—} x P, uspotadanou dvojici (—, p)
piseme jako —p. Nyni si zadefinujeme mnozinu celych ¢isel Z jako sjednoceni
mnoziny prirozenych ¢isel a kartézského soucinu {—} x P: Z = ({—} x P) UN.
Tim, ze {—} x P a N jsou disjunktni, mame zaruceno, Ze pro kazdy prvek a € Z
plati, Ze a je bud néjaké ptirozené ¢islo p a nebo néjaké formélné opacné ¢islo —p
k néjakému pfirozenému ¢islu p. Plati p + (—p) = 0 pro vSechny prvky Z (Mac
Lane, 1974, str. 68).

V mnozinovém konstruktivnim prostoru, ktery jsme pouzili k vytvoreni mo-
delu pfirozenych c¢isel neni symbol ,—* k dispozici. Mizeme jej vSak bez Gjmy
na obecnosti definovat napiiklad — := (). Jediné, co musime pro korektnost de-
finice ovétit je, ze {—} x P je skutecné disjunktni s N, tedy, ze zaddna dvojice
(—, p) neni reprezentovana stejnou mnozinou jako néjaké ptirozené ¢islo. K tomu
potfebujeme definici usporadané dvojice.

Definice 19. Uspotddanou dvojici prvki a, b rozumime (a,b) := {{a}, {a,b}}.

Kazdé prirozené ¢islo v naSem modelu obsahuje prvek (), ktery naopak neni
prvkem z&dné usporddané dvojice (jejim prvkem mtize byt nejvyse {0}), mnoziny
{—=} x P a N jsou tedy skuteéné disjunktni.
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1.7.1 Konstrukce s¢itani na celych c¢islech

Motivaci k rozsifeni pfirozenych cisel na cela byla uzavienost na odcitani. Nyni
uz mizeme nadefinovat rozdil libovolnych dvou prirozenych ¢isel. Pro a > b jiz
mame rozdil a — b definovan a pro a < b jej dodefinovavame nasledné:

a—b:=—(b—a)

Rozdil b — a je ur¢ité ptirozené ¢islo a —(b — a) je ¢islo k nému opacné, jehoz
existence je zarucena definici celych cisel.

Nyni tedy mame definovan rozdil dvou libovolnych prirozenych ¢isel a miizeme
ho pouzit k definici souctu libovolnych celych ¢isel. To provedeme tak, ze rozsifime
s¢itani pfirozenych ¢isel. Definujeme:

e VacZ\N,beN:a+b:=b—(—a)
e VaceNbeZ\N:a+b=a—(-b)
e Va,bc Z\N:a+b=—(—a+ (-D))

Odcitani obecnych celych ¢isel nyni definujeme stejné jako v prirozenych ¢is-
lech, tedy a — b = c pokud a = b+ c.

1.7.2 Axiomatické zavedeni sc¢itani na 7

Kazdé ¢islo h z axiomu A, majici takovouto vlastnost nazyvame nulovy prvek.
Na prirozenych cislech existuje pouze jeden nulovy prvek h. Dokazme si, ze tomu
tak je:

Dikaz. Sporem predpokladejme, Ze v N existuji dva rtzné nulové prvky. Oznaci-
me si je hy a hy. Podle axiomu Ay plati

a+hi=aNa+hs=a
Tyto rovnosti plati pro vsechna a € N, tedy i pro hy, hs. Musi proto platit:
h2+h1 :hg/\h1+h2:h1

Podle axiomu Az plati
hl + h2 = hg + hl

To ale znamena, ze hy = hg, coz je spor s predpokladem, ze h; a hy jsou rizné
nulové prvky a tim jsme tedy sporem dokazali jednoznacnost nulového prvku
(Kofinek 30). O

Sc¢itani na celych cislech se 1idi axiomy, které jsme zavedli jiz u cisel pri-
rozenych. Témito axiomy se bude Tidit sc¢itani na kazdé dalsi mnoziné, kterou
zavedeme.

Axiomatické s¢itani nijak nezohlednuje strukturu celych ¢isel, jak jsme ji de-
finovali, tedy sjednoceni N a {—} X P a na$i interpretaci téchto mnozin jako
¢isel nezapornych a zapornych. Proto ji také vyhovuje mnoho zdanlivé riznych
operaci, které nejsou shodné se sc¢itanim v nasi konstrukeci.
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Definujeme-li naptiklad x @& y := x + y + 1, kde na pravé strané je nami
konstruktivné definované +, spliiuje tato operace vSechny axiomy: je zjevné ko-
mutativni i asociativni, ma nulovy prvek —1 a ke kazdému ¢islu z existuje opacné
¢islo =2 — x, protoze t & (-2 —z) =+ (-2 —x) + 1= —1.

Obecnéji, je-li ¢ : Z <+ Z bijekce, mizeme definovat

@y = ¢ (p() +¢(y)) (O)
Takova operace opét spliuje vSechny axiomy:

e asociativita: x @ (y ® 2) = o H{p(x) + (e Hp(y) + ¢(2)))) = o He(z) +
e(y) +¢(z)) = (z@y) @2

e komutativita: t ®y = o~ Ho(z) + ¢(y)) =y D x
e nulovy prvek: z @ ¢~ (0) = ¢~ (p(x) + 0(¢71(0))) = ¢ Hp(x)) =z
e opaény prvek: x @ N (—p(x)) = ¢ (p(x) — @(z)) = ¢~ 1(0)

Poznamenejme, 7e predchozi piiklad je specidlnim pfipadem tohoto pro ¢(x) =
x+ 1.

PrepiSeme-li vztah (O) na p(z ® y) = ¢(z) + ¢(y), vidime, Ze zobrazeni ¢ je
izomorfismus. Tedy kazd4 struktura (grupa) izomorfni s konstruktivné definova-
nymi celymi ¢isly (kterou si muzeme predstavit jako redlnou osu s celymi éisly,
jimz jsou ,zpiehdzeny jmenovky“) spliiuje uvedené axiomy séitani. Ukazuje se, ze
implikace plati i obracené — kazda operace, ktera axiomy spliuje, je izomorfni s
konstruktivné definovanym sc¢itanim. Diikaz popiseme jen zhruba: pro danou ope-
raci spliujici axiomy konstruujeme izomorfismus tak, ze sobé prifadime nulové
prvky a konstruujeme obraz jednicky pomoci délitelnosti (resp. mnozin nasobku
v8ech ¢isel, definovanych induktivné pomoci séiténi). Z nuly a jednicky lze pomoci
prenosu operace pii izomorfismu zkonstruovat obrazy vsSech celych cisel.

1.7.3 Konstrukce nasobeni na 7Z

Rozsitime nasobeni, jak jsme si jej zadefinovali na pfirozenych ¢islech, do celych
¢isel a to nasledné:

e VacZ\N,beN:a-b:=—((—a)-b)
e VaceNbeZ\N:a-b:=—(a-(-D))
e Va,be Z\N:a-b:=(—a)-(-b)

1.7.4 Axiomatické zavedeni nasobeni na 7Z

Nésobeni na celych ¢islech se 1idi axiomy, které jsme uvedli u prirozenych cisel.
Stejné jako jsme ukazali u sc¢itani, neni témito axiomy operace nasobeni jasné
urcena. Operace sc¢itani a nasobeni, zavedené axiomaticky, jsou jednoznacné pouze
pokud je propojime distributivnim zadkonem (Aliprantis, 1998).
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1.7.5 Usporadani celych cisel

Abychom mohli ukazat, Ze cela c¢isla jsou usporadana, musime rozsifit definice
relace <.

Definice 20. Relace mensi rovno.
Relaci mensi rovno (<) definujeme na celych ¢islech nésledné:

Va,beZ:a<b:=dceN:a+c=0b

Povsimnéme si, Ze definice je shodna s tou na prirozenych ¢isel, pouze jsme

7N

rozsifili obor ze kterého jsou a a b (ale nikoli ¢), tim padem je i diikaz platnosti
axiomi usporadani zcela shodny jako u pfirozenych cisel.

Aby byla celé c¢isla také dobfe usporadana, musi v kazdé jejich podmnoziné
byt nejmensi prvek. Vezmeme-li si napiiklad mnoZinu vSech zapornych éisel (Z \
N), kterd je podmnozinou celych ¢isel, neni mozné nalézt prvek nejmensi. Pro
libovolné a z 7 \ N existuje b z Z \ N takové, ze b < a. Mnozina celych ¢isel proto
neni dobfe usporadana.

1.8 Spocetnost celych cisel

Ovérime, zda jsou cela ¢isla spocetna. Musime najit zobrazeni z Z do N a toto
zobrazeni musi byt jednoznacné (prosté a na).

K tomu abychom takové zobrazeni mohli najit si nejprve mnozinu celjch cisel
sikovné sefadime a to nasledovné:

Oa 1a_1a 2a_2a 3a _37

Nyni jiz vidime, jak by mélo toto zobrazeni vypadat, jelikoz jsme si definovali
prirozena cisla s 0, prvni prvek se bude zobrazovat na 0. Zobrazeni bude vypadat
takto:

0—0
1—1
-1 —=2
2—3
-2 =14
3—5
-3 =6

Toto zobrazeni miizeme predepsat napiiklad takto:

2n—1: n>0
—2n: n<0

‘v’nGZ:f(n):{

Napiiklad 0 bude zobrazena do 0, f(0) = —2-0 = 0, 2 bude zobrazena do 3,
f(2)=2-2—1=3a-3do6, f(-3)=-2-(-3) =6.

Nasli jsme zobrazeni, které zobrazi cela ¢isla na ¢isla prirozena, musi ale jesté
ovérit, ze se jedna o zobrazeni jednoznac¢né.
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Prosté
Musi platit Vni,ne € Z : ny # ng = f(n1) # f(na).

Diikaz. Sporem piedpokladejme ny # mna A f(ny) = f(n2). Musime oveéfit tii
moznosti.

2n1—1:2n2—1

2711 = 2712

ny =Ny
Dosli jsme ke sporu s predpokladem ny # ns.

—2n1 = —2n2

niE = No

Opét jsme dosli ke sporu s predpokladem ny # na.

Tteti moznost je —2n; = 2ny—1. Vezmeme-li v iivahu, Ze n; musi byt nekladné
¢islo a ny kladné, podle toho jak je definované zobrazeni f, pak vidime, Ze na levé
strané mame nezaporné sudé ¢islo a na pravé strané mame kladné liché ¢islo nebo
—1. Rovnost tedy nemiize platit.

Dosli jsme tedy ke sporus f(n;) = f(ng). Vechny t¥i varianty vedly ke sporu,
tim jsme dokazali Ze zobrazeni f je prosté. O

Na
Musi platit Vn € NIm € Z : f(m) = n.

Diikaz. Kazdé prirozené ¢islo je bud sudé nebo liché (pfedpokladame sudost 0).
Pro licha c¢isla musi platit:

2m—1=n
2m=n-+1

Liché cislo +1 je cislo sudé a pro kazdé takové existuje celé ¢islo 2m. Pro suda
musi platit:

—2m =n

2m = —n

Pro kazdé zaporné sudé cislo existuje celé cislo ve tvaru 2m. Dokézali jsme, ze
zobrazeni f je na. O]

Tim mame dokazano, ze f je prosté a na a tim padem jednoznacné. Dokazali
jsme, zZe cela ¢isla jsou spocetna.
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1.9 Déleni

Operace s¢itani ma inverzni operaci od¢itani, stejné tak ma operace nasobeni
inverzni operaci a tou je déleni. Zavedeme si ji nasledovné:

Definice 21. Rekneme ze 7 = ¢, pokud plati @ = b- ¢ a ¢ je jediny prvek s touto
vlastnosti.

Pokud by a, b bylo rovno 0, pak by a = b - ¢ feSila vSechna c. Podminka ,c je
jediny prvek s touto vlastnosti“ tedy vylucuje déleni 0.

Stejné jako prirozena ¢isla nejsou uzaviend na odcitani, celd ¢isla nejsou uza-
viena na déleni:

3a,b€Z,b%0:%¢Z

Vyvstava proto potfeba mnozinu celych c¢isel rozsirit tak, aby byla uzaviend na
déleni.

1.10 Racionalni ¢isla

Raciondlni cisla jsou cela cisla doplnénd o zlomky tak, aby byla uzaviena na
déleni. K jejich definovani potiebujeme znat rozklad na tridy ekvivalence.

Definice 22. Rozklad na t¥idy ekvivalence.
Necht R je relaci ekvivalence na mnoziné M. Méjme systém podmnozin mnoZiny
M, [a]p = {b € M : aRb} a plati:

1. Ya,be M,a#b: [aly N[bly =0

2. UaGM[a]M =M

Pak systém podmnozin mnoziny M nazveme rozkladem M na t¥idy ekvivalence.

Definice 23 (Racionalni ¢isla).
Raciondlni ¢isla jsou mnozina usporadanych dvojic (a, b), a, b jsou celd ¢isla a b #
0. Mezi témito usporadanymi dvojicemi zavedeme ekvivalenci ~. Tuto ekvivalenci
definujeme nasledné:

(a,b) ~ (¢,d):=a-d=b-c

Tato ekvivalence nyni rozlozi vSechny usporadané dvojice na tridy ekvivalence.
Rekneme, Ze zlomek 7 je roven vSem uspofddanym dvojicim ze t¥idy ekvivalence
ktera obsahuje dvojici (a,b).

Mnozina racionalnich ¢isel obsahuje celou mnozinu celych ¢isel. Kazdému prv-
ku k € Z odpovida t¥ida ekvivalence, kterd obsahuje usporadanou dvojici (k, 1).

Dokazeme, Ze ~ je skutecné ekvivalence. ~ musi byt reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

Dikaz.

e Reflexivita (a,b) ~ (a,b) : a-b=a-b, coz plati pro vSechna a,b € Z.
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e Symetrie (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b) :a-d=b-c=c-b=a-d, coz
zjevné plati pro vSechna a, b, c,d € Z.

e Tranzitivita (a,b) ~ (c,d) A (¢,d) ~ (e, f) = (a,b) ~ (e,f) 1 a-d =
b-chc-f=e-d=a-f=e-b Pokud a- f = e- b rozsifime souc¢inem c-d,
ziskdme

a-d-f-c=b-c-e-d
Coz musi platit, pokud je splnén predpoklad a-d=b-cAc- f=e-d.

1.10.1 Operace na racionalnich cislech

Operace na raciondlnich ¢islech jsou stejné jako na celych, ale ukazeme si jak
algebraicky vypada pocitani se zlomky.

Sc¢itani
Souctem dvou zlomki je opét zlomek a plati:

a ¢ a-d+c-b
v TaT T hd

Hodnoty b a d nesmi nikdy byt 0 a proto vysledkem bude zlomek, jehoz jmenovatel

opét neni 0.

Nulovym prvkem sc¢itani na racionalnich cislech je tfida ekvivalence, ktera
obsahuje usporadanou dvojici (0,1) (tedy zlomky ve tvaru 2, pro viechna k cela).
7 rovnosti

a 0 a-14+0-b a+0 a

b 1T T o1 b b
vidime, Ze % je skute¢né nulovym prvkem, musi jim proto byt celd tiida ekviva-
lence.
Ovéfime, zZe s¢itani je komutativni i na racionalnich ¢islech:

E+E_a~d+c'b
b d b-d
a-d+c~b_c b+a-d
b-d  b-d
c~b+a-d_f+g

b-d d b

Daéle ovéiime asociativitu:

<E+E>+E:a d+c-b e

b d f b-d f
a-d+c-b e a-d-fH+cb-f+e-b-d

bod T F bod-f

a-d-f+c-b-f+e-b-d a-d-f c-b-f+e-b-d
bod-f bd-f bdf

a-d-f cb-f+e-b-d a c e

bod-f bedf _E+(Ez+?)



Sc¢itani zlomk je komutativni a asociativni.
Opacénym prvkem k prvku ¢ je t¥ida ekvivalence obsahujici prvek =%, jak je
jasné vidét z této rovnosti:

g+(—a)_a-b—l—(—a)-b_a-b—a-b_ 0
b b b-b B b-b b-b

Odc¢itani

Rozdil dvou zlomkl je sou¢tem zlomku se zlomkem jehoz citatel je opacnym
Cislem:

a —c a-d+(—c)-b

b d b-d

=

a_c
b d

Nasobeni

Soucinem dvou zlomk je opét zlomek a plati:

a ¢ _ a-c
b d b-d
S hodnotami ve jmenovateli opét nenulovymi.
Komutativita a asociativita nasobeni zlomki plati trivialné. Jednotkovym prv-
kem nasobeni je opét cislo 1, které, jak jsme uvedli v definici, je v racionalnich
Cislech zastoupené tiidou ekvivalence obsahujici dvojici (1,1). Ukdzeme, Ze sku-
tecné spliuje vlastnost jednotkového prvku

a 1 a1 a
b 1 b-1 b
Inverznim prvkem 7 je prvek %:
a b a-b
b a b-a
Ukazeme, ze vysledny zlomek je roven %
a-b 1
. _—Z&g-b-1=1-b-a
b-a 1
Prava rovnost zjevné plati vzdy.
Déleni
Déleni je nasobeni inverznim prvkem.
a c o a d a-d
b d c b-c

Nemtzeme délit 0, tedy zadnym zlomkem ve tvaru g pro libovolné a celé.
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1.10.2 Usporadani racionalnich cisel

Ovérit, ze racionalni cisla jsou usporadana, muzeme prevedenim problému na
usporadani celych cisel.
Vime, ze plati:

a

C
Z—C—Zja'd—C'b

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Zze jmenovatel je vzdy kladny, na-
priklad zlomek —% bude tvoren dvojici —4,9, dvojici 4, —9 zakazeme.

Pokud nyni feSime nerovnost § < ¢, prenasobeni obou stran jmenovately
je ekvivalentni Gprava (samoziejmé nepovolujeme, aby byl jmenovatel 0). Proto
plati:

a c
d<c-b — < =
a-d<c (:)b_d

Tim jsme prevedli illohu na predchozi pripad usporadani celych ¢isel o kterém jiz
vime, ze plati. Racionalni ¢isla jsou tedy uplné usporadana.

1.11 Spocetnost racionalnich cisel

Stejné jako u celych cisel si musime nejprve raciondlni ¢isla sefadit tak, abychom
byli schopni vytvorit zobrazeni z Q do N. Cisla uspofadame do tabulky, a to tak,
ze prvek v a-tém fadku a b-tém sloupci bude usporddana dvojice (3, —%). Tabulka

b Y
bude vypadat nasledovné:

-1 G-z G-3 G-
G- G-3 G- G-
G- G- G-3 G-
-1 G- G-3 G-

Usporadané dvojice nyni sefadime. a oznacuje fadek a b sloupec, ¢isla v tabulce
sefadime timto algoritmem:
Prvni prvek je a = 1,b = 1, tedy prvni fadek, prvni sloupec, dvojice (%, —%)

1. Pokud je b = 1, pak dalsich a + 1 prvki posloupnosti bude: Pro n od 1 do
a+1: (a+2—mn,n).

2. Pokud je a = 1, pak dalsich b + 1 prvkh posloupnosti bude: Pro n od 1 do
b+1: (n,b+2—n).

Opakovanim kroki 1 a 2 sestrojime nekonec¢nou posloupnost usporadanych dvojic.
Tuto posloupnost mutizeme sestrojit protoze tabulka obsahuje nekone¢né mnoho
prvki.
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Timto kazdy prvek tabulky zobrazime na prirozené ¢islo. To ale jesté nestadi,
musime tabulku zobrazit nejprve na posloupnost sudych ptirozenych ¢isel zaci-
najicich od 2:

(%,—g) 510

Nyni fekneme, Ze pritazujeme ¢islo n — 1 prvnimu prvku z usporadané dvojice
a ¢islo n druhému prvku usporadané dvojice. Jesté dodame, ze 0 zobrazime na (
a tim je zobrazeni kompletni.

0—0

1
-—1

| |
— | ==
L4l

|
J

1
o0

1

NI INNDW RW RN RN RFRINDR] N

1

Ted uz jenom zbyvéa dokézat, ze vytvorené zobrazeni je jednoznacné.

Prosté

Zadné dva vzory nesmi mit stejny obraz. Dokazeme, Ze v tabulce nejsou zadné
dva stejné prvky.

29



Diikaz. Nikde v tabulce neni 0, proto plati § # —1%. Z4dna usporadana dvojice v
tabulce neobsahuje dva stejné prvky.

Na pozici (a,b) v tabulce je zlomek ¢, nikde se tedy nevyskytuji dva identické
zlomky, ale v tabulce je nekone¢né mnoho zlomk, které reprezentuji stejné ra-
cionalni ¢islo. Pokud ale ukazeme, Ze mnozina vsech zlomka je spocetné, potom
musi byt spocetné i jejich podmnozina a to racionélni ¢isla (Aliprantis, 1998).

Z4dné dva prvky v tabulce nejsou stejné a algoritmus nezobrazi zadny prvek
dvakrat, ndmi vytvorené zobrazeni je tedy prosté. O]

Na

Aby bylo zobrazeni na, musi byt pokryta celd mnozina do které zobrazujeme, coz
jsou prirozena cisla.

Diikaz. Na 0 zobrazujeme 0, jak jsme explicitné fekli. Algoritmem jsme sestavili
nekonec¢nou posloupnost usporadanych dvojic a druhé prvky z této dvojice jsme
zobrazili na suda ¢isla a prvni prvky na licha. Je tedy pokryta 0, vSechna licha ¢isla
a vSechna suda ¢isla. Pokryli jsme celou mnozinu prirozenych ¢isel a zobrazeni je
tedy na. O]

1.12 Algebraické struktury

Mnozina prirozenych ¢isel neni uzaviena na operaci od¢itani, protoze plati:
Ja,beN:a—b¢N
Stejné tak mnozina celych ¢isel neni uzaviena na déleni:

EIa,bGZ:%¢Z

Proto je potfeba rozliSovat na jaké mnoziné je mozné volné pouzivat jednotli-
vé operace. K tomuto rozliSeni slouzi algebraické struktury. Nasledujici definece
jsou parafrazovany za ucelem zestruc¢néni z ucebnice Algebra od Mac Lanea a
Birkhoffa vydané v roce 1974.

1.12.1 Grupa

Definice 24. Méjme mnozinu G a asociativni binarni operaci [, neutralni prvek
u k operaci [] nalezi do G a zaroven ke kazdému prvku a € G existuje prvek
a’ € G, ktery je inverzni k a vzhledem k operaci [1. Plati tedy:

ulda = a = alJu

(1.1)

ald = v = d'Oa
Mnozina G s operaci O tvofi grupu a piseme (G,, u) je grupa.

Grupé s operaci s¢itani fikdme aditivni grupa a s operaci nasobeni multipli-
kativni grupa. Ptirozena ¢isla s operaci s¢itani netvori grupu, protoze neobsahuji
inverzni prvky k operaci s¢itani. Napriklad cela ¢isla s operaci s¢itani tvori gru-
pu (Z,+,0), ale cela ¢isla s operaci nasobeni jiz grupu netvori, neobsahuji totiz
inverzni prvky. Racionalni ¢&isla tvofi grupu jak s operaci s¢itani: (Q, +,0), tak s
operaci nasobeni: (Q\{0},-,1).
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1.12.2 Téleso

Definice 25. Mé&jme mnozinu 7' se dvémi binarnimi operacemi, sé¢itanim a na-
sobenim, 0,1 € T pak T je Téleso, pokud plati:

1. (T,+,0) je komutativni aditivni grupa.
2. (T\{0},-,1) je multiplikativni grupa.

3. Nésobeni je distributivni vzhledem ke scitani.

1.12.3 Usporadané téleso

Definice 26. Nechf T je téleso a obsahuje neprazdnou vlastni podmnozinu 7+
pro niz plati (Koliha, 1969):

O, VaeT:(aeTT)V(—aeTt)
0, a,beTt = (a+beTH A(a-beT)

Pak fekneme, ze T je usporddané téleso a prvky mnoziny T nazyvame nezdporné
prvky (0 nalezi do T), také si zadefinujeme Ty, coZ jsou kladné prvky. Relaci
usporadani definujeme nasledovné:

a>bsa—-beTt, a>bsa—-beTy

Takto definované usporadani nam uleh¢i praci v dalsich ¢astech této prace.
Provedeme dtikaz, ze toto usporadani je ekvivalentni s tim ze sekce Usporaddni.

Tvrzeni 7. Necht T je usporddané téleso, T jeho podmnozinou obsahujici ne-
zaporné prvky a T, jeho podmnoZinou obsahujici kladné prvky a relace mensi
rovno je definovana nasledovné:

Va,beT:a<bs3cecTr:at+c=5b

Va,bcT:a<bsb—acTt

Pak jsou tyto definice ekvivalentni:
JeeT :a+c=bsb—acT?
Diikaz. Nejprve dokdzeme I3c € Tt :a+c=b=b—a €T .
JecTt:a+c=b=>3FccT :c=b—a=b—acT"
Nyni dokdZzeme opacnou implikaci b —a € TT = Jce€ Tt :a+c=0b.
b—ac€T " =3ceT :b—a=c=>3IceT :b=c+a

Tim byly dokazany implikace obéma smeéry a byla tedy dokézana ekvivalence. [
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1.13 Realna disla

Téleso racionalnich cisel obsahuje vsechny kladné a zaporné zlomky, ale neobsa-
huje naptiklad feseni rovnice a - a = 2. Tento fakt lze jednoduse demonstrovat:
Predpokladejme, Ze existuje racionélni ¢islo v zakladnim tvaru §, tedy p, g jsou

nesoudélna, pak musi platit:

2
r_,

q? (1.2)
p2 — 2q2

p? tedy musi byt sudé (at je ¢? sudé nebo liché, 2¢* je vzdy sudé ¢islo). Pokud
je sudé p?, pak musi byt samoziejmé sudé i p. MitiZeme tedy misto p psat 2m.

(2m)* = 2¢*
4m? = 2¢ (1.3)
2m? = ¢

Nyni vidime, Ze i ¢ musi byt sudé podle stejné tvahy. Tim jsme ale dosli
ke sporu se zadanim, ze § je v zakladnim tvaru. Dokazali jsme tedy sporem, ze
neexistuje racionalni ¢islo, které by bylo fesenim rovnice a - a = 2 (Jarnik, 1974,
str. 39).

Timto vyvstava potieba zavedeni nové, vétsi, struktury, ktera by obsahovala
jak racionalni ¢isla, tak odmocninu ze dvou a dalsi ¢isla, ktera nejsou obsazena v
racionélnich ¢isel. Touto strukturou jsou prave redlnd cisla. Nyni zavedeme takovy
analyticky aparat, abychom byli schopni zkonstruovat mnozinu realnych c¢isel. V
celé této podkapitole erpame ze ¢lanku z védeckého ¢asopisu (Koliha, 1969).

V této podkapitole bude T oznacovat usporddané téleso a T bude znacit
nezaporné prvky T, Ty kladné prvky T. V této podkapitole nebudeme provadét
dikazy, jsou k dohledani v (Koliha, 1969).

Tvrzeni 8. Kazdé usporadané téleso obsahuje ve smyslu izomorfizmu 7Z jako
podmnozinu.

Minimalni uspotradané téleso je Q.

Definice 27. Necht M C T a h € T a plati:
VeeM:x<h

Pak fekneme Ze h je horni zavora. Pokud existuje d € T pro které plati:
VeeM:x>d

Potom d je dolni zavora.

Definice 28. Necht M C T a a € T. Plati-li:

VeeM:z<a)ANNVeeTy JzeM:x>a—c¢)

pak fekneme, Ze a je supremem mnoziny M, sup M
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Definice 29. Pokud M C T, be T a:
VeeM:z2>)ANNeeTy TJzeM:x<b+e)
Pak b je infimem mnoziny M, inf M.

Pokud supremum M nalezi do M, pak plati, ze sup M = max M a stejné
tak pokud infimum patii do M, pak inf M = min M. Kazda mnozina, ktera ma
koneény pocet prvki, ma maximum i minimum, nebot miZzeme vzdy uréit, ktery
prvek je nejmensi a ktery nejveétsi.

Supremum mnoziny M je nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor mno-
ziny M a infimum mnoziny M je nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zéavor
mnoziny M.

Definice 30. |x| se nazyva absolutni hodnota = a pro prvky x télesa T ji definu-

jeme:
z: x>0
|z| = .
—z:x<0

Definice 31. Rekneme, Ze prvek a € T je limitou posloupnosti [a,] prvki z télesa
T, jestlize pro kazdé ¢ € T, existuje ng € Zg, Ze:

la, —a| < e pro vSechna n > ng

Maé-li posloupnost [a,] limitu a, piSeme a,, — a a takovou posloupnost nazyvame
konvergentni. Je-li [a,] neklesajici, tj. a,11 > a, pro viechna n € Z; a je-li
a, — a, zavadime oznaceni a, ' a. Analogicky, ma-li nerostouci posloupnost
lan] (ani1 < a, pro viechna n € Zg) limitu a, piseme a,, \, a.

Definice 32. Posloupnost [a,] prvkil z T se nazyva cauchyovskd, jestlize pro
kazdé ¢ € T existuje ng € Z, Ze plati:

|an — anyp| < e pro viechna p € ZJ

Definice 33. Prvek a € T' je hromadny prvek mnoziny X C T, plati-li: pro kazdé
e € Ty existuje nekone¢né mnoho riznych prvkii z € X, %2e a —e <z < a+e¢.

1.13.1 Rez

Definice 34. Rez v télese T se definuje pomoci dvou vlastnich podmnozin A, A’ C
T, pro néz

e AUA =T, ANA =0
e Vac Abe A :a<b
Rez oznacujeme symbolem A/A’.

Definice 35. Mezera v télese T je fez A/A’, pro ktery neexistuje ani max A ani
min A’. Usporadané t&leso T' se nazyva spojité, neobsahuje-li mezery.
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Definice 36. Je-li a,b € T, a < b, miizeme definovat interval (a,b) jako mnozinu
vSech prvkt x € T, pro néz
a<x<hb.

V kazdém intervalu je nekonecné mnoho prvki télesa 7.
Véta 1. V usporadaném télese T plati:
1. Konvergentni posloupnost je cauchyovska.
2. Cauchyovsk posloupnost je omezena.
3. Limita konvergentni posloupnosti je jejim hromadnym prvkem.

4. M4-li cauchyovska posloupnost hromadny prvek, pak je limitou této po-
sloupnosti.

5. e, —=0,]a, —a| <&, = a, — a.

6. ¢, — 0,a, omezena — ¢, - a,, — 0.

7. a, /*a= a, < a pro viechna n € Zg.
8. anp < b,,a, = a,b, b= a<b.

9. Je-li [I,,] posloupnost do sebe vloZenych intervalt (I, D I,,1 pro vSechna
n € Zg), pii ¢emz |Iy| — 0, je prinikem vsech intervalt I, prazdnd nebo
jednobodova mnozina.

10. Je-li A/A’ fez v T, ¢ = max A nebo ¢ = min A’, potom je horni hranici A a
dolni hranici A’. Déale plati

acAx<a=zeA
beAy>b=>yecA

11. Neklesajici shora omezena posloupnost [a,] méa nejvys jeden hromadny pr-
vek. Je-li @ hromadny prvek [a,], potom

a = supla,), a, — a.

Analogické tvrzeni plati pro nerostouci zdole omezenou posloupnost, misto
suprema vystupuje infimum.

Archiméduv axiom

Definice 37. Bud T usporadané téleso, a,b € T, a > 0. Potom existuje n € N C
T, ze plati
n-a>b

Uspotadané téleso T', v némz plati Archimédiv axiém, se nazyva archimédovsky
usporadaneé.

Téleso Q je Archimédosvsky usporadané. V nasledujici ¢asti textu bude T' ozna-
¢ovat archimédovsky usporadané téleso.
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Véta 2. Bud T archimédovsky usporddané téleso. Potom:
I.nt—=0,2"=0vT

2. Je-li a hromadny prvek posloupnosti [a,] C T, existuje vybrand posloupnost
[an,], Ze a,, — a.

3. Neklesajici shora omezend (resp. nerostouci zdola omezend) posloupnost
la,] C T je cauchyovska.

Cantoruv axiom

Definice 38. Kazda posloupnost uzavienych do sebe vlozenych intervala I, z T
mé neprazdny prinik.

Axiom uplnosti

Definice 39. Kazda cauchyovska posloupnost prvkt z 7' mé v T limitu.

Véta 3. Cantortv axiom a Axiom tuplnosti jsou v usporadaném télese T' ekviva-
lentni.

1.13.2 Konstrukce realnych cisel

Usporadané téleso, v némz plati Archiméduv a Cantortiv axiom se nazyva téleso
realnych cisel a oznacuje se R.
Konstrukce, kterou nyni ukazeme, pochazi ptivodné od Georga Cantora. Jedna
se o rozsiteni racionalnich ¢isel o iracionalni pomoci cauchyovskych posloupnosti.
Symbolem R ozna¢ime mnozinu vSech cauchyovskych posloupnosti racional-
nich ¢isel. Rovnost v R definujeme nésledujicim zptisobem:

la,] = [bn] & ap — b, =0
Soucet a soucin definujeme rovnostmi

Mnozina R s takto definovanymi operacemi tvori téleso, nulovy prvek v R pred-
stavuje posloupnost [a,], pro kterou plati a,, — 0. Uspotadani v R je urdeno
podmnozinou R, kterd obsahuje nulovy prvek télesa R a dale vSechny prvky
[a,], pro néz existuje ny € N a kladné racionélni ¢islo r takova, ze a, > r pro
vsechna n > ng. R tedy obsahuje QQ jako podtéleso. Racionalni ¢islo a je v R

obsazeno napfiklad ve tvaru [a] = [a,q,a,...]. Jednotkovym prvkem télesa R je
1] =11,1,1,...].

1.13.3 Axiomatické zavedeni realnych cisel

Téleso realnych ¢isel lze zadefinovat témito 13 axiomy.

Definice 40. Rovnosti na R necht je zdkladni rovnost na mnoziné a necht jsou
na R definovany operace s¢itani a nasobeni

(a,b) = a+b; (a,b) >a-b
Pro které plati:
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—_

.a+(b+ce)=(a+b)+c
2.a+b=b+a
3. Existuje 0 € R, pro vSechnaa € R:a+0=a
4. Pro vSechna a € R, existuje —a € R:a+ (—a) =0
5.a-(b-¢c)=(a-b)-c
6. a-b=0b-a
7. Existuje 1 € R, 1 #0, pro vSechnaa € R:a-1=a
8. Pro vsechna a € R\{0}, existujea™* € R:a-a ! =1
9. a-(b+c)=a-b+a-c
Dale necht R obsahuje vlastni podmnozinu R*, pro kterou plati:
10. Pro vsechna a € R : bud @ € R*, nebo —a € R*
11. a,be R =a+be Rt a-be R
Usporadani se definuje:
a>bsa—beRT, a>besa>bAa#b
Usporadani je archimédovské:
12. Pro kazdé dva prvky a,b € R, a > 0 existuje celé kladné ¢islon : n-a > b.
Mnozina R vyhovuje Cantorovu axiomu:
13. Je-li (I,) posloupnost do sebe vlozenych intervala (1,41 C I, pro vSechna

n € Zg ), potom je priinik intervalii této posloupnosti neprazdny.

1.13.4 Porovnani konstrukce a axiomu

Nyni ovérime, ze konstrukce z cauchyovskych posloupnosti skutec¢né spliuje vsech-
ny axiomy a mize byt tedy nazyvana realnymi cisly. Jelikoz budeme pracovat s
posloupnostmi, musime zavést jejich aritmetiku.

Definice 41. Je-li lima,, = a, lim b, = b, pak plati (Jarnik, 1974, str. 81):
e lim(a, +b,) =a+b
e lim(a, -b,) =a-b

A pokud plati b #£ 0

 ay _ a
ohmbn—b
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Aritmetika limit nam ik, Ze s¢itani a nasobeni konvergentnich posloupnosti
je stejné jako u racionalnich ¢isel. Jelikoz vSechny posloupnosti jsou cauchyovské,
jsou také konvergentni. Tim padem v modelu plati stejné sc¢itani, odc¢itani, naso-
beni a déleni jako v racionélnich ¢islech. Diisledkem je, ze axiomy 1,2,5,6,9,11, 12
jsou v modelu spliieny trivialneé.

Ostatni axiomy podrobime blizsi kontrole.

Axiom 3 FEmistuje 0 € R, pro vsechna a € R:a+ 0 = a.

0 je zastoupena posloupnosti b,,, jejiz ¢leny jsou rovny nule. Podle aritmetiky
limit pak jasné plati, Ze pro kazdou posloupnost a,, — a plati a,, + b, = a.

Axiom 4 Pro viechna a € R, ezxistuje —a € R:a+ (—a) = 0.

Mé¢jme posloupnost a, — a a b, — —1, potom podle aritmetiky limit pro
posloupnost ¢, = a,, - b, plati, Ze jeji limita je —a a soucet a,, + ¢, je roven 0.

Axiom 7 Ezistuje 1 € R;1# 0, pro vsechnaa € R:a-1=a.

Jednicku reprezentuje naptiklad posloupnost b,,, ktera je pro vsechna n rovna
1, tato fada je rizna od nuly pro kazdy jeji ¢len. Pro kazdou fadu b, # 0, jejiz
limita je b, plati a,, - b, = b.

Axiom 8 Pro viechna a € R\{0}, ezistujea ™' € R:a-a"' =1.

Prvek a=! je vyjadien napiiklad posloupnosti a, = % V cauchyovské kon-
strukci je také obsazena posloupnost b, = a a podle aritmetiky limit posloupnosti
plati a, - b, = £ -a = 1.

Axiom 10 Necht R obsahuje vlastni podmnoZinu R*, pro kterou plati:

Pro viechnaa € R : buda € RT, nebo —a € RT

Mnozina R™ vypadd néasledné: RT = {a, : a, € R Alima, > 0}. Nyni jiz
¢tenar lehce nahlédne, ze axiom 10 je splnén.

Axiom 13 Pro kazZdée dva prvky a,b € R,a > 0 existuje celé kladné cislo m :

m-a>b

Prvky a,b jsou tvofeny posloupnostmi a, — a,b, — b. Urcité existuje po-
sloupnost ¢, € R takovéa, ze limc, = % Potom mtzeme jako m zvolit libovolnou
posloupnost d,,, pro kterou plati:

dp, >c, NVn:d, € Z
Ktera je urcité obsazena v cauchyovském modelu redlnych cisel.

Timto jsme ukézali, Ze model zkonstruovany z cauchyovskych posloupnosti
splniuje vSech 13 axiomt realnych cisel a skutecné tvori realna cisla.

[B1Zde je pouzito pismene m misto n, aby se nepletlo s oznacenim ntého prvku posloupnosti.
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1.13.5 Alternativni axiomy

Bez ditkazu uvedeme tyto axiomy, které jsou ekvivalentni s témi, které jsme od-
vodili. S témito axiomy budeme pracovat ve druhé kapitole (Aliprantis, 1998).

1. Komutativita: s +y=y+zaz-y=y-x

2. Asociativita:  + (y+2) = (v +y)+zaz-(y-2)=(x-y) -z
3. Distributivita: - (y+2) =z -y+z- 2

4. Existuje prvek 0 e R,V e R:x+0==x

5. VieR,I—zeR:z+(—2)=0

6. Existuje prvek 1 e R;11#0,Vx e R:1.-z=2x

7. Ve eR,z#0,JxteR:z-271 =1

8. VeeR:z<yVvVy<czx

9. Ve,y,zeR:z<y=z+2<y+z

10. Ve,y,z e Rz <yAN0<z=z2x+4+2<y+=z

11. Axiom tuplnosti: Mnozina hornich zavor A* m& minimum pro kazdou ne-
prazdnou shora omezenou mnozinu A.

1.14 Nespocetnost realnych cisel

V roce 1891 G. Cantor predvedl diikaz, ktery je dnes znamy jako Cantorova
diagonalni metoda. Touto metodou Cantor dokazal, mimo jiné, zZe realna cisla
jsou nespocetna (Simmons 20). Nyni si tento dikaz predvedeme.

Diikaz. Cantorova diagonalni metoda
Dokazeme, Ze interval (0, 1), ktery je podmnoZinou realnych ¢isel, je nespocetny
a tim bude dokazano, Ze i cela realna ¢isla jsou nespocetna.

Predpoklad: Redlné ¢isla a tedy i interval (0,1) jsou spocetné. Musi pro-
to existovat posloupnost aj,as,as, ..., kterd obsahuje vSechna ¢isla z intervalu
(0,1). Kazdé z ¢isel v tomto intervalu lze zapsat desetinym rozvojem ve tvaru
0,251001...

Vytvorime ¢islo x nasledné: zvolime dvé rizna ¢isla b, ¢ z mnoziny {0, 1,2, ...,9}.
Pokud ma a; na k-tém misté v desetiném rozvoji ¢islo b, pak  bude mit na k-tém
misté ¢, pokud a; nema na k-tém misté b, pak x bude mit na k-tém misté b.

Cislo  mize vypadat napiiklad takto: 0,bbcbecbeb . .. Toto é&islo se od kai-
dého ay, lisi urcité na k-tém misté a proto nemtize byt obsazeno v posloupnosti
ai,as,as, ... a zaroven plati 0 < x < 1, coz je ve sporu s predpokladem. O
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2. Rozsirena realna ¢isla

Rozsirend redlna cisla jsou realnd ¢isla, kterd jsou rozsifena o dva prvky, a to +oo
a —oo. Témto prvkim fikdme po tadé plus nekonecno a minus nekonecno, plus
nekonec¢no pro zkraceni zapisu znacime pouze co. Rozsifena realna ¢isla znacime
R*. Mtzeme tedy napsat:

R* = R U {400; —00}

V prvni kapitole jsme si ukdzali, Ze mtizeme budto uvést axiomy, které maji platit
a nebo muzeme vytvorit model. Pfedstava, kterou maji lidé obvykle v hlavé, je
osa realnych cisel s plus nekoneénem na ,pravém konci“ a minus nekonecnem
na konci levém. Tato predstava je casto problematicka, protoze svadi k tomu, ze
nekonecno je velice vysoké cislo, coz ale neni pravda, protoze osa realnych cisel
neni omezend ani shora ani zdola a tedy neexistuje ¢islo tak vysoké aby bylo 'na
konci’ realné osy cisel.

Nekonecna v tomto textu zavadime za tcelem jejich uziti v limitnim poctu.
Hlavnim tkolem je tedy sestavit rozsifenou osu realnych cisel tak, aby jsme po-
moci ni byli schopni efektivné vycislovat limity.

Rozsitend osa redlnych ¢isel mé jak plus nekonec¢no, tak minus nekonecno, ale
naptiklad rozsitend komplexni ¢isla maji pouze jedno nekonec¢no. Toto je mozné
si predstavit, jako kartézsky soucin realné a imaginarni osy natazeny na kouli a
doplnény o protipdl pocatku — jediné nekonec¢no. Tento model funguje na kom-
plexnich ¢islech, protoze nepozadujeme usporadani. Pokud bychom si predstavili
osu realnych ¢isel jako kruznici s 0 na jedné strané a nekonecnem naproti, pak by
nebylo mozné rozhodnout, které ¢islo je vétsi, protoze by byla zaroven napravo i
nalevo od sebel]

V této kapitole se budeme zabyvat tim, co je potfeba Tici, aby rozsifena realna
¢isla fungovala tak jak maji. Pokusime se najit axiomy, které budou stacit ke
kompletnimu zavedeni.

2.1 Tabulka operaci

Nejzjevnéjsi zpusob, jak zavést vysledky operaci s nekonec¢mi, je jejich vypsani.
Tento zptusob ale neni didakticky pfilis vhodny. U¢it se nazpamét tabulku operaci
studenttim nijak nepomutze k tomu, aby méli vhled do toho, jak rozsitenéd osa
realnych ¢isel funguje. Avsak tim, Ze zacneme timto zavedenim, budeme pri dalsich
postupech jiz védét, co vSechno musi byt splnéno, a budeme to moci efektivné
overovat.

Chceme, aby rozsifena realna ¢isla byla usporadana. Prohlasime tedy, ze pro
vsechna a € R plati:

—00 <00 N—00<a<oo

Rozsitenou osu redlnych cisel zavadime pro tucely limitniho pocétu a vypis
vlastnosti proto vychazi z véty o aritmetice limit (Jarnik, 1974).

Komplexni &sla jsou zde pouZita pouze pro srovnani, nedefinujeme je nikde v textu a ani
nejsou jinde pouzita.
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Uvadime véty o limitach posloupnosti, véty o limitach funkei jsou zcela ana-
logické.

Véta 4. Necht lima,, = a € R*, limb,, = b € R*. Pak
e je-lia,b € R, jelima, +b, =a+b,
e jelia=o00ab>—o0, jelima, + b, = 0o,
e je-lia=—o0ab< oo, jelima, + b, = oco.

K vy¢isleni prvniho piipadu tedy staci aritmetika v R, pro dalsi dva zavedeme

v R* vztahy co+b = 0o pro b > —oo a —00+b = —o0 pro b < oo (a komutativné
rozsifime). V piipadé, ze a = oo a b = —oo (nebo obracené), nemtizeme pouze na
zédkladé a, b o limité a,, + b, rozhodnout. Uvedme ¢tyfi posloupnosti:

ap, =n®>—n

b, =n —n?
Ch=Nn—"n
dy=n-2+(-1)")—n

Plati lim a,, = 0o, limb,, = —oco,lim¢,, = 0 a lim d,, neexistuje. MiZzeme tedy bud

Fici, ze pro vydcislovani limit nemiZeme vysledek operace oo — oo pouzit, at je

definovan jakkoli, nebo, navodnéji, vysledek této operace ponechat nedefinovany.
Analogicky postupujeme v pfipadé nasobeni.

Véta 5. Necht lima,, = a € R*, limb,, = b € R*. Pak

e je-li a,b € R, je lima,b, = ab,

e jellia=o00ab>0neboa=—-oc0ab<0,jelima,b, = oo,
e je-lia=—-o0c0cab>0neboa=o00ab<0,jelima,b, =—oc.
Budeme tedy definovat co-b =00, —00-b= —ocoprob>0a oo b= —o0,

—o0 b =00 pro b < 0. Vyraz +o00 - 0 opét ponechame nedefinovany, protoze
stejné jako v pripadé sc¢itani zde neni mozno z hodnot a a b o limité rozhonout.
Ukazme tento fakt na nasledujicich posloupnostech:

|
d,=n-(2+(-1) )n
Plati lim a,, = oo, lim b, = 0, lim ¢,, = —o0 a lim d,, neexistuje.

V nésledujicich tabulkich znamend R libovolny prvek realnych ¢isel, R* zna-
mend libovolny prvek realnych cisel vétsi nez 0 a R~ znamené libovolny prvek
realnych ¢isel mensi nez 0. Uvniti tabulky sc¢itani znamena R soucet dvou libo-
volnych realnych cisel tak, jak je definovano na realnych ¢islech. Uvnitt tabulky
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nasobeni znamend R~ a RT vysledek nésobeni, jak je definovdno na redlnych
¢islech.
S¢itani na R* dodefinovavame takto:

|+ ] - [R] oo |
—00 —00 —o00 | nedefinovano
R —00 R 00

oo || nedefinovédno | oo 00

Vysvétlili jsme pro¢ nedefinujeme —oo + 0o a 0o + (—o0). VSech ostatnich
vysledkil bylo dosazeno pomoci véty o aritmetice limit.
Nasobeni na R* dodefinovavame takto:

L —0 | R™ | 0 | R* | o0 |
—00 00 oo | neni definovano | —oo —00
R™ 00 R* 0 R~ —00
0 neni definovdno | 0 0 0 | neni definovano
RT —00 R~ 0 R* 00
o0 —00 —o00 | neni definovano | oo 00

Rozsitena realna c¢isla jsou tedy nyni usporadand a maji definované operace
s¢itani a nasobeni, ne vsak tiplné. V algebraickém smyslu tedy + a - nejsou operace
na R*.

2.1.1 Zavedeni v literature

V knize Principles of Real Analysis od autorit Ch. Aliprantise a O. Burkinshawa

N 24

prekladem z anglictiny ze zminéné knihy.

Rozsitend osa realnych cisel R* je tvorena redlnymi ¢isly a dvéma pridanymi
prvky, +00 a —oo, tedy R* = R U {+00; —c0}.

Algebraické operace pro tato dvé nekonec¢na jsou definovana néasledovné:

1. c0o+00=00a—00—00=—00

2. (£00) - 00 =400 a (£o0) - (—o0) = Foo

3. x4+00=00ax—00=—00 pro viechna r € R

4. x - (£00) = oo pokud x > 0 a z - (£00) = Foo pokud = < 0

Vyrazy oo — 0o a —o0 + 0o jsou ponechany nedefinované. V této knize se pred-
poklada

5 0-00=0

R* je usporadané s oo jako nejvétsi prvek a —oo jako nejmensi prvek. Dale,
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6. —0o0 < x < oo pro vSechna x € R (Aliprantis, 1998, str. 29)

Toto zavedeni je stejné jako nase tabulka operaci, s rozdilem, ze my uvadime
vyraz 0 - co jako nedefinovany. Definovat 0 - oo = 0 je vhodné v aritmetice urce-
né pro teorii miry a integralu, nikoli vSak v limitnim poctu, jak jsme vysvétlili
vyse. Pokud bychom 5. polozku uvedli jako nedefinovany vyraz, ziskali bychom
ekvivalentni zavedeni.

2.2 Platnost axiomu R na R*

Ovérime, které z axiomi definujicich realna cisla, ztistavaji platné i po rozsifeni
na R*. K tomuto ovéfeni pouzijeme tabulky s¢itani a nasobeni, které jsme uvedli
vyse. Pro prehlednost zde uvadime jesté jednou axiomy z prvni kapitoly, jejichz
platnost budeme nyni ovérovat.

1. Komutativita: x+y=y+raz-y=y-x

2. Asociativita:  + (y+2)=(x4+y)+zax-(y-2)=(x-y) -z
Distributivita: z- (y+z2) =x-y+z- 2

Existuje prvek 0 e R,Vx e R: 2 +0==x
VieRd—zeR:z+(—x)=0

Existuje prvek 1 € R;11 #0,Vx e R: 1.z =2
VeeRx#0,JzeR:x- -2t =1

VieR:x<yVy<zx

© ® N o e W

Ve,y,zeR:x<y=zx+z2z<y+z
10. Ve,y,zeR: e <yAN0<z=zx-2<y- -z

11. Axiom tuplnosti: Mnozina hornich zavor A* ma minimum pro kazdou ne-
prazdnou shora omezenou mnozinu A.

Pokud néktery axiom nebude platit na rozsifené ose realnych cisel, pak se
pokusime najit jiny axiom, ktery by zachoval vlastnosti piivodniho na realnych
¢islech a zaroven platil na rozsitené ose realnych ¢isel. Ovérujeme pouze piipady,
kde se vyskytuje o0, ostatni piipady vzdy plati, nebot jsou pravé témito axiomy
definovany.

1. Komutativita: tabulky sc¢itani a nasobeni jsou diagonalné symetrické, pro
libovolné dva prvky z R* proto plati a4+b =b+a a a-b = b-a. Mize nastat
pripad, kdy neni ani jedna strana definovana, musime proto dodat, pokud
ma jedna strana smysl.

2. Asociativita: pokud se kdekoli v sou¢inu, bez ohledu na uzavorkovani, vy-
skytuje +00 a 0, pak ani jedna strana neni definovana. Pokud se v souc¢tu
vyskytuje oo — oo, pak také neni ani jedna strana definovana. Pokud ma
jedna strana smysl, pak asociativita plati.
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3. Distributivita na R* neplati v nasledujicich ptipadech:

Vb,c e R*,b>0,c<0:+00-(b+c¢)# too-b+ (£oo-c)
VoeR", c=0:+00-(b+c)# too-b+ (£oo-c)

Pokud jsou b a ¢ navzdjem opacné prvky, nema smysl ani jedna strana (leva
oo - 0, pravd oo + (—00)), jinak leva strana smysl mé, prava ne.

Distributivita je jedna z nejzékladnéjsich vlastnosti a proto nam nezbyva
nez ji i nadale pouzivat, ale pti kazdém pouziti musime zvazit, zda miize
nastat néktera z uvedenych moznosti. Pokud ano, pak distributivitu pouzit
nemtzeme. Vylouceni téchto pripadl nijak neoslabi distributivitu na redl-
nych ¢islech.

4. Prvek 0 existuje a rovnost = + 0 = x je splnéna i pro r = £oo.

5. Opacny prvek, tak, jak se v algebfe definuje, k +00 neexistuje, nebot v R*
neni zadny prvek, jehoz soucet s nékterym z téchto prvka by byl nulovy.
Presto vztah téchto dvou prvka nékteré dulezité vlastnosti opacnych prvki
spliiuje. Jak ukazeme pozdéji, plati napt. (—1)-00 = —o0, (—1)-(—00) = oc.
Dalsi vlastnost — totiz fakt, ze limita posloupnosti opac¢nych prvki je opacna
— nam umozni formulovat zobecnéni pojmu opac¢ného prvku tak, aby jiz v
R* vzdy existoval:

Va € R*3b € R*: (lima, =aAVn € NI, :a, +b,=0) = limb, =b

Pouziti pomérné slozitého konceptu limity narusuje jednoduchou formu pi-
vodnich axiomt, vzhledem k ticelu zavedeni rozsitené realné osy pro limitni
pocet je vsak pfirozené.

6. Existuje prvek 1 a 1.2 =z plati i pro x = Fo00.

1 1

7. Neexistuje takovy prvek x~, aby platilo 00 - 7" = 1. Musime proto vy-

loucit prvky +oo, stejné jako na R vylucujeme 0.

8. Predpokladame —oo < oo a pro vSechna x redlnd —oco < x < 0o a proto
platiVr e R*: x <y Vy < .

9. Implikace Vz,y,2 € R* : <y = x4+ z < y + 2z plati, pokud nenastava
pfipad —oo + oo. Musime proto axiom upravit na Vz,y,z € R* {z,z} #
{—00,00} A {y, 2} # {—00,00} : 2 <y = x+2 < y+ 2. Naredlnych ¢islech
axiom nebyl nijak oslaben.
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10.

11.

Plati pouze slabsi varianta implikace Vz,y,z e R: 2 <yA0<z=2z-2<
y - z, musime zakazat z = 0, protoze oo - 0 neni definovano. Pro vSechna
r € R ovsem plati:

r=2-14+0)=2+2-0=2-0=0

Axiom jsme proto pro realna ¢isla nijak neoslabili.

Axiom tplnosti je splnén pro vSechny ohrani¢ené podmnoziny z R, protoze
tento axiom definuje R. Neohranicené podmnoziny R jsou na R* ohraniceny
pouze jednim prvkem, a to oo, tento prvkem je proto nejmensi horni zavo-
rou.

Neni ziejmé, zda predchozi modifikace axiomii R jsou plnou axiomatizaci R*.
Nebude-li vyzadovat nezavislost axiomil, mtizeme pridavat dalsi, které budou po-
stulovat dulezité vlastnosti R*, jako existenci nevlastnich prvki. Pridame proto
dva axiomy, které zaruci existenci +oo v R*.

Ptidavame dva axiomy:

1.

2.

Existuje nejvétsi prvek R*, oznac¢ime jej +oc.

Existuje nejmensi prvek R*, oznacime jej —oo.

2.3 Axiomy rozsirené osy realnych cisel

Ziskali jsme axiomy, které definuji realna cisla a zaroven plati i na rozsitené ose
realnych cisel.

1.
2.
3.

Existuje nejvétsi prvek R*, oznacime jej +oc.
Existuje nejmensi prvek R*, oznacime jej —oo.

Pro vSechna z,y € R*, {z,y} # {00, —oc0} plati: z+y = y+x a pro vSechna
x,y € R* {x,y} # {£o0,0} plati: x -y =y - .

Pro vSechna z,y, z € R*, {, 00, —00} ¢ {x,y, 2} plati: z+(y+2) = (x+y)+=.
Pro v8echna z,y,z € R*,{, 00,0} ¢ {x,y, 2z} plati: - (y - 2) = (z - y) - 2.

Pro vSechna z,y, z € R* plati: © # tooVy-2 > 0=z (y+z2) =z-y+x- 2.

. Existuje prvek 0 takovy, ze x + 0 = x pro vSechna x € R*.

Pro vSechna a € R*existuje b € R* takové, ze (lima,, = a AVn € N3b, :
a, + b, = 0) = limb, = b, b nazveme opacnym prvkemﬂ a.

Existuje prvek 1, 1 #£ 0 a 1 -z = x pro vSechna x € R*.

. Existuje prvek z7! pro viechna z € R*,z # 0,2 # doo takovy, ze x #

too= - (z71) =1

RINevyzadujeme zde, aby platilo a+ (—a) = 0 a nejednd se proto o opa¢né prvky jako takové.
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10. Pro vsechna z € R* plati: z <y Vy < x.

11. Pro vSechna z,y,z € R*,{z, 2} # {—o0,00} A {y,2z} # {—o00, 00} plati:
r<y=zx+z<y+=z

12. Pro vSechna z,y,z e R* plati: t <yAN0<z=zx-2<y- 2.

13. Axiom tplnosti: Mnozina hornich zavor A* mé& minimum pro kazdou ne-
prazdnou shora omezenou mnozinu A.

Nyni mame 13 axiomt rozsitené osy realnych ¢isel. Pokusime se nyni odvodit
vlastnosti, které pozadujeme, aby rozsifena osa realnych c¢isel méla.

2.3.1 Ovéfreni axiomu

Pokud do axiomu Vz,y,z € R* {z,2} # {—o00,00} A {y,2} # {—00,00} : 2 <
y = x+ z < y+ 2. dosadime z, z libovolna redlna a y = oo, dojdeme k:

r<oo=>r+z<00+2

Ptedpoklad je splnén pro vsechna realna ¢isla a musi proto platit oo 4 z je vétsi
nebo rovno x + z pro libovolna x, z realna. Musi proto platit co + z = oo pro
vSechna z realna.

Z toho, jak jsme si definovali opacné prvky pfimo plyne, Ze oo - (—1) = —o0
a obracene.
Ovéfime, 7e z axiomi plyne —oco < oo aVr € R: —oo < x < o0.

Dukaz.

Definice 42 (Maximum, minimum).
Necht existuje prvek m mnoziny M a pro vSechny prvky x mnoziny M plati:

m>x

Pak fekneme, Ze m je maximem mnoziny M.
Necht existuje prvek n mnoziny M a pro vSechny prvky x mnoziny M plati:

m<x

Pak fekneme, Ze n je minimem mnoziny M.

Z definice maxima pfimo plyne:
Ve e R*: 2 < o0
A zéroven plati co ¢ R, ¢imz dostavame:
VeeR:z < o0
Z definice minima piimo plyne:

Ve e R : 2> —c0
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A zaroven plati —oo ¢ R, ¢imz dostavame:
VreR:z > 00

Tim jsme dokazali —oo < x < oo pro vSechna z redlna. Z faktu, ze oo je
maximem R* a —oo je minimem R* plyne —oo < oo. 0

Z axiomu Vz,y,z € R* {x, 2} # {—o0,00} A{y, 2} # {—00,00} plati: z <
y = v+ 2z < y + z zopakujeme postup, tentokrat pro y, z libovolna realna a
T = —00:
—o0o<y=-o0o+z<y+z

Musi platit, ze —co+ 2 je mensi rovno nez vsechna realna ¢isla, proto urcité plati
—00 4+ z = —00 pro vSechna z realna.

Pokud by bylo y = co = 2z a x libovolné realné:
r<oo=0r+0<o0+00=00<00+ 0
Musi proto platit oo + oo = .
Pokud by bylo x = —oo = z a y libovolné realné:
—00 <y = —00+ (—00) <y+ (—00) = —00+ —(00) < —00
Musi proto platit —oo + (—o0) = —oc.
Z axiomu o existenci jednotkového prvku vime, ze 1-x = x. Pomoci distributivity

ziskame:
r+zr=1-2+1-2=(141)-2=2-2

Takto mtzeme pokracovat.
r+r4+r=2-2+1-2=024+1)-z2=3-z
Provedeme indukéni krok

r+rx+... tx=mn-1)-z+1-2=n-x

n-krat

Jelikoz jsme jiz dokazali oo 4+ 0o = 00 a také —oo + (—o0) = —oo tak mame také
dokézano:
VneNn#0:n-co=00An-(—o0)=—00

P1i pouziti distributivity nenastal zadny z pripadi, kde distributivita neplati,
tento postup je korektni. Nyni jiz umime nasobit rozsitena realna cisla priroze-
nymi ¢isly bez 0.

Vime, Ze plati pro vSechna n pfirozena, nenulova:

n
o=1-00=—-00=
n
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Vime, Ze n - co = 0o, ziskali jsme rovnost:
1

00 = —-00
n

Miizeme proto prohlasit o nasobeni nekonecna libovolnym zlomkem § > 0:

P 1

q 4q

Rozsitili jsme nasobeni rozsifenych realnych ¢isel na nasobeni kladnymi zlomky.
Pro libovolné r» > 0 realné plati: existuje ¢, g2 racionalni, takové, ze plati

0 < q <r < qe. Vyuzijeme axiom Va,b,c e R*,¢c>0:a<b=a-c<b-c.

QSr<@p=>q¢g 0r-o00lgp-00=>00<71-00 <00

Z ¢ehoz je jiz jasné, Ze plati a - oo = oo pro viechna a > 0 redlni. Ctenar lehce
nahlédne, Ze stejné tak plati a - (—oo0) = —oo pro vSechna a > 0 realna.

Vime, Ze plati co-(—1) = —oo, umime tedy néasobit vSechny prvky R* prvkem
(—1). Kazdy prvek = € R*,xz < 0 miZeme zapsat jako (—1) - (—z),(—z) > 0. Z
toho, ze umime nasobit vSemi kladnymi prvky R* a (—1) proto plyne, Ze umime
nasobit vSemi prvky R*, kromé vyrazu +oo - 0, tento vyraz neni definovan z
divodi, které jsme jiz uvedli.

Timto jsme ukazali, Ze z axiomil, které jsme uvedli 1ze odvodit vlastnosti, které
pozadujeme pro R*. Nejsme ale schopni dokazat, ze definuji R* jednoznacné a ze
jsou nezavislé a proto feknem, Ze se jedna pouze o vlastnosti, které jsou splnény
na R*.

2.4 R* jako algebraicka struktura

Méame definovanou mnozinu R* a na ni dvé operace, s¢itani a nasobeni, rozhod-
neme nyni, jakou algebraickou strukturu (R*, 4+, ) tvori.

Grupa s operaci s¢itani

Aby rozsifena realna ¢isla tvorila grupu, musela by mit neutralni prvek a inverzni
prvky k operaci séitén. Neutralni prvek je 0, kdyby jim bylo néco jiného, pak
by prirozena, cela, racionalni a realné cisla netvorila grupu a ani rozsirena realna
¢isla jako jejich nadmnozina by tedy nemohla tvorit grupu. V R* musi tedy ke
kazdému prvku existovat inverzni prvek vzhledem ke s¢itani, tak aby platilo:

a+a =0

Tuto vlastnost musime ovérit pouze u prvki, které jsme pridali, tedy +oo. Ptes-
toze jsme vytvorili takovy axiom, ktery povoluje, aby +oo mélo opacny prvek,
neplati rovnost co+z = 0 pro zadné x a rozsirend osa realnych ¢isel proto netvori
grupu s operaci s¢itani.

[B1Zde se jiz jedna o opa¢né prvky, jak jsou definovany na R
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Grupa s operaci nasobeni

Neutralnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni je 1. Abychom mohli nazvat
rozsifenou osu realnych cisel grupou s operaci nasobeni, muselo by plati, ze exis-
tuje takovy prvek x € R*, pro ktery plati oo - x = 1. Takovy prvek neexistuje a
rozsifené osa realnych ¢isel proto netvori grupu s operaci nasobeni.

Rozsitena osa realnych ¢isel netvori ani aditivni, ani multiplikativni grupu a
nemtize proto tvorit ani téleso.
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Z.avér

Cilem této prace bylo seznamit c¢tenadfe s prirozenymi, celymi, raciondlnimi a
realnymi ¢isly, jak jsou definovana, co na nich plati a pro¢ je definujeme a poté
aximaticky zavést rozsitena realna cisla.

Tyto mnoziny jsme definovali, ale také jsme je zkonstruovali. Definovali jsme
zakladni operace, s¢itani a nasobeni, a usporadani na téchto mnozinach. Dokazali
jsme jejich spocetnost, respektive nespocetnost u realnych cisel.

V prvni kapitole jsme uvedli vSe, co je tfeba znat o téchto mnozinach. Tyto
informace lze dohledat v literatuie. Tato prace je vSak strucné a prehledné radi
v jednom kratkém textu, prinos prvni kapitoly je proto v tom, zZe ¢tenar si mi-
ze lehce zjistit vSechna dilezita fakta bez schanéni mnoha knih. Nepodarilo se
nalézt literaturu, kde by bylo pohromadé axiomatické a konstruktivni zavedeni.
Zvlasté pak tato zavedeni na prirozenych c¢islech se tézko hledaji, protoze vétsina
literatury predpoklada znalost celych ¢isel i s operacemi.

Nasim cilem v kapitole druhé bylo najit axiomy, které by zavedli rozsifenou
osu realnych cisel. Nasli jsme vlastnosti, které definuji realna ¢isla a jsou splnéna
na rozsifené ose realnych cisel. Nepodarilo se nam jiz ovérit, zda definuji R*
jednoznacné a zda jsou na sobé nezavislé. Dtivod pro¢ se axiomatické zavadéni
nepouziva v literatufe je ziejmeé ten, Ze struktura (R*, +, ) netvofi ani grupu ani
téleso (coz jsme v textu ukazali) a proto je jeji axiomatické zavedeni slozité a ne
prilis uzitecné.

Stanovené cile, nalezeni axiomil, které kompletné definuji R*, se podarilo na-
plnit jen ¢astecné, o nalezenych vlastnostech nemiizeme prohlasit, ze se jedna o
axiomy. Prvni kapitola je ve vysledku rozsahlejsi nez bylo ptivodné zamysleno,
ale vSechny uvedené informace souvisi s tématem a jsou pfinosné pro Ctenafte.
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