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Uvod

Tématem mé bakalaiské prace je konstrukce tloh na limity funkci. K vybéru
tohoto tématu mé privedl vedouci mé prace Mgr. Derek Pilous, Ph.D. po mnoha
konzultacich v ramci pfedmétu Matematicka analyza I. Diky nému jsem v ramci
pripravy na zapoctovy test ziskala vhled do problematiky feseni tloh na limity
funkci. Toto téma mi pfislo natolik zajimavé, Ze jsem se pozdéji rozhodla zvolit si
ho jako téma své bakalafské prace. Dalsi motivaci bylo vytvorit text, ktery by byl
napomocny studentim pri piipravé na zapoctovy test z Matematické analyzy I.
Tento zapoctovy test je hodnocen jako jeden z nejobtiznéjsich pozadavka v ramci
studia, proto mé napadlo, Ze by mohlo byt prospésné napsat praci, ktera by mohla
byt pomickou pii pripravé na tento test. I z téchto divodi se v rdmci prace snazim
o vyjadfovani co nejsrozumitelnéjsi studentim bakalafského studia (napiiklad
jsem se snazila vyhybat fomulaci definic a vét pomoci predikatového poctu nebo
takové formulace alespon priblizovat dale pomoci vlastnich slov a ukazkovych
tloh).

Primarnim cilem mé prace je vytvorit systém tvorby tloh na vypocet limit. Je
tedy pfimo ur¢ena predevsim pro vyucujici, ktefi s jeji pomoci mohou vytvéret
tlohy pro pouziti ve vyuce a testovani. Prvni dvé ¢asti (zvlasté druha) mohou
byt vSak uzitecné i jako studijni materiadl pro studenty analytickych predméti;
dirazem na elementarni metody se odlisSuje od vétsiny pouzivanych cvic¢ebnic
a skript. Studenti, ktefi si prostuduji i posledni kapitolu, mohou navic ziskat
hlubsi vhled do problematiky limit elementarnich funkci.

Prvni ¢ast mé préace je vénovana nezbytnym teoretickym znalostem definic
a vét, které se pii vypoctu limit uzivaji, i samotnych definic limit a dalsich diile-
zitych pojmii.

Druha ¢ast nam ukaze situace, které mohou v rameci feSeni limit nastat, a po-
pise metody jejich FeSeni. V ramci této casti uvidime jednoduché i slozitéjsi ulohy,
ze kterych budeme vychazet v Césti treti.

V treti ¢asti se budeme zabyvat samotnou konstrukci tuloh. Cilem této casti
je popsat tvorbu tloh takovym zptsobem, aby byl ¢tenar schopen tvorbé tloh
porozumét a nésledné sdm takové tlohy konstruovat.



Kapitola 1
Vymezeni zakladnich pojmi

Prvni kapitola je vénovana zakladnim pojmim, definicim a vétam. Znalost téchto
prvkil je nezbytna pro porozuméni dalsim castem mé prace. Zaméfeni mé préce
je praktické, proto jsou zde zamérné vynechany dikazy, které si ¢tenar v pripadé
zajmu muze dohledat v odkazované literature. Pouzité véty a definice jsou pre-
vzaty z odkazované literatury s drobnymi tpravami, které si vyzadalo vytrzeni
z kontextu puvodniho textu. Zdrojem definic a matematickych vét, u nichz neni
uveden odkaz, je Mgr. Derek Pilous, Ph.D.

1.1 Limita funkce

Zacneme tlohou, kterda nam objasni intuitivni vyznam pojmu limita. Mé&jme jako
piiklad funkci f definovanou predpisem f(z) = S‘% Takova funkce zcela jisté
neni definovdna v bodé z = 0. Pro vSechny ostatni reélné hodnoty x funkce
definovana je. Za x muzeme dosazovat hodnoty, které se nule nerovnaji, ale blizi
se k ni libovolné blizko. Nyni , ptijdeme” po ose = k ¢islu nula zprava: oznac¢ime
jako z; = 0,1, 25 = 0,01,z3 = 0,001..., 2, = 107". Funkéni hodnoty v téchto
bodech budou f(z1) = 0,998334, f(z2) = 0,999983 a od ¢isla x3 jsou funkéni
hodnoty v dalsich bodech natolik blizké ¢islu jedna, Ze mezi nimi matematické
programy jako Wolfram ¢i GeoGebra nedélaji rozdil. Z toho vidime, ze ¢im jsou
¢islu 1 — formalné budeme fikat, Ze limita funkce f pro x blizici se (téz ,,jdouci®)
k 0 je rovna 1. Pojem limity je tedy matematickou formalizaci intuitivniho pojmu
,,blizeni se‘.

Nyni uvedeme forméalni definici limity funkce, nejprve vlastni (koneéné) limity
ve vlastnim bodé.

Definice 1. (Jarnik, 1984) Rikame, Ze funkce f(z) mé v bodé ¢ € R limitu A € R,
jestlize ke kazdému kladnému ¢islu € existuje kladné ¢islo 9 tak, Ze nerovnost

[f(z) — Al <e
plati pro v8echna x, pro néz je 0 < |x — ¢| < 0.

Hodnoty spliujici posledni nerovnost jsou hodnoty z z intervalu (¢ — §, ¢+ 9)
rizné od c. Definice tedy 1iké, Ze pro hodnoty x blizké ale rtizné od ¢ jsou hodnoty
f(z) velmi malo odlisné od ¢isla A. Z podminky 0 < |z — ¢| plyne, Ze existence



ani hodnota limity funkce f v bodé ¢ nezavisi na funkéni hodnoté ani na tom,
zda je v tomto bodé funkce viibec definovéna.

Méjme nyni funkei f danou predpisem f(x) = 7z @ uvazujme jejf limitu v bodé
z = 0. Pokud ptijdeme po ose ) x k nule ,,zleva“ (tedy ze zapornych ¢isel), dosta-
vame vzdy hodnotu —1. Pokud ovSsem ptjdeme ,zprava“ (tedy z kladnych &isel),
nabyva funkce hodnoty 1. Limita v tomto bodé — tak jak byla definovdna — nema
smysl, protoze se funkce neblizi z obou stran ke stejné hodnoté. Ptujdeme-li oviem
k nule pouze zleva nebo pouze zprava, funkce se blizi k vySe uvedenym hodnotam
(resp. jich nabyva). Toto pozorovani formalizujeme pomoci tzv. jednostrannych
limit, coZ je obsaZeno v nasledujici definici:

Definice 2 (Jednostranné limity). (Jarnik, 1984) Rikame, Ze funkce f(z) ma
v bodé ¢ € R limitu zprava (resp. zleva) A, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu e
existuje kladné ¢islo § tak, Ze nerovnost

[f(x) — Al <e
plati pro v8echna x z intervalu (¢, c+6) (resp. pro vSechna z intervalu (¢ — J, ¢)).

Predchozi definice nepostihuji kazdé intuitivni bliZzeni se funkénich hodnot
k hodnoté limitni. Pfedstavme si funkei f danou piedpisem f(z) = %5 v okolf
bodu z = 0. Funkce zde roste zprava i zleva nade vSechny meze (,,do nekonecna®).

Tuto skutecnost postihujeme pomoci pojmu nevlastni limity.

Definice 3 (Nevlastni limita). (Jarnik, 1984) Rikéame, Ze funkce f(z) ma v bodé
¢ nevlastni limitu +o0o (resp. —o00), jestlize ke kazdému realnému ¢islu K existuje
¢islo § > 0 tak, ze nerovnost f(z) > K (resp. f(z) < K) plati pro vechna z, pro
néz je 0 < |x—c| < d. Znacime lim, . f(x) = +oo (resp. lim,_,. f(x) = —o0). Po-
dobné se definuji symboly lim, .. f(z) = 400, lim, . f(z) = —o00, lim, . f(z)
= +00,lim, . f(z) = —o0; pouze nerovnosti 0 < |x — ¢| < J je nutno nahradit
u prvnich dvou symboli nerovnostmi ¢ < z < ¢+ 9, u druhych dvou symbolui
nerovnostmi ¢ — 9 < x < c.

Jak vidime, podminku |f(z) — A| < ¢, vyjadfujici blizkost hodnot f k limité
A, zde nahradila podminka f(x) > K (resp. f(z) < K), ktera vyjadiuje, ze f se
zvétsuje nad (resp. zmensuje pod) vSechny realné meze.

K uplnému pokryti pojmu limita, jak je definovan v matematice, ndm nyni
zbyva posledni piipad, a to limita v nevlastnim bodé. Mé&jme funkci f danou
predpisem f(z) = % a TeSme limitu této funkce pro x — oo. Miuzeme vidét,
ze pokud jdeme s x do nekonecna, blizi se graf funkce k ose x, neboli hodnoty
funkce se blizi k 0. Formalni definici vytvofme tak, Ze podminku pro rist nad
(resp. pokles pod) vSechny meze z Definice 3 pouZzijeme na samotnou proménnou
x.

Definice 4. Rikéme, ze funkce ma v +oo limitu A € R* a piseme lim,_, o, f(z) =
A, pokud:

e je-li A € R, pak ke kazdému kladnému ¢ existuje realné K takové, Ze ne-
rovnost |f(z) — A| < e plati pro vSechna z > K,

(W Jit po ose® je neformalni termin, jimz vyjadiujeme, Ze hledame hodnoty funkce v bodech
posloupnosti, ktera ma prislusny bod za limitu, jak jsme to vidéli v avodni tloze tohoto odstavce.

8



e je-li A = oo, pak ke kazdému redlnému e existuje realné K takové, Ze
nerovnost f(x) > e plati pro v8echna = > K,

e je-li A = —o0, pak ke kazdému realnému e existuje redlné K takové, ze
nerovnost f(x) < e plati pro vSechna z < K.

Podobné definujeme, ze funkce f ma v —oo limitu A (piSeme lim,,_ f(z) = A),
pouze nerovnosti x > K nahradime ve vSech ptipadech x < K.

Tyto ¢tyfi definice se daji sjednotit pomoci zavedeni pojmu okoli. Nez to
vsak provedeme, ptifadime symbolim +o0o0, —oo vyznam ¢isel z takzvané rozsitené
realné osy R*. Do této chvile mély tyto symboly vyznam pouze v rovnosti s limitou
a vyjadrovaly jisté chovani funkce v okoli limitniho bodu.

1.1.1 Rozsifena realna osa

Definice 5 (Rozsifena redlna osa). Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu
R* = RU {400, —00} (nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme +o00 znacit pouze
00) s usporadanim a aritmetickymi operacemi z R, které dodefinovavame néasle-
dujicimi vztahy:

o —o0 <a< oo prokazdé a € R
o —(+00):=—00

1 .
.E_O

® a+ 00 := 00 pro kazdé a > —o0
® a-00:= 00 pro kazdé a > 0
e oc0® := oo pro kazdé a > 0

oo

e ™ := o0 pro kazdé a > 1

Déle aritmetické operace na R* rozsifujeme tak, aby s¢itani a nésobeni bylo ko-
mutativni, asociativni, platil distributivni zdkon a déle aby pro kazdé a,b € R*
platilo:

e a—b=a+(-b)

e —a=-1-a
o _ .1
® = ay

L _ 1.1
.ab_a b
.ab+c_ab'ac

° ab-c — (ab)c’

mé-li podle predchoziho alespon jedna strana smysl. Nedefinované vyrazy jsou:
a 100 0 NnO
00 — 00,0 - 00,00/00, §,1%, 00", 0°.
Rozsitenou realnou osu jsme zde zavedli kviili nasledujici definici okoli bodu.
Pro tento 1cel vSsak neni nezbytné nutna. Hlavni motivaci pro jeji zavedeni je

aritmetika limit (viz oddil 1.2.3).



1.1.2 QOkoli bodu a sjednocena definice limity
Definice 6 (Okoli bodu a). Okolim bodu a € R* rozumime mnozinu
e U(a,e) = (a—¢e,a+¢e)proa e R, e € RT
o U(co,e) = (g,00) proe € R
e U(—00,e) = (—00,—¢) proec € R
Levym resp. pravym okolim bodu a rozumime mnozinu
e U (a,e) ={x;xz € U(a,e) Nz < a} resp.
o Ut(a,e) ={z;2 € U(a,e) Nz > a}.

Prstencovym (téz redukovanym) okolim bodu @ rozumime mnozinu P(a,c) =
U(a,e)\{a}, analogicky levym resp. pravym prstencovym okolim bodu a rozu-
mime mnozinu P~ (a,e) = U™ (a,e)\{a} resp. P(a,e) = U*t(a,e)\{a}. Prava
a leva okoli bodu nazyvame souhrnné okolimi jednostrannymi, je-li to tfeba k roz-
liseni, nazyvame okoli okolimi oboustrannymi. Stejnou konvenci uzivame u okoli
prstencovych. Je-li tfeba rozlisit okoli od prstencového okoli (véetné jednostran-
nych okoli), nazyvame jej aplnym okolim.

Mnozinu vsech okoli bodu a € R* budeme znaéit U (a), mnozinu vSech prsten-
covych okoli P(a). Analogicky mnoziny jednostrannych okoli a zna¢ime U™ (a),
U™ (a) a mnoziny jednostrannych prstencovych okoli P*(a), P~ (a).

Ted tedy muzeme zavést jednotnou definici limity funkce.

Definice 7. Rekneme, ze funkce f ma v bodé zg limitu L a piseme lim,_,,, f(z) =
L, pokud

YU € U(L) 3P € P(xo) : f(P) C U.
Nahradime-li P(x¢) mnozinou P~ (z") resp. PT(z"), dostavame definici limity

funkce f v bodé x zleva resp. zprava.

Limita v oo zleva predstavuje vzhledem k definici okoli totéz jako limita v oc.
Limita pro oo zprava nemé smysl. Analogicky limita v —oo zprava predstavuje
totéz jako limita v —oo a limita pro —oo zleva nemé smysl.

Uvedené sjednocena definice vyjadiuje vlastni podstatu limity. Definujeme-
-li v libovolném prostoru korektné systém okoli kazdého bodu, médme tim podle
uvedené definice definovénu i limitu zobrazeni v tomto prostoru.

1.1.3 Spojitost

Pojem spojitost zde zavadime predevsim kvili tizkému vztahu k limité (viz Véta
11), ktery umoznuje podstatnou ¢ast limit Fesit dosazovanim.

Definice 8 (Spojitost funkce f(z) v bodé ¢). (Jarnik, 1984) Rikime, Ze funkce
f(z) je spojita v bodé ¢, jestlize ke kazdému kladnému &islu e existuje kladné
¢islo 0 tak, ze nerovnost

[f(x) = fle) <€

je splnéna pro vSechny hodnoty x, pro néz je

|z —¢|] <.
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Pfi¢emz tyto hodnoty x jsou pravé vSechny hodnoty x z intervalu (¢ —4d, c+9).

Definice 9 (Spojitost v bodé zprava a zleva). (Jarnik, 1984) Rikame, 7e funkce
f(x) je spojita zprava v bodé c, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu e existuje
kladné ¢islo § tak, ze nerovnost |f(x) — f(c¢)| < e plati pro v8echna z, jez splhuji
nerovnosti ¢ < = < ¢ + d. Rikame, Ze funkce f(z) je spojita zleva v bodé c,
jestlize ke kazdému kladnému c¢islu € existuje kladné ¢islo § tak, Ze nerovnost
|f(z) — f(c)] < e plati pro v8echna z, jez spliuji nerovnosti ¢ —§ < z < c.

Definice 10 (Spojitost funkce f(x) na intervalu J). (Jarnik, 1984) Budeme fikat,
ze funkce f(x) je spojita v intervalu J, jestlize ma tyto vlastnosti:

e Je spojitéa (tj. je spojita zleva i zprava) v kazdém vnitinim bodé intervalu

J.

e Patii-li poc¢ateéni bod intervalu J k intervalu J, je funkce f(x) téz spojita
zprava v tomto bodé.

e Patii-li koncovy bod intervalu J k intervalu J, je funkce f(z) téz spojita
zleva v tomto bodé.

1.2 Véty pouzivané pii vypoctu limit

Definice limity neni konstruktivni v tom smyslu, Ze nedava névod, jak zjistit
hodnotu limity v daném bodé. Dava nam pouze podminku, jak ovérit, zda dané
¢islo limitou je ¢i neni, coz muze byt samo o sobé velmi obtizné. Pro vypocet
hodnot limit proto pouzivime nejcastéji vét uvedenych v této podkapitole. Ze
stejného duvodu jsou tyto véty diilezité pti navrhu tloh na zjisténi hodnoty limity
funkce.

1.2.1 Zakladni vlastnosti limit

Véta 1 (Véta o jednoznacnosti limity). (Jarnik, 1984) Funkce f(z) ma v bodé ¢
nejvyse jednu limitu, a rovnéz nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu limitu
zleva.

Véta 2. (Jarnik, 1984) Necht ¢ € R. Rovnice lim,_,. f(x) = A plati tehdy a jenom
tehdy, je-li lim, .y f(z) = lim,_,._ f(x) = A. Tedy limita funkce v bodé ¢ existuje
tehdy a jen tehdy, existuji-li v bodé ¢ limity zprava i zleva a jsou-li si zaroven
rovny. Potom tvrdime, Ze limita je rovna spole¢né hodnoté limit zprava i zleva.
Véta 3. Pokud jsou dvé funkce shodné na jistém prstencovém okoli limitniho

bodu, pak je existence jejich limit v tomto bodé ekvivalentni. Pokud obé limity
existuji, rovnaji se.

1.2.2 Limita konstantni a identické funkce

Véta 4. Necht ¢ € R a 5 € R*. Pak

lim ¢ =c,
T—T0

lim x = x.
T—T0

11



1.2.3 Véta o aritmetice limit

Véta 5 (Prvni véta o aritmetice limit). (Skrasek, 1983) Vatahy
lim, o [f (%) + g(2)] = limyq f(2) + lim, . g(2)

b) lim,o[f(z) — g(z)] = lim,—, f(z) — lim, s, g(2)
lim, o[k - f(2)] = k- limg s, f(2)

d) lim,o[f(2) - g(2)] = limyq f(2) - lim,—q g(2)

¢) lim, o 48 = phe=e L8 e lim, . g(2) # 0

g(x) limgz—aq g(z

C

a)
)
)
)

plati, pokud méa prava strana smysl.
Tustrujme si nyni vétu na konkrétni dloze. Mé&jme lim, ,3(z? — 2 — 2). Pii
vypoctu staci vyuzit Véty 4, Véty 5 a faktu, Ze 22 = z - 2. Vysledkem bude

lim (2 —:1:—2)—hmx limz —limz — lim2 2 3.3-3—-2=4.
z—3 z—3 z—3 z—3 z—3

Pomoci ptredchozich vét mizeme tutéz tlohu vytesit i jinymi zplisoby. Napii-
klad 1ze f(x) jako polynom rozlozit na soucin linearnich ¢leni a pak opét dosadit.

il{)f}))(x x—2) glcliril’,(x +1)(x —2) }}1{)1{13(% +1) glgg(x 2)
Plimz +1lim1) - (limz — lim2) 2 (3+1)-(3-2) =4

r—3 r—3 r—3 r—3

Mé&jme nyni limitu stejné funkce pro z — oo, tedy lim, oo (2% — x — 2). Zde
jiz. pfimé dosazeni podle véty 5 neni mozné, protoze bychom se dostali k vyrazu
00 - 00 — 00 — 2, ktery nema smysl. Druhy zptisob, kterym jsme fesili predchozi
tlohu, ovSem pouzit lze:

lim (22 — 2 — 2) = lim(x—l—l)(:p—Q) = hm(:v—l—l) lim(a:—2)\§)
T—r00 T—00 T—00 T—r00
:(hm z + hm 1) (lim z — lim 2) £ (co+ 1) - (00 — 2) =

Vidime tedy, ze Vétu 5 nelze vzdy pouzit stejnym zptusobem. Ostatné i rozklad
na soucin, kterym jsme ziskali hodnotu limity v obou piipadech, by nebylo mozné
pouzit, kdyby polynom definujici f nebyl rozloZitelny v R (napiiklad (x*—z+1)).
Na prvni pohled nepfilis ptirozeny rozklad na soucin vytknutim nejvyssi mocniny
v8ak umoziuje ziskat limitu polynomu v nevlastnich bodech vzdy.

1 2 1 2
lim (22 — 2z —2) = limx2<1————):ooz-(l————):oo-lzoo

gl £oy00 oo oo?

Pouziti Véty 5 jsou zde podminéna a ospravedlnéna az smysluplnosti vysledku.
To si miizeme nazorné demonstrovat pokusem o primé dosazeni v piipadé z — oc.
lim (2° — 2 — 2) = (lim 2?) — (lim 2) — 2 = 00 — 00 — 2
T—00 T—00 T—00
Leva strana, jak jsme ukézali, m& hodnotu oo, avsak prava strana nemé smysl,
nebot se v ni vyskytuje nedefinovany vyraz oo — co. V takovém pripadé, kdy
zjistime, ze vysledek dosazeni podle Véty 5 nema smysl, je cely vypocet od jejiho
pouziti neplatny. Tento problém fesi nasledujici verze véty o aritmetice limit.
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Véta 6 (Druhé véta o aritmetice limit).

e Necht alespon jedna z limit lim,_,, f(x), lim,_, g(x) existuje a je vlastni.
Pak vztahy a), b) z Véty 5 plati, pokud méa alespon jedna strana smysl.

e Necht lim, _,, g(z) existuje a je kone¢na nenulova. Pak vztahy d), e) z véty
5 plati, pokud ma alespon jedna strana smysl.

Zakladnim rozdilem mezi prvni a druhou verzi véty o aritmetice limit je,
ze prvni je implikaci, zatimco druha je ekvivalenci. Plati tedy, Ze nemé-li prava
strana nékteré rovnosti smysl, pak podle prvni véty vime pouze to, ze danou limitu
nelze timto zptsob rozepsat; z druhé véty ve stejné situaci vime, ze ptivodni limita
neexistuje.

Druha véta ma ovSem silnéjsi predpoklady a nelze ji tedy pouzit ve vSech
piipadech, kde lze pouZit verzi prvni. Napiiklad lim, .. (2% + ) lze pfimym do-
sazenim Tesit jenom prvni vétou o aritmetice limit (protoZze lim, 221 limy o
jsou nekonecné). Zatimco napiiklad dokazat neexistenci lim,_,.,(2 + sinz) z ne-
existence lim, ,,, sinz lze jen pomoci druhé verze (neexistenci lim, ., sinz si
vysvétlime v sekei 1.2.7).

Véta 7. Necht lim, . f(x) = 0a f(z) > 0 na jistém P € P(c). Pak lim, . ﬁ =

oo. Pokud lim, . f(x) = 0a f(z) < Onajistém P € P(c), pak lim,_,. ﬁ = —00.

Véta plati analogicky pro jednostranné limity.

Skute¢nost, ze lim, . f(z) = L a f > L na jistém P € P(c), budeme znacit
lim, . f(z) = Ly (analogicky L_). Pfedchozi vétu pak muzeme symbolicky vy-
jadrovat rovnosti OL = 00, 0% = —o00. Aritmeticky vyznam vSak témto vyrazim
prifazovat nebudeme, budeme je chapat jako symbolicky odkaz na Vétu 7.

1.2.4 Véta o limité slozené funkce

Véta 8. (Vesely, 2001) Necht existuje limita lim,_,, g(x) = A a necht existuje
lim,, 4 f(y) = B. Potom plati
lim f(g(x)) = B,

T—a
jestlize je splnéna alespon jedna z nésledujicich podminek:
(1) funkce f je spojita v A, nebo
(2) existuje takové okoli bodu a, ve kterém g nenabyva hodnoty A.

Vétu o limité slozené funkce muzeme vyuzit nejen k vypoctu limity slozené
funkce, ale také k substituci v ramci limity. Zde si pro lepsi porozuméni uvedeme
konkrétni tlohu. M&me funkei f danou predpisem f(z) = = -Inz. Chceme zjistit
jeji limitu v bodé 04, tedy lim,_, (= - Inx). Substituce y = % vede k prepsani
limity na tvar lim,_,. 111 -In 1. Jednoduchou tupravou ziskdme tvar — lim, o0 1117;,7

ktery s pomoci dominanci, zavedenych v odstavci 1.2.9, dokazeme snadno vyftesit.
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1.2.5 Veéta o ,,dvou policajtech*

Véta 9 (Véta o limité seviené funkce, téz ,,véta o dvou policajtech®). (Skrééek,
1983) Necht na urcitém prstencovém okoli P(a,¢) plati nerovnosti

f(x) <h(x) < g(x).

Je-li pritom lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) = A, pak existuje také lim,_,, h(z) a plati
lim, _,, h(x) = A.

Véta plati i v jednostranné verzi (tedy pro jednostranné okoli i limity). Di-
sledkem véty o limité seviené funkce je nésledujici, ¢asto vyuzivana véta.

Véta 10. (Skraéek, 1983) Je-li na uréitém prstencovém okoli P(a, ) funkce y =
f(z) omezena a je-li pritom lim,_,, h(x) = 0, pak je

lim[f(z)h(z)] = 0.
r—a
Tuto vétu ukdzeme na tloze lim, o (2 - sm 1) (Kopagek, 2002). Funkee f(z) =
x se v bodé 0 rovné nule. Funkce g(z) = sin ; je definovana vSude kromé pocatku
a ve svém definiénim oboru je omezena (konstantou ¢ = 1), takze hledana limita
je rovna nule.

1.2.6 Véty o spojitosti funkce
Véta 11. (Jarnik, 1984) Funkce f(x) je spojitd v bodé ¢ tehdy a jen tehdy, je-li

lim £(z) = £(0)
Tr—rcC
Slovy: funkce f(z) je spojitd v bodé ¢ tehdy a jen tehdy, existuje-li limita
funkce f(x) v bodé ¢ a je-li tato limita rovna hodnoté, které funkce f(x) pravé
v bodé ¢ nabyva.

Véta 12. Kazdé elementarni funkce je spojitd v kazdém intervalu svého definic-
niho oboru.

Tyto dvé véty nam spolecné s Vétou 3 umoznuji zjistovat hodnotu limit ele-
mentarnich funkci pomoci dosazovani, pokud je funkce definovana v jistém prs-
tencovém okoli limitniho bodu a vysledek dosazeni méa smysl. Ukazme si priklad:

2 —1 . (z=1) - (x+1) vz, (x+1)

2
lim —— = lim = lim ——
el 42 —2 a=l(z—1)-(x+2) «=1(z+2) 3

1)-(z+1) e e - , . 1) .
Funkce (@=1)-(@+D) 1 oni v limitnim bodé definovana, ovsem funkce EmJJ:Q% uZ ano.

Tyto dvé fun&{ce maji v kazdém bodé stejnou hodnotu — ovSem kromeé bodu 1,
coZ znamena, ze jsou shodné v kazdém prstencovém okoli bodu 1 a podle Véty 3
maji v tomto bodé stejnou limitu (pokud existuje). Samotna funkce ”1 5 je funkei
elementarni a je tedy spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru (tedy ve
viech bodech nélezicich do R\ {2}), jeji limita je tudiz v bodé 1 rovna hodnoté
dosazeni, tedy %
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1.2.7 Vztah limity funkce k limité posloupnosti

Dulezity vztah mezi limitou funkce a limitou posloupnosti plyne z Heineho defi-
nice limity funkce, kterou si zde uvedeme.

Véta 13 (Heineho definice limity funkce v bod¢). (Podle Skraska, 1983) Necht
funkce y = f(x) je definovana v prstencovém okoli P(a;e) (takze piimo v bodé
a definovana byt nemusi). Pak lim, ., f(z) = A pravé tehdy, kdyz pro kazdou
posloupnost {x, }, kterd ma limitu a, pfi¢emz zadné x,, neni rovno a, mé prislusna
posloupnost { f(z,)} limitu A.

Podle Heineho definice je tvrzeni, ze lim,_,, f(z) = A, konjunkei tvrzeni, ze
se hodnoté A rovnaji limity ur¢itych posloupnosti funkénich hodnot f. Protoze
dokazat o vSech takovych posloupnostech, Ze maji stejnou limitu, je obtizné, po-
uzivame Heineho definici zpravidla opacné, tedy bud k tomu, abychom ze znalosti
limity funkce odvodili limitu posloupnosti, anebo k tomu, abychom pomoci limit
vhodné zvolenych posloupnosti dokazali neexistenci limity funkce. Pro prvni tcel
pouziviame nejcastéji nasledujici vétu:

Véta 14. lim, o, f(x) = L = lim f(n) = L.

Tato véta ndm umoznuje zjistovat limity posloupnosti pomoci nastroju urce-
nych pro limity funkci, jako je L'Hospitalovo pravidlo (viz odstavec 1.2.11).

Diikaz neexistence limity funkce pomoci Heineho definice si ukdzeme na pii-
kladu lim,_, sin z (Kopéacek, 2002). Zvolime takové dvé posloupnosti ¢isel jdou-
cich k nekonec¢nu, ze posloupnosti funkénich hodnot jejich ¢lentt budou mit razné
limity. Polozme z,, = 2nm a x;, = § + 2n7. Pak lim, o z, = lim, ], = 00,
ale lim,, o sinx, = 0 # lim, ,,sinz], = 1, takze dle Heineho definice limita
neexistuje.

Opacny postup, tedy zjistovani existujici limity funkce z limity posloupnosti,
zpusobem, Ze (obvykle pomoci monotonie) sevieme funkci, jejiz limitu hledame,
mezi funkce konstantni na kazdém (n,n + 1), n € N, které maji limity shodné
s posloupnostmi funkénich hodnot v celych ¢islech. To ndm umoznuje pouzivat
pri zjistovani limit funkci techniky urcené pro limity posloupnosti, zvlasté pak
nasledujici vétu:

Véta 15. Necht {a,} je nezaporna posloupnost. Ozna¢me L, = lim CLZ—:l al,=
lim /a,. Pak

a) L, = L,, pokud ma prava strana smysl,

b) je-li L, > 1 nebo L, > 1, je lima, = oo,

c) je-li L, < 1mnebo L, <1, je lima, = 0.

Ukazme si pouziti na tloze lim, o 55. Funkce y = z 1 y = 2 jsou rostouct,
proto pro kazdé z € (n,n+1),n € Nplatin <z <n+1a2" < 2% < 2" Je

tedy zjevné
n x n+1

2n+1 < oz < n
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Protoze

n+tl n+2
o . 1 1 . omrT . 2 1
1im2+2:hmn+ :—<1allm%:th:—<1a

je podle Véty 15 lim 557 = lim ”2—4;1 = () a funkce je tedy seviena mezi po ¢astech

konstantni funkce se spolec¢nou limitou 0, coz podle véty o limité seviené funkce
znamend, Ze i jeji limita v nekonecnu je nulova. Poznamenejme, Ze v tomto kon-
krétnim pfipadé by stacilo provést omezeni zdola konstantni nulovou funkei, coz
ovsem predpokladé znalost limity horntho omezeni.

1.2.8 Bolzanova-Cauchyova podminka

Véta 16 (Bolzanova-Cauchyova podminka). Funkce f ma v bodé ¢ kone¢nou
limitu pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje P(c,d) takové, Ze pro kazdé
z,y € P(c,d) plati |f(x) — f(y)] <e.

Tuto vétu uzivame pifednostné k dukazu neexistenci limit prostfednictvim
nasledujictho disledku:
Necht existuji A; < Ay € R takova, Ze:

VP € P(c)3xy,x9 € P: f(x1) < A1 A f(xg) > As.

Pak lim, . f(z) neexistuje. Jinymi slovy, pokud funkce nabyva v kazdém okoli
limitniho bodu hodnot mensich nebo rovnych A; a zaroven vétsich nebo rovnych
As, jeji limita v daném bodé neexistuje.

Tento diisledek nam umozni zjednodusit ditkaz neexistence limity funkce sin x
pro r — oco. Muzeme totiz Tict, zZe v kazdém okoli nekone¢na nabyva sinus na-
priklad hodnot mensich nebo rovnych nule a zaroven vétsich nebo rovnych jedné
poloviné. Z toho plyne, ze podle vyse zminéného dusledku limita v tomto bodé
neexistuje.

1.2.9 Dominance

Definice 11. Necht f, g jsou definovany v néjakém prstencovém okoli bodu a.
Rikame, 7e funkce g je dominantni vuci funkei f pro x — a (téZ ,,v okoli bodu
a‘ nebo jen ,u bodu a“) a piseme f(z) < g(z), pokud lim,_,, % = 0.

Opaény pojem k vyrazu ,,g je dominantni vii¢i funkci f* neexistuje. Casto se
ale pouziva vyjadieni typu ,,f je podstatné mensi nez ¢“. Vztah dominance pak
muzeme vyjarit podobnym zptusobem, tedy ,.g je podstatné vétsi nez f*.

Véta 17. In" 2 < 2! < ¢* pro z — oo pro kazdé k,l € R* a ¢ € (1,00).

Usporadani funkei pomoci dominanci budeme oznacovat jako dominancéni fadu
nebo téz fadu dominanci®. V teorii limit posloupnosti se dominanéni fada ¢asto
uvadi v rozsitené podobé:

In"n <« n' < ¢" < nl <n"

) ,,Rada dominanci® je pojem, ktery zde zavadime na zdkladé intuitivni predstavy o jakémsi
usporadani ¢i sefazeni. Rada ma z pohledu matematiky jiny vyznam, nez v jakém ho zde budeme
chapat my — jako po sobé jdouci funkce usporadané na zakladé dominanci.
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U funkei vSak nema smysl mluvit o 2!® a n™ je v dominan¢ni fadé pro po-
sloupnosti zarazeno predevsim kvili n!, proto lze dominanéni fadu pro funkce
zredukovat na tvar uvedeny ve Vété 17. Tuto fadu bychom mohli nazvat jakousi
zakladni fadou, ze které budeme pozdéji vychézet, avsak je také mozné urcit vztah
dominance i pro dalsi funkce. S tim nam pomohou ekvivalence (oddil 1.2.10).

Dilezitou vlastnosti dominanc¢ni fady je tranzitivita, tedy pokud je jedna
funkce dominantni vic¢i druhé a druha vaci treti, pak je zcela jisté i prvni funkce
dominantni vici treti.

Dominance muzeme rozlisit i v rameci jednotlivych t¥id funkei z vySe uvedené
dominané¢ni rady:

In"' z < In*2 & pro z — oo, pro kazdé ki < ks,
2 < 2 pro x — oo, pro kazdé l; < I,
(¢1)" < (g2)" pro x — oo, pro kazdé ¢ < ga.

1.2.10 Ekvivalence

Definice 12. (Kopacek, 2002) Necht funkce f a g jsou definoviny na néjakém
prstencovém okoli bodu a € R. Potom symboly

1) f~g, prox — a (funkce f a g jsou slabé ekvivalentni pro x — a),
2) f =g, prox — a (funkce f a g jsou silné ekvivalentni pro =z — a)
maji nasledujici vyznamy:

1) lim, . £ € R\{0},

2) limz_m - ]..

Q [~

Maji-li f a g v bodé a spole¢nou nulovou nebo nevlastni limitu A a jsou
splnény podminky predchozi definice, pak fikame, Ze

1) f jde k A stejné rychle jako g,
2) f jde k A stejné rychle jako g s koeficientem 1.

Zavedeni ekvivalenci a dominanci je zakladem vySetfovani tzv. asymptotického
chovani funkci. Obecné umoziuje nahrazovat pii vypocétu limit slozité funkce
jednodussimi se stejnymi limitnimi vlastnostmi. Prikladem jsou ekvivalence za-
kladnich elementérnich funkci v nulovych bodech. Ty se ¢asto vyjadiuji pouze
jako mnozina konkrétnich limit (napf. lim, o eszl, lim,_, Si%, ...), ekvivalence
vsak umoznuji zapsat je v néasledujici elegantnéjsi podobé.

(3)Rozsiteni faktorialu na (kladna) realna isla je smysluplné mozné a7 pomoci néastroji inte-
gralniho po¢tu (funkce T).
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Véta 18 (Asymptotické chovani elementarnich funkef).

e —1=Inzx+1=sinx = arcsinz = tgx = arctgr = x pro x — 0,

72
1—cosx%“?prox—>0,

arccos (1 — x) = v2z pro x — 04,

1
arccotgx = — pro x — o0.
x

Pouzitim téchto ekvivalenci je mozné tesit nékteré tlohy, jinak TeSitelné jen
s pouzitim néstroju diferencidlniho po¢tu (L’Hospitalovo pravidlo a Taylorovy
polynomy viz sekce 1.2.11 a 1.2.12), bez zavedeni derivaci. Fakticky totiz tyto
ekvivalence vyjadiuji bud pfimo hodnotu derivace prislusnych funkci v nulovych
bodech (napft. (sin)’(0) = lim,osinz/x = 1), nebo jsou z téchto derivaci od-
vozeny. Znalost téchto &tyt ekvivalenénich fad® nam pozdéji umozni vyrazné
zjednodusovat na prvni pohled slozité vyrazy v argumentech limit.

1.2.11 L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo je jednim z nastroji diferencialniho poc¢tu pro reSeni limit.
Abychom mohli toto pravidlo vyuZzivat, je nezbytné znalost derivaci a schopnost
derivovat, coz u predchozich metod nutné nebylo. Toto pravidlo je primérné ur-
¢eno pro vypocet limit podilu, jejichz ¢itatel i jmenovatel ma v limitnim bodé
limitu nulovou ¢i nevlastni.

Véta 19 (L’Hospitalovo pravidlo). (Skrasek, 1983) Necht pro z — a predstavuje

U

podil % neurcity vyraz typu 0/0, popf. co/oo. Existuje-li

lim () =A
z—a U/(:p)

(a to vlastni, popt. nevlastni limita), pak existuje téz limita

im u(z)
i—m ’U(;U)

a plati u(a) )
lim —= = lim —= = A.

z—a v(x) z—a v’(;c)

Tato véta je implikaci, nikoli ekvivalenci, tedy pokud pouzitim L’Hospitalova
pravidla dojdeme k vysledku, Ze limita podilu derivaci existuje, existuje i limita

(Y Ekvivalenéni fadu ¢ fadu ekvivalenci zde stejné jako u dominanci chapeme v pFirozendj-
§fm vyznamu — jako intuitivni pojem jistého uspofadéni po sobé jdoucich funkeci, nikoli jako
matematicky pojem rada.
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puvodni. Pokud ale dojdeme ke zjisténi, Ze limita podilu derivaci neexistuje, ne-
muzeme o puvodni zadané limité nic fici, ta totiz existovat mize. Ukazme si toto
tvrzeni na konkrétni tloze: )
. T+smx
lim ————.
T—00 €T

Pokud bychom meéli tuto tlohu fesit pomoci L’Hospitalova pravidla, vypadal by
postup nasledovné:

. T +sinz . l4cosz )
lim —— = lim ———— = lim (1 4 cosz).
T—00 T T—00 1 T—00
Podle véty o aritmetice limit dostaneme limitu konstantni funkce s hodnotou 1
a limitu funkce cos x. Funkce cosz pro x — oo ovSem limitu nema.

Pro tplnost si uvedme spravné feSeni této tulohy:

lim T+ sinz ~ lim x(l—i—T)

T—00 X T—00 xr

=1.

Vytykdame nejvyssi mocninu z, v tomto piipadé tedy primo x. V Cditateli i ve
jmenovateli se nachazi ve stejné mocning, proto se zkrati (to nam umoznuje Véta
3). Na zlomek v zéavorce aplikujeme znalost faktu, Ze omezené funkce nasobené
nulou ma hodnotu nula (Véta 10).

1.2.12 Taylorovy polynomy

V nasledujicim odstavci vychazim z textu zdroje (Kopacek, 2002).

Definice 13. Pro funkci f, kterda ma v bodé sy € R derivace do fadu n véetné,
definujeme jeji Tayloriv mnohoc¢len v bodé x = z( predpisem

P,(x) = Xn: —f(k;(‘%) (x — z0)F,x € R.
k=0 '

Pak také plati nasledujici véta.

Véta 20. Ma-li funkce f derivace v bodé zy do fadu n véetné, pak pro vyraz
Ro(x) € f(x) = Pu(a) plati

R,(z) < (x — xo)".

Vyuziti Taylorova vzorce pii vypoctu limit si ukdZzeme na tloze z knihy (Ko-
pacek, 2002):

52
. COST — € 2
lim —M88

z—0 :p4

K vypoctu této limity je nezbytné znat Taylortv rozvoj pro funkci e” a také
rozvoj funkce cosx. Z definice Taylorova mnoho¢lenu funkce neni tézké odvodit,
ze

n m

= X
e = Z E + Rn(ﬂf),
m=0
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|3

]
22k

<_1)k(2k:)!

COS ™

+ R, (z).
k=0

. ’, e —_ 2 z
Ve vzorci pro e” nahradime x vyrazem =~ a tim dostaneme

—z2 ZE2 I4

e 2 :1—?+§+R4((If),l‘—>0.

Vzorec pro cosx se ndm hodi v puvodnim tvaru, staci si pouze rozepsat prvni tfi

jeho cleny. Tedy:

2 ot

Cosx:1—5+I+R4,x—>0.

Dosazenim do puvodniho tvaru ziskdme rovnici

ProtoZe je R, podstatné mensi nez x? a zarovenn Ry(x) podstatné mensf nez x4, je
uréité i rozdil téchto vyrazi Ry(z) — Ry(x) podstatné mensi nez x?. Z toho nam
plyne:
—a?
. COsST —e 2 1
lim —m——— = ——.
z—0 .T4 12

Taylorovy polynomy jsou nejobecnéjsi a nejuniverzalnéjsi metodou pro vypo-
¢et limit. Vétsina matematického softwaru vyuziva pro vypocet limit pravé tuto
metodu. Jeji efektivita vSak vede k silné algoritmizaci az mechanizaci feSeni tiloh
na limity, a proto ji vyuzivat nebudeme (blize viz kapitola 3).
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Kapitola 2

Metody vypoctu limit funkci

2.1 Dosazovaci limity

Jde o limity, kde je mozné pfimo dosazovat bez jakychkoli dalsich uprav. Véta
o aritmetice limit (oddil 1.2.3), véta o limité slozené funkce (Véta 8) spole¢né
s vétou o spojitosti elementarnich funkei (Véta 12) nam umoznuji fesit fadu aloh
na zjisténi hodnoty limity dosazenim. Pro ilustraci si zde uvedeme tuto limitu:

lim sin(arctg(z?)).
Tr—00

K vypoctu této limity vyuzivame pouze dosazeni a pravidla, kterd plynou
z vét uvedenych v podkapitole 1.2. Jde o vétu o aritmetice limit (z? = z -z, tedy
kdyZ # — oo, je vysledkem oo? = o0), vétu o limité sloZzené funkce (arctgz?,
kde x? je vnitini funkce, arctgy je funkce vnéjsi a jeji limita u oo je 7/2) a jako
posledni vyuzijeme znalost spojitosti funkce sin x spolecné s vétou o limité slozené
funkce (kde tentokrat bereme za vnéjsi funkei sin z a za vnitini funkci arctgy).
Vysledkem tedy po dosazeni a aplikaci téchto vét bude ¢islo 1.

Ne vzdy je vSak dosazeni pouzitelnou metodou. Jeho vysledkem miize byt
vyraz, ktery neméa smysl (i v p¥ipadech, kdy limita existuje). V nékterych piipa-
dech dosazeni smysl mé, ale vysledek neni skuteéna limita. V dalsich ptipadech
dosazeni nebude mit smysl, ale limitu presto bez dalsich tprav urcit lze.

Tyto problémové situace nastavaji zejména ve dvou typickych pripadech:

e dosazovani do krajnich bodu intervalu defini¢niho oboru funkce

e Citatel vyjde nenulovy, jmenovatel roven nule.

K prvni situaci si uvedme konkrétni alohu lim,_, /2. Pokud jdeme po ose x
k nule zprava (tedy z kladnych ¢isel — znac¢ime x — 0, ), je hodnota limity rovna
nule. Pokud ov8em jdeme k nule po ose x zleva (tedy ze zapornych ¢isel — znac¢ime
r — 0_), limita nemé smysl.

Tato tloha nam naznacuje, ze problémové funkce budou takové, které maji
alespon z jedné strany uzavieny interval defini¢nitho oboru, protoze napiiklad
s funkei In z by takovy problém nebyl (funkce In z totiZz neni v nule viibec defino-
vana).

K vysvétleni feSeni tohoto problému si uvedme dalsi dvé ulohy:

(A) xh_}rglo arcsin ——
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1
(B) lim arcsin - + :

T—00 x

Vnitini funkce obou uvedenych funkei jdou limitné k ¢islu jedna. Na prvni
pohled by se tedy mohlo zdat, Zze obé limity budou mit stejnou hodnotu, ale neni
tomu tak. Hodnota vnitini funkce v A bude vzdy o néco mensi nez jedna — limitné
se blizi k jedné zleva (zna¢ime 1_). Vnitini funkce v tloze B oproti tomu bude
vzdy o néco méalo vétsi nez jedna — limitné se jeji hodnota blizi k jedné zprava
(zna¢ime 1, ). U tdlohy A je tedy dosazeni v poradku, zatimco v tloze B dosazeni
selze, nebot lim,_,;, arcsiny nemd smysl. Z toho ndm plyne, Ze pokud m4 vnitini
funkce za limitu krajni bod defini¢niho oboru vnéjsi funkce, musime kontrolovat
pribéh vnitini funkce — zda se blizi k limitnimu bodu ze ,,spravné strany“, tedy
zda je slozena funkce v okoli limitntho bodu viibec definovana.

Druhy problematicky piipad nastane ve chvili, kdy po dosazeni vyjde citatel
rizny od nuly, zatimco jmenovatel je roven nule. V takovém pfipadé je nutné
zkoumat ,,znaménko nuly“, tedy zda se funkce ve jmenovateli limitné blizi nule
pouze z kladnych nebo pouze ze zapornych ¢isel, nebo z kladnych i ze zdpornych
¢isel (vyjimame piipad, kdy funkce ve jmenovateli nabyva v kazdém prstencovém
okoli limitntho bodu hodnoty nula; podil pak neni definovan v Zadném celém
prstencovém okoli limitniho bodu a tim padem jeho limita nemiize existovat).

Méjme tlohu:

1
lim —.
x—0
Spravnym feSenim takové tlohy je:
1 1
lim — = — =+
z—=04 I 0+
1 1
lim — = — = —0o0

Tato limita tedy neexistuje, nebot hodnota limity v nule zleva je rozdilna od
hodnoty limity v nule zprava.
Naproti tomu podobné tloha

feSeni mé a je jim +o0o. Divodem je sud4d mocnina ve jmenovateli, kterd hodnotu
0, zachova a z hodnoty 0_ udéla 0.

U obou predchozich tdloh jsme vyuzili Vétu 7.

Na chvili odbo¢me od racionalnich funkci a poznamenejme, Zze na toto téma
(nenulovy citatel déleny nulovym jmenovatelem) lze formulovat nejriznéjsi pii-
klady, od jednodusgich az po velmi obtizné. Z jednodussich uvedme

e{l‘

lim ——,

z—0 log 1CO8T

kde si sta¢i uvédomit, jak se chova funkce cosx v bodé nula — pokud x — 0_
nabyva funkce cosx hodnot jdoucich k 1_. Stejny vysledek ovSem dostaneme,
pokud x — 0, (tato vlastnost plyne z toho, ze je funkce cosz suda). Pro x — 0_
i pro z — 0, dostaneme tedy stejnou limitu logaritmu 0. A protoze e* mé v nule
hodnotu a tudiz i limitu jedna, je kone¢né hodnota limity +oo.
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Slozitéjsi tloha muze vypadat takto:

, 1
lim —.
t—04 arctgxr —sinx

Poznamenejme, Ze coby oboustranna limita by byla tato tloha vyrazné jedno-
dussi, nebot ve jmenovateli je rozdil dvou lichych funkci, a tedy licha funkce —
nutné je v tomto piipadé jedna jednostranna limita +oo, zatimco druhéd —oo,
muzeme tedy snadno rozhodnout, Ze oboustranna limita neexistuje. Tuto tlohu
(tak, jak je zadana) a ji podobné uz nelze Fesit elementarné a je tieba vyuzivat
nastroju diferencialniho poctu.

2.2 Racionalni funkce

Racionélni funkce jsou praveé ty funkce, které lze vytvorit z funkce identické po-
moci aritmetickych operaci. Lze je vzdy vyjadrit jako podil dvou polynomii. V této
podkapitole rozlisime tii zakladni pripady. Nejjednodussim pripadem je racionalni
funkce, kde se ve jmenovateli vyskytuje polynom nultého stupné, a tedy racio-
nalni funkce ma tvar polynomu. Nasledné ukdZeme metody pro vypocet limity
racionalni funkce zvlast v nevlastnim a ve vlastnim bodé, nebot tyto techniky
jsou pro vlastni a nevlastni limitni body rizné.

2.2.1 Polynomy

Jak uz bylo fe¢eno, polynomy jsou specialnim pfipadem racionalnich funkei, kdy
je ve jmenovateli polynom nulového stupné. Jde o nejjednodussi pripad racionalni
funkce. Mé&jme tlohu

lim (22 + z).

r—+oo

Pro x — 400 je situace jasna, stac¢i dosadit a vysledkem bude +o0.

Pro x — —o0o je vypocet komplikovanéjsi. Dosadit zde nelze, nebot by vysel
nedefinovany vyraz oo — co. Univerzalni zpusob, jak pfevést limitu polynomu
v nevlastnim bodé na pouziti véty o aritmetice limit, je vytknuti vedouciho ¢lenu.
Provedeme to na nasi tloze:

lim (2> +2) = lim 2°- <1—|—1> =400-(140)=+00-1=+o0.
r——00 T——00 €x
Tato metoda je stejné dobie pouzitelna pii reSeni netrivialnich racionalnich funkei,
kde budeme vytykani provadét zvlast v Citateli a zvlast ve jmenovateli.
Regenfm limity polynomu ve vlastnim bod¢ je vzdy hodnota vznikla dosaze-
nim, problematické situace zde nenastavaji.

2.2.2 Limita racionalni funkce v nevlastnim bodé

Predpokladejme, Ze polynom v ¢itateli i jmenovateli mé stupen vétsi nebo roven
jedné. Z toho ale plyne, ze kazdy z téchto polynomiti bude mit nevlastni limitu.
V téchto pripadech tedy nikdy neptjde piimo dosadit, nebot vysledkem by byl

nedefinovany vyraz 2. Musime tedy najit ipravu, ktera tento problém resi. Jak
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uz bylo naznaceno diive, jde o upravu vytknutim nejvyssi mocniny. To muzeme
vidét na nasledujici tloze:

2 +rx+1 ) $2(1+%+z%) 1

wovo0 202 4 @ + 1 _zggon(2+§+w—12) 2’

Stejné feseni by v tomto piipadé platilo i pro x — —oo.

Zde je TeSeni problému jasné. V ¢itateli i ve jmenovateli vytykame stejnou moc-
ninu, protoZe jsou v Citateli i jmenovateli polynomy stejného stupné. Zobecnéni
na piipad, kdy je stupen citatele a jmenovatele odlisny, lze provést prinejmensim
dvéma ruznymi zpusoby. Bud vytykame z Citatele i jmenovatele stejnou mocninu
proménné (konkrétné tu, ktera odpovida vys$simu ze stupiitt polynomii), nebo
vytykdme z Citatele i ze jmenovatele zvlast mocninu odpovidajici stupni daného
polynomu. Tedy:

2 1 3l_|_L
i DL, 2 GE) 0
nebo:
241 1+ & 1
fm L g 0 ) 1

Opét bude platit stejny vysledek i pro —oc.

V predchozich tlohach je tedy limita piislusné racionalni funkce v obou ne-
vlastnich bodech stejna. Ze tomu tak nemusi byt vzdy, demonstruje nasledujici
tloha, u které jsme pouze prohodili ¢itatele za jmenovatele a naopak.

3+ 2 .ot (1 + %)

lim = lim ————&= = lim * = 400

g S2)
lim —— = 1m—xl: lim =z = -
z——o0 2% 4+ 1 z—00 12 (1+§> T——00

Ptedchozi ulohy nam ukazuji tii situace, které u limit racionalnach funkei v ne-
vlastnich bodech mohou nastat. Jde o pfipad, kdy je stupen ¢itatele roven stupni
jmenovatele, kdy je stupen jmenovatele vétsi nez stupen citatele a pripad, kdy je
z nich, nebot muze vyjit odlisny vysledek v jednotlivych nevlastnich bodech.

Nyni zavedeme zjednodusujici pravidlo, které nam pomiize rozhodnout, jak se
v které z danych tfi situaci zachovat:

e stupen polynomu v citateli je roven stupni polynomu ve jmenovateli — vy-
sledkem je podil koeficienti vedoucich ¢lent

e stupen polynomu ve jmenovateli je vyssi nez stupen polynomu v Citateli —
vysledkem je nula

e stupen polynomu v citateli je vyssi nez stupen polynomu ve jmenovateli —
vysledkem je vzdy nevlastni limita, o jejimz znaménku rozhoduje podil ko-
eficientii u nejvyssich mocnin a parita rozdilu stupnu ¢itatele a jmenovatele.
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V ramci oddilu racionalnich funkei jesté stoji za zminku ulohy, které namisto
polynomi v normalnim tvaru obsahuji sou¢inovy tvar takovych polynomu. Ilu-
strujme si to na nésledujici tloze.

2 N4y —
lim (22° —4)"(4z — 1)
ZT—v00 (3 — x3)5

Na prvni pohled by se mohlo zdéat, Ze feSenim je prava sou¢inového tvaru po-
moci roznasobeni a piipadné umocnéni, ale takovy postup miize byt v nékterych
pripadech velice pracny a predevsim neni viibec nutny. Muzeme totiz vytknout
z kazdého polynomu zvlast a pak uz postupovat jako u klasické ulohy na racionalni
funkce. Ukazme si tento postup na druhé zminované tloze.

(222 — 4)7 - (42 — 1) @) (2-4) -z (4-1)

li = li =
roee (3 —a3) zmroo (@) (3 —1)°

o @24

_xh_glo (1‘3)5 . (_1>5 = _(2>

2.2.3 Limita racionalni funkce ve vlastnim bodé

Do limit racionalnich funkei ve vlastnich bodech se vzdy pokusime dosadit. Po-
dobné jako u limit racionalnich funkei v nevlastnich bodech, i ve vlastnich bodech
mohou po dosazeni nastat tii situace:

e jmenovatel je nenulovy — vysledkem je podil vznikly dosazenim

e citatel je nenulovy, jmenovatel nulovy — ze jmenovatele vytykame nejvyssi
mocninu (z — ¢) (kde ¢ je vlastni limitni bod), kterou je polynom ve jme-
novateli délitelny

e jmenovatel i Citatel jsou nulovi — vytykame dle predchoziho z ¢itatele i ze
jmenovatele.

Prvni pripad je trividlni, ilustrujme si tedy popsané metody pouze na tilohach
druhého a tretiho typu.

. ) ) 3 3. 1
lim =lim———- = - lim ———
eolgt =203 4 2r — 1 2—12(x—1)2  2a2-1 (x—1)3

Zde nastava problém, zmihovany v pifedchozi sekci. Pokud  — 1_, je hodnota
limity —oo, pokud ovSem z — 1., je hodnota limity 4o00. Existuji pouze jedno-
stranné limity, které nejsou totozné — limita funkce v bodé jedna tedy neexistuje.
Nésledujici iloha nam demonstruje situaci, kdy po dosazeni vyjde jmenovatel
i ¢itatel nulovy, a jeji nasledné feseni pomoci vytknuti.
x> —x—2 . (=2 (z+1) 3

2222 — 30 +2 e (z—2)(z—1) 1

Praci s polynomy nam velmi usnadni znalost Hornerova schématu a schopnost
prace s nim. Diky této metodé miizeme polynom snadno prevést na soucinovy
tvar, zjistit vicenasobny kofen a pripadné zjistit hodnotu polynomu, ktery limitni
bod za kofen jiz nema.
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2.3 Iracionalni funkce

Za iracionalni funkce neformalné oznac¢ujeme takové funkce, které vzniknou z funk-
ce identické a funkci odmocninnych pomoci ¢tyt zékladnich aritmetickych operaci
a skladani, pokud zaroven nejsou funkci racionalni. Stejné jako u raciondlnich
funkci, i1 zde rozlisujeme zvlast pripady, kdy je limitni bod nevlastni a pripady,
kdy je vlastni.

2.3.1 Limita iracionalni funkce v nevlastnim bodé

V nevlastnich bodech provedeme analogicky k racionalnim funkcim vytknuti nej-
vySSi pritomné mocniny, coz provedeme tak, ze z kazdé odmocniny vytkneme
nejvyssi v ni obsaZenou mocninu a na zavér vytykame z celych souéinitela (resp.
z Citatele a jmenovatele). Obecné lze tvrdit, Ze vytknout lze vzdy, kdyz maji
vyrazy, ze kterych se vytyka, budto rizny stupen vedouciho ¢lenu, nebo stejny
stupenn vedouciho ¢lenu, ovSem s riznymi koeficienty u téchto ¢lenti. Demon-
strujme si to na tloze, ve které v ¢itateli nastava ptipad s riznym stupném a ve
jmenovateli s rozdilnymi koeficienty.

V21— Vab—z ‘ a:%f’/l—i—z%—x%“l—%

lim —
oo V2r 1 —Ve 42 eoe o1 g 12
5 x%3 1 4 1
(- -3 i (-1)

Poznamenejme, 7Ze v pripadé © — —oo bychom obecné nemohli pouzivat necelé
mocniny a vytknuté vyrazy bychom museli nechavat ve tvaru ,,odmocnina z moc-
niny*.

Problém tedy nastane ve tretim pripadé, kdy maji oba vyrazy, ze kterych
vytykdme, nejen stejny stupen vedoucich ¢lent, ale i stejné koeficienty téchto
¢lenu. Jako ptiklad uvedeme ukazkovou tlohu:

. o Vat+1l—x

lim ———.
Komplikace nastane pti pokusu o vytknuti z ¢itatele. Vytknuti nejvyssi mocniny
by vypadalo nasledovné: V22 +1—2z =z - (@ /14 ?12 — 1) . Funkce £ méa limitu
oo a rozdil v zéavorce ma limitu 0. To ale neni Zadouci, nebot takovou limitu nelze
piimo vy¢islit (vysledkem by byl nedefinovany vyraz oo-0). Spravné feseni takové
tlohy je tedy pomoci rozsifovani. Odmocniny rozsifujeme pomoci nésledujicich
vzorcu:

a®—b*=(a—0)-(a+0)
a® — b = (a—1b) - (a®+ 2ab + b*)

an_bn:(a_b)_(anfl_‘_an72b+_”+bn72a+bn71>’
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pri¢emz kombinované odmocniny rozsifujeme pomoci vzorce pro takovou odmoc-
ninu, kterd je nejmensim spole¢nym nasobkem obou odmocnin.
Resitel by mél tedy postupovat nasledovné:

241
VEFl-a (VPR L-a) Es
hm—:hm —
1 241 — 22 i 1
= 111m = 11m =
PR D (VTR S (18 (i )
. 1
= im 55 =0

2.3.2 Limita iracionalni funkce ve vlastnim bodé

Ve vlastnich bodech muzeme dosazovat. Pokud vychazi ve jmenovateli nula, pii-
chazi na fadu postup podobny postupu u racionalnich funkei, a to vytykani nej-
vys$si mocniny (x — ¢) (kde ¢ je limitni bod), kterou je vyraz délitelny. V piipadé
iracionalnich funkci tato mocnina nemusi byt cela.

1 1
lim ——— = lim =
=04 T — \/E z—04 \/E(\/E — 1) 0+(—1)
I ve vlastnich bodech muze nastat situace, kdy je zbytek nulovy a po vytykani
je nutné tento zbytek rozsitit. To nam demonstruje nasledujici tloha:

1
lim .
2=04 \/x + 22 — V1 — 22

= —00

Vytknuti vypada nasledovné: v/z - (v/1 4+ x — /1 — x), pfitemz zbytek v zavorce
je nulovy a musime ho upravit pomoci rozsifovani. Nasleduje tuplné TeSeni této
tlohy:

1 1
lim = lim =
R e e e N e e e e
. 1 . 1 . 1
= lim ——— = lim = lim =00
T V- (1ta—1+x) T V- (22) T .
o0 Vitz+/1—z 0 2 20 VT

2.4 Ulohy vedouci na dominance

verlvriv s

minanci.

Zatneme upozornénim, ze nejjednodussi tlohy vedouci na feSeni pomoci do-
minanci jsme jiz probrali v sekci 2.2.2 o limité racionalnich funkci v nevlast-
nich bodech, a také v ramci iracionalnich funkci v nevlastnich bodech. Vytykani
nejvyssi mocniny v ramci limit téchto funkci totiz neni nic jiného nez vytykani
dominantniho ¢lenu. To ndm ukazuje, jak se dominance typicky pouzivaji — zby-
tek po vytknuti dominantniho ¢lenu je soucet (resp. rozdil) s kone¢nou limitou,
ktera je ve vétsiné pripadi nenulova (vyjma piipadi, kdy se odecitaji dva stejné

VaZtl-—g

dominantni ¢leny — viz tloha lim,_, eV sekci 2.3) a lze jej podle véty

o aritmetice limit (sekce 1.2.3) nahradit jeho limitni hodnotou.
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U racionalnich resp. iracionalnich funkei jsme vyuzili dominanci v ramci t¥idy

2! z dominan¢ni Fady. Stejné tak lze vyuzit dominance napiiklad z t¥idy ¢°.

Obecné pravidlo pro dominance této tiidy je, ze dominantni je ten ¢len, ktery

mé vetsi zaklad (viz posledni odstavec sekce 1.2.9). Demonstruje nam to néasle-
dujici feSena tloha:

31_22:(: ) 390_490 4x(£_ )

lim —— = lim ———— = lim ———————% = lim
z—00 HT — 5T z—00 HT — HT% z—o00 [T (1 _5 ) z—00 5z

V citateli jsme méli ,,schovany* vyssi zéklad: 222 = (22)® = 42, co# se bude
hodit pri konstrukci tiloh jako dalsi procviceni schopnosti prace s mocninnymi
funkcemi. Ve jmenovateli tomu bylo podobné, nebot 57* nema jako zaklad ¢&islo
5, jak by se mohlo na prvni pohled zdat, ale ¢islo %, nebot 5% = (571)* = %

Nésledujici dloha je ukazkou jednoduchého primého vyuziti dominanéni rady.

. In*z
lim

T—00 \/5

Je nutné si uvédomit, Ze odmocniny jsou specidlnim piipadem z tiidy z!, a protoze

jsou mocninné funkce dominantni vii¢i funkeim logaritmickym, jsou i odmocninné

funkce vuci funkcim logaritmickym dominantni a vysledkem nasi tlohy je nula.
Dalsim pftikladem pifimého pouziti dominanéni fady, ktery je ovSem o néco

v

komplikovanéjsi, je nasledujici tloha:

i In'tz — 27
im ————.
Z citatele vytkneme dominantni exponencialni funkci 2*, ze jmenovatele potom
jisté /z, ktera je dominantni vaci konstantni funkci s hodnotou 7. Na zavér
vyuzijeme dominanci exponencialni funkce vii¢i funkci odmocninné. ReSeni bude

vypadat nésledovné:
27 . (1314 - 1)
lim

x—)oo\/5'<1+\/ig) Z—00 \/E =

Uloha, ktera nasleduje, miize na prvni pohled pisobit jednoduse, nebot se
zda, Ze opét povede na primé pouziti dominanéni fady.
. 23-Inz
lim ———
T—00 o
Ale neni tomu tak. Do této chvile jsme se setkali pouze s pfipady, kdy jsme
vytykali ze souctu (resp. rozdilu), nyni ale nastala situace, kdy se v ¢itateli nachazi
soucin, o kterém nemuzeme na prvni pohled rozhodnout, zda je ¢i neni dominantni
viudi jmenovateli. Pomtizeme si drobnou tpravou — rozsifenim. Cely vyraz uvnitt
limity vynésobime podilem £ — to jisté miZeme udélat, nebot takovy podil ma
hodnotu jedna a nezméni tedy hodnotu podilu uvnitt limity. Po této uprave
dostaneme limitu, ktera bude vypadat takto:



2% je coby exponencialni funkce jisté dominantni vii¢i mocninné funkci 24, a stejné
tak mocninné funkce x je zcela jisté dominantni vici logaritmu Inz. Z toho vi-
dime, Ze vysledkem bude 0 -0 = 0.

Tato tloha nam ukazala jednu dilezitou véc — Ze dominantni ¢len je vzdy cely
soucin, nikoli pouze dominantni funkce v rameci souc¢inu. Pro lepsi predstavu si to
ukazme jesté jednou na konkrétnéjsi tloze, zamérené piimo na tento problém.

fim Inz+ /T
T—00 2T

Funkce 23 je jisté dominantni vicéi /z (a také vici Inz — to nas ale nemusf
zajimat, nebot vime, Ze vytknout musime cely soucin). Vytknutim z3Inz do-
sahneme prevedeni této tlohy na tlohu predchozi (zbytek po vytknuti je totiz

(1+ xg,\fm) — tato zévorka jde k ¢islu 1 a dle véty o aritmetice limit, viz sekce
1.2.3, mizeme celou zéavorku touto hodnotou nahradit).
Ukazkou toho, ze se dominance daji pouzit, i kdyz zadané funkce presné ne-

odpovidaji funkcim z dominané¢ni fady, je tato tuloha:

Citatel i jmenovatel mizeme chépat jako slozené funkce s vnitinf funkef 22 (ve
jmenovateli je tato funkce ,,schovana‘’ a pro uvédomeéni si, Ze tomu tak je, je nutna
znalost prace s mocninnymi funkcemi — coz se nam opét bude hodit u konstrukece
tiloh). Tuto funkci mtZeme zasubstituovat (y = x?) a fesit tak tlohu, kterou
zname — jen na zakladé primého pouziti dominanc¢ni fady.

Dominance se v tilohach mohou vyskytovat v riznych podobéch. V predchozi
tloze jsme vidéli, Ze mizeme zménit vnitini funkci slozené funkce, a presto lze
dominance pouzit. V nésledujici tloze uvidime, Ze pfi spravném zadéni vnitiniho
vyrazu limity neni nutné, aby byl limitni bod nevlastni.

lim z-lnz
(E—>0+

Tuto tlohu budeme fesit opét pomoci substituce. Zasubstituujeme tentokrét
y = % To nam vyrazné zméni zadani nasi limity. Limitni bod bude i = 0.
V samotné limité potom snadno nahradime x za i a konecné Inx nahradime
lni =Iny~! = —Iny, coz nam opét, jako nadstavbu, testuje znalost prace s lo-

garitmickymi funkcemi. Resenf tedy bude vypadat takto:

1
lim z-Inx = lim _Y 0.
z—04 Yy—+00 Yy
Uvedme si nyni komplikované&jsi alohu:
1 2T 2
lim 22T
T—00 x
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Logaritmus mé takovou vnitini funkci, Ze na ni jmenovatel nelze zaddnym
zpusobem upravit. Musime hledat zptsob, jak vyraz upravit lze, abychom na
néj mohli aplikovat dominance. Techniku, jak toho docilit, vytvorime postupné.

Zacneme jednodussi tlohou:
. In2x
lim
z—00 2T

Zde se jmenovatel pomoci vnitin{ funkce logaritmu piepsat da (2% = (v/2)*),
ale my to neudélame, nebot budujeme obecnéjsi metodu, kterd nas dovede az
k dpravé souctu v argumentu logaritmu. Citatel rozlozime pomoci vzorce pro
logaritmus souc¢inu na In 2 + In x. Nésledujici feSeni miizeme provést hned dvéma
zpusoby — vyraz roztrhneme na dva zlomky, nebo vytkneme dominantnéjsi funkei,
coz je lepsi a univerzalnéjsi postup. Proto ho aplikujeme.

In2x ’ In2+Inx ’ lnx~(ln—2—|—1) ~ lnzx

im ——— = lim Inz = lim

=0

v

Vratme se nyni k ptuvodni komplikovanéjsi tloze, ve které se vyskytuje logarit-
souctu neexistuje vzorec, a navic sice mizeme v ramci vnitini funkce logaritmu
vytknout dominantni ¢len, ale zbytek po takovémto vytknuti nelze nahradit jeho
limitni hodnotou (pravé proto, ze se vyskytuje uvnitf logaritmu). Spravnym re-
Senim tedy bude vytknuti dominantniho ¢lenu z vnitini funkce logaritmu (27),
nésledné roztrzeni vyrazu podle vzorce pro logaritmus soucinu, tprava logarit-
mické funkce (In2* = z-1In2) a opétovné vytknuti dominantniho ¢lenu — v tomto

piipadé x - In 2.
ln<2x-(1+§—i>> In 2% + In <1+92C—i>

1 2:17 2
lim 2T — lim _
T—00 €T r—00 T r—00 €T
2 1H(1+é)
:C'ln2—|—ln<1—l—‘2”—l> x.1n2.<1+Tn§”)
= lim = lim =1In2
T—00 x T—00 x

Ukazalo se ze citatel je ekvivalentni s x-1n 2. I kdyby ve jmenovateli nebylo x,
se kterym je mozné tento vyraz kratit, méli bychom citatel ve tvaru konstantniho
nasobku funkce z dominanéni fady. Tohoto vysledku se vSak v pripadé nestan-
dardni vnitini funkce u funkce exponencialni vétsinou nedobereme. Zde obvykle
vychazeji funkce, které nejsou c¢leny dominanéni fady a pfimo na né dominance
nelze pouzit. V takovych ptipadech prevadime celou funkci na funkci exponenci-
alni a dominance aplikujeme na exponent. Ukazme si to v nasledujici tloze:

Ve v

lim = lim — lim eV® Inz,
z—00 I z—oo0 T z00

V ¢itateli se nam vyskytuje funkce eV®, a proto si hned v prvnim kroku pievedeme
vyraz ve jmenovateli na exponencielu pomoci vzorce u¥ = e*"%, tedy x = e?.
Naslednou upravou jsme dostali vyraz eV*~* Budeme postupovat Fesenim li-
mity exponentu. Vytkneme dominantni ¢len — v tomto pfipadé jim jisté bude

odmocninnd funkce /.
1
lim v/ —lnz = lim \/E(l—ﬂ) = 00
T—00 T—00 \/E
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Nyni muzeme limitu exponentu zpatky dosadit.

eVe
lim = lim e’ = oo,
r—o0 U Yy—r00

kde y = v/ — Inz.

Tim jsme vlastné ukézali, ze © < eV®. Uplné stejné lze dokézat, 7e e® > eV? :

. eﬁ . _ . z (-1 . _ .
lim :hmeﬁm:hme(ﬁ >:hmey:hm el =0,
rz—o00 e T—00 T—00 y—>00 t——o00

kdet=—y=yr—z=x-(—1).

Nalezli jsme tedy funkei, ﬁ;eré je svou velikosti ostfe mezi ¢leny nam znamé
zakladni dominané¢ni fady, a kterd nam navic dava navod, jak takové funkce kon-
struovat. Zaroven umoziuje nalézat funkce, které jsou podstatné vétsi (domi-
nantni), nebo naopak podstatné mensi nez vSechny ¢leny dominané¢ni fady.

Uvedme si nékteré priklady:

l’kl — ekl-lnx < l,lna: _ eln2x < eﬁ < ekQ.m _ ex.lnq _ qx7
kde ki, ks € RY, pro x — oo,
Inlnz < Infz, kde k € RY, pro z — oo,
" < e < e kde g > 1, pro x — oo.
Uvedme si jesté jednu duleZitou transformaci dominanéni fady, vyplyvajici

z poznatku, ze je-li f < g a f je nenulova v jistém prstencovém okoli limitniho
bodu, je % > é:

Infz > 2! > ¢ pro k,1 € R™, pro z — oo, tedy

In* x

>>%>>q—1xprok,l€]R+, pro r — 0o.

Je nezbytné si uvédomit, Zze nelze pouze porovnat exponenty s prihlédnutim
k dominan¢ni Fadé (i kdyz je stejny zaklad), protoze pii takovém postupu by
napiiklad vypocet tlohy lim, ., eei;” svadél ke kone¢nému vysledku jako tieba e?,
coz neni spravné. Spravnym postupem je to, co jsme vidéli u predchozi tlohy, tedy
prepis zlomku na exponencialni funkei s rozdilem v exponentu: lim,_, ., e2*~*
hoz uz jasné vidime vysledek lim,_,,, €* = co. Podobné tloha typu lim, . 1&“”;2 .
Funkce z? je jisté dominantni vii¢i z — to dasto svadi k dojmu, Ze ¢itatel je do-
minantni vic¢i jmenovateli a ze tedy vysledkem bude nevlastni limita. Neni tomu
tak, nebot In2? = 2 - Inx. Logaritmy se zkrati a vysledkem bude pouze &slo 2.

, 7 Ce-

2.5 Ulohy vedouci na ekvivalence

Nasledujici sada gradovanych tloh demonstruje uziti ekvivalenci na jednodussich
i slozitéjsich prikladech.

V prvni tloze, kterou si zde uvedeme, je jmenovatelem i ¢itatelem funkce
piimo vybrand z ekvivalené¢ni fady.

sinx

20 In(z + 1)
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V tomto piipadé miizeme piimo pouzit ekvivalencni fadu a rovnou rozhodnout,
ze je limita rovna jedné, nebot sinz = In(x 4+ 1) pro x — 0.

V dalsi dloze si ukazeme, jak postupovat, je-li jmenovatel i ¢itatel funkei vy-
branou z ekvivalen¢ni fady s komplikovanéjsi vnitini funkci, ktera je stejna u obou
vyrazi.

sin 22
250 In(z? + 1)
v fadé ekvivalenci, se nachazi 22. To oviem neni problém: funkce x? na Zadném
prstencovém okoli nuly nenabyva hodnoty nula, takze ze znalosti véty o limité
slozené funkce (Véta 8) miizeme snadno odvodit, Ze sinz? = In(z? + 1) 2 22 u 0.

Nasledujici tloha demonstruje situaci, kde vnitini funkce je totozna u obou

vyrazl, ale zméni se limitni bod.

. sin =
im ———&—
Tato uloha ndm ukazuje, Ze pro pouziti ekvivalence neni podstatny limitni bod
(zde o0), ale limita vnitinich funkei téch funkei, pro néz zname ekvivalence. Je
tomu tak proto, ze v puvodni fadé ekvivalenci mame x — 0 pro limitu, kde se
ve vyrazu vyskytuje x. To je ale totozné se situaci, kdy z — oo a ve vyrazu je
%. Pomoci substituce bychom snadno mohli druhy pripad pfevést na prvni. Jde
vlastné opét o aplikaci véty o limité slozené funkce (Véta 8).

Dalsi uloha ndm ukazuje situaci, kdy jmenovatel obsahuje jinou vnitini funkci

nez Citatel. )
sin 2x

lim —

=0 In(3z + 1)
Tato tloha je komplikovangjsi v tom smyslu, Ze sin 2z a In(3z + 1) jisté nejsou
ekvivalentni, nebot jejich vnitini funkce neodpovidaji puvodni ekvivalen¢ni radeé,
ani se neshoduji. To ndm ovSem nemusi vadit, nebot dokaZzeme Fict, Ze sin 2x = 2z
a In(3z + 1) = 3z. Metoda odpovidajici feSeni této a ji podobnych tloh spo¢iva
v rozsifeni kazdé funkce jednodussim vyrazem, o kterém vime, Ze je s ni ekviva-
lentni, a pouziti druhé véty o aritmetice limit na nahrazeni podilu ekvivalentnich
funkei jednickou. Ukazme si to na feSeni ndmi zadané tlohy:

sin 2x , sin 2z - 22 2 2
im ————— = lim — =lim — = .
=0 In(3r +1) «-0InBr+1)-32 +-03r 3

Ptedchozi tdlohy ukézaly, Ze znalost ekvivalenci 1ze pouzit kdekoli, kde ma
vnitini funkce za limitu bod, ve kterém znédme ekvivalenci pro vnéjsi funkeci.
Ziejmé nejkomplikovanéjsi z moznosti, které v ramci ekvivalenci mohou nastat,
ukézeme na tloze, kde je v ¢itateli zadédna funkce z ekvivalenéni fady, jejiz vnitini
funkce je také jednou z funkci uvedenych v ramci ekvivalenci. Takové tlohy jsou
zradné, nebot navadéji k nespravnému uziti ekvivalenci.

(e — 1
lim sin(e )
x—0 €T

V tomto pfipadé miize znalost ekvivalence e® — 1 = x svadét k jejimu uziti uvnitt
funkce sin. To vSak zadna z vét vyuzivanych pii vypoctu limit neumoznuje. Je
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nutné si uvédomit, Ze (vyjma mocninnych a odmocninnych funkei) nelze nahrazo-
vat uvnitf funkce. Postupovat musime zven¢i — v tomto piipadé vyuzit znalosti,
[a¥)

ze sinx = x u nuly, nebot pfi dosazeni vidime, ze (e* — 1) jde v nule k nule.
Spravny postup tedy bude vypadat takto:

. : T (e*—=1)

T _q sin(e” — 1) - 15— T _ 1
lim M = lim -1 _ lim ¢

z—0 €T z—0 X z—0 x

=1.

Jako posledni piiklad v této sekci uvedeme piekvapivé tlohu vedouci na do-
minance, kde je ovSem nezbytné v rdmci jednoho mezikroku vyuziti ekvivalenci.

lim (e~® + arccotg z) - In (zV* + z?)

T—r00

Zde by se nam jisté hodilo védét, kterou funkci z prvni zavorky vytknout,
aby nam v dané zavorce zbylo ¢islo jedna a vysledkem prvni ¢asti vyrazu by
tedy byl namisto souc¢tu dvou funkci pouze soucin jedné funkce a zbytku, ktery
pujde k ¢islu jedna — jde vlastné o rozhodnuti, kterd z danych dvou funkci je
dominantnéjsi. Ulohu by nam to vyrazné zjednodusilo. PomiiZeme si vypoctem

. . . e—x
hmlty llmz_>oo m.
_ 1
: e’ : 1 . .
lim ——— = lim ——— = lim — =0
g—oo arccotgx  wz—oo earccotgxr - z—oo e’

P1i vypoctu jsme vyuzili nejprve ekvivalenci arccotg x =2 % a na zaveér také domi-

nanci plynouci ze zakladni dominané¢ni fady. Stejnymi tpravami bychom se pfi
prohozeni pocéatec¢nich vyrazi ve zlomku dostali k vysledku oco. Z tohoto vypoctu
muzeme dojit k zavéru, ze arccotg x je dominantni vici e™*.

Mizeme také vyjit z predpokladu, zZe pokud z < e” u oo, pak zcela jisté plati
i tvrzeni, Ze % > e % u oo a zaroven vime, Ze arccotg x = % u 00. Z toho uz zcela
zjevné plyne, ze arccotgx > e u oo.

Je tedy znovu vidét, ze ekvivalence ndm umozni rozsitit dominancéni fadu
o dalsi funkce a zjednodusit nam tak vypocty slozitych vyrazu (jak jsme jiz vidéli
v sekei 2.4).

Pro tplnost uvedeme feSeni celé ulohy:

lim (e™® + arccotg x) - In (V® + 2%) =

T—00
e " x?
111 Ve (1 =
arccotg x * ) N (x < * 1:\/5)>
= lim arccotgx -

. <1n Ve + In (1 + 1(2_\/5)>) =
XTr—r 00

o L (m:ﬁ) . (1+ In (1 + (1—1—;15(2\/5)))) )

= lim arccotgx -
T—00

B lefs e

T—00 T In zve
1 InzV® -1 ]
= lim — -In2Y* = lim ne :limM:limﬂzo.
T—00 I T—00 x T—00 x T—00 x

2.6 L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo nebudeme pfi konstrukcich tloh pouzivat z duvodi uvede-
nych v kapitole 3. Pfesto je nezbytné zminit metody vypoc¢tu pomoci L’Hospitalova
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pravidla a situace, které v ramci tohoto postupu mohou nastat, nebot je to dile-
zita a Casto vyuzivana pomiicka pro vypocet limit.

Jak uz bylo feceno v ¢éasti 1.2.11, L’Hospitalovo pravidlo uzivame pro vypocet
limity podilu, kde je ¢itatel i jmenovatel po dosazeni nevlastni ¢i nulovy. Ne vzdy,
kdyz takovy pripad nastane, se dé toto pravidlo pouzit. Nékdy je to z principalnich
davoda (viz sekce 1.2.11), jindy z davodu technickych. Uvedme si piiklad takové
tlohy:

. x?+1
lim ——.
T—r00 x
Jediné, ¢eho v takovém piipadé pomoci L’Hospitalova pravidla dosdhneme, je
prohozeni vyrazi v ¢itateli a jmenovateli, nebot derivace ¢itatele je (Va2 4+ 1) =

x- (2% + 1)(7%) a derivace jmenovatele je ()" = 1. Vysledkem tedy bude
lim ———.
r—00 /2 + 1
To nam vypocet limity nevyfesilo, ani nikterak neusnadnilo. Pti dalsi aplikaci
L’Hospitalova pravidla by nam vysSel ptivodni vyraz.
Pro tplnost uvedeme spravné feseni této tlohy (pomoci vytykani nejvyssi
mocniny):
2 +1 o1tz

lm —— = lim —— = 1.
T—00 x T—00 X

Dale stoji za zminku situace, kdy lze této pomucky vyuzit, ale je to prilis
zdlouhavé nebo pracné. Jde o tlohy, kde se vyskytuje néjaka mocninné funkce
vysokého stupné. Uvedme si jednoduchou tlohu, kterd nam takovou situaci uka-
zuje:

Funkce e” se pfi opakovaném derivovani ménit nebude, ale vyraz v citateli bu-
deme muset sedmnactkrat mechanicky zderivovat, coz neni efektivni. Pokud se
vSak podivame na tuto tlohu a budeme mit znalost dominanci, 1ze snadno urcit,
ze vysledkem této limity bude nula, nebot e je jako exponencidlni funkce jisté
dominantni vi¢i mocninné funkei 27 (viz Véta 17).

L’Hospitalovo pravidlo lze naproti tomu pouzit i v piipadech, kdy se na prvni
pohled miize zdat, Ze pouZit nejde (vyraz uvniti limity neni v podilovém tvaru).
Jde predevsim o piipad, kdy nam jako vysledek po dosazeni limitniho bodu vyjde
nedefinovany vyraz 0 - co. Jednoduchou tpravou lze kazdy takovy vyraz prevést
na nami pozadovany tvar 2 ¢i %. Tato dprava je zalozena na prevedeni vyrazu
na slozeny zlomek a vychazi z predpokladu, ze ﬁ =0a i = #+o00. Tedy pokud
f(z) = 0 a g(xr) — oo, miZzeme psat:

f) - glay = L)~ 90,
g(x) f(z)

¢imz dostaneme pozadovany tvar pro pouziti L’Hospitalova pravidla.

Pokud nam po dosazeni limitniho bodu vyjde vyraz 1%, 0° nebo oc®, je nutné
pfevést takovy vyraz na exponencialni funkci pomoci vzorce u’ = e?* a fesit
aplikaci L’'Hospitalova pravidla na limitu exponentu.
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Pripady, kdy po dosazeni do limity vychazi nedefinovany vyraz oo — oo, pre-
vadime do tvaru podilu vhodného k uziti I’'Hospitalova pravidla pomoci vzorce

1

1
f(l') —g(a:) — g(z) - (95)

f(x)-g(z)
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Kapitola 3

Konstrukce uloh

V ramci této kapitoly se budeme zabyvat tvorbou tiloh nejprve zamérenych na jed-
notlivé metody vypoctu a na zavér komplikovanéjsimi tlohami, které kombinuji
vice metod dohromady. Ulohy zaméfené na jednotlivé metody budou komplikova-
néjsi, nez s jakymi jsme se doposud setkali; je to proto, Ze v ramci metod (kapitola
2) jsme probrali nejjednodussi az stiedné slozité tlohy. Nyni tedy uvedeme slozi-
t&j31 ulohy z jednotlivych sekei kapitoly 2 (vyjma sekce 2.6 — vysvétleno nize), ale
predevsim se zaméfime na tlohy, pfi jejichz feSeni je potieba kombinovat razné
metody, nebot takové tlohy jsou nejkomplikovanéjsi a nejcastéji vyuzivané pii
testovani. Regitel si u nich musi uvédomit dalsf souvislosti a prokazat vhled do
problematiky Feseni limit funkci.

P1i konstrukci tloh se zaméiime na tlohy, u kterych se k feseni vyuzivaji
dominance a ekvivalence, dale na takové tlohy, které v sobé obsahuji racionalni
¢i iracionélni funkce, a také na tilohy, u nichz je nutna znalost nejriiznéjsich vzorc
(vzorce pro logaritmické ¢ gonimetrické funkce, vzorec u¥ = V% a dalsf). Viemi
tlohami se prolina testovani znalosti vét, které nam tikaji, jak s limitami pracovat
(viz sekce 1.2). Z naSich konstrukei vynechame ulohy vedouci na L’Hospitalovo
pravidlo a Taylorovy polynomy, ¢i spiSe zavedeme pravidlo, Ze témito zpiisoby
tlohy tesit nebudeme. Je to proto, ze tyto dvé pomicky k vypoctu limit vedou
k mechanizaci feSeni — TeSitel ¢asto nemusi do hloubky rozumét tomu, co déla, jen
opakované aplikuje urc¢ité pravidlo, dokud nedojde k vysledku. Druhym davodem,
pro¢ tato pravidla pri feSeni nebudeme uzivat, je omezena moznost testovani
dalsich znalosti.

Nalézani limit elementarnimi metodami (témi, které nevyzaduji poznatky z di-
ferencialniho po¢tu) nema oproti feseni limit pomoci metod vyzadujicich znalosti
diferencialnitho poc¢tu tak deterministicky charakter. Kromé znalosti $irsi skaly
metod a situaci, kdy je mozno je pouzit, vyzaduje i dalsi matematické znalosti
a dovednosti, zvlasté pak tpravy elementarnich funkci. Diky tomu je navrh tloh
na feSeni L’Hospitalovym pravidlem nebo pomoci Taylorova rozvoje a navrh tloh
na feSeni elementarnimi metodami podstatné odlisny. Rozhodla jsem se proto
v této praci vénovat navrhu tloh resitelnych elementarné, protoze procvicuji do-
vednosti diilezité pro budouci stfedoskolské ucitele.

Ptehled znalosti a dovednosti nezbytnych k feseni dale navrhovanych tloh:
primo z limitniho poc¢tu:

e schopnost pocitat na oboru R* véetné znalosti nedefinovanych vyrazu,

e urcovani limit vyrazi typu § pomoci znaménka jmenovatele,
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e znalost asymptotického chovani zakladnich funkei v krajnich bodech defi-
ni¢niho oboru a v nulovych bodech a schopnost jeho korektniho uziti (do-
minance, ekvivalence),

e znalost préace s vyrazy, které nemaji limitu (Bolzanova-Cauchyova podminka
(viz Véta 16 a jeji dusledek), vybrané posloupnosti, véta ,,0 dvou policaj-
tech®),

e znalost substituéni metody a jejtho praktického vyuziti

7 elementarni teorie funkei:

e znalost vlastnosti (defini¢éni obor, prubéh, vzorce) zakladnich funkei (moc-
ninné, odmocninné, logaritmické, exponencialni, goniometrické, cyklomet-
rické, absolutni hodnota a funkce signum),

e price s pribliznou hodnotou funkce

3.1 Racionalni a iracionalni funkce

Vsechny pripady, které mohou v ramci vypoctu limit racionalnich ¢i iracionalnich
funkci nastat, jsme jednotlivé probrali v oddilu 2.2 a 2.3. Proto k nim uZz jednot-
livé pristupovat nebudeme, ale tyto dva oddily spojime v ramci konstrukei tiloh
v jeden.

Ukazme si nyni nejjednodussi metodu konstrukce tlohy na limitu racionalni

a iracionalni funkce:

) Va3 —2x2 -8 -1

lim — 3 5 :

=3 % — 3x° + x4 — 2x — 3
Vétsina téchto uloh (limita racionalni resp. iracionélni funkce ve vlastnim bodé)
je zalozena na tom, ze po dosazeni dostaneme nedefinovany vyraz % resp. ¢ (jinak
je limita primo vysledkem dosazeni, je-li funkce na okoli limitntho bodu defino-
vand). Rozhodli jsme se pro prvni nedefinovany vyraz, chceme tedy, aby ve jme-
novateli i ¢itateli vysla po dosazeni nula. Nejprve vybereme prakticky libovolné
limitni bod 3 (libovolnost vybéru je omezena jen slozitosti prislusnych vypocti),
od kterého se nasledné bude odvijet tvorba vyrazi v ¢itateli i jmenovateli. Roz-
hodli jsme se pro iracionéalni funkci do ¢itatele a pro polynom do jmenovatele.
Konstrukei ¢itatele miizeme za¢it odmocninou z libovolného polynomu, ktery mé
v limitnim bodé kladnou hodnotu (pod lichou odmocninou muze mit i zapor-
nou ¢i nulovou). Abychom dosahli nulové hodnoty ¢itatele, ode¢teme nyni vyraz
se stejnou hodnotou v limitnim bodé. Timto vyrazem miize byt primo prislusné
konstanta, polynom ¢i dalsi odmocnina z polynomu, i slozit&jsi iracionalni funkce.
V tomto pfipadé jsme zvolili konstantu; pokud bychom se rozhodli pro polynom
¢ odmocninu z polynomu, je nejjednodussi volit libovolné ¢leny s kladnou moc-
ninou proménné a kyzené hodnoty dosdhnout volbou ¢lenu absolutniho. Timto
zpiisobem také vytvoifme ve jmenovateli polynom s kofenem v limitnim bodé. Re-
Senim této tlohy testujeme schopnost rozsifovani a schopnost vytknout linearni
¢len z polynomu (nejlépe pouzitim Hornerova schématu).

Popsany zptisob tvorby této tlohy je sice technicky nejjednodussi, avSak ne-

umoznuje kontrolu jinych parametru tlohy nez je nulovost jmenovatele, pripadné
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i ¢itatele. Napiiklad nelze piimo ovlivnit, kolikanasobnym kofenem polynomu ve
jmenovateli a polynomu vzniklého rozsitovanim v ¢itateli je limitni bod, a tedy ani
to, zda je vysledna limita vlastni ¢i nevlastni, nebo zda vibec existuje (existenci
limity lze v tomto piipadé zajistit tim, Ze ji naformulujeme jako jednostrannou).
Proto si nyni ukdzeme obecnéjsi metodu tvorby tlohy s plnou kontrolou nad
vSemi parametry. Tato metoda vychézi z obraceného postupu feseni tlohy. Vy-
chazime z toho, co vyjde Tesiteli v iiplném zéavéru, a tento tvar riznymi zpisoby
komplikujeme az ke konecné podobé ndmi pozadované limity.
Tuto metodu si tedy ukdZzeme na konstrukei nésledujici ulohy:

i Vat —2a3 + V222 — 8 + 8
lim .
a2 /ot + 303 4 61 — Val + 13 4 Ta?

e Zvolime limitni bod — v nasem piipadé ¢islo 2. (Obecné lze Fici, Ze snazsi
jsou ty tulohy, jejichz limitnim bodem je 0, resp. 04. Stejné jako pii tvorbé
predchozi tlohy bychom méli vybirat vzdy takové body, aby dosazeni nedé-
lalo problém — napiiklad u rovnice ¢tvrtého fadu nebudeme volit za limitni
bod ¢islo 128.)

e Zvolime racionélni funkci takovou, Ze polynomy v ¢itateli ani ve jmenovateli
po dosazeni limitniho bodu nenabyvaji nulové hodnoty (nemaji limitni bod
za koten) — do &itatele jsme vybrali (z® + 2z — 4), do jmenovatele potom
(222 — 3x) — podil funkei, které jsme v tomto kroku vybrali, zbude Fesi-
teli spolu se zbytky po rozsifovani na konci feSeni tilohy po odseparovani
nulovych ¢leni, kterymi jmenovatel a pripadné i ¢itatel rozsitime v dalsim

kroku.

e Jmenovatel je nutné rozsirit vyrazem, ktery ma za kofen limitni bod (jinak
by byla uloha trivialni, dosazovaci). ProtoZe zatim chceme, aby funkce zii-
stala racionalni, znamené to rozsifit vyrazem (z — ¢) (kde ¢ je limitni bod),
nebo jeho libovolnou prirozenou mocninou — my zvolime prvni mocninu,
budeme tedy rozsifovat vyrazem (z — 2).

e Citatel rozsifit miZeme a nemusime — zaled, jak komplikovanou tlohu
chceme vytvorit (pokud rozsifime ¢itatel, bude tloha komplikovanéjsi, nez
kdybychom ho nerozsitili, nebot bude nezbytné ho také upravovat). My
jsme ¢itatel rozsirili (z — 2)! (viz nasledujici bod).

e Pokud rozsifime pouze jmenovatel, nebo ho rozsifime vyssi mocninou (x —
¢) nez ¢itatel, budou jednostranné limity nevlastni — v piipadé, Ze rozdil
mocnin vyrazu (z — ¢) bude lichy, budou jednostranné limity opa¢ného
znaménka (a oboustranna limita tedy nebude existovat), v piipadé sudého
rozdilu budou jednostranné limity shodné. My jsme vyraz rozsitili v ¢itateli
i jmenovateli vyrazem (x —2) — to nam zajisti, Ze se fesiteli na konci zkrati a
vysledna limita bude vlastni nenulova. Pokud bychom citatel rozsitili vyssi
mocninou (x — ¢) neZ jmenovatel, bude konecny vysledek nula.

e Po roz§ifeni vyrazy roznasobime.
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Pokud tvofime tlohu na limitu racionalni funkce, zde skoné¢ime. Vysledna tloha
a jeji feseni je nasledujici:
at =20 42078 +8 . (x—2)-(a®+22—4) 8

I _ _8
v2 2% — 423 — 322 + 6 w02 (2 —2)- (225 —32) 10

4
5

Pokud chceme vytvorit tilohu na limitu funkce iracionalni (konkrétné takovou,
kterou jsme tuto ¢ast uvedli), pokra¢ujeme nasledovné:

e Citatel i jmenovatel muzeme (teoreticky) nekoneéné mnoha zpisoby roz-
lozit na rozdil polynomu (viz néasledujici bod). Tento rozdil vyjde fesiteli
z roz§ifeni podle vzorce pro a™ — b", viz sekce 2.3.2. Postupujeme-li tedy
od vysledku k zadéni, musime nyni a” — b" nahradit a — b, coz znamena
nahradit prislusné polynomy jejich odmocninami.

e Nejjednodussim zptsobem, jak polynom rozlozit na rozdil polynomi, je
vlozit nékteré jeho ¢leny do mensence a ostatni do mensitele. Napriklad pro
nas rozsireny jmenovatel by takové rozklady mohly byt:

20 — T2 + 6w = (22° + 62) — (72%) = (22°) — (T2® — 62).

Samoziejmé ale mizeme i nékteré ¢leny mezi mensenec a mensitel rozdélit,
napiiklad:

20 — T2 + 62 = (32° — 52’ +2) — (2 + 227 — 52).

Navic miizeme polynom obohatit o ¢leny s mocninami proménné, které se
v ném puvodné nevyskytovaly:

203 — 72?4+ 61 = (z* + 32% + 62) — (z* + 2° + T2?).

Tento posledni rozklad pouzijeme v nasi tloze. V kazdém piipadé musime
mit pfi tvorbé rozkladu na paméti, ze hodlame-li pouzit sudou odmocninu,
musi byt hodnota mensence i mensitele v limitnim bodé nezaporna (pozor,
je-li nulova, funkce nemusi byt definovana na zadném prstencovém okoli
limitniho bodu).

e 7 hlediska metod potfebnych pii reseni tlohy je podstatné, zda hodnota
mensence a mensSitele v limitnim bodé je nebo neni nulova. V pripadé, ze
neni, je tfeba pouzit rozsifovani, v piipadé, ze je nulové, je nejprve nezbytné
vytykani (a pfipadné téz rozsifovani v nasledujicim kroku).

e Pri tvorbé iracionélni funkce se pii zvazovani konecného vysledku limity
musime zamyslet nad tim, jaké vyrazy v ¢itateli a jmenovateli vytvotrime
i z hlediska toho, jakd s nimi bude nutné nasledna tuprava. Zde totiz neplati,
ze pokud rozsifime ptvodni vyraz stejnou mocninou (z — ¢) jak v ¢itatel,
tak ve jmenovateli, ziskdme kone¢nou limitu. Pokud totiz budeme v jednom
pripadé vytykat a v druhém pouze rozsifovat, nastane komplikace. To uvi-
dime i v nasi tloze. Ackoli jsme vyrazy rozsifovali pouze prvni mocninou
polynomu (x — 2), nevyjde kone¢né limita, jak bychom si mohli myslet.
Kdybychom chtéli ziskat kone¢nou limitu, museli bychom pii rozsifovani
v nasem konkrétnim p¥ipadé rozsifit ¢itatel polynomem (z — 2)2.

Pro tplnost jesté uvedme spravny postup feSeni nami zkonstruovaného pii-
kladu:
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_ Vat — 23 + V222 — 8 + 8
lim
a2/t 4 323 + 60 — Vot + 23 + Ta?
_ Vi —2) 23 +/(z - 2)? B

24 (\/x4 + 323 + 67 — \/x4 + a3+ 7x2) . V214323 4+ 6+l 4234722

Vai+3z3+6z+val+a3+ 722
\/(x—2)-<\/ﬁ+\/(x—2)> m\/g:

- xllgi_ 2?4323 4+6x—xt—23 T2 - xllgi_ 223 —7x246x
VA 4323462+t +23+ 722 2:v/52

o VI —2-v/8-2-y52 oy 2 VB2-8
Tant (3-2)- (209 —31)  eonvz_2-2
V nevlastnich bodech chceme po dosazeni dostat vyraz 22, piipadné co — oo.

Mechanismus tvorby tloh na limity v nevlastnich bodech je analogicky tvorbé
tloh v bodech vlastnich, s tim, Ze misto nasobeni vyrazem (r — ¢) pouzivame
jednodussi pridavani ¢lent s nejvyssi mocninou. Poznamenejme, Ze to 1ze snadno
nahlédnout, kdyz si uvédomime, ze takové tlohy (na limity ve vlastnich a ne-
vlastnich bodech) na sebe dokdzeme vzajemné prevadét pomoci substituce.

3.2 Dominance

vvvvvv

kované. Vétsinou se dominance vyuzivaji v rdmci kombinovanych tloh coby jeden
z nutnych postupti na cesté k vysledku. Je to proto, ze dominan¢ni rfada je sama
o sobé veelku chudé (i kdyZ jsme schopni rozsifit ji o dalsi funkce). Aby vzniklé
tlohy byly zajimavéjsi, obohacujeme je obvykle ekvivalencemi a dal$imi postupy.
Abychom vysvétlili konstrukce tloh, ve kterych se dominance vyuzivaji, uka-
zeme alespon jednu tlohu, kde je k FeSeni potieba pouze dominané¢ni fada. Dalsi
vysvétleni prace s dominancemi pii konstrukci tloh uvidime u kombinovanych
tuloh (viz sekce 3.4).

- VInz—In \/E

lim ———

200 eVinz + e VT
Do citatele jsme se rozhodli vlozit rozdil dvou funkei, aby po dosazeni byl
vysledkem nedefinovany vyraz oo — oo a aby nebylo na prvni pohled zirejmé,
ktera z funkci je dominantni, tedy kterou je nutné vytknout. Vybrali jsme t¥idu
dominanci In* = a zamysleli se, jak ji dale miZeme upravit. Vynasobeni logaritmu
libovolnym nenulovym ¢islem z R nebude mit na dominanci vliv. Mizeme tedy
fict, ze Inx je stejné dominantni jako a - Inx = Inx® — coz se hodi, nebot tim
vyraz muzeme zdanlivé zkomplikovat. Ted ale musime vybrat takovou tpravu,
kter4 nam jasné urci, ktery logaritmus bude dominantni. Vime, ze v ramci této
t¥idy dominanci plati, Ze In*" < In*?, pokud k1 < k. Za ky zvolime %, za ko potom
jednicku. Vime, Ze vynésobeni ¢islem nebude mit vliv na dominanci a abychom

ozvlastnili logaritmus umocnény na prvou, provedeme jeho vynasobeni ¢islem %

Dostaneme tedy Inzz — % ‘Inz =In?x —lnz? = vVinz — In NG Z vyrazu na
zacatku této rovnosti je zcela zjevné, ktera z funkei je dominantni. Upravami se
ovsem dostaneme k vyrazu, ktery predlozime resiteli. Ten bude muset postupovat
opacné a prokéizat tak schopnost prace s logaritmickymi funkcemi.

Ve jmenovateli vidime zdanlivé komplikovanéjsi situaci. Testujeme zde, zda je
fesitel schopen v prvnim kroku dosadit. Jmenovatel je v této tloze, co do FeSenti,
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technicky vyrazné jednodussi nez citatel. Pokud totiz dosadime, zjistime, Ze prvni
funkce jde v daném limitnim bodé do nekonecna, zatimco druhé k nule, je tedy
zjevné, ze prvni funkce je dominantni vici druhé. éast)’fm jevem je, ze v pripadé,
ktery nastava ve jmenovateli, Tesitel nedosadi a namisto toho zkouma dominance
pomoci vypoctu. Nejde o chybu, Tesitel se ke spravnému vysledku dobere, ale
tlohu si tim zkomplikuje. Dalsim castym jevem je, Ze se FeSitel zamysli timto
zpusobem: VInz < —y/x a dojde k zavéru, ze druha funkce je dominantni vuci
prvni. V tomto piipadé uz se oviem o chybu jedné a nelze se timto zptisobem
dobrat spravného vysledku (tato problematika byla podrobné vysvétlena v zavéru
sekce 2.4).
Reéeni, ktera funkce je ve jmenovateli dominantni, pokud FeSitel nedosadi:

. eVE . e
lim = lim e V®Vinz _ (.
T—00 evlnx T—00

Postup, jak zjistit, ktera z funkci v ¢itateli je dominantni:

. Vnzx o In
lim =

= 111m
z—00 In \/E T—00 % Inz

ol

Y.

Uplné feSeni ndmi vytvorené tlohy:

Viz-wyz_ Ve (1) wyE )

z—o0 gVine 4 o=V 00 oVinw | (1 + e*;ﬁ) e eVinz

1 1

selnz-(=1) -5y 1 elny 1
= li 2 7 N 2 - _ - D H Iny—yy _

Jim 2= = Jim = 5 Jim = g fim e
In
=— — lim eﬁ'(ﬁ_l) =——lime*=0,
2 Yy—00 2 z—00

kde y =Inx a z = \/y.

3.3 Ekvivalence

V této sekci se budeme vénovat tvorbé tloh, které povedou na feSeni pomoci
ekvivalenci. Takovych tloh se da vytvorit mnoho, nebot ekvivalen¢ni fada je
sama o sobé bohaté a jejimi riznymi Gpravami muzeme vytvaret velké mnozstvi
riznych vyrazi — napiiklad s komplikovanéjsi vnitini funkei.

Prvni konstrukce, kterou si zde uvedeme, bude mit tento vysledek:

lim(cos $)arccotg_1 x2
z—0

Reknéme, Ze bychom chtéli dostat nedefinovany vyraz 1°° (tento vyraz je z nede-
finovanych vyrazi nejzradnéjsi kvili silné zakorenénému poznatku, Zze jedna na
cokoli je jedna), abychom hned na za¢atku procvi¢ili schopnost dosazeni a pre-
vodu funkce na exponencielu. Dale si zvolme za limitni bod ¢islo 0. Za zaklad
zvolime jednoduchou funkci, ktera méa v nule limitu jedna a s jejimz logaritmem
budeme pozdéji pracovat v exponentu. Vybereme cos x. Tézko bychom pro tento

ucel hledali lepsi funkci, nebot po pouziti ekvivalence na logaritmus nam vyjde

41



wr . o . . , .. . e , 2 .
dalsi vyraz, jehoZ ekvivalenci zndme, a po jeji aplikaci ziskdme vyraz %-. Nyni

jesté musime naleznout funkci, ktera jde v nule k nekone¢nu, a na tu zaklad
jdouci k jedné umocnime. Nejjednodussi takovou funkci je %2 Druh& mocnina
zde neni nezbytna, stejné dobie bychom uspéli s jakoukoli sudou mocninou ¢i
s podobnym vyrazem v absolutni hodnoté (abychom nemuseli fesit znaménko
nuly a otazku, zda jde funkce k 400 ¢ —o0). My jsme sem ale druhou moc-
ninu zvolili kvuli tomu, aby FeSiteli na konci tlohy vysla koneéna limita, nebot,
jak mtiZeme nahlédnout, se mu na konci tlohy zkrati vyrazy obsahujici 2%. Pro
nalezeni komplikovanéjsi funkce, kterd by tomu odpovidala, se stac¢i zamyslet,
s ¢im je funkce % pro x — 0 ekvivalentni. Takovych funkci mizeme pomoci
ekvivalenci zkonstruovat vice, napiiklad eac?l,l i tgéx = cotg? z (zde vidime hned
dvé funkce, které lze pouzit). Stejné dobfe mizeme vybrat prevracenou hodnotu
cyklometrické funkce arccotgy pro y — oo. Aby tomu tak bylo, zvolime za jeho
vnitini funkeci 272 = %2, kde x — 0, coz uz odpovidé nasim pozadavkim. Posledni
zminovanou situaci aplikujeme na nasi tilohu a dostaneme tak kompletni zadani:

lim (cos a:)arc‘”tgfl @

x—0

Resitel si tedy v prvnim kroku musi dlohu prepsat do tvaru:

-1 ,.-2

arccotg™ " x -1

arccotg ! z72.In(cos x)

lim (cos x) = lime
z—0 z—0

a nasledné resit limitu exponentu:

. 1,2 T 1
QICILI(I) arccotg " x~~ - In(cosz) = glcl—% pre——

Meéli bychom byt schopni na prvni pohled vidét vysledek naseho poc¢inani — v ¢i-
.., , . oo . 2 . .
tateli jim bude (poté, co dvakrat vyuzijeme ekvivalence) —%-, ve jmenovateli (kde
staci ekvivalence pouZit jednou) 2. Tim dojdeme k vysledku, Ze limita exponentu

je rovna —%.

8
N

—1)-(1 —=cosz) -2
Incos x . In(cosa+1-1)-252=4 . (=1) - ( ) Pl
hm—_2 = lim - = lim - =
z—0arccotg x z—0 arccotgﬂf;? z—0 o=
z—2
2
X
) 7 1
=lim — = ——
70 12 2

Nyni je nutné tuto limitu dosadit do pivodniho zadani, ¢imz se dostaneme ke
konecnému vysledku.

lim(cos x)aurccotgflac*2 = lim earccotgflez-ln(cos z) _ ef%
z—0 z—0

Dalsi uloha, jejiz konstrukei si ukdzeme, vypada nasledovné:

2

. In(sinz — cosx)
lim
z=0 /1 —cosx

V prvnim kroku zvolme za limitni bod nulu. Reknéme, Ze kromé ekvivalenci
chceme procvicit, zda mé tesitel znalosti o vztazich mezi goniometrickymi funk-
cemi. Do citatele vybereme ekvivalenci pro In gy, kde za y zvolime komplikované;jsi
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goniometrickou funkci. Aby 8la pouzit ekvivalence pro Iny, musi y — 1, ¢ehoz
muzeme docilit riaznymi zptsoby. Vhodnéjsi nez hledani nahodnych funkei s hod-
notou resp. limitou jedna, které by mohlo vést i k vytvoreni tilohy elementar-
nimi metodami nefesitelné, je volit pifimo funkce, které se daji prevést do tvaru
1 4+ v, kde v je vyraz (s limitni hodnotou nula) zjednodusitelny ekvivalenci ¢i
jinou metodou. Pfirozenym zpiisobem, jak dostat do argumentu logaritmu ¢&islo
jedna, aniz bychom pouzili pfimo tuto konstantu, je napfiklad vyuziti vzorce
sin?x 4+ cos?x = 1. Tento soudet kvadrati ziskdme napiiklad umocnénim dvoj-

¢lenu (£ sinz + cosz)?, které navic zanechd ¢len £2 - sinx - cos z, snadno zjed-
2

Y

nodusitelny dosazenim a ekvivalenci sinx = z. Vysledny tvar In(sinz — cosx)
byva pro fesitele zradny. V podstatné vétsiné pripadi, kdy se stfedoskolsky ¢i
vysokoskolsky student setka s logaritmem mocniny, se predpokladé uziti vzorce
Ina’® = b-Ina. To viak v tomto piipadé nejen neni nutné, ale navic to FeSeni
tlohy zkomplikuje. Je totiz nezbytné zjednodusovat z ekvivalence vznikly vyraz
cosx —sinx — 1, coz vyzaduje rozdéleni na dva znamé ekvivalenéni vyrazy a vy-
tykédni dominantniho z nich, resp. funkce s nim ekvivalentni:

cost —sinz — 1 = —(1 — cosz) —sinz = —(1 — cosx) -

r l—cosx sinz)

2

. T
—Ssmx - — =
T

offfiol

Uloha, ktera by obsahovala In(cosz — sinx), by tak paradoxné byla snadnéji
Feitelna pomocf tpravy In(cosz — sinz) = £ In(cos z — sin )2

Do jmenovatele vybereme funkci piimo z ekvivalen¢ni fady, kterd da po dosa-
zeni nulu. Vybereme z ekvivalenci vyraz obsahujici opét goniometrickou funkci.
Zvolili jsme 1 — cosx, ale lze vybrat i sinx, arcsin x,tgx ¢i arctg x, které ovSem
na prvni pohled nevypadaji tak slozité. Abychom vyraz zkomplikovali, funkci od-
mocnime. Stejné tak bychom ji mohli umocnit, ucelem je zjistit, zda Tesitel vi,
ze ekvivalenci je v ramci mocninnych funkei mozné pouzit, ale odmocnina nam
navic zajisti pozdéjsi praci s absolutni hodnotou a tedy dalsi znalost k procvi-
¢eni. I zde bychom méli byt schopni vidét vysledek ekvivalenci rovnou — bude

jim % Zkonstruovali jsme tedy takovy ptiklad, ktery nebude mit limitu — x se

zkréati a zistane 2v/2 - sgnz. Funkce sgnz ma ovéem pro nulu riznou hodnotu
zprava a zleva, proto budou existovat pouze jednostranné limity, které se budou
znaménkove ligit.

Pokud bychom chtéli, aby limita existovala, musel by jmenovatel bud mit po
pouziti ekvivalenci nizsi stupen nez jedna (pfesnéji: musel by byt dominantni vaci
x pro z — (), nebo alesponi mit stejné jako ¢itatel riizna znaménka vpravo a vlevo
od nuly. Prvni moznost bude splnéna napiiklad i tehdy, kdyz za jmenovatel zvo-
lime funkci s konecnou nenulovou limitou, napiiklad arccotg —zr =2, do které staci
dosadit a ktera ma limitu 7. Pokud bychom chtéli limitu nenulovou vlastni, sta-
¢ilo by dat do jmenovatele funkci x nebo lépe sin x, ktera je s x ekvivalentni. Tu
muzeme déle zkomplikovat napiiklad pouzitim vyse uvedené funkce s konecnou
limitou, takZe cely jmenovatel muZe byt napiiklad sinz - arccotg —z=2. Tim se
dostaneme k pomérné hezkému vysledku —%. Pokud bychom chtéli za vysledek
konkrétni ¢islo — napiiklad ¢islo jedna — 1ze podle toho jmenovatel upravit napfi-
klad vynasobenim prevriacenou hodnotou ptuvodniho vysledku, pifipadné funkci,
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ktera ma v pirislusném bodé stejnou limitu, tfeba — arccosx. Vratme se nyni
k ptvodnimu zadani a ukazme si Gplny postup feSeni této limity:

: 2 —9gj . —2sinzcosz
- In(sinz — cosz)? . In(—2sinzcosz + 1) - 51282 _
z—0 /1 —coszx z—0 a2
(1 —cosx) %
x
T
] —2sinx~§-cosx o —2V2 ez 1
= lim =lim —— =
z—0 22 z—0 ‘l”

iy

lim 2V - sen = {—2\@ pro x — 0,
z—0 +2v2 pro & — 0_.
Poznamenejme, ze vyrazy pred poslednim rovnitkem ve vypoc¢tu nemaji smysl.
Protoze jsou jednostranné limity rtizné, oboustranné limita neexistuje; timto vsak
zavadime amluvu, Ze tento zapis bude nahrazovat dva nezavislé vypocty jedno-
strannych limit, jejichZz cely pribéh je az na zavérecény vysledek shodny.

Ctenaf si mize povsimnout ¢astého vyuziti funkce logaritmus. Logaritmus je
totiz jednou z nejvhodnéjsich funkei pro tvorbu takovychto tloh. Jak jsme vidéli,
jeho vnitini funkce se daji nejriiznéjsimi zptisoby kombinovat a komplikovat tak,
ze pozdéji vedou na dalsi ipravy, které déle testuji fesitelovy schopnosti. Podobné
je to s funkei 1 — cos .

3.4 Kombinované tlohy

Nyni se budeme zabyvat kombinovanymi tlohami, tedy témi, u kterych resitel
musi vyuzit vice metod feSeni, aby se dobral vysledku. Nebudeme se zabyvat
zvlast tvorbou tloh na Teseni limit ve vlastnich ¢i nevlastnich bodech, spiSe se
budeme zamyslet, jakych forem mohou tlohy nabyvat pfi zméné limitniho bodu,
jaky ma takova zména vliv na podobu tlohy a funkce, které se v ni vyskytuji, jak
se tyto zmény vzajemné ovliviuji a také na to, jaky maji vliv na koneény vysledek
limity. Pti vybéru limitniho bodu se soustfedime na to, aby prvotni krok, tedy
dosazeni, nebyl zbytec¢né a prehnané komplikovany.
Mé¢jme tedy tlohu:

) 202 —x+1 )
wh_}rglo In T (x + sinx).
Nasledujici radky vysvétli, jak jsme postupovali pii jeji konstrukei. Reknéme, ze
v ramci prvni kombinované tlohy budeme chtit procvi¢it schopnost pouzit ekvi-
valenci na logaritmickou funkci. Zvolme nevlastni limitni bod co. Nyni se zamys-
lime, jaky argument logaritmu zvolit. Aby bylo mozné pouzit ekvivalenci, musi
jit vnitfek logaritmu k jedné. Mame vice moznosti, jak toho docilit. Naptiklad
bychom mohli vybirat z cyklometrickych funkci — (1 + arccotg x), % arccotg(—x),
%arctg x,... Dalsi moznosti je exponencialni funkce se zakladem mensim nez
jedna, resp. exponenciela s exponentem (—z), napiiklad 2(=2) My jsme vybrali
racionalni funkci Sizliﬂ Z racionélnich funkci muzeme vybrat vSechny takové,
které maji shodny stupen polynomu v citateli i jmenovateli a zaroven shodné
koeficienty vedoucich ¢lent (jinak by vnitfek logaritmu nesel k jedné a nebylo
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by mozné pouzit ekvivalence). Stejné tak bychom mohli vybrat nékteré iracio-
nalni funkce. MizZeme se také zamyslet nad tim, jaké funkce vybirat pfi zméné
limitniho bodu. Pokud bychom naptiklad zménili limitni bod na x — 2, mohli
bychom zvolit za vnitini funkci logaritmu napiiklad polynom, ktery po dosa-
zeni pujde k jedné, ¢i podil exponencidlnich funkci, jako tiFeba 2472. Pro limitni
bod x — 1_ bychom za vnitini funkci mohli vybrat napriklad % -arcsinz. Pro
x — 0 bychom mohli uvazovat cosx,cosx £ sinx, polynom, racionélni ¢i iracio-
nalni funkci. Takto bychom mohli uvazovat mnoho dalsich limitnich bodu a funkei.
P1i konstrukei tlohy je dobré zamyslet se timto zptusobem, nebot ndm to vytvaii
cestu k tvorbé dalsich tloh. My jsme za vnitini funkci logaritmu vybrali gizlif},
tedy takovou vnitini funkci, kterd nam po pouziti ekvivalence na logaritmickou

funkci da vysledek —2—22 (: 2 (f1) )> . Takové tiloha by sama o sobé ne-

222 4+x—1 2I2,(1+L,L

byla pftilis komplikovana, vedla by pouze na dominance a vysledkem by byla nula.
Proto k ni pomoci sou¢inu piipojime dalsi funkci, ktera se bude resit samostatné.
Pokud bychom chtéli za vysledek nevlastni limitu, vybereme funkci, kterd nam
po upravach da vysledek dominantni vici x, napriklad 61,12_1. My jsme se ovSem
rozhodli, Ze limita bude vlastni. Toho docilime spojenim s takovou funkci, které je
po tpravéich ekvivalentni s vyrazem k - x, kde k # 0. Pro tento el jsme vybrali
jednoduchou funkei (z + sinx), kde sta¢i vytknout a uvédomit si, ze omezené
funkce nasobena nulou je nula. Zbytek po vytknuti jde tedy k jedné a miizeme
ho touto hodnotou nahradit. V celkovém vysledku tedy dostaneme _21332, z ¢ehoz
lze po zkraceni usoudit, Ze limita ma hodnotu —1.

Pro tplnost uvedme uplny postup, jak dojit k vysledku nami vytvorené tlohy.

. 202 —xr+1
limIn ——— -
z—oo 272+ — 1
202 1 Pt | .
—limln<w_1+1>.w,x_<1+Smx)_

2z2—z+1

(x +sinx) =

2 _
z—00 20+ —1 et — x
, 202 — x4+ 1 , 202 —x4+1—-222—z+1
=lim|—————1] 2= lim cxr =
z—=oo \ 222 4+ — 1 Z—00 222+ —1

. 2 -2 L v-(2-2) _ -2
—JEEO<—2;C2H_1)'“£L% <x2(2+%—x%)> s

Nyni vytvorime tlohu, ve které budeme testovat schopnost prace s iracio-
nalnimi funkcemi a také schopnost prace s funkcemi goniometrickymi. Konecné
podoba této tlohy bude nésledujici:

CoVrr+1-1
lim ——M—

=0 tgx —sinz

Tvorbu tloh na racionalni a iracionalni funkce jsme podrobné popsali v sekci
3.1, proto ji zde nebudeme popisovat, jen poznamename, Ze jsme do Citatele vy-

brali takovou funkci, kde neptijde dosadit, bude potieba rozsifovat a vysledkem

po této upravé bude %-. Dale budeme chtit otestovat Fesitelovu znalost vztaht

a vzorci pro goniometrické funkce. Reknéme, Ze to provedeme pomoci ekviva-

lenci. Vybereme ekvivalenci, ktera obsahuje goniometrickou funkci. Nam se velmi

s, . . , 2 s s v . -
hodi 1 — cosx, nebot je ekvivalentni s % a 2% se nachéazi i v citateli. Vyraz
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1 — coszx upravime tak, aby ekvivalence nebyla na prvni pohled zjevnéa. Miu-
zeme to udélat vynasobenim funkeci tgx — ¢imz ovSem zajistime, Ze vysledna
limita nebude existovat, nebot vysledna funkce bude slabé ekvivalentni s funkci
cotg x, jejiz limity v nule zleva a zprava se lisi. Plati vztahy tgz = ig;fc, tedy:
(1 —cosxz)-tgx = (1—cosxz)- 22 = tosy —Sinz = tgx —sinx. Z toho vidime,
jak jsme dosli k vyrazu ve jmenovateli. Resitel bude muset postupovat opacné
a pouzit tak vzorce, které jsme pouzili i my pii konstrukci. Podobné bychom
mohli ptvodni jmenovatel nasobit funkci sinx, abychom ekvivalenci ,,schovali®.
Ve jmenovateli bychom tak dostali vyraz sinxz — %sin 2x C¢i elegantnéjsi nasobek
takového vyrazu 2 sin  —sin 2z. Oboustranna limita by opét neexistovala, ale vy-
sledkem jednostranych limit by byly nevlastni body. K existujici limité bychom
mohli dojit, pokud bychom vyraz ve jmenovateli nasobili funkci cosx ¢ jinou
funkei s nenulovou hodnotou. Ve jmenovateli by pak vzniklo (po dalsich drob-
nych tpravach) sin® x 4+ cosz — 1 a limita by méla hodnotu jedna.
Nyni si uvedeme tplny, spravny postup feseni této limity:

_ Vartlt+l 22411
Vizr1-1 ?+1-1) Y2 22+1-1
hm_l_— = lim ( - 1) e’ 141 = lim 2 =
z=0 tgw - s e=0 ST - (cosx B 1) v=0 sinx | ((1 — COS SL’) ’ 9622)
CoS T ?
) % : 1 . +o0o pro = — 04
=lim s~ = lim — = lim cotgz =
2=0 tg 1 - (%) t=0tgxr  z—0 —oo pro x — 0_.

V nasledujici tloze budeme testovat znalost ekvivalence v kombinaci se schop-
nosti prace s iracionalni funkci. Konecné podoba ulohy bude vypadat takto:

. 1 —cosi
lim —
== (31 + \/0u? — 2)
Aby nebyla ekvivalence trivialni, zvolime tentokrat za limitni bod —oo. Chceme-li
nyni uzit ekvivalence, musime do zvolené funkce z ekvivalenéni fady vlozit takovou
vnitini funkei, kterd bude mit v bodé —oo za limitu bod, v némz prislusna ekvi-
valence plati. Vysledny vyraz muze byt napiiklad e* * — 1 nebo arccotg —x, my
jsme ovSem vybrali 1—cos % Tento vyraz je pomoci ekvivalenci snadno zjednodu-
Sitelny, proto vytvorime komplikovanéjsi jmenovatel. Tvorbu iracionalnich funkei
jsme podrobné vidéli v sekci 3.1, proto zde jejich tvorbu detailné popisovat nebu-
deme, pouze poznamename, ze komplikaci zde zplisobuje kombinace odmocniny
z polynomu druhého stupné a limitniho bodu —oo. U limitnitho bodu oo by nam
to zadnou potiz nepfrineslo, zde je ovSsem nutné si uvédomit, ze x — —oo a davat
na to pri vytykini pozor. Pokud by na to fesSitel zapomnél, vyslo by mu, Ze lze
ze jmenovatele snadno vytknout a zbytek bude nenulovy. Neni to ovSsem pravda.
Namisto vyrazu z ziskdme vytknutim zpod odmocniny vyraz —x. To nam jasné
urcuje dalsi nutny postup, kterym bude rozsitovani. Zradné je zde také kombinace
odmocniny s mocninou. Resitel vidf odmocninu, ktera je umocnéna na druhou, a
napadne ho umochovat. Tento postup neni vyslovené chybny, tlohu nam ovSem
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zkomplikuje. Uplné, spravné feseni této tlohy je nasledujici:

-
|

J— l . 2z
. 1 — cos % ) (1 cos z) S
lim 5 = lim x S =
T—r—00 3 2 T—r—00 _ 2.9
T+ V924 —2 2 _9).3z=v9z?-2
( ) (37 + V922 —2) - SzvBL 2
1 1 1
2 2 2
= lim —2 —— = lim ——2 = lim 2~ ==
z——o0 (922—922+2)? r—oo _(97%2—92242)2 5 T——00 _364 5
x
3z—v9x2 -2 x2~<3+ /g_z%)

Pokracovat nyni budeme konstrukei néasledujici ulohy:

I V1 —cosmx
im

z—2 sin(3z3 — 1022 4 4o + 8)

V této tloze jsme pro testovani vybrali znalost ekvivalenci a prace s racionalni
funkci. Jako nadstavbu jsme zde vytvofili vyraz, ktery ukaze, zda fesitel rozumi
prubéhu funkce cosz. Do citatele jsme vybrali vyraz /1 — cosmx a za limitni
bod zvolili ¢islo dvé. Vyuzivame zde faktu, ze funkce cosx je periodicka, a tedy
cosx pro x — 0 se chova slabé ekvivalentné s funkci cosmx pro x — 2 resp.
pro x — 2k, kde k € Z. V argumentu mocninnych a odmocninnych funkei lze
nahrazovat v souc¢inu — Ze si tuto skutecnost resitel uvédomuje, otestujeme tim, ze
»schovame* ekvivalenci pod odmocninu. Tim tlohu zkomplikujeme a sami se nyni
musime zamyslet, jakym zpiisobem to ovlivni vysledek. Predevsim je nezbytné,
aby TeSitel nepouzil ekvivalenci na vyraz tak, jak je zadany, nebot to ani neni
mozné. Argument funkce cos totiz musi jit k nule, abychom mohli ekvivalenci
1l—cosz = % pouzit. Pravé proto je nezbytné uvédomit si periodicitu této funkce
a fakt, ze plati cosmx = cos(mz — 27). Pro funkci cos(mx — 27) uz jeji vnitiek
v bodé 2 k nule limitn& jde. Po tipravach ¢itatele dojdeme k vysledku %

Poznamenejme jesté, ze pro testovani ekvivalence bychom mohli pod odmoc-
ninu ukryt i dalsi funkce — pii stejném limitnim bodu a stejném druhu ekvivalence
napifklad 1 — cos(z — 2)2.

Nyni se zamyslime, jakou funkci vlozit do jmenovatele. Vybrali jsme funkci
sin y, kde y je polynom, ktery jde po dosazeni k nule, tedy takova vnitini funkce,
abychom na tuto goniometrickou funkci mohli pouzit ekvivalenci. Tento polynom
mé jako dvojnasobny kofen limitni bod 2. Po pouziti ekvivalence bude nutné upra-
vit ho na souc¢in vytknutim nejvyssi mozné mocniny (x — 2), konkrétné (z — 2)2.
Vime tedy, Ze po dalSich tpravach vyjde jako konecény vysledek nevlastni limita
(protoze v ¢itateli je nizsi mocnina (x—2)). Pokud bychom chtéli, aby vysla limita
vlastni, mohli bychom do argumentu funkce sin vybrat takovy polynom, ktery mé
limitni bod pouze za jednoduchy koren. Aby §la na funkci sin pouzit ekvivalence,
je vSak nutné, aby §la vnitini funkce limitné k nule. Toho bychom mohli docilit
i dalsimi zpisoby, napiiklad vlozit do funkce sin jinou ekvivalenci. Vyraz ve jme-
novateli by mohl vypadat napiiklad nasledovné: sin(e” — 1), ¢ sin(e*” — 1), nebo

. 3 . . e ~ s
sin ”;Qﬁ‘g pro x — 0. Déle také sin arccotg x pro x — oo a mnoho dalSich.
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Uvedme si nyni uplny postup Feseni této tlohy:

V1 — cosmx cos(mx — 2m)

lim = lim

r—>281n(3£€3 — 1022 + 4z + 8) T2 sjn(3g(;3 — 1022 + 42 + 8) . % N

(x(z—2))2
g YD e
= lim = lim =
=2 3x3 — 1022 +4x + 8 =2 (x —2)%- (32 +2)
Tele =2 T |x—2| _ T

_E—%\/ﬁ.(m_gy.g glgi\/ﬁ.g.u_gp :155%\/5.8.|x_2| =0

Na zavér jesté poznamenejme, ze lze konstruovat tlohy, ve kterych nebude
predem dany limitni bod. Bude zadéna funkce a prvnim krokem v takové tloze
bude nalezeni defini¢niho oboru. Nasledné budeme fesit limity pro krajni body
definicniho oboru. Primérné jde o testovani schopnosti vypoc¢tu limity, proto by
urcovani defini¢niho oboru nemélo byt prilis komplikované — aby piipadné ne-
znemoznilo samotné feSeni limity. To muzeme zabezpecit budto funkcemi, jejichz
defini¢ni obory nejsou na urceni vyrazné obtizné, ¢i takovymi funkcemi, které sice
na urceni defini¢nfho oboru obtizné jsou, ale v tom piipadé muzeme fesiteli néja-
kym zptisobem napovédét. U téchto tloh je dilezité, aby se lisily nejen vysledky
limit v jednotlivych problémovych bodech, ale predevsim postupy, jak k témto vy-
sledktim dojit. Pti pfedchozich konstrukcich jsme v prvnim kroku vybirali limitni
bod. Zde tomu nebude jinak, oviem v tomto pripadé to znamené zvolit defini¢ni
obor a podle toho vybirat funkce, které tomu odpovidaji. Typickym pfipadem je
defini¢ni obor R\ {0}, kde budeme urcovat ¢tyfi limity — v £o00 a v 04. Takovy
defini¢ni obor se nam velmi hodi, nebot vétsina ekvivalenci, které zname, jsou
platné v limitnim bodé 0 a pro nevlastni body zndme dominance. Pro ilustraci
uvedme ulohu, ktera takovému postupu odpovidé, a jeji feSeni.

@)=

Jedinou podminkou je zde e* — e** #£ 0, tedy z # 0.

sin e

lim ———— = lim — = lim =
=0 e% — e 250 —e¥(—1 + e?) - 2 as0 —x

sin e” ) sin 1 . sinl  J—oopro z— 04
400 pro x — 0_

Jak vidime, v bodé nula nebude limita existovat, nebot jednostranné limity jsou
sice obé nevlastni, ale znaménkové se lisi dle toho, zda k nule ,,jdeme po ose
x* zprava Ci zleva. V této ¢asti tlohy testujeme feSitelovu schopnost vytykani,
pouziti ekvivalence a v neposledni fadé také to, zda je schopen dosazovani do
vyrazi, do kterych je to mozné. Je totiz ¢astym jevem, Ze se namisto dosazeni
snazi TeSitel o néjaké dalsi upravy, které nejsou nutné a ¢asto ani mozné. Déle také
testujeme tesitelovu schopnost prace s pribliznou hodnotou; to znamena, Ze neni
nutné znalost presné hodnoty sin 1, ale stac¢i pouze védét, zda se jedné o kladné
¢i zaporné ¢islo (coz se da snadno odvodit, pokud zname prubéh funkce sin).

Pro limitni bod oo 1ze tlohu vyfesit pouze pomoci vytknuti, znalosti domi-
nanci a také znalosti faktu, Ze omezena funkce nasobend nulou (resp. délena
nekone¢nem) je ve vysledku nula.

sin e” . sin e”

z—00 ¥ — 2% z—0co 2T (% — 1)
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Pro limitni bod —oo jde argument funkce sin v citateli limitné k nule, lze na
n¢j tedy pouzit znalost ekvivalence. Ve jmenovateli budeme opét vytykat a uzivat
znalost dominanc¢nich vztaht pro tiidu ¢*. Poznamenejme, Ze oproti predchozimu
se zde vytyka druha funkce, protoze je dominantngjsi, nebot e* < e?* u oo, pak

zeela jists € = L > Lo = €* u —oo.

. x . T e

) sine ) sine® - &

lim —— = lim ——%—
z——occ e — 2% T——00 T ( — e_z)
e

=1

Vice se témito ulohami a jejich konstrukcemi zabyvat nebudeme.
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Javer

Cilem mé prace bylo prehledné usporadat postupy pri tvorbé tloh pro vypocet
limit funkci. Doufam, Ze prace bude p¥inosné nejen pro ty, kdo se chté&ji konstrukei
tloh zabyvat, ale i pro ty, kdo se zabyvaji feSenim tloh jiz zkonstruovanych.

V prvni ¢asti jsem shrnula potiebnou teorii pro vypocet limit (definice limity
i jednostrannych limit, nevlastni limita, limita v nevlastnim bodé, definice rozsi-
fené realné osy, okoli bodu, definice spojitosti, véta o jednoznacnosti limity, véty
o aritmetice limit, véta o limité slozené funkce, véty o spojitosti, véta ,,0 dvou
policajtech“, Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce, véty o asymptotickém
chovani funkei a dalsi podstatné definice a véty).

V druhé ¢asti shrnuji standardni metody vypoc¢ta limit funkei (limita racio-
nalni a iracionalni funkce, vypocet limit pomoci ekvivalenci, pomoci dominanci,
pomoci L'Hospitalova pravidla), pficemz se vénuji jednoduchym tlohdm i tloham

Ve treti casti se zabyvam samotnou konstrukei tuloh, pficemz jsem zvolila
navrh tuloh fesitelnych elementarnimi metodami. Je to pfedevsim proto, Ze tyto
metody rozvijeji schopnost prace s elementarnimi funkcemi, ktera je zvlasté pro
studenty ucitelstvi matematiky zésadni. Nejprve se vénuji navrhu tloh fesitelnych
pomoci jedné konkrétni metody. Vyvrcholenim mé préce je pak zavéreéna sekce
s kombinovanymi tlohami, ktera obsahuje popis konstrukei tloh, k jejichz feseni
je nutné kombinace riznych postupt a metod.

Metody pro tvorbu tloh, které jsem zde popisovala, jsem nenasla v zadné
jiné praci ¢i knize, a proto vérim, ze pokud se n¢kdo timto tématem bude chtit
zabyvat, bude mu moje prace prospésna.

Timto tématem by bylo jisté mozné zabyvat se i déle, a to jak z matematic-
kého, tak z didaktického hlediska. Z matematického pohledu bychom mohli fesit
napiiklad rozliSovani iloh — které jsou TeSitelné elementarnimi metodami a které
ne. Dale by bylo mozné formalizovat metodu navrhu tloh az do podoby algoritmu
implementovatelného do softwarové podoby. Jak bylo zminéno v zavéru posledni
kapitoly, mohli bychom se vénovat i konstrukci tloh na limity v krajnich bodech
definicnitho oboru, které jsou komplikovanéjsi jak na rfeseni, tak na samotnou
konstrukci. Z didaktického hlediska muzeme napiiklad zkoumat nejproblémové;jsi
tlohy, ¢i spiSe problémové jevy ze subjektivniho pohledu studentii, anebo vytvorit
testové ulohy, zadat je a Tesit jejich obtiZnost a ispésnost studenti pri vypoctech,
tedy Tesit problémové jevy z objektivniho hlediska.
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