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Abstrakt

Tato bakaldrskd prdce se zabyvd sestavenim Matematického systému.
Tento systém je peclivé vypracovany, tak aby byl uzavreny na funkce,
které v ném figuruji. Je vytvoren tak, aby pokryl funkce uréitého ristu.
Konkrétneé funkce, o ktergch muzeme rict, Ze operuji v polynomidinim
case na Turingové stroji. Plati tedy, Ze nds systém obsahuje vsechny
funkce, které na Turingovijch strojich bézi v polynomdlnim case, nebo
v Case rychlejsim a Zddné jiné funkce neobsahuje. Tvorba tohoto mate-
matického systému byla ovlivnéna predevsim praci Samuela R. Busse

[1]

Abstract

This work is focused into constructing mathematical structure. This
structure is closed under it’s operations. Structure was developed to
contain all functions of certain growth rate. To be More specific functi-
ons with polynomial growth rate. We can say that our structure con-
tains all functions that have growth rate slower or equal to polynomial
growth rate and no other function. Development of our structure was
influenced mostly by work of Samuel R. Buss [1]
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1 Uvodem

Polynomialni funkce jsou pomérné dobfe znamy, jak mezi matematiky, lo-
giky, tak i mezi programatory a IT experty. Zatimco pro matematiky je na
polynomialnich funkcich nejzajmavéjsi slavny problém ”P = NP” | tak pro lidi
z I'T sféry je polynomialnost jakousi mezi efektivnosti pro algoritmus. Predem
bych chtél upozornit, ze v této préaci se pokusim problému "P = NP”plné
vyhnout. Naopak hledisko polynomialnosti, jako meze pouzitelnosti funkce
bude dosti aktudlni.

Zjednodusené by se dalo Fici, ze vétSina programu, které se pisi, operuji
v polynomialnim ¢ase. Coz znamend, ze dané programy bézi velice rychle
i pro pomérné veliké vstupy. Pocet kroku v takovémto programu je ma-
ximalné n¢ pro predem danou konstantu ¢ a délku vstupu n. Presna defi-
nice pomoci Turingova stroje se nachézi v dalsi kapitole. Nicméné definice
polynomialniho casu neni zavisla na Turingové stroji a da se vztahnout i
k jinym vypocetnim nastrojum, napiiklad programovacim jazykum. Co je
ovsem mnohem zajimavéjsi, polynomidlni ¢as lze definovat i zcela bezestro-
joveé. Tento pomérné prekavapivy vysledek je zakladem této bakalarské prace.

Tato préce bude postupovat soubézné s knihou [2], nicméné formélné se
bude drzet spiSe prace [1] a bude lehce inspirovana praci [3]. Zezacdtku se
tedy definuje mnozina jednoduchych funkci, spolu se skladanim funkci. Z této
mnoziny se odvodi pojem zakladné polynomialni podminky a ukaze se jejich
uzavienost na zakladni logické operace. Déle prohlasime, ze tyto podminky
nam definuji mnozinu zakladné polynomidlnich funkci. Tato mnozina je vsak
stale dosti mala. Proto pridame odvozeni pomoci rekurze. Tyto rekurze defi-
nujeme dvé a dokdzeme jejich zaménitelnost. Z nové vzniklého systému od-
vodime polynomiélni podminky, pomoci délkové omezenych kvantifikatoru.

v evs
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si ukdzeme moznosti kédovani. Konkrétné si definujeme kédovani posloup-
nosti a praci s nimi. Pro kédovani posloupnosti budeme pouzivat Godelova
c¢isla. Definujeme tedy funkce jako ptidani cisla do posloupnosti, cut, nebo
truncate. Tyto posloupnosti jsou pouzity v dukazu, ze nase mnozina poly-
nomialnich funkci opravdu obsahuje vsechny polynomialni funkce a ze naopak
neobsahuje nic navic. O tomto dukazu se pouze zminime.



2 Pocatecni strojova definice

Definice 2.1. Polynomialni cas

Polynomidlni ¢as je tiida vsech problému, jez jsou feSitelné pomoci determi-
nistického Turingova stroje, tak ze jsou polynomialné omezeny pomoci délky
daného vstupu.

Takovato definice ndam vsak mnoho netekne a pro lepsi pochopeni je tieba
odvodit takzvanou Big O notaci, jez nam pomuze k pochopeni terminu ”po-
lynomialné omezit v zavislosti na vstupu”. Pouziji obecné znamou definici
pro big O notaci.

Definice 2.2. Big O notace
Jsou dany funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je nejvyse fadu g(n),
psano f(n) = O(g(n)), jestlize:

(Jc € R) (Ing € N) (Vn > nyg) : f(n) <cxg(n)

Dalsim terminem, ktery je tfeba odvodit je Turinguv stroj, ktery nam bude
slouzit jako nastroj pro zpracovavani zminénych problému. Nasledujici defi-
nice je obecné znama. Bohuzel nemohu presné citovat zdroje, jelikoz znalosti
pochézi z vice prednéasek na CVUT, napifklad[6].

Definice 2.3. Turinguv stroj
Je sedmici M ={Q,T',b,%,6, qo, F'}, kde plati:

e () je neprazdna, koneéna mnozina stavi.

e [ je neprazdnd, koneénd mnozina symbolu na pasce.

b e I' je prazdny symbol.

Y C (I = b) je mnozina vystupnich symbolu.
0:(Q—-—F)xI' > QxTI'x{L, R}

0 je prechodovou funkci a L, R jsou posuny vlevo, vpravo.

® (o je pocatecni stav.

F C @ je mnozina prijmajicich stavu.

Pokud neni 0 definovana pro soucasny stav a symbol na pasce, pak
se stroj zastavi.

Pokud se stroj zastavi v jednom z prijimanych stavi, pak je pocatecéni
stav pasky prijat.

Rad bych dodal, ze nezélezi, jestli pouzivame jednopaskovy, nebo vicepaskovy
Turingtv stroj. JelikoZ jsou na sebe preveditelné a prevod m4 sloZitost x2,
takZe i po pfevodu ziistaneme v polynomidlnim ¢ase. Nyni se vratme k nasi



definici. V této praci se budeme snazit dospét k nejmensi tiidé funkei, jez ob-
sahuje vSechny problémy fesitelné v polynomialnim case. Tedy pro kazdou z
funkci v této tiidé musi existovat polynom ktery ji omezuje. Jinymi slovy
je funkce polynomialni, pokud pro vstup libovolné délky n potiebuje na
Turingové stroji maximélné n® operaci, kde ¢ je predem zvolena libovolnéa
konstanta.

3 Mnozina zakladnich funkci

Nejdiive definujeme mnozinu zékladnich funkci, které nam budou slouzit

vvvvvv

mnoziny zakladnich funkei bude i skladani funkci, tak jak ho zname. Mnozina
zékladnich funkei je ¢dsteéné prevzata z knihy [1].

Definice 3.1. Definice zdkladnich funkei

(1) z: & — 0 (Konstantni nulové funkce)

(2) i : x = x; (Projekce proménnych)

(3) s(z) : x — x + 1 (Funkce néslednika)

(4) asr(x) : z — |[z/2] (Bitovy posun vpravo)

(5) asl(x) : x — x - 2 (Bitovy posun vlevo)

(6) xgyng—>{ (1) i iiz (Mensi rovno)
y if x>0

(7) Choice(x,y,2) : z — { (Vybérova funkce)

z it x=0
(8) |x1 + -+ ap| : . — [logy (x1)]+- - -+ [logy (x,,) ]| (Binadrni délka ¢isla)

Déle si definujme skladani, které vezme m funkci k proménnych a slozi je
do jedné funkce f’ k proménnych. Uvniti to vypadd tak, ze je kazdé z m
funkci predano vsech k proménnych a funkce si vybere ty proménné, jez
potiebuje. Vysledky jednotlivych funkei jsou pak dosazeny do funkce f’, ktera
je zpracuje a vrati jedno ¢islo, jako vysledek. Skladani funkci je inspirovano
[4].



Definice 3.2. Skladani funkci
Necht jsou fi,..., fm funkcemi & proménnych. Pak slozenim funkei dosta-
neme funkci f’, kterd je funkci & proménnych:

flo[f17---afm]($1a---7$k:) :f’(fl@l,---,xk)w-->fm($1,---,$k))

Je tfeba poznamenat, ze pro m = 1 budeme zapisovat zjednodusené ' o f;
(x1,...,2E). Déle se dohodnéme, ze ne vzdy musime za funkci psét vSechny
proménné, napiiklad psat (s o z)(x) je naprosto zbytecné, prestoze se jedna
o funkce jedné proménné (funkce z je doplnénd o jalovou proménnou). Dalsi
véc, kterou bych rad zminil, je pouzivani funkce pro ptridani jalové proménné.
Tato funkce je pouzivana tak, aby vSechny funkce mély stejnou aritu. Jeji
pouzivani budeme brat jako samoziejmost a nebudeme se ji pfi odvozovani
zabyvat. Dale bych se rad zminil o pouzivani zavorek, pii skladani vice funkei.
Pokud jsou jednotliva skladani cteny zleva doprava, pak muzeme zavorky
vynechat. Posledni véci, kterou bych rad zminil je, ze bych se ddle rdd vyhnul
u sklddéani funkei formalitdm a obcas budu psét s(x) misto (s o i})(x)

Definice 3.3. Mnozina zakladnich funkei
Definujme nyni mnozinu zékladnich funkci, jako nejmensi mnozinu, ktera
obsahuje zakladni funkce a je uzaviend na jejich skladani.

3.1 Rozbor mnoziny zakladnich funkci
3.1.1 Konstantni nulova funkce z

V této praci budeme pracovat vyhradné s oborem pfirozenych éisel (znacme
N). Je tedy nutné, aby nase mnozina zakladnich funkei méla do N piistup.
Pravé k tomu nam slouzi funkce z, kterd bude nasim vstupem do struktury
prirozenych ¢isel. Funkce z dava pochopitelné pristup k ¢islu 0 z N.

3.1.2 Vybérova funkce

Nulova funkce nam dava pristup do mnoziny prirozenych ¢isel. Pro préci s
funkcemi vsak potfebujemi i jinou mnozinu, ve které se budeme pohybovat.
Jednd se o mnozinu vstupnich parametru funkce. K parametrum funkce se
dostaneme pomoci nasi vybérové funkce. Nyni je na ¢ase odvodit si Ctyti
trivialni funkce pro praci se vstupnimi parametry. Rozhodl jsem se vsak od-
vodit pouze dvé z téchto funkei, jelikoz ostatni jsou odvozeny v knize [4].

Veéta 3.4. Pridani jalové promenné je v mnoziné zdakladnich funkci



Diikaz. Dukaz je inspirovdn zdrojem [4]. Necht f je funkce n proménnych,
kde n > 0. Definujme funkci g kterd ma n 4+ 1 proménnych a vraci na vSech
vstupech ekvivalentni vysledky s funkei f takto:

g(x1, ... xn) = f(g,...,10)
Il

Pozdéji budeme v této praci pro zjednoduseni pouzivat pouze jména proménnych,
napiiklad misto i} z 1, ..., z, budeme jednoduse psat proménnou x,.

3.1.3 Funkce naslednika

Nyni jsme schopni pracovat s parametry funkce a mame piistup do N. Je
tedy potfeba odvodit si v N funkci, kterd ndm umozni pohyb a tim pristup
k libovolné konstanté z N.

Véta 3.5. Pristup k libovolné konstanté z N je v mnoziné zakladnich funkci

Diikaz. Necht je tedy c libovolnd konstanta z N. Uvazujme nyni slozeni
funket:
C=g80...0807
—

c-krat
Cifmz dostaneme funkci generujici konstantu c. O]
Je tfeba poznamenat, ze musime odvodit vice nez jednu funkci, tedy pro
kazdou konstantu odvodit samostatnou funkci. Zietézeni ¢ naslednickych

funkci muzeme pouzit také na proménnou, misto konstantni nuly. Vysledkem
bude funkce pfti¢itajici konstantu ¢ k proménné z.

Véta 3.6. 0 Prictend konstanty (x + ¢) je v mnoziné zdkladnich funkci

Diikaz. Necht ¢ je libovolnd konstanta a nechf z je vstupni proménnd, pak
funkci x + ¢ definujme takto:

f(z)=(s0...050i])(x)

[]

Opét berme v potaz, ze jsme pro kazdou konstantu odvodili jednu funkci.
Nyni odvodme dalsi z trividlnich funkei a to konkrétné funkci pro dosazeni
konstanty do funkce. Dukaz je inspirovan zdrojem [4].



Véta 3.7. Dosazeni konstanty ¢ funkce misto proménné x ve funkci g(x)
neboli sub(c, x, f(z)) je v mnozZiné zdkladnich funkct

Diikaz. Necht g je funkce n proménnych, kde n > 0. Definujme funkci f kterd
md n — 1, protoze je za proménnou x; dosazena konstanta c takto:

sub(c, zj, (%o, .- -, 5, ..., W) = g(ig, 1y, 615, 17)

= f(x()?"'73:]'—1733]'-&-17"'73771)

3.1.4 Bitové posuny

Dalsimi funkcemi jsou bitové posuny, které slouzi k manipulaci s ¢isly, konkrétné
s jejich délkou. V sekci definice jsme se dohodli, Ze budeme ¢isla reprezentovat
binarné. Coz znamena, ze operace déleni a nasobeni dvéma se chova vhodné
vzhledem k ¢islum. Bitovy posun vpravo tedy odstrani z éisla posledni cifru
(nejméné signifikantni bit) a bitovy posun vlevo pfida jednu nulu, jako po-
sledni cifru ¢isla. Dalo by se také fici, ze posuny zkréti/prodlouzi ¢islo o jednu
binarni cifru. Dohodnéme se nyni, ze budeme bitové posuny ¢isla z o jeden
bit vlevo/vpravo znacit takto: asl(x)/asr(x)

Véta 3.8. Funkce identity - 1d(z) je v mnoziné zdkladnich funkci
Diikaz. Necht x je proménnd. Funkce identita je definovdna takto:
asr(asl(1))
O

Véta 3.9. Bitovy posun vlevo(r x 2°) a vpravo(z:) o c biti je v mnoZiné
zdkladnich funkci

Diikaz. Odvozeni probiha pomoci slozeni ¢ funkci stejné jako v sekci 3.1.3 [

Daéle znacit posun ¢isla x o konstantnich ¢ bitu takto: "z << ¢’/ "x << ¢”

3.1.5 Vaétvici funkce (funkce mensi rovno a funkce choice)

Ptedchozi funkce slouzily k manipulaci s é¢islem, pifpadné zajistovaly pifstup
do N. Vétvici funkce jsou trochu jiné a umoznuji totiz vice deterministickych
moznosti rozvétveni a opétovného slouceni funkce. Funkce choice(z, y, z) ndm
funkci rozvétvi na dvé mozné vétve. Naopak funkce z < y slouc¢i dvé vétve
funkce do jedné. Dale budeme definovat funkci pro porovnani rovnosti dvou
¢isel. Pouzijeme funkci Choice(z < y,y < x,0), kterd predstavuje r < yAy <
x, coz si ukdzeme ke konci kapitoly.



Véta 3.10. ciselné porovndni(x = y) je v mnoziné zdkladnich funkci

Diikaz. Necht jsou x a y proménné, pak definujme funkci f, kterd vrati
jednicku pokud proménné x a y reprezentuji stejné ¢islo. Pokud nerepre-
zentuji stejné ¢islo, pak vraci nulu.

f = Choice(z < y,y < x,0)

3.1.6 Binarni délkova funkce

Tato funkce slouzi jako pristup k délce proménnych a budeme ji pouzivat
predevsim v sekci s délkovou rekurzi, jelikoz délka proménnych a hloubka re-
kurze spolu silné souvisi. Nicméné tim se budeme zabyvat az v dalsi kapitole.

3.2 Zakladné polynomialni podminky

Definice 3.11. Charakteristicka funkce
Definujme charakteristickou funkci f mnoziny A v mnoziné B tak, ze pro

libovolné = z B plati:
1 if xed
)= { 0 if Jinak

Definice 3.12. Zakladné polynomialni mnozina a zakladné polynomialni
podminka

Definujme zakladné polynomialni mnozinu, jako libovolnou mnozinu, jejiz
charakteristicka funkce je v mnoziné zakladnich funkci. Takovouto charakte-
ristickou funkci budeme nazyvat zakladné polynomialni podminkou. O po-
lynomidlnich podminkach budeme tvrdit, ze definuji zakladné polynomidlni
funkce. Naptiklad zakladné polynomialni podminka:

x <3
definuje v prirozenych cislech zakladné polynomialni mnozinu:
{z|xz<3}={0,1,2}

Dohodnéme se, ze budeme déle znacit zakladné polynomidlni podminky po-
moci malych pismen fecké abecedy (napf. ¢ nebo ).
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3.2.1 Uzavrenost zakladné polynomialnich podminek na vyrokové
logické operace

V této sekci budeme odvozovat logické operace. Je tieba poznamenat, ze
zakladné polynomialni podminky vraci logické hodnoty, tedy 0 a 1. Nemusime
tedy mit strach, ze by logicka operace dostala na vstupu ¢islo vétsi nez 1.

Lemma 3.13. Uzavrenost zdkladné polynomidlnich podminek na negaci(—y)

Diikaz. Inspirovano praci [1]. Necht ¢ je zdkladni polynomidlni podminkou.
Pak zékladni polynomidlni podminku 1), jez reprezentuje jeji negaci, od-
vodime takto:

v=¢<0

Lemma 3.14. Uzavrenost zakladné polynomidlnich podminek na
kongunkei (o A1)

Diikaz. Inspirovéno praci [1]. Necht ¢ a 1) jsou zdkladn{ polynomidlni podminky.
Pak zédkladni polynomidlni podminku Yy, jez reprezentuje jejich konjunkci,
odvodime takto:

x = Choice(p, ¥, 0)

Lemma 3.15. Uzavrenost zakladne polynomidlnich podminek na

disjunkci (p V1)

Diikaz. Necht ¢ a 1 jsou zdkladni polynomidlni podminky. Pak zikladni
polynomialni podminku Y, jez reprezentuje jejich disjunkci, odvodime takto:

X = (o A )
O

Véta 3.16. Uzavrenost na logické operace

Tim, Ze jsme dokdzali uzavrenost na negaci a konjunkci jsme dokdzali uzavrenost
na vsechny logické operace, jelikoZ vsechny ostatni operace jsou z nich odvo-
ditelné. Formdlni dukaz nebudu uvddét, nicméné nastinim postup dukazu.
Kazdy logicky operdtor lze popsat pomoci tabulky hodnot. Takovouto tabulku
jsme pak schopni popsat, jelikoz se jednd o disjunkci logicky platnijch radek.
KazZdou radku tabulky lze popsat pomoci konjukci "bunék” v daném rddku.
Ddle jsme schopni popsat "buriku” pomoci pouZiti/nepouziti negace a proménné,
kterd se k radku vztahuje. Naptiklad tedy —x pro O a x pro 1.
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4 Definice rekurzivnich schémat

Nejdiive definujeme 2 typy rekurze a dokazeme jejich ekvivalenci, poté vy-
tvoiime systém pomoci zédkladnich funkci, jejich skladani a omezené rekurze.
O tomto systému se dozvime, ze jeho uzavér je roven pravé mnoziné poly-
nomialné pocitatelnych funkei.

4.1 Pojmy a proménné k rekurzivnim schématim
Drive, nez uvedeme definice, vysvétlime pojmy a proménné, které se k defi-
nicim budou vztahovat.

Proménna x v rekurzivnich schématech

Necht je x mnoZina proménnych, kterd obsahuje vstupni parametry funkce.

Proménna y v rekurzivnich schématech

Proménna y jsou spojena s hloubkou rekurze u rekurzivnich funkci. Snazme
se tedy proménnou y volit tak aby odpovidala hloubce potiebné rekurze. V
nékterych pripadech vsak budeme nuceni volit hloubku rekurze vétsi, nez je
nutno.

Prostorové omezeni

Prostorové omezeni nam 1ika, ze rust poctu cifer vysledného ¢isla je omezeny
néjakym polynomem.

Casové omezeni

Casové omezeni ndm Fikd, ze rust hloubky rekurze v prubéhu vypocétu je
omezeny néjakym polynomem.

4.2 Definice rekuzivnich schémat

Definujme dva typy polynomiélni rekurze.

Definice 4.1. Délkova rekurze

Jednd se o stejnou definici, jakou m4 prace pana Macha[3]. Necht ¢ je libo-
volnd funkce g : N¥ — N pro & < 0 a f je libovolna funkce f : N¥*2 — Npro
k < 0. Dale necht g je libovolny vhodny polynom. Pak funkce f : N*¥ —
N je odvozena omezenou rekurzi z funkei f,g s ¢asovym omezenim |y| a
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prostorovym omezenim pomoci polynomu ¢, jestlize pro libovolné |y| plati
nasledujici:

o f(z,y) =7(z,|y])
e 7(2,0) = g(z)
o 7(z,n+1) = h(z,n,7(z,n))

A navic:
Vo < |yl(|7(z,n)| < q(|z], y]))

Definice 4.2. Polynomialni rekurze
Jedn4 se o stejnou definici, jakou mé prace pana Macha[3]. Necht g je libo-
volna funkce ¢ : N¥ — N pro & < 0 a f je libovolna funkce f : N¥*2 — N pro
k < 0. Déle necht p je libovolny vhodny polynom. Pak funkce f : N¥ — N
je odvozena polynomidlni rekurzi z funkei f,g s casovym omezenim pomoci
polynomu ¢, jestlize plati nasledujici:

o f(z,y) = Mz,y, f(z,|y/2]))
e f(z,0) = g(z)

A navic:
(2, y)| < q(|z], [y])

4.3 Pomocné funkce

Pii dukazu ekvivalence délkové rekurzinich funkei budeme potiebovat odvo-
zeni nékterych funkci. Za¢néme tedy s pokusem odvodit bitovy posun vlevo,
coz by se nam nemélo povést, protoze se jednd o exponencialni funkci.

Teorém 4.3. r1 << x5 lze odvodit pomoci délkové rekurze pomoci délkové
rekurze s dosazenim

Diikaz. Vsimnéme si, ze se jedna o funkci x; % 2%2. To je ale funkce expo-
nencidlni a tedy nemuze byt omezena zadnou polynomidlni funkci. Nase od-
vozeni funkce z; << x5 tedy selhalo. O

Zkusme tedy bitovy posun vlevo trochu poupravit, aby nam sel odvodit.
Nasleduji funkce provede za kazdou cifru ¢isla xo posun éisla z; o jedna
vlevo.

Lemma 4.4. x; << |x3| lze odvodit pomoci délkové rekurze

Dikaz. Nyni mame lépe zvolené vstupni parametry a funkce by méla jit
omezit polynomem:
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&L = {11317%2}

® Y=

g(z) ==z

h(z,n,7(z,n)) =7(z,n) << 1

Opét zkusme rozdeélit funkei na dvé funkce a obé omezit polynomem. P; = x4
a py = [272l] = |z,]. Neboli ¢ = |z1| + |z2| = |z O

Stejnym zpusobem provedeme odvozeni funkce pro posun vlevo. Funkce tedy
za kazdou cifru ¢isla x5 posun cisla z; o jedna vpravo.

Lemma 4.5. x1 >> |xs| lze odvodit pomoci délkové rekurze

Dikaz.

T = {11317%2}

® Y=

° g(z)=2z

o h(z,n,7(xz,n))=71(x,n)>1

Vzhledem k tomu, ze délku cisla x; zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢ = (|z|). O

Dalsi z pomocnych funkci je zbytek po déleni dvéma. Tato funkce je shodna s
funkci, jez precte posledni bit. Pfi odvozeni této funkce smazeme z x posledni
bit a nahradime ho nulou. Poté porovname s puvodnim ¢islem x. Pokud se
jednd o stejné cislo, pak byla na konci ¢isla x nula. Jinak se na konci ¢isla
nachdzi jednicka.

Lemma 4.6. Zbytek po déleni dvéma (x %2) lze odvodit pomoci délkové re-
kurze

Diikaz. Odvodime funkci pro modulo dvéma

[ 0 if asl(asr(f(z))) =2
$%2_{ 1 if Jinak
[l

Omezme polynomem g = 1

Déle budeme potifebovat funkci pro odecteni jednicky. Ta by méla pracovat
tak, ze vSechny nuly na konci ¢isla zméni v jednicky a zaroven zmeéni prvni
jednicku od konce v nulu.

Lemma 4.7. x — 1 lze odvodit pomoci délkové rekurze

14



Diikaz. Nejdiive si ptipravime funkci f, ktera smaze vSechny nuly na konci
cisla.
e 2= {a)
[ ] y =X
e glz) =2z
_ [ ast(r(@n) i T(z,n)[0] =0
o ha () = { S0t e

Vzhledem k tomu, ze délku cisla x; zmenSujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢ = |z

Déle si odvodime funkci =1, tak ze jednicku na konci ¢isla prepiSeme na
nulu a doplnime adekvatni pocet nul pomoci rekurze. Za zminku stoji fakt,
ze takovato funkce nijak neovlivni éislo 0.

o v ={z}

o y=u=x

e g(z) = asl(asr(f(z))) |

e h(z,n,7(xz,n)) = { asl(t(z,n)) if asl(t(z,n)) <z

T(z,n) if Jinak

Vzhledem k tomu, ze délku ¢éisla x; zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem q = |1 O

Predposledni z pomocnych funkei je jakési délkové odcitani, které je uzitecné
a extrémné jednoduché na odvozeni.

Lemma 4.8. x; — |z lze odvodit pomoci délkové rekurze

Diikaz. Funkce x1—|xs| predstavuje rozdil délky ¢isla z; a ¢isla xo. Podminkou
pro spravné fungovani této funkce je z1 < |xo|. Je tedy tieba tuto podminku
oveérit pii kazdém pouziti.

o z = {1y, 15}

Y =19

e g(z) =1

o h(z,n,7(z,n)) = 7(z,n) =1

Vzhledem k tomu, ze délku ¢isla |x;| zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢ = (|z|). O
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Posledni z pomocnych funkei je vylepseni posunu vpravo. Odvozeni probihd
tak, ze rekurze aplikuje posun vpravo, dokud z; — |tau(z,n)| < xs, tedy
dokud byla proménna posunuta rekurzi o méné, nez z, bitu. Jakmile byla
posunuta dostatecné, pak rekurze prestane pracovat.

Lemma 4.9. x; >> x5 lze odvodit pomoci délkové rekurze

Diikaz. Funkce z7 >> 5 predstavuje vylepseni funkce x1 >> |z, kterou jsme
odvodili drive.

o z = {1, 25}
o y=u
* g(z) =m
[ asr(tau(z,n)) if zy — [tau(z,n)| < 29
o hlz,n7(z,n)) = { tau(z, n) if Jinak

Vzhledem k tomu, ze délku ¢isla |z1| zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢q = (|z|). O

5 Ekvivalence délkové rekurzivnich schémat

V této sekci ukazeme rovnost rekurzivnich schémat. Pii odvozovani budeme
znacit odvozované schéma a jeho proménné s aspostrofy, aby se mohli ve
funkcich vyznat. Navic budeme pouzivat funkci projekce trochu nekorektné
(bereme pte projekei z /2’ jako jednu proménnou ), nicméné nespravné pouziti
uSetii dosti mista a prehlednosti.

Véta 5.1. 4.1 — /.2

Diikaz. 'V této sekci si ukdzeme 4.1 — 4.2. Dikaz bude probihat pomoci
indukce. Nejdiive si zvolime proménné x’ a y'(y’ pro nulty krok rekurze).
Daéle si definujeme funkce ¢’ a h’. Vimnéme si, ze muzeme pouzit g a h z
odvozeni pomoci rekurzivniho schématu 4.1. Funkce ¢’ a ' budou tedy pouze
upravovat parametry a dosazovat je do funkci g a h.

o ' =1z,

e y =y (v nultém kroku rekurze)
e g'(z) = g(i))

o Wy, (&, ly'/2])) = h(ii, li3], i5)
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Nejdifve si dokazme ekvivalenci f'(z’,0) = f(z,0)

fi(@0)= d¢'(a) =g(i) = 9(2) = g(z) = 7(z,0) = f(z,0)

Rad bych nyni probral jednotlivé rovnosti v této ekvivalenci. Prvni a druha
rovnost plyne z definice plynomalni funkce. Tteti rovnost plyne z toho, jak
jsme si nastavili funkei ¢’. Ctvrtd rovnost plyne z definice projekce proménnych.
P4t4 rovnost pak plyne z definice funkce 2. Sestd a sedmé rovnost plyne z
definice délkové rekurze. Timto jsme dokazali bazi indukce.

Déle si dokazme ekvivalenci f(2',vy') = f(z,y)

f,(zlv y/) = h/(£,7 ylv f,(zlv Ly//QJ)) = h(ii |i§|7 lg) = h(l/v |y,|> 7J<£/’ n,))
= h(z,n,7(z,n)) =7(z,n+1) = f(z,y)

Opét probereme rovnosti, prvni z rovnosti plyne z definice polynomialni
funkce. Druha rovnost plyne z nasi definice funkce h. Tteti rovnost vyplyva
argumentu plyne z nasi definice z/. Tteti argumenty jsou si rovny diky in-
dukénimu predpokladu. Rovnost n = |y|’ na soucasné hloubce rekuze je
potieba dokazat indukci. Nebudu dokazovat formaélné, nicméné myslenka
je takova, ze na nejvyssi urovni rekurze plati n = |y/|, diky nasi definici
y'. Mame tedy bdzi indukce. Nechf se tedy rovnaji na k-té trovni indukce.
na k + 1-té drovni indukce by mélo platit n — 1 = ||y//2]|, coz ocividné
plati, takze n = |y/| plati na vSech trovnich rekurze. Vratme se nyni k do-
kazovani rovnosti. Posledni dvé rovnosti plynou z definice délkové rekurze.
Vsimnéme si, ze jsme v dukazu pouzili dvé indukce. Rovnost délkovych ome-
zeni je trividlni. O

Lemma 5.2. f"(xq,x5) zkrdti ¢islo x na délku y lze odvodit pomoci délkové
rekurze

Dikaz.

o v ={x, 22}
o yY=21
b 9(&)2451

o e rzm) = {

asr(tau(z,n)) if tau(z,n) > 9
tau(z,n) if Jinak

Vzhledem k tomu, ze délku ¢isla |x;| zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢ = (|z|). O
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Véta 5.3. /.2 — /.1

Diikaz bude probihat pomoci indukce. Nejdfive si zvolime proménné z’ a y/(y/
pro nulty krok rekurze). Déle si definujeme funkce ¢’ a h'. Vsimnéme si, ze
muzeme pouzit g a h z odvozeni pomoci rekurzivniho schématu 4.2. Funkce
¢ a h' budou tedy pouze upravovat parametry a dosazovat je do funkci g a
h.

Dikaz.

e o' =z,y (kde se jednd o y v nultém kroku rekurze)

e y =y (v nultém kroku rekurze)

g'(z,y) = g(i})
Pz, y,y, @,y /2]) =

f'(@,0)=7(2/,0) = ¢'(@) = ¢'(z,y) = 9(it) = g(z) = f(2,0)

Rad bych nyni probral jednotlivé rovnosti v této ekvivalenci. Prvni a druhé
rovnost plyne z definice délkové rekuze. Tteti rovnost plyne z toho, jak jsme si
definovali z. Ctvrtd rovnost plyne z toho, jak jsme si nastavili funkci ¢’. P4té
rovnost plyne z definice projekce proménych. Sestd rovnost plyne z definice
délkové rekurze. Timto jsme dokazali bazi indukce.

f/<£/7 Y, y/> - T/(Qv Y, n' + 1) - h/(gv Y, TL/, 7—/(£> Y, n/)) - h(lzlg f///(igv 1§)7 13)
= h(z, " (y,n'), 7(z,n) = h(z,y, f(z, [y/2])) = flz,y)

Opét proberme rovnosti. Prvni rovnost plyne z nasi definice x a definice
délkové rekurze. Druhd rovnost vyplyva z definice délkové rekurze. Tteti
z rovnost vyplyvé z toho jak jsme si definovali funkci h. Ctvrtd rovnost
argumentu je trivialni. Druhé argumenty jsou vysledkem definice funkce f".
Rovnost tietich argumentu vyplyva z indukéniho predpokladu. Posledni dvé
rovnosti vyplyvaji z definice plynomialni funkce. Rovnost délkovych omezeni
je trividlni.

]
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Veéta 5.4. Polynomidlni rekurze lze napsat v ndsledujici forme.
flz,2%y) = hi(z,y, flz,y))

[z, 2%y +1) = ha(z,y, f(z,y))

f(z,0) = g(z)

A navic:

(2, 9)] < qllz], y])

Diikaz. Dukaz je trividlni (podobny dvéma predeslym dukazim, nicméné tro-
chu snazsi). O

6 Polynomialni funkce

Definice 6.1. Mnozina zakladnich funkci s rekurzi
Definujme mnozinu zakladnich funkei s rekurzi, jako nejmensi rozsiteni mnoziny
zakladnich funkci, kterd je uzaviena na schéma polynomidlni rekurze.

Definice 6.2. Polynomialni mnozina a polynomialni podminka

Definujme polynomialni mnozinu, jako libovolnou mnozinu, jejiz charakteris-
ticka funkce je v mnoziné zakladnich funkci s rekurzi. Takovouto charakteris-
tickou funkci budeme nazyvat polynomialni podminkou. O polynomialnich
podminkach budeme tvrdit, ze definuji zdkladné polynomidlni funkce.

Veéta 6.3. Polynomidlni podminky a délkové omezend kvantifikace

Diikaz. Definujme délkové omezenou kvantifikaci nad zakladni polynomialni
podminkou v obsahujici proménnou x, jako jednu z formuli ve tvaru:

[ ]
—_

<C

<

A

=
\_/\_/C\_/
—~ A~~~
< S & =
AN N N /N
\_/\_/S/\_/

[ ]
—
LL
<
A
1

Nyni dokazeme, Ze polynomidlni podminky jsou uzavieny délkové omeze-
nou kvantifikaci. Pro jednoduchost provedu dukaz pro prvni z tvaru délkoveé
omezené kvantifikace. Ostatni tvary délkové omezené kvantifikace maji po-
dobny dukaz. Dokazujme tedy pro f(2z) a f(2z+ 1) = f(Vy < |z])(¥(y)).
Odvodme tedy funkci f(2z), tak Ze pro ¢, kde je y substituovdno hodno-
tou proménné z (funkce sub umi substituovat pouze konstantou, nicméné
odvozeni funkce, kterd substituuje hodnotou proménné by nebylo obtizné).
Vyslednou hodnotu dosadme do konjunkce spolu s hodnotou funkce f(z).
Na trovni rekurze |z| zavold funkce |z — 1|, ¢imz vznikne konkunkce |z| 4 1
funkei ¥, kde je za y postupné dosazeno 0 az |z|, coz jsme chtéli.
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f(0) =1
f(22) = f(2) Asub([22], y,4)
f(2z+1) = f(z) Asub(|2z],y, )

Omezme pomoci g = 1 O

7 Odvozeni funkci s pouzitim rekurze

V této sekci se pokusime odvodit nejpouzivanjsi polynomialni funkce a nékteré
z funkci, které jsem shledal jako zajimavé.

7.1 Pripravné funkce

Pted tim, nez si odvodime polynomalni funkce je vSak tieba si odvodit jed-
nodussi funkce, které ndm pomohou k odvozeni dalsich funkci. Prvni z funkei,
které budeme odvozovat je funkce pro pristup k y—tému bitu zprava, s tim
ze se budeme drzet programatorského kodexu a budeme ¢éislovat od nuly.
Funkci odvodime tak, ze porovname ¢islo x bez poslednich y bitu a ¢éislo x
bez poslednich y + 1 bitu nakonci doplnéné o nulu nakonec. Pokud se ¢isla
rovnaji, pak je y-ty bit nula, jinak je y-ty bit jednicka.

Lemma 7.1. z[y| je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Necht z je ¢islo, ve kterém chceme zndt velikost y-tého bitu. Do-
hodnéme se, ze podle programatorské tradice budeme cislovat bity od nultého
bitu. Nejdifve odvodme funkci g, kterd nam vrati vysledek pro y < |z

0 if (z>>y) =asl(x>>s(y))
9(x,y) - { 1 if Jinak
O

Za zminku stoji, ze funkce funguje i pro y > |z|, jelikoz porovnaviame dvé
nuly a proto funkce vrati nulu, coz sme chtéli. Dalsi z funkci, kterou budeme
odvozovat, bude konkatena¢ni funkce. Tato funkce provede konkatenaci c¢isla
s bitem. Dalo by se tedy tici, ze provede konkatenaci ¢isla xq s ¢islem jedna,
nebo nula. Pokud je x5 vétsi nez jedna, pak povazujeme x5 za ¢islo jedna. Tuto
funkci ocenime predevsim pii kédovani posloupnosti v dalsi kapitole. Dovo-
zeni probiha pomoci bitového pusunu vlevo o jeden bit a pricteni jednicky
pro xo > 0.

Lemma 7.2. add(zy, z3) je v mnoziné zdakladnich funkci s rekurzi
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Diikaz. Odvodme si funkei add(zy, z2) kterd na konec bindrniho zdpisu ¢isla
21 doplni ¢islici zo, kde 5 je bréana jako ¢islice jedna, nebo nula.

| asl(zy) if 29=0
fy): { s(asl(z)) if Jiznak

Omezme polynomem ¢ = |z1| + 1 O

Posledni z pomocnych funkei je funkce pro reverzi bitu. Tato funkce provede
reverzi bitu v ¢isle. Nicméné pro néktera c¢isla by se nékteré bity ztratily.
Prave z tohoto duvodu je tato funkce binarni s tim, ze jako druhy argument
je libovolné ¢islo. Toto je ¢islo je funkel umisténo na zacatek cisla (bez rever-
tovan{) a muze tak zamezit ztraté nul. Je tfeba poznamenat, ze zvoleni nuly,
jako druhého argumentu neumisti pred ¢islo nic.

Lemma 7.3. rev(xy,x2) je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Definujeme funkci, ktera bude slouzit, jako reverze bitu ¢isla. Mame
navic moznost pridat xo pred reverzi, coz se nam hodi, pokud hrozi ztrata
nulovych bitu na konci ¢isla.

o 1 =ux;2
ey =l
o g(z) = x2
o h(z,y, f(z, y/2])) = add(f(z, ly/2]), z:1[y])
Omezme polynomem q = |x;| + |x2] O

7.2 Aritmetické funkce

Déle odvodime aritmetické funkce, tedy ty polynoimalni funkce, jez pouzivame
nejcastéji. Jmenovité se jedna o funkce plus, minus, krat, déleno a modulo

(+,—,*,/,%). Zatneme s funci scitani. Odvozeni kopiruje skolni algoritmus

pro sciténi (algoritmus séitani pod sebou) kde prechod na vyssi bit ¢isla x5 je

reprezentovan jako 2z, (nebo 2x9 + 1) a carry bit(takzvané drzeni jednicky)

je reprezentovan funkci s.

Véta 7.4. x1 + x5 je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Odvodime funkci pro séitani dvou ¢isel, ktera bude vyuzivat klasicky
skolni scitaci algoritmus.

[ asl(asr(xq) + x2) if ©11%2=0
1+ 2(z) = { s(asl(asr(zy) + 22)) if z1%2=1
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s(asl(asr(z1) + 2)) if 21%2=0

T+ 2(1’2) +1= { s(s(asl(aSI(!ﬂl) + 332))) if z27%2=1

1+ 0=u1a4

Omezme polynomem q = |x1| + |23 O

Daéle si odvodime funkce, pro soucin dvou ¢&isel. Je tfeba poznamenat, Ze s
pomoci polynomialni rekurze a funkce pro séitani je odvozeni nasobici funkce
velice intuitivni a jednuduché. Staci uvazit, ze z; % 2xy = 2 % x1 * (22) a
x1 % (200 + 1) = (21 * 229) + 2.

Veéta 7.5. xq1 x x9 je v mnoziné zakladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Odvodime funkci pro nasobeni dvou ¢isel.

x1 * 2(x9) = asr(xy * xa)
x1 % (209 + 1) = asr(xy * 22) + 2
rz1x0=0

Omezme polynomem ¢ = |z1] + |x2]

O

Dalsi z aritmetickych funkci je funkce pro rozdil dvou ¢éisel. Jeji odvozeni ne-
budu uvadét, jelikoz skolni algoritmy pro scitani a odc¢itani funguji podobné.

Véta 7.6. x1 — xo je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Odvozeni minusové funkce je velice podobné odvozeni funkce pro
scitani. Nicméné se pii odvozeni pouziva funkce =1. m

Jako predposledni z aritmetickych funkci mame pro zbytek pii déleni, neboli
funkce modulo. Odvozeni funkce je velice prosté, jelikoz vynasobeni cisla
dvéma znamend i vynasobeni zbytku dvéma. Stejné zvétSeni ¢isla o jedna
znamena zvétseni zbytku o jedna.

Veéta 7.7. x1 %9 je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Nejdiive si odvodime funkci g:

($ .T)_ 1 if 1 <2y
g\r1, T2) = x, — 2o if Jinak

Nyni odvodme funkci modulo:

2x1 % w9 = glasl(zy % z2), x2)
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(2z1 + 1) %o = g(s(asl(xy) + x2))
0%1’2 =0

Omezme polynomem ¢ = |xs| O]

Posledni z aritmetickych funkei je funkce pro déleni dvou cisel. Odvozeni
pracuje s tim, ze pokud vynasobim ¢islo dvéma, pak je vynasoben dvéma i
vysledek déleni a zbytek po déleni. Pro (2z1) /x5 tedy staci sec¢ist dvojndsobek
dosavadniho vysledku po déléni (2x(x/y)) a ¢islo jedna pokud je dvojnésobek
dosavadniho zbytku vétsi nez xs (pokud 2(x %y) > x2). Pro (221 + 1)/x9 je
algoritmus stejny, jen dvojnasobek dosavadniho zbytku zvétsime o jedna.

Veéta 7.8. 11 /x4y je v mnoziné zakladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Odvodime si funkci pro délent:

(221 + 1) /2y =2(x/y) + (2(x%y) +1)/y)
(221) /22 =2(x/y) + (2(x%Y)) /y)
0/20=0

Omezme polynomem ¢ = |z
K funkci pro déleni je vsak potieba dodat, ze nesmi byt déleno nulou. Déleni

nulou neni definovano a bude davat nesmyslné vysledky:.
O

7.3 Zajimavé funkce

V této sekcei se podivame na funkce, které mné pfisli zajimavé tim, ze obsahuji
exponencialni funkci. To je zajimavé z toho hlediska, ze vSechny problémy,
které jsou exponencidlné naroc¢né, nejsou zpravidla polynomialni. Nicméne,
vsechny funkce které se nam povede odvodit pracuji v polynomialnim case
i presto, ze obsahuji ve svém predpisu funkci mocniny. Prvni z takovychto
funkci bude z; na délku 5. Odvozeni probihd tak, ze zacneme s jednickou a
kazdou cifru ¢éisla xo vynasobime dvéma. V odvozozeni této funkce jsem se
nechal inspirovat praci[3].

Véta 7.9. 211 je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Dikaz.
® T = {iUl}
Y=o
e g(z):1
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o hz,y, flz,[y/2])) : T(z,n) * 2
Omezme polynomem ¢ = |z1| + 2. O

Dalsi ze zajimavych funkei je takzvand funkce ”Smash”. Tato funkce dokonce
obsahuje nasobeni uvnitt exponencialni funkce a mohlo by se zdat, ze se jedné
o funkci exponencialni. Jedna se vSak o funkci polynomidlni. V§imnéme si,
ze 2leilxlwz] — gleaf*2!, Pouzijeme tedy odvozenou funkci 21*1l. Zacéneme s opét
s jednickou a za kazkou cifru éfsla z vyndsobime mezivyslek ¢islem 211 V
odvozozeni této funkce jsem se nechal inspirovat praci[3].

Véta 7.10. Smash(2\=1#12l) je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi
Dikaz.

o z={z, 12}

® Y =1T
. g@) o1
o h(z,y, f(z,|y/2])) : T(z,n) * 2l=]
Omezme polynomem ¢ = (|z1] + 2) * (Jz2| + 2). o

Dalsi z odvozovanych funkci je nékolikrat zminéna exponencialni funkce. O
této funkci je jasné, ze nepatii do mnoziny polynomialnich funkci a dukaz
musi tedy nékde selhat. Odvozeni ukazuje, kde presné dukaz selze.

Véta 7.11. x7? je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Pokud se podivame na funkci, tak je jasné, ze pocet rustu cifer je
exponencialni a nepujde tedy omezit polynomem. n

8 Kodédovani posloupnosti

Pro kédovani funkei budeme potiebovat kdédovaci funkei, dekédovaci funkei a
pripadné jesté dalsi funkce pro manipulaci se zakédovanymi posloupnostmi.
Abychom mohly tyto funkce odvodit, tak nejiive potiebujeme zvolit zpusob
kédovani. My budeme kédovat posloupnosti pomoci takzvanych Godelovych
cisel.
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Definice 8.1. Godelovo ¢islo pro posloupnost

Necht M = {zo,...,7,} je mnozina proménnych, na které muzeme defi-
novat uspotradani pomoci indexu ¢isel. Godelovo ¢islo pro mnozinu M, na
které jsme si definovali uporadani pomoci indexu, dostaneme takto. Vez-
meme konkatenaci binarnich reprezentaci ¢isel zo az x, s tim, ze jednot-
liva ¢ila oddélime ¢arkami (¢isla konkatenujeme pomoci naseho usporadani).
Vysledkem bude fetézec nul, carek a jednicek. Vezméme reverzi tohoto retézce
a provédme simultdlni substituci 10 za 0, 11 za 1 a 00 . Vysledek muzeme
precist jako binarni ¢islo. Toto ¢islo prohlasme za Godelovo éislo pro posloup-
nost < xg,...,T, >.

Déle budeme pottebovat takzvanou prazdnou posloupnost, pro kterou si vy-
hradime ¢islo nula.

Definice 8.2. Prazdna posloupnost <>
Definujme prazdnou posloupnost: <>= 0

Pro definovani kédovani bude pochopitelné potiebovat funkci ktera prevede
¢islo na tvar Godelova éfsla. K tomu si nejdiive odvodme dvojitou simultalni
substituci. Ta jde po cifrach ¢isla x; a za kazdou nalezenou nulu prida k
mezivysledku jednicku a nulu nakonec. Za kazdou jednicku prida dvé jednicky
nakonec.

Véta 8.3. Dvojitd simultdlni substituce(pro tvorbu Gddelova ¢isla) je v mnoziné
zdakladnich funkci s rekurzi

Diikaz. Provede simultalni substuci 10 za 0 a 11 za 1. vyslednou funkci
znaéme subs(xq)

o T = {Il}
e y=asl(r)
e g(x):0
[ add(add(7(z,n),1),0) if zon—1]=0
* Mz): { add(add(7(z,n),1),1) if Jinak

Omezme polynomem q = |z * 2|.
Tim jsme vytvorili funkci f(z1), pro jistotu nyn{ odvodme f’(z;), kterd bude
zabezpecend na nulu.

, _J o1 if 21 =0
f(xl)_{ flzy) if Jilnak
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Déle budeme potebovat rozsitovani jiz vzniklych posloupnosti. Pravé na to
si tedy odvodme funkei, pro pfidani proménné do posloupnosti. Odvozen{
probiha tak, ze na proménnou xy pouzijeme simultalni substituci a pridame
¢arku (dvé nuly) pomoci funkce add. Poté vezmeme posloupnost do niz
chceme vkladat a prevedeme ji do nereverziniho stavu, pomoci reverze. Dale
vezmeme nasi xy s ¢arkou a pridame nasi nakonec posloupnost v nerever-
zinim stavu. To provedeme tak ze xqy s ¢arkou posuneme vlevo o délku nasi
posloupnosti a tuto posloupnost pricteme. Vznikne nam nerevertovand verze
nasi rositené posloupnosti a proto ndm staci pouzit reverzi ¢imz dostaneme
vysledek.

Veéta 8.4. Pridani promenné do posloupnosti xox < x1,...,T, > je v mnoziné
zakladnich funkci s rekurzi

Dikaz. Necht < z1,...,2, > je proménnd n — 1 proménnych. Definujme
pridani proménné xy do této posloupnosti (na prvni misto v posloupnosti):

flro, < x1,...,m, >) =

rev((add(add(subs(z),0),0) << | < z1,..., 2, > |) +rev(< zq1,...,2, >))

Tim jsme odvodili funkei f(zg, < x1,...,x, >), kterd funguje, pokud
< X1y, T, >#<>. Odvodme tedy funkci f'(xg, < w1,...,7, >), kterd
bude fungovat vzdy.

rev(subs(zo)) if <xy,...,1, >=<>
f(zo, < xq,...,2, >) if Jinak

f/(f]fo,<$1,...,l‘n >) :{
]

Pokud dostaneme posloupnost, pak by bylo dobré védét, kolik ¢lenu tato
posloupnost obsahuje. Odvodme tedy pro tento ticel funkci len. Odvozeni
probiha tak, ze kontrujeme sudé cifry. Pokud se suda cifra rovnd nule a cifra
pred ni také, pak pricteme jednicku k poctu clenu

Véta 8.5. Pocet clenu posloupnosti - len(< xy,...,x, >) je v mnoziné
zakladnich funkci s rekurzi

Dikaz.

1 if(<ay,..,zn >y =0A<a,...,2, > [y+1] =0

Definujme f'(z,y) _{ 0 if Jinak

o x={<ux,...,2, >}
o y=asl(<xy,...,z, >)
e g(z):1
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@)+ flmn—1) if zyn—1]%2=0
* Az) _{ 7(z,n) it Jinak

Omezme polynomem ¢ = |zo.

Mame tedy opét funkci f, ktera funguje pro vSechny posloupnosti, kromé
<>. Odvod'me tedy funkci f’, kterd bude fungovat pro vsechna &fsla.

70 : 0 if <z,...,1, >=<>
"\ f(<zy,..., 2, >) if Jinak
]

Dalsi z funkci pro manipulaci s posloupnosti je funkce Truncate, které nam
bude slouzit ke zkraceni posloupnosti zleva. odvozeni probiha tak, ze si de-
finujeme funkei f”, kterd zkréti ¢islo o dva bity prvniho ¢isla (jelikoz prvni
¢islo je na konci, diky reverzi). Déle se aplikuje dvakrat reverze, coz odstrani
pripadnou carku na zacatku cisla. Poté je zavolana rekurze, ktera tuto funkci
vold, dokud neni délka posloupnosti o jednu mensi.

Véta 8.6. Zkrdceni posloupnosti - Truncate(< x1,...,x, >) je v mnoziné
zakladnich funkci s rekurzi
Diikaz.
Definujme si funkei f”(z) = rev(rev(z >> 2))
o v ={<x,...,2, >}
o y=<1xTq,...,T, >
e g(z) =<ux1,...,25 >

f"(r(z,n)) iflen(r(z,n)) =len(< xy,...,x, >)
hw) = { 7(z,n) if Jinak

Omezme polynomem g = | < xy,...,x, > |.

Opét jsme odvodili funkci f, ktera vraci vysledek pro posloupnosti jejiz délka
je vétsi, nez 1. Odvod'me pro jistotu funkci f/, kterd zabezpeci funkei proti
prazdné posloupnosti.

f,:{f(<:c1,...,xn>) if len(< zy,...,2, >) > 1 O

<> if Jinak

vvvvvv

tému clenu posloupnosti. Pro tuto funkci vsak budeme potiebovat odvodit
cut zleva a cut zprava. Odvodme tedy cut zleva tak, Ze pouzivame funkci
Truncate, dokud neni posloupnost chténé délky.
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Lemma 8.7. Zkrdceni posloupnosti zleva na délku z1 leut(zy, < zg, ..., 2, >)
je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Dikaz.
¢ r= {'1:07 1'1}
o y=asl(<xy,...,z, >)
e g(x) :xo
o h(z) = Truncate(7(z,n)) %f lgn(r(% n)) >
T(z,n) if Jinak
Omezme polynomem ¢ = | < z9,...,x, > |.

]

Déle odvodme cut zprava tak, Ze pouZijeme reverzi, aby prvni ¢len posloup-
nosti byl vlevo a posledni vpravo. Pak opét pouzivame funkci Truncate, do-
kud neni posloupnost chténé délky.

Lemma 8.8. Zkrdceni posloupnosti zprava na délku x1 reut(zy, < xa,..., 2, >)
je v mnoziné zdkladnich funkci s rekurzi

Dikaz.
o r={<x9,...,2, > 11}
o y=uasl(< xq,...,2, >)
o g(x):rev(< zay ..., x, >)

Truncate(7(z,n)) if len(r(z,n)) > x;
* Mz) = { T(z,n) if Jinak

Omezme polynomem g = | < xa,...,x, > |.

Odvodili jsme funkci f, ktera nam dava reverzi zkraceni posloupnosti zprava.
Odvod'me nyni funkci f’, kterd ndm dava pozadovany vysledek:

[z, < oy ... @y >) rrev(f(zr, < x2,...,2, >))
[

Nyni muzeme konecné odvodit funkci pro pristup k ¢islu z posloupnosti. To
udélame tak, ze odsekneme posloupnost zleva a zprava. Nakonec pouzijeme
reverzi.

Véta 8.9. Vybrdni ¢isla x1-tého(¢islovano od 0) z posloupnosti je v mnoziné
zakladnich funkci s rekurzi
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Diikaz.
B(x1, < T2, ..., 2, >) =rev(reut(l, leut(zy, < xq, ..., 1z, >)))
[

Veéta 8.10. Dukaz mnozina polynomidlnich funkci = P-time
Diikaz je prilis technicky a nemyslim, Ze by do prdace prinesl néco vic, nez jen
opsani diukazu. Nicméné pro zvédavé ctendre je k dispozici zde [1].

9 Zavérem

Na zavér této prace bych rad vse shrnul a nastinil jeji ptinos a poukazal na
moznost pokrac¢ovani.

Tato bakalarska prace méla za kol definovat bezestrojové mnozinu po-
lynomialnich funkei, podobné jako v Cobhamové préci[2]. To se povedlo a
dokonce povazuji néjaké casti své prace za pomeérné inovativni. Naptiklad
jsem oproti zdroji[1], ze které jsem primarné vychdzel, vynechal v zékladnich
definicich moznost tvorby posloupnosti a funkce pro tvorbu a praci s posloup-
nostmi jsem si vlastnorucné odvodil. Déle jsem dal ¢tenarum mnohem vice
volnosti v rekurzivnich funkcich a to tak, ze jsem definoval 2 ruzné druhy
rekurze a ukazal jejich ekvivalenci. Co se tyce jednotlivych funkci, tak jsem
se snazil poctivé odvodit vSsechny zakladni funkce, jez se pouzivaji v mate-
matice a programovani. Déle jsem odvodil i par funkci, které nepatii mezi
nejpouzivanéjsi funkce, nicméné jsou z mého hlediska zajimavé. Obecné bych
svoji snahu hodnotil Uspésné, nicméné je zde mnoho prostoru, kde by bylo
mozné na tuto praci navazat. To by §lo napiiklad zpusobem, ktery prak-
tikoval Buss v [1], kdyz déle vytvoril vlastni aritmetickou teorii se kterou
dale pracoval. Nicméné nepochybuji o tom, ze by se takovato definice poly-
nomialnich funkei mohla pouzit i v zakladé jinych matematickych teorii.
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