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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá sestaveńım Matematického systému.
Tento systém je pečlivě vypracovaný, tak aby byl uzavřený na funkce,
které v něm figuruj́ı. Je vytvořen tak, aby pokryl funkce určitého r̊ustu.
Konkrétně funkce, o kterých m̊užeme ř́ıct, že operuj́ı v polynomiálńım
čase na Turingové stroji. Plat́ı tedy, že náš systém obsahuje všechny
funkce, které na Turingových stroj́ıch běž́ı v polynomálńım čase, nebo
v čase rychleǰśım a žádné jiné funkce neobsahuje. Tvorba tohoto mate-
matického systému byla ovlivněna předevš́ım praćı Samuela R. Busse
[1]

Abstract

This work is focused into constructing mathematical structure. This
structure is closed under it’s operations. Structure was developed to
contain all functions of certain growth rate. To be More specific functi-
ons with polynomial growth rate. We can say that our structure con-
tains all functions that have growth rate slower or equal to polynomial
growth rate and no other function. Development of our structure was
influenced mostly by work of Samuel R. Buss [1]
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1 Úvodem

Polynomiálńı funkce jsou poměrně dobře známy, jak mezi matematiky, lo-
giky, tak i mezi programátory a IT experty. Zat́ımco pro matematiky je na
polynomiálńıch funkćıch nejzajmavěǰśı slavný problém ”P = NP”, tak pro lidi
z IT sféry je polynomiálnost jakousi meźı efektivnosti pro algoritmus. Předem
bych chtěl upozornit, že v této práci se pokuśım problému ”P = NP”plně
vyhnout. Naopak hledisko polynomiálnosti, jako meze použitelnosti funkce
bude dosti aktuálńı.

Zjednodušeně by se dalo ř́ıci, že většina programů, které se ṕı̌śı, operuj́ı
v polynomiálńım čase. Což znamená, že dané programy běž́ı velice rychle
i pro poměrně veliké vstupy. Počet krok̊u v takovémto programu je ma-
ximálně nc pro předem danou konstantu c a délku vstupu n. Přesná defi-
nice pomoćı Turingova stroje se nacháźı v daľśı kapitole. Nicméně definice
polynomiálńıho času neńı závislá na Turingově stroji a dá se vztáhnout i
k jiným výpočetńım nástroj̊um, např́ıklad programovaćım jazyk̊um. Co je
ovšem mnohem zaj́ımavěǰśı, polynomiálńı čas lze definovat i zcela bezestro-
jově. Tento poměrně překavapivý výsledek je základem této bakalářské práce.

Tato práce bude postupovat souběžně s knihou [2], nicméně formálně se
bude držet sṕı̌se práce [1] a bude lehce inspirována praćı [3]. Zezačátku se
tedy definuje množina jednoduchých funkćı, spolu se skládáńım funkćı. Z této
množiny se odvod́ı pojem základně polynomiálńı podmı́nky a ukáže se jejich
uzavřenost na základńı logické operace. Dále prohláśıme, že tyto podmı́nky
nám definuj́ı množinu základně polynomiálńıch funkćı. Tato množina je však
stále dosti malá. Proto přidáme odvozeńı pomoćı rekurze. Tyto rekurze defi-
nujeme dvě a dokážeme jejich zaměnitelnost. Z nově vzniklého systému od-
vod́ıme polynomiálńı podmı́nky, pomoćı délkově omezených kvantifikátor̊u.
Dále si odvod́ıme nějpouž́ıvaněǰśı jednoduché polynomiálńı funkce a časem
se dostaneme k funkćım složitěǰśım. S t́ımto již poměrně silným systémem
si ukážeme možnosti kódováńı. Konkrétně si definujeme kódováńı posloup-
nost́ı a práci s nimi. Pro kódováńı posloupnost́ı budeme použ́ıvat Gödelova
č́ısla. Definujeme tedy funkce jako přidáńı č́ısla do posloupnosti, cut, nebo
truncate. Tyto posloupnosti jsou použity v d̊ukazu, že naše množina poly-
nomiálńıch funkćı opravdu obsahuje všechny polynomiálńı funkce a že naopak
neobsahuje nic nav́ıc. O tomto d̊ukazu se pouze zmı́ńıme.



2 Počátečńı strojová definice

Definice 2.1. Polynomiálńı čas
Polynomiálńı čas je tř́ıda všech problémů, jež jsou řešitelné pomoćı determi-
nistického Turingova stroje, tak že jsou polynomiálně omezeny pomoćı délky
daného vstupu.

Takováto definice nám však mnoho neřekne a pro lepši pochopeńı je třeba
odvodit takzvanou Big O notaci, jež nám pomůže k pochopeńı termı́nu ”po-
lynomiálně omezit v závislosti na vstupu”. Použiji obecně známou definici
pro big O notaci.

Definice 2.2. Big O notace
Jsou dány funkce f(n) a g(n), pak řekneme, že f(n) je nejvýše řádu g(n),
psáno f(n) = O(g(n)), jestliže:

(∃c ∈ R) (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) : f(n) ≤ c ∗ g(n)

Daľśım termı́nem, který je třeba odvodit je Turing̊uv stroj, který nám bude
sloužit jako nástroj pro zpracováváńı zmı́něných problémů. Následuj́ıćı defi-
nice je obecně známa. Bohužel nemohu přesně citovat zdroje, jelikož znalosti
pocháźı z v́ıce přednášek na ČVUT, např́ıklad[6].

Definice 2.3. Turing̊uv stroj
Je sedmićı M = {Q,Γ, b,Σ, δ, q0, F}, kde plat́ı:

� Q je neprázdná, konečná množina stav̊u.

� Γ je neprázdná, konečná množina symbol̊u na pásce.

� b ∈ Γ je prázdný symbol.

� Σ ⊆ (Γ− b) je množina výstupńıch symbol̊u.

� δ : (Q− F )× Γ→ Q× Γ× {L,R}
� δ je přechodovou funkćı a L,R jsou posuny vlevo, vpravo.

� q0 je počátečńı stav.

� F ⊆ Q je množina přijmaj́ıćıch stav̊u.

� Pokud neńı δ definována pro současný stav a symbol na pásce, pak
se stroj zastav́ı.

� Pokud se stroj zastav́ı v jednom z přij́ımaných stav̊u, pak je počátečńı
stav pásky přijat.

Rád bych dodal, že nezálež́ı, jestli použ́ıváme jednopáskový, nebo v́ıcepáskový
Turing̊uv stroj. Jelikož jsou na sebe převeditelné a převod má složitost x2,
takže i po převodu z̊ustaneme v polynomiálńım čase. Nyńı se vrat’me k naš́ı
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definici. V této práci se budeme snažit dospět k nejmenš́ı tř́ıdě funkćı, jež ob-
sahuje všechny problémy řešitelné v polynomiálńım čase. Tedy pro každou z
funkćı v této tř́ıdě muśı existovat polynom který ji omezuje. Jinými slovy
je funkce polynomiálńı, pokud pro vstup libovolné délky n potřebuje na
Turingově stroji maximálně nc operaćı, kde c je předem zvolená libovolná
konstanta.

3 Množina základńıch funkćı

Nejdř́ıve definujeme množinu základńıch funkćı, které nám budou sloužit
jako odrazový můstek pro definováńı funkćı, které jsou složitěǰśı. Součást́ı
množiny základńıch funkćı bude i skládáńı funkćı, tak jak ho známe. Množina
základńıch funkćı je částečně převzata z knihy [1].

Definice 3.1. Definice základńıch funkćı

(1) z : x 7−→ 0 (Konstantńı nulová funkce)

(2) inj : x 7−→ xj (Projekce proměnných)

(3) s(x) : x 7−→ x+ 1 (Funkce následńıka)

(4) asr(x) : x 7−→ bx/2c (Bitový posun vpravo)

(5) asl(x) : x 7−→ x · 2 (Bitový posun vlevo)

(6) x ≤ y : x 7−→
{

1 if x ≤ y
0 if x > y

(Menš́ı rovno)

(7) Choice(x, y, z) : x 7−→
{
y if x > 0
z if x = 0

(Výběrová funkce)

(8) |x1 + · · ·+ xn| : x 7−→ dlog2 (x1)e+· · ·+dlog2 (xn)e(Binárńı délka č́ısla)

Dále si definujme skládáńı, které vezme m funkćı k proměnných a slož́ı je
do jedné funkce f ′ k proměnných. Uvnitř to vypadá tak, že je každé z m
funkćı předáno všech k proměnných a funkce si vybere ty proměnné, jež
potřebuje. Výsledky jednotlivých funkćı jsou pak dosazeny do funkce f ′, která
je zpracuje a vrát́ı jedno č́ıslo, jako výsledek. Skládáńı funkćı je inspirováno
[4].
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Definice 3.2. Skládáńı funkćı
Necht’ jsou f1, . . . , fm funkcemi k proměnných. Pak složeńım funkćı dosta-
neme funkci f ′, která je funkćı k proměnných:

f ′ ◦ [f1, . . . , fm](x1, . . . , xk) = f ′(f1(x1, . . . , xk), . . . , fm(x1, . . . , xk))

Je třeba poznamenat, že pro m = 1 budeme zapisovat zjednodušeně f ′ ◦ f1

(x1, . . . , xk). Dále se dohodněme, že ne vždy muśıme za funkci psát všechny
proměnné, např́ıklad psát (s ◦ z)(x) je naprosto zbytečné, přestože se jedná
o funkce jedné proměnné (funkce z je doplněná o jalovou proměnnou). Daľśı
věc, kterou bych rád zmı́nil, je použ́ıváńı funkce pro přidáńı jalové proměnné.
Tato funkce je použ́ıvána tak, aby všechny funkce měly stejnou aritu. Jej́ı
použ́ıváńı budeme brát jako samozřejmost a nebudeme se j́ı při odvozováńı
zabývat. Dále bych se rád zmı́nil o použ́ıváńı závorek, při skládáńı v́ıce funkćı.
Pokud jsou jednotlivá skládáńı čteny zleva doprava, pak můžeme závorky
vynechat. Posledńı věćı, kterou bych rád zmı́nil je, že bych se dále rád vyhnul
u skládáńı funkćı formalitám a občas budu psát s(x) mı́sto (s ◦ in1 )(x)

Definice 3.3. Množina základńıch funkćı
Definujme nyńı množinu základńıch funkćı, jako nejmenš́ı množinu, která
obsahuje základńı funkce a je uzavřená na jejich skládáńı.

3.1 Rozbor množiny základńıch funkćı

3.1.1 Konstantńı nulová funkce z

V této práci budeme pracovat výhradně s oborem přirozených č́ısel (značme
N). Je tedy nutné, aby naše množina základńıch funkćı měla do N př́ıstup.
Právě k tomu nám slouž́ı funkce z, která bude naš́ım vstupem do struktury
přirozených č́ısel. Funkce z dává pochopitelně př́ıstup k čislu 0 z N.

3.1.2 Výběrová funkce

Nulová funkce nám dává př́ıstup do množiny přirozených č́ısel. Pro práci s
funkcemi však potřebujemi i jinou množinu, ve které se budeme pohybovat.
Jedná se o množinu vstupńıch parametr̊u funkce. K parametr̊um funkce se
dostaneme pomoćı naš́ı výběrové funkce. Nyńı je na čase odvodit si čtyři
triviálńı funkce pro práci se vstupńımi parametry. Rozhodl jsem se však od-
vodit pouze dvě z těchto funkćı, jelikož ostatńı jsou odvozeny v knize [4].

Věta 3.4. Přidáńı jalové proměnné je v množině základńıch funkćı
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D̊ukaz. Důkaz je inspirován zdrojem [4]. Necht’ f je funkce n proměnných,
kde n ≥ 0. Definujme funkci g která má n+ 1 proměnných a vraćı na všech
vstupech ekvivalentńı výsledky s funkćı f takto:

g(x1, . . . , xn) = f(in0 , . . . , i
n
n)

Později budeme v této práci pro zjednodušeńı použ́ıvat pouze jména proměnných,
např́ıklad mı́sto in2 z x1, . . . , xn budeme jednoduše psát proměnnou x2.

3.1.3 Funkce následńıka

Nyńı jsme schopni pracovat s parametry funkce a máme př́ıstup do N. Je
tedy potřeba odvodit si v N funkci, která nám umožńı pohyb a t́ım př́ıstup
k libovolné konstantě z N.

Věta 3.5. Př́ıstup k libovolné konstantě z N je v množině základńıch funkćı

D̊ukaz. Necht’ je tedy c libovolná konstanta z N. Uvažujme nyńı složeńı
funkćı:

c = s ◦ . . . ◦ s︸ ︷︷ ︸
c-krát

◦ z

Č́ımž dostaneme funkci generuj́ıćı konstantu c.

Je třeba poznamenat, že muśıme odvodit v́ıce než jednu funkci, tedy pro
každou konstantu odvodit samostatnou funkci. Zřetězeńı c následnických
funkćı můžeme použ́ıt také na proměnnou, mı́sto konstantńı nuly. Výsledkem
bude funkce přič́ıtaj́ıćı konstantu c k proměnné x.

Věta 3.6. 0 Přičteńı konstanty (x+ c) je v množině základńıch funkćı

D̊ukaz. Necht’ c je libovolná konstanta a necht’ x je vstupńı proměnná, pak
funkci x+ c definujme takto:

f(x) = (s ◦ . . . ◦ s︸ ︷︷ ︸
c-krát

◦ i11)(x)

Opět berme v potaz, že jsme pro každou konstantu odvodili jednu funkci.
Nyńı odvod’me daľśı z triviálńıch funkćı a to konkrétně funkci pro dosazeńı
konstanty do funkce. Důkaz je inspirován zdrojem [4].
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Věta 3.7. Dosazeńı konstanty c funkce mı́sto proměnné x ve funkci g(x)
neboli sub(c, x, f(x)) je v množině základńıch funkćı

D̊ukaz. Necht’ g je funkce n proměnných, kde n>0. Definujme funkci f která
má n− 1, protože je za proměnnou xj dosazena konstanta c takto:

sub(c, xj, g(x0, . . . , xj, . . . , xn)) = g(in0 , . . . , i
n
j−1, c, i

n
j+1, . . . , i

n
n)

= f(x0, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

3.1.4 Bitové posuny

Daľśımi funkcemi jsou bitové posuny, které slouž́ı k manipulaci s č́ısly, konkrétně
s jejich délkou. V sekci definice jsme se dohodli, že budeme č́ısla reprezentovat
binárně. Což znamená, že operace děleńı a násobeńı dvěma se chová vhodně
vzhledem k č́ısl̊um. Bitový posun vpravo tedy odstrańı z č́ısla posledńı cifru
(nejméně signifikantńı bit) a bitový posun vlevo přidá jednu nulu, jako po-
sledńı cifru č́ısla. Dalo by se také ř́ıci, že posuny zkrát́ı/prodlouž́ı č́ıslo o jednu
binárńı cifru. Dohodněme se nyńı, že budeme bitové posuny č́ısla x o jeden
bit vlevo/vpravo značit takto: asl(x)/asr(x)

Věta 3.8. Funkce identity - Id(x) je v množině základńıch funkćı

D̊ukaz. Necht’ x je proměnná. Funkce identita je definována takto:

asr(asl(1))

Věta 3.9. Bitový posun vlevo(x × 2c) a vpravo( x
2c

) o c bit̊u je v množině
základńıch funkćı

D̊ukaz. Odvozeńı prob́ıhá pomoćı složeńı c funkćı stejně jako v sekci 3.1.3

Dále značit posun č́ısla x o konstantńıch c bit̊u takto: ”x << c”/ ”x << c”

3.1.5 Větv́ıćı funkce (funkce menš́ı rovno a funkce choice)

Předchoźı funkce sloužily k manipulaci s č́ıslem, př́ıpadně zajǐst’ovaly př́ıstup
do N. Větv́ıćı funkce jsou trochu jiné a umožňuj́ı totiž v́ıce deterministických
možnost́ı rozvětveńı a opětovného sloučeńı funkce. Funkce choice(x, y, z) nám
funkci rozvětv́ı na dvě možné větve. Naopak funkce x ≤ y slouč́ı dvě větve
funkce do jedné. Dále budeme definovat funkci pro porovnáńı rovnosti dvou
č́ısel. Použijeme funkci Choice(x ≤ y, y ≤ x, 0), která představuje x ≤ y∧y ≤
x, což si ukážeme ke konci kapitoly.
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Věta 3.10. č́ıselné porovnáńı(x = y) je v množině základńıch funkćı

D̊ukaz. Necht’ jsou x a y proměnné, pak definujme funkci f , která vrát́ı
jedničku pokud proměnné x a y reprezentuj́ı stejné č́ıslo. Pokud nerepre-
zentuj́ı stejné č́ıslo, pak vraćı nulu.

f = Choice(x ≤ y, y ≤ x, 0)

3.1.6 Binárńı délková funkce

Tato funkce slouž́ı jako př́ıstup k délce proměnných a budeme ji použ́ıvat
předevš́ım v sekci s délkovou rekurźı, jelikož délka proměnných a hloubka re-
kurze spolu silně souviśı. Nicméně t́ım se budeme zabývat až v daľśı kapitole.

3.2 Základně polynomiálńı podmı́nky

Definice 3.11. Charakteristická funkce
Definujme charakteristickou funkci f množiny A v množině B tak, že pro
libovolné x z B plat́ı:

f(x) =

{
1 if x ∈ A
0 if Jinak

Definice 3.12. Základně polynomiálńı množina a základně polynomiálńı
podmı́nka
Definujme základně polynomiálńı množinu, jako libovolnou množinu, jej́ıž
charakteristická funkce je v množině základńıch funkćı. Takovouto charakte-
ristickou funkci budeme nazývat základně polynomiálńı podmı́nkou. O po-
lynomiálńıch podmı́nkách budeme tvrdit, že definuj́ı základně polynomiálńı
funkce. Např́ıklad základně polynomiálńı podmı́nka:

x < 3

definuje v přirozených č́ıslech základně polynomiálńı množinu:

{ x | x < 3} = {0, 1, 2}

Dohodněme se, že budeme dále značit základně polynomiálńı podmı́nky po-
moćı malých ṕısmen řecké abecedy (např. ϕ nebo ψ).
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3.2.1 Uzavřenost základně polynomiálńıch podmı́nek na výrokové
logické operace

V této sekci budeme odvozovat logické operace. Je třeba poznamenat, že
základně polynomiálńı podmı́nky vraćı logické hodnoty, tedy 0 a 1. Nemuśıme
tedy mı́t strach, že by logická operace dostala na vstupu č́ıslo větš́ı než 1.

Lemma 3.13. Uzavřenost základně polynomiálńıch podmı́nek na negaci(¬ϕ)

D̊ukaz. Inspirováno praćı [1]. Necht’ ϕ je základńı polynomiálńı podmı́nkou.
Pak základńı polynomiálńı podmı́nku ψ, jež reprezentuje jej́ı negaci, od-
vod́ıme takto:

ψ = ϕ ≤ 0

Lemma 3.14. Uzavřenost základně polynomiálńıch podmı́nek na
konjunkci (ϕ ∧ ψ)

D̊ukaz. Inspirováno praćı [1]. Necht’ ϕ a ψ jsou základńı polynomiálńı podmı́nky.
Pak základńı polynomiálńı podmı́nku χ, jež reprezentuje jejich konjunkci,
odvod́ıme takto:

χ = Choice(ϕ, ψ, 0)

Lemma 3.15. Uzavřenost základně polynomiálńıch podmı́nek na
disjunkci (ϕ ∨ ψ)

D̊ukaz. Necht’ ϕ a ψ jsou základńı polynomiálńı podmı́nky. Pak základńı
polynomiálńı podmı́nku χ, jež reprezentuje jejich disjunkci, odvod́ıme takto:

χ = ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ)

Věta 3.16. Uzavřenost na logické operace
Tı́m, že jsme dokázali uzavřenost na negaci a konjunkci jsme dokázali uzavřenost
na všechny logické operace, jelikož všechny ostatńı operace jsou z nich odvo-
ditelné. Formálńı d̊ukaz nebudu uvádět, nicméně nast́ıńım postup d̊ukazu.
Každý logický operátor lze popsat pomoćı tabulky hodnot. Takovouto tabulku
jsme pak schopni popsat, jelikož se jedná o disjunkci logicky platných řádek.
Každou řádku tabulky lze popsat pomoćı konjukćı ”buněk” v daném řádku.
Dále jsme schopni popsat ”buňku” pomoćı použit́ı/nepoužit́ı negace a proměnné,
která se k řádku vztahuje. Např́ıklad tedy ¬x pro 0 a x pro 1.
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4 Definice rekurźıvńıch schémat

Nejdř́ıve definujeme 2 typy rekurze a dokážeme jejich ekvivalenci, poté vy-
tvoř́ıme systém pomoćı základńıch funkćı, jejich skládáńı a omezené rekurze.
O tomto systému se dozv́ıme, že jeho uzávěr je roven právě množině poly-
nomiálně počitatelných funkćı.

4.1 Pojmy a proměnné k rekurzivńım schémat̊um

Dř́ıve, než uvedeme definice, vysvětĺıme pojmy a proměnné, které se k defi-
nićım budou vztahovat.

Proměnná x v rekurzivńıch schématech

Necht’ je x množina proměnných, která obsahuje vstupńı parametry funkce.

Proměnná y v rekurzivńıch schématech

Proměnná y jsou spojena s hloubkou rekurze u rekurzivńıch funkćı. Snažme
se tedy proměnnou y volit tak aby odpov́ıdala hloubce potřebné rekurze. V
některých př́ıpadech však budeme nuceni volit hloubku rekurze větš́ı, než je
nutno.

Prostorové omezeńı

Prostorové omezeńı nám ř́ıká, že r̊ust počtu cifer výsledného č́ısla je omezený
nějakým polynomem.

Časové omezeńı

Časové omezeńı nám ř́ıká, že r̊ust hloubky rekurze v pr̊uběhu výpočtu je
omezený nějakým polynomem.

4.2 Definice rekuzivńıch schémat

Definujme dva typy polynomiálni rekurze.

Definice 4.1. Délková rekurze
Jedná se o stejnou definici, jakou má práce pana Macha[3]. Necht’ g je libo-
volná funkce g : Nk → N pro k ≤ 0 a f je libovolná funkce f : Nk+2 → Npro
k ≤ 0. Dále necht’ q je libovolný vhodný polynom. Pak funkce f : Nk →
N je odvozena omezenou rekurźı z funkćı f ,g s časovým omezeńım |y| a
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prostorovým omezeńım pomoćı polynomu q, jestliže pro libovolné |y| plat́ı
následuj́ıćı:

� f(x, y) = τ(x, |y|)
� τ(x, 0) = g(x)

� τ(x, n+ 1) = h(x, n, τ(x, n))

A nav́ıc:
∀n ≤ |y|(|τ(x, n)| ≤ q(|x|, |y|))

Definice 4.2. Polynomiálńı rekurze
Jedná se o stejnou definici, jakou má práce pana Macha[3]. Necht’ g je libo-
volná funkce g : Nk → N pro k ≤ 0 a f je libovolná funkce f : Nk+2 → N pro
k ≤ 0. Dále necht’ p je libovolný vhodný polynom. Pak funkce f : Nk → N
je odvozena polynomiálńı rekurźı z funkćı f ,g s časovým omezeńım pomoćı
polynomu q, jestliže plat́ı následuj́ıćı:

� f(x, y) = h(x, y, f(x, by/2c))
� f(x, 0) = g(x)

A nav́ıc:
|f(x, y)| ≤ q(|x|, |y|)

4.3 Pomocné funkce

Při d̊ukazu ekvivalence délkově rekurzińıch funkćı budeme potřebovat odvo-
zeńı některých funkćı. Začněme tedy s pokusem odvodit bitový posun vlevo,
což by se nám nemělo povést, protože se jedná o exponenciálńı funkci.

Teorém 4.3. x1 << x2 lze odvodit pomoćı délkové rekurze pomoćı délkové
rekurze s dosazeńım

D̊ukaz. Všimněme si, že se jedná o funkci x1 ∗ 2x2 . To je ale funkce expo-
nenciálńı a tedy nemůže být omezena žádnou polynomiálńı funkćı. Naše od-
vozeńı funkce x1 << x2 tedy selhalo.

Zkusme tedy bitový posun vlevo trochu poupravit, aby nám šel odvodit.
Následuj́ı funkce provede za každou cifru č́ısla x2 posun č́ısla x1 o jedna
vlevo.

Lemma 4.4. x1 << |x2| lze odvodit pomoćı délkové rekurze

D̊ukaz. Nyńı máme lépe zvolené vstupńı parametry a funkce by měla j́ıt
omezit polynomem:
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� x = {x1, x2}
� y = x2

� g(x) = x

� h(x, n, τ(x, n)) = τ(x, n)<< 1

Opět zkusme rozdělit funkci na dvě funkce a obě omezit polynomem. P1 = x1

a p2 = |2|x2|| = |x2|. Neboli q = |x1|+ |x2| = |x|

Stejným zp̊usobem provedeme odvozeńı funkce pro posun vlevo. Funkce tedy
za každou cifru č́ısla x2 posun č́ısla x1 o jedna vpravo.

Lemma 4.5. x1 >> |x2| lze odvodit pomoćı délkové rekurze

D̊ukaz.

� x = {x1, x2}
� y = x2

� g(x) = x

� h(x, n, τ(x, n)) = τ(x, n)>> 1

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla x1 zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = (|x|).

Daľśı z pomocných funkćı je zbytek po děleńı dvěma. Tato funkce je shodná s
funkćı, jež přečte posledńı bit. Při odvozeńı této funkce smažeme z x posledńı
bit a nahrad́ıme ho nulou. Poté porovnáme s p̊uvodńım č́ıslem x. Pokud se
jedná o stejné č́ıslo, pak byla na konci č́ısla x nula. Jinak se na konci č́ısla
nacháźı jednička.

Lemma 4.6. Zbytek po děleńı dvěma (x% 2) lze odvodit pomoćı délkové re-
kurze

D̊ukaz. Odvod́ıme funkci pro modulo dvěma

x% 2 =

{
0 if asl(asr(f(x))) = x
1 if Jinak

Omezme polynomem q = 1
Dále budeme potřebovat funkci pro odečteńı jedničky. Ta by měla pracovat
tak, že všechny nuly na konci č́ısla změńı v jedničky a zároveň změńı prvńı
jedničku od konce v nulu.

Lemma 4.7. x . 1 lze odvodit pomoćı délkové rekurze

14



D̊ukaz. Nejdř́ıve si připrav́ıme funkci f , která smaže všechny nuly na konci
č́ısla.

� x = {x}
� y = x

� g(x) = x

� h(x, n, τ(x, n)) =

{
asr(τ(x, n)) if τ(x, n)[0] = 0
τ(x, n) if Jinak

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla x1 zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = |x1|.

Dále si odvod́ıme funkci . 1, tak že jedničku na konci č́ısla přeṕı̌seme na
nulu a doplńıme adekvátńı počet nul pomoćı rekurze. Za zmı́nku stoj́ı fakt,
že takováto funkce nijak neovlivńı č́ıslo 0.

� x = {x}
� y = x

� g(x) = asl(asr(f(x)))

� h(x, n, τ(x, n)) =

{
asl(τ(x, n)) if asl(τ(x, n)) ≤ x
τ(x, n) if Jinak

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla x1 zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = |x1|.

Předposledńı z pomocných funkćı je jakési délkové odč́ıtáńı, které je užitečné
a extrémně jednoduché na odvozeńı.

Lemma 4.8. x1 − |x2| lze odvodit pomoćı délkové rekurze

D̊ukaz. Funkce x1−|x2| představuje rozd́ıl délky č́ısla x1 a č́ısla x2. Podmı́nkou
pro správné fungováńı této funkce je x1 ≤ |x2|. Je tedy třeba tuto podmı́nku
ověřit při každém použit́ı.

� x = {x1, x2}
� y = x2

� g(x) = x1

� h(x, n, τ(x, n)) = τ(x, n) . 1

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla |x1| zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = (|x|).
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Posledńı z pomocných funkćı je vylepšeńı posunu vpravo. Odvozeńı prob́ıhá
tak, že rekurze aplikuje posun vpravo, dokud x1 − |tau(x, n)| < x2, tedy
dokud byla proměnná posunuta rekurźı o méně, než x2 bit̊u. Jakmile byla
posunuta dostatečně, pak rekurze přestane pracovat.

Lemma 4.9. x1 >> x2 lze odvodit pomoćı délkové rekurze

D̊ukaz. Funkce x1>>x2 představuje vylepšeńı funkce x1>> |x2|, kterou jsme
odvodili dř́ıve.

� x = {x1, x2}
� y = x1

� g(x) = x1

� h(x, n, τ(x, n)) =

{
asr(tau(x, n)) if x1 − |tau(x, n)| < x2

tau(x, n) if Jinak

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla |x1| zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = (|x|).

5 Ekvivalence délkově rekurzivńıch schémat

V této sekci ukážeme rovnost rekurzivńıch schémat. Při odvozováńı budeme
značit odvozované schéma a jeho proměnné s aspostrofy, aby se mohli ve
funkćıch vyznat. Nav́ıc budeme použ́ıvat funkci projekce trochu nekorektně
(bereme pře projekci x/x′ jako jednu proměnnou ), nicméně nesprávné použit́ı
ušetř́ı dosti mı́sta a přehlednosti.

Věta 5.1. 4.1 7−→ 4.2

D̊ukaz. V této sekci si ukážeme 4.1 7−→ 4.2. Důkaz bude prob́ıhat pomoćı
indukce. Nejdř́ıve si zvoĺıme proměnné x′ a y′(y′ pro nultý krok rekurze).
Dále si definujeme funkce g′ a h′. Všimněme si, že můžeme použ́ıt g a h z
odvozeńı pomoćı rekurzivńıho schématu 4.1. Funkce g′ a h′ budou tedy pouze
upravovat parametry a dosazovat je do funkćı g a h.

� x′ = x,

� y′ = y (v nultém kroku rekurze)

� g′(x′) = g(i11)

� h′(x′, y′, f ′(x′, by′/2c)) = h(i31, |i32|, i33)
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Nejdř́ıve si dokažme ekvivalenci f ′(x′, 0) = f(x, 0)

f ′(x′, 0) = g′(x′) = g(i11) = g(x′) = g(x) = τ(x, 0) = f(x, 0)

Rád bych nyńı probral jednotlivé rovnosti v této ekvivalenci. Prvńı a druhá
rovnost plyne z definice plynomálńı funkce. Třet́ı rovnost plyne z toho, jak
jsme si nastavili funkci g′. Čtvrtá rovnost plyne z definice projekce proměnných.
Pátá rovnost pak plyne z definice funkce x′. Šestá a sedmá rovnost plyne z
definice délkové rekurze. T́ımto jsme dokázali bázi indukce.
Dále si dokažme ekvivalenci f(x′, y′) = f(x, y)

f ′(x′, y′) = h′(x′, y′, f ′(x′, by′/2c)) = h(i31, |i32|, i33) = h(x′, |y′|, τ ′(x′, n′))
= h(x, n, τ(x, n)) = τ(x, n+ 1) = f(x, y)

Opět probereme rovnosti, prvńı z rovnost́ı plyne z definice polynomiálńı
funkce. Druhá rovnost plyne z naš́ı definice funkce h. Třet́ı rovnost vyplývá
z definice projekce proměnných. Daľśı rovnost je složitěš́ı. Rovnost prvńıch
argument̊u plyne z naš́ı definice x′. Třet́ı argumenty jsou si rovny d́ıky in-
dukčńımu předpokladu. Rovnost n = |y|′ na současné hloubce rekuze je
potřeba dokázat indukćı. Nebudu dokazovat formálně, nicméně myšlenka
je taková, že na nejvyšš́ı úrovni rekurze plat́ı n = |y′|, d́ıky naš́ı definici
y′. Máme tedy bázi indukce. Necht’ se tedy rovnaj́ı na k-té úrovni indukce.
na k + 1-té úrovni indukce by mělo platit n − 1 = |by′/2c|, což očividně
plat́ı, takže n = |y′| plat́ı na všech úrovńıch rekurze. Vrat’me se nyńı k do-
kazováńı rovnost́ı. Posledńı dvě rovnosti plynou z definice délkové rekurze.
Všimněme si, že jsme v d̊ukazu použili dvě indukce. Rovnost délkových ome-
zeńı je triviálńı.

Lemma 5.2. f ′′′(x1, x2) zkrát́ı č́ıslo x na délku y lze odvodit pomoćı délkové
rekurze

D̊ukaz.

� x = {x1, x2}
� y = x1

� g(x) = x1

� h(x, n, τ(x, n)) =

{
asr(tau(x, n)) if tau(x, n) > x2

tau(x, n) if Jinak

Vzhledem k tomu, že délku č́ısla |x1| zmenšujeme, tak můžeme omezit poly-
nomem q = (|x|).
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Věta 5.3. 4.2 7−→ 4.1

Důkaz bude prob́ıhat pomoćı indukce. Nejdř́ıve si zvoĺıme proměnné x′ a y′(y′

pro nultý krok rekurze). Dále si definujeme funkce g′ a h′. Všimněme si, že
můžeme použ́ıt g a h z odvozeńı pomoćı rekurzivńıho schématu 4.2. Funkce
g′ a h′ budou tedy pouze upravovat parametry a dosazovat je do funkćı g a
h.

D̊ukaz.

� x′ = x, y (kde se jedná o y v nultém kroku rekurze)

� y′ = y (v nultém kroku rekurze)

� g′(x, y) = g(i11)

� h′(x, y, y′, f ′(x′, by′/2c)) =

f ′(x′, 0) = τ ′(x′, 0) = g′(x′) = g′(x, y) = g(i11) = g(x) = f(x, 0)

Rád bych nyńı probral jednotlivé rovnosti v této ekvivalenci. Prvńı a druhá
rovnost plyne z definice délkové rekuze. Třet́ı rovnost plyne z toho, jak jsme si
definovali x. Čtvrtá rovnost plyne z toho, jak jsme si nastavili funkci g′. Pátá
rovnost plyne z definice projekce proměných. Šestá rovnost plyne z definice
délkové rekurze. T́ımto jsme dokázali bázi indukce.

f ′(x′, y, y′) = τ ′(x, y, n′ + 1) = h′(x, y, n′, τ ′(x, y, n′)) = h(i41, f
′′′(i42, i

4
3), i44)

= h(x, f ′′′(y, n′), τ(x, n)) = h(x, y, f(x, by/2c)) = f(x, y)

Opět proberme rovnosti. Prvńı rovnost plyne z naš́ı definice x a definice
délkové rekurze. Druhá rovnost vyplývá z definice délkové rekurze. Třet́ı
z rovnost vyplývá z toho jak jsme si definovali funkci h. Čtvrtá rovnost
vyplývá z definice funkce projekce. Daľśı rovnost je složitěǰśı. Rovnost prvńıch
argument̊u je triviálńı. Druhé argumenty jsou výsledkem definice funkce f ′′′.
Rovnost třet́ıch argument̊u vyplývá z indukčńıho předpokladu. Posledńı dvě
rovnosti vyplývaj́ı z definice plynomiálńı funkce. Rovnost délkových omezeńı
je triviálńı.
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Věta 5.4. Polynomiálńı rekurze lze napsat v následuj́ıćı formě.
f(x, 2 ∗ y) = h1(x, y, f(x, y))
f(x, 2 ∗ y + 1) = h2(x, y, f(x, y))
f(x, 0) = g(x)
A nav́ıc:
|f(x, y)| ≤ q(|x|, |y|)

D̊ukaz. Důkaz je triviálńı (podobný dvěma předešlým d̊ukaz̊um, nicméně tro-
chu snažš́ı).

6 Polynomiálńı funkce

Definice 6.1. Množina základńıch funkćı s rekurźı
Definujme množinu základńıch funkćı s rekurźı, jako nejmenš́ı rozš́ı̌reńı množiny
základńıch funkćı, která je uzavřená na schéma polynomiálńı rekurze.

Definice 6.2. Polynomiálńı množina a polynomiálńı podmı́nka
Definujme polynomiálńı množinu, jako libovolnou množinu, jej́ıž charakteris-
tická funkce je v množině základńıch funkćı s rekurźı. Takovouto charakteris-
tickou funkci budeme nazývat polynomiálńı podmı́nkou. O polynomiálńıch
podmı́nkách budeme tvrdit, že definuj́ı základně polynomiálńı funkce.

Věta 6.3. Polynomiálńı podmı́nky a délkově omezená kvantifikace

D̊ukaz. Definujme délkově omezenou kvantifikaci nad základńı polynomiálńı
podmı́nkou ψ obsahuj́ıćı proměnnou x, jako jednu z formuĺı ve tvaru:

� (∀y ≤ |x|)(ψ(y))

� (∀y < |x|)(ψ(y))

� (∃y ≤ |x|)(ψ(y))

� (∃y < |x|)(ψ(y))

Nyńı dokážeme, že polynomiálńı podmı́nky jsou uzavřeny délkově omeze-
nou kvantifikaci. Pro jednoduchost provedu d̊ukaz pro prvńı z tvar̊u délkově
omezené kvantifikace. Ostatńı tvary délkově omezené kvantifikace maj́ı po-
dobný d̊ukaz. Dokazujme tedy pro f(2z) a f(2z + 1) = f(∀y ≤ |x|)(ψ(y)).
Odvod’me tedy funkci f(2z), tak že pro ψ, kde je y substituováno hodno-
tou proměnné z (funkce sub umı́ substituovat pouze konstantou, nicméně
odvozeńı funkce, která substituuje hodnotou proměnné by nebylo obt́ıžné).
Výslednou hodnotu dosad’me do konjunkce spolu s hodnotou funkce f(z).
Na úrovni rekurze |z| zavolá funkce |z − 1|, č́ımž vznikne konkunkce |x| + 1
funkćı ψ, kde je za y postupně dosazeno 0 až |x|, což jsme chtěli.
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f(0) = 1
f(2z) = f(z) ∧ sub(|2z|, y, ψ)
f(2z + 1) = f(z) ∧ sub(|2z|, y, ψ)

Omezme pomoćı q = 1

7 Odvozeńı funkćı s použit́ım rekurze

V této sekci se pokuśıme odvodit nejpouž́ıvanǰśı polynomiálńı funkce a některé
z funkćı, které jsem shledal jako zaj́ımavé.

7.1 Př́ıpravné funkce

Před t́ım, než si odvod́ıme polynomálńı funkce je však třeba si odvodit jed-
nodušš́ı funkce, které nám pomohou k odvozeńı dáľśıch funkćı. Prvńı z funkćı,
které budeme odvozovat je funkce pro př́ıstup k y−tému bitu zprava, s t́ım
že se budeme držet programátorského kodexu a budeme č́ıslovat od nuly.
Funkci odvod́ıme tak, že porovnáme č́ıslo x bez posledńıch y bit̊u a č́ıslo x
bez posledńıch y + 1 bit̊u nakonci doplněné o nulu nakonec. Pokud se č́ısla
rovnaj́ı, pak je y-tý bit nula, jinak je y-tý bit jednička.

Lemma 7.1. x[y] je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Necht’ x je č́ıslo, ve kterém chceme znát velikost y-tého bitu. Do-
hodněme se, že podle programátorské tradice budeme č́ıslovat bity od nultého
bitu. Nejdř́ıve odvod’me funkci g, která nám vrát́ı výsledek pro y ≤ |x|

g(x, y) :

{
0 if (x >> y) = asl(x >> s(y))
1 if Jinak

Za zmı́nku stoj́ı, že funkce funguje i pro y > |x|, jelikož porovnáváme dvě
nuly a proto funkce vrát́ı nulu, což sme chtěli. Daľśı z funkćı, kterou budeme
odvozovat, bude konkatenačńı funkce. Tato funkce provede konkatenaci č́ısla
s bitem. Dalo by se tedy ř́ıci, že provede konkatenaci č́ısla x1 s č́ıslem jedna,
nebo nula. Pokud je x2 větš́ı než jedna, pak považujeme x2 za č́ıslo jedna. Tuto
funkci oceńıme předevš́ım při kódováńı posloupnost́ı v daľśı kapitole. Dovo-
zeńı prob́ıhá pomoćı bitového pusunu vlevo o jeden bit a přičteńı jedničky
pro x2 > 0.

Lemma 7.2. add(x1, x2) je v množině základńıch funkćı s rekurźı
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D̊ukaz. Odvod’me si funkci add(x1, x2) která na konec binárńıho zápisu č́ısla
x1 doplńı č́ıslici x2, kde x2 je brána jako č́ıslice jedna, nebo nula.

f(x, y) :

{
asl(x1) if x2 = 0
s(asl(x1)) if Jinak

Omezme polynomem q = |x1|+ 1

Posledńı z pomocných funkćı je funkce pro reverzi bit̊u. Tato funkce provede
reverzi bit̊u v č́ısle. Nicméně pro některá č́ısla by se některé bity ztratily.
Právě z tohoto d̊uvodu je tato funkce binárńı s t́ım, že jako druhý argument
je libovolné č́ıslo. Toto je č́ıslo je funkćı umı́stěno na začátek č́ısla (bez rever-
továńı) a může tak zamezit ztrátě nul. Je třeba poznamenat, že zvoleńı nuly,
jako druhého argumentu neumı́st́ı před č́ıslo nic.

Lemma 7.3. rev(x1, x2) je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Definujeme funkci, která bude sloužit, jako reverze bit̊u č́ısla. Máme
nav́ıc možnost přidat x2 před reverzi, což se nám hod́ı, pokud hroźı ztráta
nulových bit̊u na konci č́ısla.

� x = x;2

� y = |x|
� g(x) = x2

� h(x, y, f(x, by/2c)) = add(f(x, by/2c), x1[y])

Omezme polynomem q = |x1|+ |x2|

7.2 Aritmetické funkce

Dále odvod́ıme aritmetické funkce, tedy ty polynoimálńı funkce, jež použ́ıváme
nejčastěji. Jmenovitě se jedná o funkce plus, mı́nus, krát, děleno a modulo
(+,−, ∗, /,%). Začneme s funćı sč́ıtáńı. Odvozeńı koṕıruje školńı algoritmus
pro sč́ıtáńı (algoritmus sč́ıtáńı pod sebou) kde přechod na vyšš́ı bit č́ısla x2 je
reprezentován jako 2x2 (nebo 2x2 + 1) a carry bit(takzvané držeńı jedničky)
je reprezentován funkćı s.

Věta 7.4. x1 + x2 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Odvod́ıme funkci pro sč́ıtáńı dvou č́ısel, která bude využ́ıvat klasický
školńı sč́ıtaćı algoritmus.

x1 + 2(x2) =

{
asl(asr(x1) + x2) if x1 % 2 = 0
s(asl(asr(x1) + x2)) if x1 % 2 = 1
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x1 + 2(x2) + 1 =

{
s(asl(asr(x1) + x2)) if x1 % 2 = 0
s(s(asl(asr(x1) + x2))) if x1 % 2 = 1

x1 + 0 = x1

Omezme polynomem q = |x1|+ |x2|

Dále si odvod́ıme funkce, pro součin dvou č́ısel. Je třeba poznamenat, že s
pomoćı polynomiálńı rekurze a funkce pro sč́ıtáńı je odvozeńı násob́ıćı funkce
velice intuitivńı a jednuduché. Stač́ı uvážit, že x1 ∗ 2x2 = 2 ∗ x1 ∗ (x2) a
x1 ∗ (2x2 + 1) = (x1 ∗ 2x2) + x1.

Věta 7.5. x1 ∗ x2 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Odvod́ıme funkci pro násobeńı dvou č́ısel.

x1 ∗ 2(x2) = asr(x1 ∗ x2)
x1 ∗ (2x2 + 1) = asr(x1 ∗ x2) + x1

x1 ∗ 0 = 0

Omezme polynomem q = |x1|+ |x2|

Daľśı z aritmetických funkćı je funkce pro rozd́ıl dvou č́ısel. Jej́ı odvozeńı ne-
budu uvádět, jelikož školńı algoritmy pro sč́ıtáńı a odč́ıtáńı funguj́ı podobně.

Věta 7.6. x1 − x2 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Odvozeńı mı́nusové funkce je velice podobné odvozeńı funkce pro
sč́ıtáńı. Nicméně se při odvozeńı použ́ıvá funkce . 1.

Jako předposledńı z aritmetických funkci máme pro zbytek při děleńı, neboli
funkce modulo. Odvozeńı funkce je velice prosté, jelikož vynásobeńı č́ısla
dvěma znamená i vynásobeńı zbytku dvěma. Stejně zvětšeńı č́ısla o jedna
znamená zvětšeńı zbytku o jedna.

Věta 7.7. x1 %x2 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Nejdř́ıve si odvod́ıme funkci g:

g(x1, x2) =

{
x1 if x1 < x2

x1 − x2 if Jinak

Nyńı odvod’me funkci modulo:

2x1 %x2 = g(asl(x1 %x2), x2)
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(2x1 + 1) %x2 = g(s(asl(x1) + x2))
0 %x2 = 0

Omezme polynomem q = |x2|

Posledńı z aritmetických funkćı je funkce pro děleńı dvou č́ısel. Odvozeńı
pracuje s t́ım, že pokud vynásob́ım č́ıslo dvěma, pak je vynásoben dvěma i
výsledek děleńı a zbytek po děleńı. Pro (2x1)/x2 tedy stač́ı seč́ıst dvojnásobek
dosavadńıho výsledku po dělěńı (2∗(x/y)) a č́ıslo jedna pokud je dvojnásobek
dosavadńıho zbytku větš́ı než x2 (pokud 2(x% y) > x2). Pro (2x1 + 1)/x2 je
algoritmus stejný, jen dvojnásobek dosavadńıho zbytku zvětš́ıme o jedna.

Věta 7.8. x1 /x2 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Odvod́ıme si funkci pro děleńı:

(2x1 + 1) /x2 = 2(x / y) + ((2(x% y) + 1) / y)
(2x1) /x2 = 2(x / y) + ((2(x% y)) / y)
0 /x2 = 0

Omezme polynomem q = |x1|
K funkci pro děleńı je však potřeba dodat, že nesmı́ být děleno nulou. Děleńı
nulou neńı definováno a bude dávat nesmyslné výsledky.

7.3 Zaj́ımavé funkce

V této sekci se pod́ıváme na funkce, které mně přǐsli zaj́ımavé t́ım, že obsahuj́ı
exponenciálńı funkci. To je zaj́ımavé z toho hlediska, že všechny problémy,
které jsou exponenciálně náročné, nejsou zpravidla polynomiálńı. Nicméně,
všechny funkce které se nám povede odvodit pracuj́ı v polynomiálńım čase
i přesto, že obsahuj́ı ve svém předpisu funkci mocniny. Prvńı z takovýchto
funkćı bude x1 na délku x2. Odvozeńı prob́ıhá tak, že začneme s jedničkou a
každou cifru č́ısla x2 vynásob́ıme dvěma. V odvozozeńı této funkce jsem se
nechal inspirovat praćı[3].

Věta 7.9. 2|x1| je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.

� x = {x1}
� y = x1

� g(x) : 1
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� h(x, y, f(x, by/2c)) : τ(x, n) ∗ 2

Omezme polynomem q = |x1|+ 2.

Daľśı ze zaj́ımavých funkćı je takzvaná funkce ”Smash”. Tato funkce dokonce
obsahuje násobeńı uvnitř exponenciálńı funkce a mohlo by se zdát, že se jedná
o funkci exponenciálńı. Jedná se však o funkci polynomiálńı. Všimněme si,
že 2|x1|∗|x2| = 2|x1||x2| . Použijeme tedy odvozenou funkci 2|x1|. Začneme s opět
s jedničkou a za kažkou cifru č́ısla x2 vynásob́ıme mezivýslek č́ıslem 2|x1|. V
odvozozeńı této funkce jsem se nechal inspirovat praćı[3].

Věta 7.10. Smash(2|x1|∗|x2|) je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.

� x = {x1, x2}
� y = x2

� g(x) : 1

� h(x, y, f(x, by/2c)) : τ(x, n) ∗ 2|x1|

Omezme polynomem q = (|x1|+ 2) ∗ (|x2|+ 2).

Daľśı z odvozovaných funkćı je několikrát zmı́něná exponenciálńı funkce. O
této funkci je jasné, že nepatř́ı do množiny polynomiálńıch funkćı a d̊ukaz
muśı tedy někde selhat. Odvozeńı ukazuje, kde přesně d̊ukaz selže.

Věta 7.11. xx2
1 je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Pokud se pod́ıváme na funkci, tak je jasné, že počet r̊ustu cifer je
exponenciálńı a nep̊ujde tedy omezit polynomem.

8 Kódováńı posloupnost́ı

Pro kódováńı funkćı budeme potřebovat kódovaćı funkci, dekódovaćı funkci a
př́ıpadně ještě daľśı funkce pro manipulaci se zakódovanými posloupnostmi.
Abychom mohly tyto funkce odvodit, tak neǰŕıve potřebujeme zvolit zp̊usob
kódovańı. My budeme kódovat posloupnosti pomoćı takzvaných Gödelových
č́ısel.
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Definice 8.1. Gödelovo č́ıslo pro posloupnost
Necht’ M = {x0, . . . , xn} je množina proměnných, na které můžeme defi-
novat uspořádáńı pomoćı index̊u č́ısel. Gödelovo č́ıslo pro množinu M , na
které jsme si definovali upořádáńı pomoćı index̊u, dostaneme takto. Vez-
meme konkatenaci binarńıch reprezentaćı č́ısel x0 až xn s t́ım, že jednot-
livá č́ıla odděĺıme čárkami (č́ısla konkatenujeme pomoćı našeho uspořádáńı).
Výsledkem bude řetězec nul, čárek a jedniček. Vezměme reverzi tohoto řetězce
a prověd’me simultálńı substituci 10 za 0, 11 za 1 a 00 . Výsledek můžeme
přeč́ıst jako binárńı č́ıslo. Toto č́ıslo prohlašme za Gödelovo č́ıslo pro posloup-
nost < x0, . . . , xn >.

Dále budeme potřebovat takzvanou prázdnou posloupnost, pro kterou si vy-
hrad́ıme č́ıslo nula.

Definice 8.2. Prázdná posloupnost <>
Definujme prázdnou posloupnost: <>= 0

Pro definováńı kódováńı bude pochopitelně potřebovat funkci která převede
č́ıslo na tvar Gödelova č́ısla. K tomu si nejdř́ıve odvod’me dvojitou simultálńı
substituci. Ta jde po cifrách č́ısla x1 a za každou nalezenou nulu přidá k
mezivýsledku jedničku a nulu nakonec. Za každou jedničku přidá dvě jedničky
nakonec.

Věta 8.3. Dvojitá simultálńı substituce(pro tvorbu Gödelova č́ısla) je v množině
základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Provede simultálńı substuci 10 za 0 a 11 za 1. výslednou funkci
značme subs(x1)

� x = {x1}
� y = asl(x1)

� g(x) : 0

� h(x) :

{
add(add(τ(x, n), 1), 0) if x2[n− 1] = 0
add(add(τ(x, n), 1), 1) if Jinak

Omezme polynomem q = |x1 ∗ 2|.
T́ım jsme vytvořili funkci f(x1), pro jistotu nyńı odvod’me f ′(x1), která bude
zabezpečená na nulu.

f ′(x1) =

{
01 if x1 ≡ 0
f(x1) if Jinak
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Dále budeme pořebovat rozšǐrováńı již vzniklých posloupnost́ı. Právě na to
si tedy odvod’me funkci, pro přidáńı proměnné do posloupnosti. Odvozeńı
prob́ıhá tak, že na proměnnou x0 použijeme simultálńı substituci a přidáme
čárku (dvě nuly) pomoćı funkce add. Poté vezmeme posloupnost do ńıž
chceme vkládat a převedeme j́ı do nereverzińıho stavu, pomoćı reverze. Dále
vezmeme naši x0 s čárkou a přidáme naši nakonec posloupnost v nerever-
zińım stavu. To provedeme tak že x0 s čárkou posuneme vlevo o délku naš́ı
posloupnosti a tuto posloupnost přičteme. Vznikne nám nerevertovaná verze
naš́ı roš́ı̌rené posloupnosti a proto nám stač́ı použ́ıt reverzi č́ımž dostaneme
výsledek.

Věta 8.4. Př́ıdáńı proměnné do posloupnosti x0∗ < x1, . . . , xn > je v množině
základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz. Necht’ < x1, . . . , xn > je proměnná n − 1 proměnných. Definujme
přidáńı proměnné x0 do této posloupnosti (na prvńı mı́sto v posloupnosti):

f(x0, < x1, . . . , xn >) =

rev((add(add(subs(x0), 0), 0) << | < x1, . . . , xn > |) + rev(< x1, . . . , xn >))

T́ım jsme odvodili funkci f(x0, < x1, . . . , xn >), která funguje, pokud
< x1, . . . , xn >6=<>. Odvod’me tedy funkci f ′(x0, < x1, . . . , xn >), která
bude fungovat vždy.

f ′(x0, < x1, . . . , xn >) :

{
rev(subs(x0)) if < x1, . . . , xn >=<>
f(x0, < x1, . . . , xn >) if Jinak

Pokud dostaneme posloupnost, pak by bylo dobré vědět, kolik člen̊u tato
posloupnost obsahuje. Odvod’me tedy pro tento účel funkci len. Odvozeńı
prob́ıhá tak, že kontrujeme sudé cifry. Pokud se sudá cifra rovná nule a cifra
před ńı také, pak přičteme jedničku k počtu člen̊u

Věta 8.5. Počet člen̊u posloupnosti - len(< x1, . . . , xn >) je v množině
základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.

Definujme f ′(x, y) =

{
1 if (< x1, . . . , xn > [y] = 0 ∧ < x1, . . . , xn > [y + 1] = 0
0 if Jinak

� x = {< x1, . . . , xn >}
� y = asl(< x1, . . . , xn >)

� g(x) : 1
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� h(x) =

{
τ(x, n) + f ′(x, n− 1) if x1[n− 1] % 2 = 0
τ(x, n) if Jinak

Omezme polynomem q = |x0|.

Máme tedy opět funkci f , která funguje pro všechny posloupnosti, kromě
<>. Odvod’me tedy funkci f ′, která bude fungovat pro všechna č́ısla.

f ′() :

{
0 if < x1, . . . , xn >=<>
f(< x1, . . . , xn >) if Jinak

Daľśı z funkćı pro manipulaci s posloupnost́ı je funkce Truncate, které nám
bude sloužit ke zkráceńı posloupnosti zleva. odvozeńı prob́ıhá tak, že si de-
finujeme funkci f ′′, která zkrát́ı č́ıslo o dva bity prvńıho č́ısla (jelikož prvńı
č́ıslo je na konci, d́ıky reverzi). Dále se aplikuje dvakrát reverze, což odstrańı
př́ıpadnou čárku na začátku č́ısla. Poté je zavolána rekurze, která tuto funkci
volá, dokud neńı délka posloupnosti o jednu menš́ı.

Věta 8.6. Zkráceńı posloupnosti - Truncate(< x1, . . . , xn >) je v množině
základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.
Definujme si funkci f ′′(x) = rev(rev(x >> 2))

� x = {< x1, . . . , xn >}
� y =< x1, . . . , xn >

� g(x) =< x1, . . . , xn >

� h(x) =

{
f ′′(τ(x, n)) if len(τ(x, n)) = len(< x1, . . . , xn >)
τ(x, n) if Jinak

Omezme polynomem q = | < x1, . . . , xn > |.

Opět jsme odvodili funkci f , která vraćı výsledek pro posloupnosti jejiž délka
je větš́ı, než 1. Odvod’me pro jistotu funkci f ′, která zabezpeč́ı funkci proti
prázdné posloupnosti.

f ′ =

{
f(< x1, . . . , xn >) if len(< x1, . . . , xn >) > 1
<> if Jinak

Posledńı a asi nejd̊uležitěǰśı funkce, je funkce, jež nám umožńı př́ıstup k n-
tému členu posloupnosti. Pro tuto funkci však budeme potřebovat odvodit
cut zleva a cut zprava. Odvod’me tedy cut zleva tak, že použ́ıváme funkci
Truncate, dokud neńı posloupnost chtěné délky.
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Lemma 8.7. Zkráceńı posloupnosti zleva na délku x1 lcut(x1, < x2, . . . , xn > )
je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.

� x = {x0, x1}
� y = asl(< x2, . . . , xn >)

� g(x) : x0

� h(x) =

{
Truncate(τ(x, n)) if len(τ(x, n)) > x1

τ(x, n) if Jinak

Omezme polynomem q = | < x2, . . . , xn > |.

Dále odvod’me cut zprava tak, že použijeme reverzi, aby prvńı člen posloup-
nosti byl vlevo a posledńı vpravo. Pak opět použ́ıváme funkci Truncate, do-
kud neńı posloupnost chtěné délky.

Lemma 8.8. Zkráceńı posloupnosti zprava na délku x1 rcut(x1, < x2, . . . , xn > )
je v množině základńıch funkćı s rekurźı

D̊ukaz.

� x = {< x2, . . . , xn >, x1}
� y = asl(< x2, . . . , xn >)

� g(x) : rev(< x2, . . . , xn >)

� h(x) =

{
Truncate(τ(x, n)) if len(τ(x, n)) > x1

τ(x, n) if Jinak

Omezme polynomem q = | < x2, . . . , xn > |.

Odvodili jsme funkci f , která nám dává reverzi zkráceńı posloupnosti zprava.
Odvod’me nyńı funkci f ′, která nám dává požadovaný výsledek:

f ′(x1, < x2, . . . , xn >) : rev(f(x1, < x2, . . . , xn >))

.

Nyńı můžeme konečně odvodit funkci pro př́ıstup k č́ıslu z posloupnosti. To
uděláme tak, že odsekneme posloupnost zleva a zprava. Nakonec použijeme
reverzi.

Věta 8.9. Vybráńı č́ısla x1-tého(č́ıslováno od 0) z posloupnosti je v množině
základńıch funkćı s rekurźı
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D̊ukaz.

β(x1, < x2, . . . , xn >) = rev(rcut(1, lcut(x1, < x2, . . . , xn >)))

Věta 8.10. D̊ukaz množina polynomiálńıch funkćı = P-time
D̊ukaz je př́ılǐs technický a nemysĺım, že by do práce přinesl něco v́ıc, než jen
opsáńı d̊ukazu. Nicméně pro zvědavé čtenáře je k dispozici zde [1].

9 Závěrem

Na závěr této práce bych rád vše shrnul a nast́ınil jej́ı př́ınos a poukázal na
možnost pokračováńı.

Tato bakalářská práce měla za úkol definovat bezestrojově množinu po-
lynomiálńıch funkćı, podobně jako v Cobhamově práci[2]. To se povedlo a
dokonce považuji nějaké části své práce za poměrně inovativńı. Např́ıklad
jsem oproti zdroji[1], ze které jsem primárně vycházel, vynechal v základńıch
definićıch možnost tvorby posloupnost́ı a funkce pro tvorbu a práci s posloup-
nostmi jsem si vlastnoručně odvodil. Dále jsem dal čtenář̊um mnohem v́ıce
volnosti v rekurzivńıch funkćıch a to tak, že jsem definoval 2 r̊uzné druhy
rekurze a ukázal jejich ekvivalenci. Co se týče jednotlivých funkćı, tak jsem
se snažil poctivě odvodit všechny základńı funkce, jež se použ́ıvaj́ı v mate-
matice a programováńı. Dále jsem odvodil i pár funkćı, které nepatř́ı mezi
nejpouž́ıvaněǰśı funkce, nicméně jsou z mého hlediska zaj́ımavé. Obecně bych
svoj́ı snahu hodnotil úspěšně, nicméně je zde mnoho prostoru, kde by bylo
možné na tuto práci navázat. To by šlo např́ıklad zp̊usobem, který prak-
tikoval Buss v [1], když dále vytvořil vlastńı aritmetickou teorii se kterou
dále pracoval. Nicméně nepochybuji o tom, že by se takováto definice poly-
nomiálńıch funkćı mohla použ́ıt i v základě jiných matematických teoríı.
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