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Uvod

Néhodné procesy maju siroké vyuzitie v roznych oblastiach bezného zZivota.
Pri pozorovani beznych javov v Zivote sa ¢asto nedd dospiet k presnému odvodeniu
daného stavu a je treba uvazovat aj s uréitou ndhodou.

V tejto praci bude popisana tedria stochastickej analyzy pre spojité nahodné
procesy s kompaktnou indexovou mnozinou a konecnou kvadratickou varidciou.

Cielom prace je odvodenie Itoového vzorca a jeho vyuzitie v obchodovani
obchodnika na trhu.

Ako podklad prace je vyuzivany text k predmetu Stochasticky kalkulus [4].
V 1. kapitole je zadefinovany ndhodny proces a uvedené priklady procesov, ktoré
sa vyuzivaju na modelovanie ceny akcie. V 2. kapitole je zadefinovana metrika,
ktora metrizuje konvergenciu v pravdepodobnosti spojitych ndhodnych procesov
pomocou ktorej je v kapitole 3 zavedeny pojem kvadratickej varidcie a v kapitole
4 stochastického integralu v Riemannovom zmysle. [toov vzorec je odvodeny v
kapitole 5 a nasledne v kapitole 6 vyuzity na dokézanie ohodnotenia spravodlivej
ceny opcie pomocou Black-Scholesového a Bachelierového modelu.



Kapitola 1

Nahodné procesy

Definicia 1.1. Nech (2,F,P) je pravdepodobnostny priestor, majme indexovi
mnozinu T C R a pre kazdé ¢ € T majme F meratelnt redlnu ndhodnu veli¢inu
X;. Potom systém nahodnych veli¢cin {X;,¢ € T} nazyvame ndhodny proces na
indexovej mnozine T.

Hovorime, Ze ndhodny proces {X;,t € T} je (zlava) spojity ak pre kazdé w €
je Xi(w) (zlava) spojité funkcia premennej ¢ € T.

Definicia 1.2. Nech W = {W;,t € T} je ndhodny proces, pre ktory plati, ze
1. Wy =0, W je spojity,

2. W; ma nezavislé prirastky a pre kazdé s, t € T plati,
ze Wy — W, ~ N(0,|s — t]).

Nahodny proces W sa potom nazyva Wienerov proces.

Tvrdenie 1.3. Wienerov proces W ezistuge.

Dékaz: Dokaz sa da néjst v [2] str. 235 III 5.10
4

Pre nase potreby budeme v prici uvazovat Wienerov proces na kompaktnom
intervale T = [0,7],T > 0.

Néhodné veliciny maju Siroké vyuzitie. My v praci vyuzijeme tedriu k fi-
nan¢nému modelovaniu. Spravidla sa zvykne modelovat vyvoj ceny akcie, k comu
sa vyuziva nasledujici ndhodny proces.

Priklad. Nech W je Wienerov proces, so, p € Ra o > 0. Pret € T polozime
nahodnu veli¢inu

S, = so+ pt + oW, (1.1)
Néhodny proces {S;, t € T}, kde S; je definované v (L)), sa nazyva aritmeticky
Brownov pohyb.

Hoc sa aritmeticky Brownov pohyb vyuziva ku kratkodobému modelovaniu
ceny akcie, v praxi sa ¢asto predpokladd, Ze cena akcie nemoze nadobtidat zdpor-
nych hodnot. Z tohto dovodu sa casto preferuje nasledujici proces.



Priklad. Nech W je Wienerov proces, p, sp € Ra o > 0. Pret € T polozime
nahodnu veli¢inu

1
Sy = sp exp {aWt + (u — 502) t} . (1.2)

Néhodny proces S = {S;, t € T} kde S, je definované v (L2)) sa nazyva geomet-
ricky Brownov pohyb.

Je vidiet, Ze geomtericky Brownov pohyb vdaka exponencidle nepriptsta
zaporné hodnoty.

Definicia 1.4. Nech T = [0,77] je interval. Koneénti mnozinu D C T taku, ze
T € D budeme nazyvat delenie intervalu T.

V préci budeme symbolom |D| znacit pocet prvkov mnoziny D a pre prvky
delenia budeme pouzivat znacenie di, ..., d p| pre ktoré plati, ze

dy <--- <dp.

Dalej definujeme dy = 0 a Dy = D U {dy}. Obecne budeme prvky oznacovat ako
maly ekvivalent znacenia pre delenie s prislusnym indexom, teda napriklad

I n n n n o
Cn—{cl,...,C‘CnMCl<"‘<C|Cn‘—T}.
Podobne zavedieme znacenie pre C' a D,,.

Definicia 1.5. Nech D je delenie intervalu T. Povieme, ze ndhodny proces H =
{H;, t € T} je D-jednoduchy ak

| D]
Hy = Z Hdk 1[dk—1<t§dk}'
k=1

Pozndamka 1.6. Nech D je delenie intrevalu T a H je D—jednoduchy proces.
Potom pre kazdé D C Dy, delenie intervalu T, je H D;—jednoduchy proces.

Uvazujme spojity ndhodny proces X = {X;,t € T}. Predpokladajme, Ze tento
proces urc¢uje cenu urcitej obchodovatelnej akcie v ¢ase. Nech H = {H,,t € T}
je zlava spojity proces, ktory uréuje mnozstvo tychto akcif, ktoré drzi konkrétny
obchodnik v ¢ase, pricom nevlastni ziadne iné akcie.

Predpoklad spojitosti X je prirodzeny z faktu, Ze cena sa moze vyvijat priebez-
ne, spojito v ¢ase, zatial ¢o obchodnik obchoduje len v urcitych okamihoch,
¢o modze skokovo zmenit mnozstvo akcii, ktoré drzi H.V nasom zjedodusenom
pripade si je nutné uvedomit, Ze obchodnik moze obchodovat len v uréity dany
okamih, pricom jeho rozhodnutie prichadza az na zdklade vyhlasenej ceny akcie.
Uvazujme preto D delenie intervalu T ako mnozina okamihov, kedy sa obchodnik
rozhodne obchodovat.

Prirastok bohatstva obchodnika v ¢ase dy € D je preto

Hyg, (Xdk - Xdk—l)’
pricom vyvoj bohatstva obchodnika Y = {Y;,t € T} v ¢asovom useku [0,t] sa dd
vyjadrit ako

| D
Y, = Z Hdk (Xdk/\t - Xdk—1/\t)' (1'3)

k=1



Definicia 1.7. Nech D je delenie T. Potom nahodny proces

|D|
Y =3V, = Hy (Xgnt — Xay_ni) t €T

k=1

definovany v (L3) budeme nazyvat elementdrny stochasticky integrdl procesu H
podla X s delenim D.

Pozndmka 1.8. Suma vo vyraze (L3]) vlastne znamena

|D|
i = > Hy(Xaone — Xa_ )
k=1
| DNI0,t]|
= Z Hy, (Xdk - Xdkfl) + Ht(Xt - Xd[tJD>'
k=1



Kapitola 2

Metrizovatelnost a konvergencia
spojitych procesov

Definicia 2.1. Uvazujme priestor
Cr = {f:T—=R, fjespojita}

a na nom zavedieme normu d predpisom d(f) = sup,cp(|f(t)|), pre kazdé f € Cr.
Dalej budeme uvaZzovat priestor

(C’]I‘(Qv‘F7P> = {X : (Q7F) — (CTaB<CT>>}7

¢o je vlastne priestor spojitych procesov a na ktorom definujeme zobrazenie
p: Cp(Q,F P)> = RT predpisom

p(X,)Y)=E[1ANd(X —Y)] (2.1)
pre kazdé X, Y € Cr(Q,F,P).

Definicia 2.2. Symbolom C7 (€2,F,P) budeme oznac¢ovat mnozinu vsetkych zlava
spojitych procesov na indexovej mnozine T.

Vdalsom budu ukdzané vlastnosti funkcie p.

Pozndamka 2.3. Pre X € Cp(Q,F,P) plati, ze m4 spojité trajektorie, teda

sup | X[ = sup [Xy.
teT teTNQ

7Z teorie miery vieme, Ze supremum spocetne mnoho meratelnych zobrazeni je
meratelné a teda sup,cr | X;| je ndhodnd velicina. V pripade, ze X € C;(Q,F,P)
tak sup,cr | X¢| j zobecnend redlna ndhodnd veli¢ina.

Lemma 2.4. Funkcia p(X,)Y) = E[1 Ad(X —Y)] je homogénna pseudometrika
na (Cr(Q,F,P),p). Naviac pre postupnost X™ c Cp(Q,F,P) plati ekvivalencia

d(X™ X) = 0 v pravdepodobnosti < p(X™ X) — 0.
Dokaz: To, ze p spffla podmienky homogénnej pseudometriky je jasné. Nésledne
ak sup;er|X™ — X| — 0 v pravdepodobnosti pre n — oo tak tiez sup,cp{| X ™ —

X| A1} — 0 v pravdepodobnosti a kedze sup,cp{|X™ — X| A 1} < 1, tak
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sa jednd o rovnomerne ohrani¢eny proces, z ¢oho vyplyva, ze p(X™ X) — 0.
Opacnd imlikacia plynie trividlne z toho, ze konvergencia v L1 implikuje konver-
genciu v pravdepodobnosti. 0

Pozndmka 2.5. Pre X)Y € Cr(Q,F,P) rovnost X =Y skoro ur¢ite znamené, ze
pre kazdé t € T plati X; =Y, skoro urcite.

Pozndmka 2.6. Priestor (Cp(Q2,F,P) /<,p/~) je metricky priestor, kde ~ je ekvi-
valencia skoro uréite, teda pre X, Y € Cp(Q,F,P) plati, e X ~Y & X =Y
skoro urcite.

Kedze p je homogénna podla Lemmy 2.4] tak pre X € C3(Q,F,P) budeme v
praci pouzivat znacenie
p(X) = p(X,0).

Pozndmka 2.7. 7 trojuholnikovej nerovnosti pre normy pre vSetky funkcie f, g €
Cr trividlne plati nerovnost

d(g + f) < d(f) + d(g)-

Pre vsetky postupnosti Y, X, C Cr(Q,F,P) a V,.X € Cyp(Q2,F,P) teda plati
implikacia

p(Y,Y)—=0ap(X,,X)—=0=p,+X,Y+X)—0.

Tvrdenie 2.8. Ak {X™}>2, C Cp(Q,F,P) a {Y™}>2 C Cp(2,F,P) st také,
Ze pre kazdé n je | X™| <Y ¢

Y™ -0

v metrike p pre n — oo, tak potom aj X™ — 0 v metrike p pre n — oo.

Dokaz: 7 tvrdenia okamzite vyplyva z Lemmy [2.4] a definicie konvergencie v
pravdepodobnosti.
d

Definicia 2.9. Pre potrebu prace zavedieme pre delenie D nasledujice znacenia

|t]p = max{DgNI[0,t]},
IDI = max jd—dis]

|t] p budeme nazyvat doind éast t vzhladom k deleniu D, ||D|| budeme nazyvat
norma delenia D.

Definicia 2.10. Nech X € Cr(Q,F,P) a D je delenie intervalu T. Ndhodnu
velicinu |[AX|p dant predpisom

|AX|p = sup [ Xy — Xy,
teT
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budeme nazyvat modul spojitosti procesu X s delenim D. Pre ndhodny vektorovy
proces X = (XW ... X")T ¢ C3(Q,F,P)™ a D delenie intervalu T budeme
symbolom |AX|p rozumiet vektor modulov spojitosti jednotlivych zloziek vek-
tora, teda

IAX|p = (|AXD|p, ... |AXM|H)T.

Pozndmka 2.11. Pre X € Cp(2,F,P) a D delenie intervalu T plati, ze | X, — X4, |
je zlava spojity nahodny proces s ohraniéenymi trajektériamu a teda aj modul
spojitosti |[AX|p je ndhodnd veli¢ina.

Definicia 2.12. Nech {D,} 7, je postupnost delen{ intervalu T,
kde
D, ={dy,....djp, |d{ <---<dp, =T}

a d? = 0. Hovorfme, ze této postupnost sa zjemsiuje ak pre kazdé n < m platf,
ze D, C D,,. Ak naviac plati, ze lim,,_,, ||D,|| = 0, potom hovorime, ze D,
zahustuje interval T.

Tvrdenie 2.13. Nech X € Cr(UF,P) a {D,},, je postupnost zahustujicich
delent intervalu T. Potom pre n — oo |AX|p, — 0.

Dokaz: Kedze T je interval a {D, } -, zahustuje T tak pre kazdé ¢ > 0 existuje
no € N také, ze pre kazdé n > ng je |t — |t|p,| < 0. Kedze T je uzavrety a X
je spojity proces tak pre kazdé w € Q2 je X (w) rovnomerne spojita funkcia podla
casu t. Teda pre kazdé w € ) a kazdé ¢ > 0 existuje ng, ze pre kazdé n > ngy a
kazdé t € T je [ Xy(w) — X¢)p, (w)] < &, teda sup,cy | Xi(w) — Xy, (W) < €. Z
toho uz vypliva tvrdenie vety. 0

Pozndmka 2.14. Nech X € Cp(Q,F,P)™ a {D,},~, je postupnost zahustujicich
deleni intervalu T. Potom pre n — oo plati, ze |AX|p, — 0 v kazdej zlozke.



Kapitola 3

Kvadraticka variacia

Definicia 3.1. Nech X € Cr(Q2,F,P) a D je delenie intervalu T. Definujeme
[X]P € Cr(Q,F,P) predpisom

D]
(X7 = Z(Xdk/\t - Xdk_l/\t)Q- (3.1)

k=1

Nahodny proces [X]P nazyvame elementdrna kvadratickd varidcia procesu X od-
povedajuca deleniu D.

Definicia 3.2. Nech X = (XU, ... X(™)T ¢ C(Q,F,P)™ a D je delenie in-
tervalu T. Pre kazdé i,j = 1,...,m a t € T definujeme [ X XW)P ¢ Cr(Q,F,P)
elementdrnu kovarianciu procesov X @ a X ) odpovedajicu deleniu D vztahom

. . 1 . ; . ;
[X(Z)’X(])]tD =3 ([X(z) + X(J)]tD _ [X(z) — X(J)]tD) ) (3.2)

Dalej definujeme [X[” € Cr(Q,FP)™™ elementdrnu tenzorovi kvadraticki
varidciu ndhodného vektorového procesu X odpovedajticu deleniu D ako

[X]7 = {[x9. X917}, (3.3)
Definicia 3.3. Nech XY € Cg(Q2,F,P) také, ze Y mé& neklesajice trajektorie.

Povieme, ze X ma kvadraticki varidciuY, ak pre kazdd postupnost deleni { D,, }°2
zahustujucich interval T plati, Ze

X =Y

v metrike p pre n — oo.
V dalsom budeme kvadratick varidciu procesu X znacit ako (X).

Poznamka 3.4. V praxi sa ¢asto vyuziva ina definicia kvadratickej variacie, ktora
pozaduje len konvergenciu v pravdepodobnosti v kazdom ¢ase t € T napriklad ako
v [1]. V préci je tedria zavddzand v metrike p aby bola dosiahnutd metrizovatelng
konvergencia. Konvergencia v metrike p trividlne implikuje konvergenciu supréma
cez vSetky casy t € T v pravdepodobnosti a tym padom aj v jednotlivych casoch.

Definicia 3.5. Majme ndhodny vektorovy proces X € Cp(2,F,P)"™ a maticovy
proces Y € Cp(Q,F,P)™" ™ taky, Ze vietky prirastky procesu Y st pozitivne
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semidefinitnd ndhodna matica. Povieme, ze X ma tenzorovi kvadratickid varidciu
Y ak pre kazdd postupnost zahustujuicich delen{ {D,,}°2, a kazdé i,j = 1,...,m
plati

[X(i)’X(j)]Dn Y

v metrike p.
Tenzorovi kvadratickt varidciu procesu X budeme znacit (X)).

Pozndmka 3.6. Nech XY € Cp(Q,F,P) su také, ze existuje (X +Y) a (X —Y).
Ak polozime
(X+Y)+(X-Y)

1 )
tak z definicie elementarnej tenzorovej kvadratickej variacie a kvadratickej variacie
okamzite vyplyva, 7ze pre kazdu postupnost deleni {D, } zahustujicu interval T
plati

(X)Y) =

(X, Y]Pr = (X)Y)

v metrike p pre n — oo.

Pozndmka 3.7. Ak X € Cp(Q,F,P)™ m4 tenzorovi kvadratickd varidciu (X)),
tak pre kazde A € R™ a postupnost deleni {D,,}°° ; zahustujicu T plati

NTX]P = AT[X]P" A — AT XA

v metrike p. Specidlne ak A = e; je kanonicky vektor priestoru R™, tak okamzite
dostavame, ze

e (Xhe; = (XV), (3.4)

j
¢o okamzite implikuje existenciu kvadratickej varidcie (X)) procesu X,

Definicia 3.8. Nech X € Cy(,F,P). Ak existuje Y € Cr(Q2,F,P) také, ze pre
kazdé t € T je
|D]

}/;g = sup (Z |Xdk/\t - Xdkfl/\t|>7 (35>

{D delenie T} 1

tak Y nazyvame absolitna varidcia procesu X. Absolutnu varidciu procesu X
budeme oznacovat V(X).

Lemma 3.9. Ak X € Cy(Q,F,P) md absolitnu varidciu V(X), potom plati, Ze

| Dn|

> 1 Xagpne = Xap_ el = V(X

k=1

v metrike p vidy ked {D,}°°, zahustuje interval T.
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Doékaz: Nech {D,} | zahustuje interval T. Pre kazdé t € T a D delenie intervalu

T oznac¢me
[D|

V<X7D)t = Z ‘Xdk/\t - Xdkfl/\t"
k=1
Trivialne plati, ze pridanim bodu do delenia D sa hodnota V(X,D) zmeni ma-
ximélne o hodnotu 2|AX|p, z ¢oho pre vsetky delenia D, C intervalu T vyplyva
nerovnost

[V(X,D)e(w) = V(X,D U C)e(w)| < 2N - |AX]p(w), (3.6)

kde N = |C|. Dalej z definicie absoltitnej varidcie pre kazdé w € Q a kazdé e > 0
plati, ze existuje D¢ delenie intervalu T, také ze

. €
d(V(X)w) = V(X,D)(w)) < 3 (3.7)
Je jasné, ze pre kazdé delenie C' také, ze D® zjemnuje C' plati, ze
4 (V(X,D%) (@) = V(X,0)w)) < 3, (3.8)

pretoze V(X)(w) > V(X,C)(w) > V(X,D?)(w). Ozna¢me N = |D?|. Z tvrdenia
plati, Zze existuje n®, ze pre vSetky m > n°® je

€
X .
Xlp, (@) < o

Z trojuholnikovej nerovnosti, z ([3.6), (8.17), (B8) a volbou C' = D°U D,,, okamzite

dostaneme, ze
[V(X)e(w) = V(XD )e(w)| < e

Kedze D¢ ani n® nezdvisi nat € T, tak d(V(X)(w),V(X,D,,)(w)) — 0 pre n — oc.
Plati to pre vsetky trajektorie, tak aj

V(X,D,) - V(X)

pre n — oo, ¢o implikuje konvergenciu v pravdepodobnosti a z Lemmy 4] aj v
metrike p.
d

Tvrdenie 3.10. Nech X € Cp(Q,F,P) md absolitnu varidciu V(X). Potom X
ma kvadraticki varidciu (X) a pre kazdé t € T plati

(X): =0
skoro urdcite.

Dékaz: Nech {D,}22; je postupnost deleni zahustujica T. Potom

|D|
(X = > (Xapne — Xap_ )’
k=1
|D|
< |AX]|p, Z | Xapae — Xap_ il
k=1
< JAX[p, V(X): < |[AX|[p,V(X)r
— 0
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v pravdepodobnosti, kde posledné nerovnost vypliva z toho, Ze trajektérie pro-
cesu Y st neklesajtice a konvergencia plynie z tvrdenia 213} Ked'ze konvergencia
nezavisi na t € T, tak podla 2.8

[(X]P» =0

v metrike p pre n — oo, teda plati rovnost (X); = 0 skoro urcite.

3

Tvrdenie 3.11. Nech W je Wienerov proces. Potom (W), =t skoro urcite.

Dokaz: viz. apendix.

3

Désledok 3.12. 7 turdeni [311 a [310 vyplyva, Ze Wienerov proces W nemd
konecéni absolutnu varidciu.

Pre neskorsie pouzitie v praci sa bude hodit nasledujica veta, Specialny pripad
dvojrozmerného procesu.

Veta 3.13. Nech X)Y € Cr(Q,F,P) také, Ze X md kvadraticki varidciu (X)
a'Y md absolitnu varidciu V(Y'). Potom ndhodny vektorovy proces (Y,X) md
tenzorovu kvadraticki varidciu a

=0 % ) 39

skoro urdcite.

Dékaz: Nech {D,}°°, je postupnost deleni zahustujica T. Podla tvrdenia B.10]
plati, ze (Y) = 0. Pre prvky na diagonéle dostaneme, ze

YY) = (¥)=0

(X,X) = (X).
Pre prvky na diagondle vyuzijeme jednoducu algebraicku upravu a caushyovu
nerovnost. Plat{

| D

XY = 1Y (Xagpne = Xap ne) Yarne — Yap_ a0
k=1

IN

(XYl

— V(X)0=0
v metrike p a z tvrdenia vypliva, ze
(X)Y)=(Y,X)=0

skoro urcite. Tym bola dokazana konvergencia pre kazdui zlozku, teda aj existen-
cia tenzorovej kvadratickej variacie a rovnost (3.9)
a
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Kapitola 4

Interpretacia integralu

Definicia 4.1. Nech X € Cp(Q,F,P)™ a H € C3(Q,F,P)™. Ak existuje spojity
proces Y € Cr(Q2,F,P) taky, ze pre kazdi postupnost deleni { D,, }°° | zahustujicu
interval T plati
| D]
ZHdeil(XdZ/\t — Xan_nt) = Y (4.1)
k=1
v metrike p pre n — oo, tak proces Y nazyvame stochasticky integrdl v Rie-

manovom zmysle procesu H podla X. Proces Y budeme dalej znacit ako Y =
$§HdX = {% HTdX,t € T} a v pripade, Ze m = 1, budeme pouzivat znacenie

t
Y:%HdX:{% HdX,tE']T}.
0

Pozndmka 4.2. Ked'Ze p je metrika na triedach ekvivalencie podla rovnosti skoro
urcite, tak aj v pripade existencie stochastického integralu v Riemanovom zmysle
je jednoznacnost aZ na rovnost skoro urcite.

Priklad. Majme X € Crp(Q,F,P) také, ze X mé kvadraticku varidciu (X). Potom
pre kazdé D,, delenie intervalu T a pre kazdé ¢t € T plati

| Dan|

2 2 2 : 2 2
Xi = XO - (ngmt B ng_lmt)
k=1
| Dn| | Dn|

2
= 2 Z Xar_ (Xapar — Xan_ at) + Z (Xd;;/\t — Xdz,l/\t) . (4.2)
k=1 k=1

Nech {D,}>2, je postupnost deleni zahustujica T. Limitnym prechodom (Z.2))
dostaneme rovnost

t
X2 — X} = 27{ XdX + (X)), (4.3)
0
skoro uréite. Stochasticky ntegral v Riemanovom zmysle v (4.3)) existuje, pretoze
| Dn| | Dn| 9
23" Xap (Xapne — Xap ) = XP = X3-Y (Xd;;m - Xd;;,lm)
k=1 k=1

a prava strana ma limitu v metrike p, ¢o vyplyva z existencie kvadratickej varidcie
procesu X.

13



Niekedy nie je nutné skiimat vSetky postupnosti deleni {D,,}°°; zahustujuice
T, ktoré by spliovali konvergenciu (@1]). V nasledujicom tvrdeni ukazeme, ze
sa mozeme sustredit len na také postupnosti D,,, ktoré budi zjemiiovat urciti
koneént mnozinu S C T.

Tvrdenie 4.3. Nech XY € Cp(Q,F,P) a H € C3(Q,F,P) je zlava spojityj proces
s ohraniéenyymi trajektériami. Nech S C T je koneénd. Ak pre kazdi zahustujicu
postupnost deleni { D, }°2,, ktord zjemriuge S, plati, Ze

| Dn|

Z Hayp  (Xapne — Xan nt) = Y (4.4)
k=1

v metrike p pre n — oo, tak Y je stochasticky integral v Riemanovom zmysle

procesu H podla X, teda Y = ¢ HdX skoro urcite.

Dokaz Nech {C,,}°2, je postupnost zahustujtcich delen{ intervalu T. Definujme
D,, = C, U S. Podla predpokladu pre kazdi takto vytvorent postupnost deleni
D,, plati (44]) v metrike p pre n — oo. Dalej oznacme

|Dal

E Hap  (Xapae — Xap_ ),

\Cn

n §
Jt - cp_ 1 cZ/\t - Xczil/\t%

a N = |S| pocet prvkov mnoziny S. Pre rozdiel I™ — J" v bode t € T plati

Iy — J}'|
| Dn| |Cn]
= ZHd (Xapne = Xap_ne) = > Hep  (Xepne — Xep_ nt)|
k=1
IDnI

= |Z Hap = Hyap 1o, )(Xapne — Xap_ e

teT

pre n — oo. Prv4 nerovnost vyplyva z faktu, Ze ak
Hap  # Hiap_je, = di s # iy Je, = di g €

a konvergencia z toho, ze H mé ohranic¢ené trajektorie a z tvrdenia 2.13]
KedZe horny odhad nezdlezi na t € T, tak podla tvrdenia2.8pre n — oo plati,
ze p(I™,J") — 0. Z trojuholnikovej nerovnosti pre metriky priamo dostaneme, ze

p(Y,J") < p(Y.I") + p(I",J") = 0

a tym je dokazané, ze Y je stochasticky integral v Riemanovom zmysle procesu

H podla X.
d
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Veta 4.4. Nech X € Cy(Q,F,P) a H € C;(2,F,P) je D—jednoduchy proces.
Potom pre kazdét € T plati rovnost

DI

7{ HdX = ZHdk (Xaont — Xap_int) (4.5)

skoro urcite.

Dékaz: Chceme pouzit tvrdenie s delenim D. Nech {D,}°, je postupnost
zahustujtca delenie T a zjemiiujica D. Z pozndmky vyplyva, ze pre kazdé
n € N je H D,,—jednoduchy proces a plati rovnost

|D| | Dy

> Hi (Xagne = Xagont) = ZHdn Xapne — Xap_ nt).

k=1
Dalej si uvedomme, ze ak Hgr # Hgp | tak potom dy_; € D, pretoze H je podla
predpokladu D- jednoduchy proces. Pre rozdiel teda plati

|D| | Dn|

1> Ha, (Xaons = Xay_nt) — Z Hyp  (Xappe — Xap_n)l - (4.6)
k=1
| Dn|

= |Z (Hap — Hap ) (Xapne — Xap_nt)]
< IDIIAXIDnIAHIDn < 2|D||[AX|p, sup |H;| — 0.
teT

pre n — oo, teda z tvrdenia 2.8 konverguje aj rozdiel (4.6) v metrike p k 0 a

| Dn| |D|

ZHd e Xapne = Xan n) =Y Hy (Xgone — Xay_ynt)
k=1

v metrike p pre n — oo. Rovnost (&3) potom vyplyva z toho, 7ze jednoduchy
proces ma ohranicené trajektérie a mozeme pouzit tvrdenie
d

Veta 4.5. Nech X,H € Cyp(2,F,P) a nech X md absolitnu varidciu V(X).
Potom existuje stochasticky integrdl v Riemanovom zmysle procesu H podla X a
pre kazdé t € T plati rovnost

t t
f HdX = / HdX (4.7)
0 0

skoro urcite, kde fot HdX rozumieme ako Lebesgueov integrdl.

Dékaz: Nech {D,}> je postupnost deleni zahustujtica interval T. Potom

|Dn|

| / HOX =3 e (Xagos = Xog )

IDn|  wtndn
S / (H, - Hyp )dX.,|

k=1 Y tNdE_y
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pre n — oo podla tvrdenia 2.13] a ked'Zze horny odhad nezavisi na t € T, tak z
tvrdenia aj

|Dn|

/ HdX — ZHdn Xd”/\t —an /\t) — 0

v metrike p pre n — co. Tym je dokézand rovnost (4.7]).

3

Veta 4.6. Nech X € Cp(QF,P) a {X™M}>, c Cr(Q,F,P) je postupnost spo-
Jitych mnahodnijch procesov pre ktoré plati, Ze Xt(") — X, v metrike p pre n — o0.
Potom pre kazdy D-jednoduchy proces H = {H;,t € T} plati, Ze

1D |D|
Z Hdk dkAt Xé:zlm) - Z Hag, (Xdk/\t - Xdk—1/\t) (4.8)

k=1

v metrike p pre n — oo.

Dékaz: Pre prehladnost oznaéme

1D

= Ho, (Xapne — Xap_ynt).
k=1

Dalej oznacme Z™ = X — X Potom plati, ze |Zt(n)| — 0 v metrike p pre
n — oo a podla Lemmy 2.4 aj v pravdepodobnosti a

D)
L — 1| = |2Hdk (Zyh = Zy )l
< 2\D\sup|Hs\sup\Z§")| — 0

seT seT

v pravdepodobnosti pre n — co. Majoranta nezavisi na t a teda podla tvrdenia

2.8 a Lemmy 2.4 aj

1D D]

ZHdk (Xé:) - Xé:zl) - Z Hyg, (Xdk - Xdk:—l)
k=1 k=1

v metrike p pre n — oo.

Désledok 4.7. Nech si splnené predpoklady vety[{.6. Potom

jq{ HdX™ f HdX

16
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Dokaz: Dokaz vypliva okamzite z viet 4] a

3

Definicia 4.8. Nech H € C3(€Q,F,P) a D nech je delenie intervalu T, potom D-
aproximdciou procesu H rozumieme D-jednoduchy proces definovany pre kazdé
t €T ako

D]

HtD = ZHdkﬂl[dk—KtSdk}' (4.9)
k=1

Nasledujice tvrdenie ukédze, Ze postupnym zahustovanim intervalu T mozeme
dostat postupnost procesov, ktoré aproximuji nami pozorovany proces.

Tvrdenie 4.9. Nech H € Cr(Q,F,P) a {D,}°, je postupnost zahustujicich
delent intervalu T. Potom pre n — oo

HP" - H

v metrike p, kde HP™ je D,— aprozimdcia procesu H definovand v (Z9)

Dékaz: Uvazujme rozdiel procesu H a D, —jednoduchého procesu H”" v akom-
kolvek bode t € T. Dostaneme

|H, — HP"| < |AH|p, =0

pre n — oo podla tvrdenia 213l Pretoze horny odhad |AH|p, nezdvisi na t € T,
tak z tvrdenia 2.8 vyplyva HP" — H v metrike p. 0

Veta 4.10. Nech X, H € Cp(Q,F,P) a X md kvadraticki varidciu (X). Potom
pre kazdi postupnost deleni { D, }°2, zahustujicu interval T plati, Ze pre n — oo

| D | t
Han  (Xappe — Xap_ na)* = 7{ Hd({X). (4.10)
0

k—1
k=1

v metrike p.

Dékaz: Majme postupnost deleni {D, }5° ;. Pre prehladnost v tomto dokaze
zavedieme znacenie [X]™ = [X]P». Uvedomme si najprv, ze pre prirastkovii
funkciu plati

X = XU, e = Kapne = Xap_yn0)?

drnt N

a z definicie kvadratickej varidcie plati sup,cp |[[X ],ﬁ") — (X)¢| = 0 v pravdepodob-

nosti. Definujeme
| Dn|

Ht(n) — HtDn = Z HdZ_ll[dZﬂdeﬁ
k=1
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postupnost D,,-aproximdcii procesu H. Uvazujme dva indexy n < m, kde najprv
budeme uvazovat n zafixované a posielat m — oco. Néasledne posleme aj n — oo.
Je dobré si hned teraz uvedomit, ze pre kazdé n a k = 1,...,|D,| platia rovnosti

(4.11)

k—1

Hy) = Hy
| Do | | Dn|
Zm" e — (X750 %:ZW” o= X150 ). (4.12)

ar ( dmm dm At ar’ ( d”/\t dn_ At/ :

Pretoze H™ je jednoduchy proces pre kazdé n, tak podla tvrdenia plati
konvergencia v metrike p

| Dan| | Dn|

L = ZHc(lZ dT/\t d” ) %ZH X)apre = (X)ap_ine)

pre m — oo. Tu je dobré si uvedomit, ze Tava strana (ZI0) je to isté ako (™).
Nésledne vd'aka rovnosti (EI1]), vete a z definicie 4.1l okamzite vyplyva kon-
vergencia v metrike p pre n — oo

t
M=% H§g><<x>dw —(X)ap ne) = 7{ Hd(X
k=1

Dalej zo vztahu [@I2), pre kazdé m > n € N, pre It(m’m) - It(m’") plati

L — | (4.13)
- Z Han d%/\t d;j 1/\t Z Hyp, m d’"/\t [X]Elglet)‘
IDm\
:|Zﬂm—wmm$rmﬁw|
| Dim|
< |AH|p, Y (XI5 — (XI5 ) = [AH|p, [X]™. (4.14)
k=1

Pre posledny ¢len z definicie kvadratickej variacie plati pre m — oo konvergencia
v metrike p

|AH|p, [X]{™ — |AH|p, (X):. (4.15)

Z monotoénie a trojuholnikovej nerovnostoi metriky p vyplyva pre m — oo, ze

I )

< p(|AH|p, (X)) + p(|AH|p, [X]1™ |AH p, (X))
p(|AH|p, (X))

Nésledne z tvrdenia 2.I3] plynie, ze

|AH|p,(X) — 0
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v metrike p pre n — oo. Pre kazdé n € N teda z trojuholnikovej nerovnosti pre
metriky plati, ze
| Dim|

nll—rgop ZHdk 1 de/\t de 1/\t f Hd(X))

IDm\
< s (3 Hag, s~ X7

t
0

< 1AM, (X)) + 07, CHA(X)) - 0

pre n — o0, ¢o pre jednotlivé limity bolo dokazané v predchadzajicej casti
dokazu. Z toho ndm uz vyplyva znenie vety. .

Désledok 4.11. Nech H € Cr(Q,F,P)”™™ a X € Cy(Q,F,P)™ také, ze existuje
tenzorovd kvadratickd varidcia (X )). Potom pre kaZdi postupnost deleni { D, }>,
zahustujicu interval T plati

| Dn|

ZHdM Japne — [X]ap  ne) = /0 Hd({(X) (4.16)

v metrike p pre n — oo v kaZdej zloZke matice.

Doékaz: V tomto dokaze pre jednoduchost budeme uvazovat, Ze r = 1 a hornym
indexom v zdtvorke budeme oznacovat zlozku ndhodného vektoru.

Pre m =1 je dosledok zhodny s tvrdenim .10l Pre obecné m z polarizacnej
vlastnosti ([B.2]) dostaneme pre kazdé i,j = 1,...,m, ze

[0l
ZHc(z%l XDy — (XD XD, _>j§ HOd(X® x0))

v metrike p pre n — oco. Nech e; je j-ty kanonicky vektor priestoru R™ a {D,,}2°,
postupnost deleni zahustujica interval T. Z tipravy

D

ZHdk (X Tapae = [XTap_ ae)e;

m|Dn|
= D> Hg (XOXDg — XXy )
i=1 k=1

m t t
= fg HYd(X®O x0)y = /0 Hd{(X)e
=1

vyplyva konvergencia v metrike p pre n — oo pre j-tu zlozku. Poskladanim cez
vSetky kanonické vektory dostaneme dosledok. 0
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Kapitola 5

Itoov vzorec

V tejto kapitole sa ndm zidu znalosti z algebry. Ak A je redlna matica typu
m X m, x € R™ je stlpcovy vektor a tr(A4) = Y1 A®K je stopa matice A, tak
potom

o' Az = tr(x" Az) = tr(AzazT).

Pre jednoduchost budeme oznacovat tenzorovi druhi mocninu ako

1’62 — SL’J?T

a skaldrnu druhit mocninu ako

Nech B je matica typu r X m. Symbolom | B| budeme rozumiet

‘B| :@' max |BZ7]|

=1,..r;j=1,...m
Lemma 5.1. Nech x € R™ a B € R™ ™. Potom plati nerovnost

\z" Bx| < m|B|z?%.

Dokaz: Pre maticu B pouzijeme odhad maxima a dostaneme
"Bl < |B| Y || = |BI() |ail)* < |BI Y ai Y 1=m|B|a?,
i=1 i=1

i,j=1 i=1 i

kde druhd nerovnost vyplyva zo Schwarzovej nerovnosti.

3

Pozndmka 5.2. Nech X € Cp(Q,F,P)™ . Potom pre kazdé delenie D intervalu T
a kazdé t € T plati rovnost

[[X]]d'i/\t - HX]]ZC_l/\t = (Xdk/\t - Xdk_l/\t)QQ-

V nasledujticom predpoklade zavedieme vztah mnoziny a ndhodného procesu,
ktory budeme predpokladat vo vetdch v tejto kapitole.
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Predpoklad 5.3. Nech m € N. Majme X € Cr(Q,F,P)" a M C R™ mnozinu
pre ktoru plati, ze ak pre t;, to € T kde t; # t3 a wy,ws € Q je Xy (w1) € M a
Xi, (w2) € M tak pre kazdé A € (0,1) AXy, (w1) + (1 — X)Xy, (we) € M.

Veta 5.4 (Itéov vzorec). Nech X € Cr(Q0F,P)™ md tenzorovi kvadraticki
varidciu (X)), f € C*(M) kde X a M spliiaji perdpoklad[5.3 a X € M skoro

urc¢ite. Potom pre kazdét € T plati rovnost

) = 0+ f wreTax s o f [ oai.)
skoro urcite.

Dokaz:

Majme {D,,}°°, postupnost deleni zahustujticu T. Najprv si uvedomme kon-
vergenciu vyplyvajicu zo spojitosti procesu X a spojitosti druhych parcialnych
derivacii funkcie f.

su11T)|V2f(Xt)—V2f(XLtJDn)| —0 (5.1)
te
skoro urcite. Pre k = 1,...,|D,| zadefinujme

Xl?,t()‘) = (1- )‘)ng,l/\t + )\ng/\t

a pre jednoduchost oznacime gi, = f o X}. Dalej v dékaze pre prehladnost
zanedbdme index ¢ a budeme pisat len X7'(\) = X7,(\) a g = gi;. Na kazdom
intervale [d}_,,d}] rozvinieme funkciu g} do Taylorového polynému prvého radu
v bode 0 s Langrangeovym tvarom zvysku a dostaneme

gr(1) —gr(0) = [QZT(O)-+-%IQZ]"(£Z(t)) (5.2)

= [67(0) + 1o () + 5 (Iok (€1 1) o] (0)

skoro urcite kde £7(¢) : 2 — (0,1) je nie nutne meratelné zobrazenie. Spocitanim
derivécie na intervale [0,1] dostaneme rovnosti v zmysle skoro urcite

g () = VAXEO) (Xingp — Xenay_,) (5.3)

i) = Xingg = Xonge )TV R ON) Kinagy = Xinagg ). (54)
Uvedomme si, ze gi(1) = f(Xapar) a g1(0) = f(Xap_ ae), teda po vyséitani cez
vSetky k dostaneme

| Dn| | Dn|
PO~ 1) = Il )+ 5 Sl (0)
| Dn|

b ) (G ) ~ o] ). (5.5)
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Pre jednotlivé ¢leny (B.5) po dosadeni (B.3) a (5.4]) dostaneme

&gk"gk ~ [g2)" ()]
- | %(X — Xingp_, ) T(V2FXE(E®)) = VEFXO0) (Xongy — Xonay, )]
< lfjl [t {(T2FXRER) — V2 FOGO)) Xapre — Xap_ 2}
< migg\(VQf(Xt)—VQf(XLtJDn)\tr g(ngm—ng_lm)@ =0 (5.6)

skoro urcite pre n — oo, kde v poslednej nerovnosti bola vyuzitd Lemma [(5.11

Teda plati
|Dn|

\Z —[g]" ()] =0

v metrike p pre n — oo. Vyuz1t1m dosledku [4.17] dostaneme, ze

| Dl | D |
DI (0) = > VEFX0) (Xapne — Xap_ a)®”
k=1 k=1

1y t v } (57)

0

v metrike p pre n — 00, pretoze stopa je konecnd suma. Pre posledny clen
Taylorového rozvoja

|Dp| | D |
Z va XdZ 1 Xd"/\t ngfl/\t)
k=1

uz automaticky dostaneme konvergenciu v metrike p

| Dn|

t
¢ vreomax = i > (e )" g = )

0 n—oo
| D |
= (X0 F(X0) — 5 Jim S (g (0)
k=1
| D |

5 Jim S ()" (€0) ~ 161" (0)

k=1

= g0 - e - gue{ [ wreoaeo . 69

0

Limitnym prechodom ¢lenov (5.5) a vyuzitim (5.6), (5.7), (5.8) teda dostaneme
znenie vety.
d
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Priklad. Nech X € Cr(Q2,F,P) také, ze X ma kvadraticki variaciu (X). Polozme
f(x) = 22. Je vidiet, ze f € C%*(R) a P(X € R) = 1. Podla vety [5.4] dostaneme
rovnost

t
Xf—X&:ngXdXJr(X)t

skoro urcite, ¢o odpoveda rovnici (4.3]).

Veta 5.5. Nech X € Cr(0,F,P) je ndhodny proces s kvadratickou varidcou (X).
Nech M C T x R je mnozina pre ktori plati, Ze proces (t,X;) a M spliaji
predpoklad [5.3. Nech dalej f € C*(M) a pre kazdét € T je (t,X;) € M aZ na
mnoZinu miery 0. Potom pre kazdé t € T plati rovnost

B taf taf 1 taZf
FEX)— (0, X0) = 0 S (5. X, )ds + 7§ (5. X,)dX 45 0 o2 (5. X)d(X), (5.9)

skoro urcite.

Dokaz: Veta je prakticky zjednodusenim vety (.4l Vezmeme nahodny proces
Y = {(t,X,),t € T}. Okamzite je vidief, ze Y/ = ¢ m4 konetnt absolitnu
varidciu V(Y ®), = t. Dalej z predpokladu, ze X mé kvadraticki variaciu (X) a
pouzitim vety okamzite dostaneme vzorec (5.9]) .

d

V praktickych prikladoch sa este bude hodit veta o tom, ako vyzerd kvadraticka
varidcia funkcie f(X) z vety 5.4l

Veta 5.6. Nech f, X si definované ako v [5.4 Potom f(X) md kvadraticki
varidciu (f(X)) a pre kazdét € T plati rovnost

(X = tr{ / Vf<X>Vf<X>Td<<X>>}. (5.10)
skoro urcite.

Dékaz: Nech {D,,}22; je postupnost delen{ zahustujtca T. Obdobne ako v dokaze
vety 0.4 pre kazdé delenie D,, zavedieme

XpgA) = (1= N)Xap_ ae + AXapne
a zadefinujeme funkciu g7 (\) predpisom
gr(A) = [(XE ().

Rozvinutim funkcie g;' do Taylorového polynému s Lagrangeovym tvarom zvysku
v bode 0 dostaneme rovnost

(1) — (0) = g3 (0) + 5 af)" (61(1)

23



skoro urcite, kde £7(¢t) : © — (0,1) je nie nutne meratelné zobrazenie a pre
derivacie [g7] a [g7]" plati (53) a (B4). Pre elementdrnu kvadratickii varidciu
procesu f(X) s delenim D,, d'alej plati rovnost

| Dn| | Dn| 2
PO = 3 a0 gk ) = 3 ([gz]’<0>+§[gm”<£z>)
| D] |Dp| [ D )
= 3 (10) ooV @0+ 3 (sl (511

skoro urcite. Pre jednotlivé ¢leny (5.11]) dostaneme po upravéch

| Do > | D
> (1) = Y VI V(X ) (Xaga — X52)
k=1 k=1

— t'r{/ot Vf(X)Vf(X)Td((X»} (5.12)

v metrike p pre n — oo,

| Dn| | Dn|

|ng (&) = ZVfXd;;I (Xapnt — Xan_ at)

(Xd;;mf — Xap_ nt) sz(ng(fg(t)))(Xdz/\t = Xap_nt)]

< m’fsup |V f(X)|"]T|AX |p,
teT
| Dn|
sup [V2F(X0)| D (Xagne = Xag_ye) = 0 (5.13)
te k=1

skoro urcite pre n — oo, kedze suma v (5.I3)) je konetné z predpokladu, ze X
mé tenzorovi kvadratickd variaciu a |[AX|p, — 0 v kazdej zlozke pre n — oo
podla tvrdenia Nerovnost vyplyva z Lemmy B.1], tak podla 28 mame aj
konvergenciu v metrike p pre druhy ¢len (5.11]).

Pre posledny clen Taylorového rozvoja (B.I1]) po upravéch dostaneme

Dal )
> (91" w)
k=1
| Dn| 2
= 3 ((Kapne = Xap_ 0 VI (X (€2 D (Kagne — Xap_ne))
k=1
|D| )
< mz[suqfr) V2 (X)) Z <(Xd;;/\t - Xd;;_l/\t)Q)
te k=1
| Dn|
< m?[sup [V2F(X) P AX 5, Y (Xapne = Xap_ ne)® = 0 (5.14)
teT el

pre n — oo, ked'ze suma v (5.14) je koneénd z predpokladu, ze X mé tenzorovi
kvadraticka varidciu a skaldrna druhd mocnina modulu spojitosti konverguje k 0
pre n — oo. Podla vety 2.8 teda konverguje k 0 v metrike p aj treti clen (E.1TI).
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Limitnym prechodom (5.I1]) v metrike p a vyuzitim (5.12), (5.13), (514) teda

dostaneme tvrdenie vety. 0
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Kapitola 6

Investovanie do akcii na
finan¢énom trhu

Uvazujme, ze obchodnik investuje do akcii, ktorych trzna cena je popisovana
ndhodnym procesom S = {S;,t € T}, kde Sy = sy je deterministickd hodnota.
V tejto kapitole vyuzijeme dosial popisant teériu k dokdzaniu ohodnotenia spra-
vodlivej ceny portfélia obchodnika.

Definicia 6.1. Nech S € Cr(Q),F,P) popisuje trznti hodnotu akcie s ktorou
obchodnik obchoduje. Usporiadani dvojicu (M,H)T € Cp(Q,F,P)* nazyvame
portfolium obchodnika, ak existuje stochasticky integral v Riemannovom zmysle
procesu H podla S. Z hladiska portfélia procesu M hovorime volné financné
prostriedky a procesu H mnoZstvo jednotiek akcii ktoré drzi obchodnik.

Pozndmka 6.2. Zo spojitosti procesu M vyplyva, ze existuje fot Mds v Lebesgueo-
vom zmysle pre kazdé ¢ € T. Pre tirokovi mieru r vyraz r- fot Mds interpretujeme

ako zisk z ulozenych finan¢nych prostriedkov do casu t a vyraz §Ot H.dS; je zisk
z drzania akcif do ¢asu t. Pre jednoduchost v praci uvazujeme, Ze tirokova miera
je nulova, teda r = 0.

Definicia 6.3. Nahodny proces Y € Cp(€,F,P) budeme nazyvat cenou portfélia
(M,H) € Cp(Q,F,P)?, ak plati rovnost

}/;g - Kt + HtSt-

Dalej hovorfme, ze portfélium (M,H) je samofinancujtice, ak pre kazdé t € T
plati rovnost

t
Ythwf H.dS,
0

skoro urcite.

Nech Z je ndhodné veli¢ina. Hovorime, ze samofinancujice portfélium (M,H)
replikuje nahodnu velicinu Z ak Yy je deterministicka velicina a Yr = Z skoro
urcite.

Veta 6.4. Necht Z, Yy si ndhodné veliciny a S € Cyp(Q2,F,P) taky, Ze existuje
(S) a nadobida hodnoty z otvoreného intervalu G. Nech f(t,x) je spojtd funkcia
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na T xG pre ktori plati, Ze f € C*(T xG\{T,K}), f(0,50) =Y, a f(T,Sr) = Z.
Ak St # K skoro urcite a

t 8f 1 t aZf
A E(S,Ss)ds = —5 ; @(s,ss)d<5>s,

tak existuje samofinancujice portfolium (M,H) € Cp(QLF,P)? také, e
H,=2%5S,), M, = f(t,S) — H; a cena protflia Y € Cx(Q.F,P), kde
}/t = f(tast)

Dokaz: Dokaz okamzite vyplyva z tvrdenia

3

Priklad. Nech W je Wienerov proces definovany v [[L2] S(¢,W;) je aritmeticky
brownov pohyb s parametrami u, so € R a ¢ € R. Pre t € T polozime funkciu

f(tx) =50+ pt + ox.

Pre derivacie funkcie f plati, ze

8—(t,x) = o.

Funkcia f je linedrna, teda trividlne plati, ze f € C* a W m4 podla B.I1 kvad-
raticku variaciu. Polozenim

Se = f(E,WA)
mozeme pouzit (.6l Dosadenim do vzorca (5.10) dostaneme pre kazdé t € T, ze

wﬁ:u{lf(g)md(g 2)}:uﬁ (6.1)

Tvrdenie 6.5 (Bachelierov model). Nech si parametre p, s € R a T, K, 0 > 0.
Polozime funkciu

F(t,) {(x_K)+ =
,l‘ - r— T— )
(z = K)®(225) +ovT —tp(;25) t€(0,T)

kde ®(y) = [Y_p(s)ds je distribuénd funkcia a ¢(s) = \/LQ—ﬂeXp {—%} je hus-
tota nahodnej veliciny s rozdelenim N(0,1). Ak aritmeticky Brownov pohyb S =
{St, t € T} urcuge cenu akcie, tak

t S, — K
Y, =50+ O(——=)dS,
t= %0 fg (a\/T—s)

je spravodlivd cena samofinancujiceho sa portfolia replikujiceho velicinu

(ST — K)*.
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Dékaz: Spocitame parcidlne derivécie funkcie F(¢,z) a dostaneme

oFr z— K

7t = =) 02
OF? 1 r—K

5z (1) = a\/T—tMVT—t)’ o
oF o r—K o2 OF?

Zvysné parcidlne derivdcie neuvadzame ale je vidiet, Ze F™* je zloZenim expo-
nencidlnej a polynomislnej funkcie na mnozine T X (—o0,00)\(T,K). Ked'ze plati,
ze

— So — /LT

P(Sr# K) = P(Wr £ 2 ) =1,

tak mozeme pouzit vetu [6.4] a dostaneme rovnost

t
F

Y, = F(t,5) =s0+ a—(s,Ss)dSS
0 837

b oS- K
= + b (————)dS.,.
%0 fi) <a\/T—s>

3

Priklad. Nech W je Wienerov proces definovany v [L2 S(¢,1V;) je geometricky
brownov pohyb s parametrami u, so € R a ¢ € R. Pre t € T polozime funkciu

f(t,z) = spexp {ox + (u — %02) t} :

Spocitame derivacie funkcie f a dostaneme

Wita) = (n— o)) (L),
g—i(t,x) = of(tx).

Je vidiet, Ze f je exponencalna funkcia, teda f € C* a podla B.I1 kvadraticka
varidcia porcesu W existuje a (W); = t. Polozenim

St = f<t7Wt)

mozeme pouzit 5.6l Dosadenim do vzorca (5.10) dostaneme pre kazdé t € T, ze

(S), = tr{/OtSsz(”_jUQ)@Qd(g 2)}20—2/;53(13. (6.5)

Tvrdenie 6.6 (Black-Scholesov model). Nech T, K,o0 > 0, a u € R. Polozime
funkciu

(x — K)* t=T
F(tx) = In( &)+ (T—t) In(L£)+ 2 (T—t)
o (MEEED) o (I e o)
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kde ®(y) = [Y_@(s)ds distribuénd funkcia a ¢(s) = \/%exp{—g} je hus-
tota ndhodnej veliciny s rozdelenim N(0,1). Potom ak geomtricky Brownov pohyb
{St, t € T} urcuje cenu akcie v case tak

t In(Ss g L
1@:50+7f¢<n(f<)+ 7 ( S)>dSs
0

oV — s

je spravodlivd cena samofinancugjiceho sa portfolia replikujiceho ndhodni velicinu
(St — K)*.

Doékaz: Pre parcidlne derivacie funkcie F'(¢,z) plati

OF o — ®CM@+%aww>7 66)

O2F 1 (L) + Z(T —t)
tx) = , 6.7
0 7 (1) :L’a\/T—tg0< ovVI —t (6.7)
OF xo In(£) + OQ—Q(T—t)
—(t —
or \0) 2 T—t(p( T —1
= —50 155 (t,x) (6.8)

Zvy$né druhé parcidlne derivécie pre prehladnost neuvadzam, ale je vidiet, ze I’
je v kazdej premennej zlozenim exponencidly a polynéomu, respektive logaritmu,
teda F' € C?((0,T) x (0,00)\{T,K}).
Kedze
K [

P(Sr# K) = POWr # ~tn- +T(2 = 2)) =1,

tak st splnené predpoklady vety a pre spravodlivi cenu porfélia plati, ze

T
Y, = F(t,5) =so —|—% ——(5,55)d S
0

t In(Ss (T —
_ 50—1-% <I><H<K>+ 7 ( S)>dSs.
0 oVT — s

skoro urcite.

d
Néhodna velicina (Sr — K)* kde St je cena akcie v case T je vyplata eurdpskej
call vanila opcie, ktora umoznuje vlastnikovy tejto opcie v ¢ase T kipit jednotku
akcie za predom dohodnuti sumu K. Parameter K sa tiez nazyva strike.
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Apendix

Definicia 1. Pre ndhodny proces X = {X;, t € T} definujeme {.EX, te ']I'}
kanonicki filtrdaciu procesu X predpisom

FX =0 {Uper s<tyo(X,)}.

Definicia 2. Majme X = {X;, t € T} integrovatelny ndhodny proces. Hovorime,
ze ndhodny proces X je martingal, ak pre kazdé s, t € T kde s < ¢ plati, ze

E[X, | FY] =X,
skoro urcite. Ak je ndhodny proces naviac spojity, tak hovorime o spojitom mar-
tingale.

Definicia 3. Majme X = {X;, t € T} a zobrazenie 7 : Q@ — T U oo. Hovorime,
7e T je FX-markovsky ¢as ak pre kazdé t € T plati, ze [r < t] € FX.

Dalej definujeme nahodny proces X7 = {X7,t €T} zastavenie v ¢ase T pro-
cesu X predpisom X;] = Xy, pre kazdé t € T.

Definicia 4. Nech X = {X;, t € T} ndhodny proces. Ak existuje postupnost
{r.}.2, X-markovskych casov takd, ze 7, — 0o pre n — oo skoro uréite a pre
kazdé n € N je proces X™ — Xy = {X]* — Xy, t € T} martingal, tak tvrdime,
ze proces X je lokdlny martingal. Ak nahodny proces X je naviac spojity, tak
hovorime o spojitom lokalnom martingale.

Veta 5 (Optional Stopping Theorem). Bud X = {X;, t € T} spojity martingal

a 7 X-markovsky ¢as. Potom X7 zastavenie procesu X v case T je martingal.

Dékaz: [3] str. 249, 1.3.11.

3

Veta 6 (Doob-Meyer). Nech X = {X;, t € T} je spojity lokdlny martingal.
Potom ezistuje ndhodny proces Y = {Y;, t € T} taky, Ze pre kaZdi postupnost
{D,}5°, zahustugicu interval T plati, Ze pre kazdét € T

X]P = Yy
v pravdepodobnosti. Dalej plati, Ze

sup \[X]f)" -Y|—0
t€[0,T]

v pravdepodobnosti.

Dékaz: [3] str. 263, 1.6.1
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Doékaz vety [3.11]

1. Wienerov proces W = {W,,t € T} je martingal,
EW, | F'] = EW,—W,|F']+W,=W,
pre kazdé s, t € T kde s < t.

2. Vyuzijeme vlastnost Wienerového procesu a to, Ze pre kazdé s, t € T kde
t > sje Wy — W, ~ \/t —sW a tiez, ze W ~ x3. Pre postupnost deleni
{D,}>7, zahustujicu interval T teda plati

| D

E[WIP] = ED_(Wan — War_ n1)’)
| Dl

= Y (dpnt—dp At =t
k=1
| Dn|

var((W]P) = var | Y (Wanne — War_ )’

k=1
| Dy |

= Zvar(Wf(dZ/\t— Z—l/\t))
k=1
| Dn|
= var (W2)) (dp At —dji A1)
k=1
< 2t Dyll = 0,

teda [W]P — t v pravdepodobnosti.

3. Podla Optional Stopping Theoremu [ st pre kazd postupnost
{r.}>2, F/V —Markovskych ¢asov, ndhodné procesy W7 = {W,,, t € T}
martingaly. Zvolenim postupnosti 7,, = oo pre vsetky n € N dostaneme, ze
W je lokdlny martingal.

4. Podla Doob-Meyerovej vety [0l teda plati, ze

sup\[W]f)" —t| =0

v pravdepodobnosti, vzdy ked {D,} 7, zahustuje interval T.

Tym je dokdzané, ze (X ), =t pre kazdé t € T.
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